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Resumo

Esta dissertacao investiga condigoes geométricas para a existéncia de inscri¢oes e cir-
cunscrigoes entre poligonos, com foco especial em triangulos equilateros inscritos em
tridngulos arbitrarios e em quadrados inscritos em triangulos arbitrarios. A pesquisa
parte de referéncias classicas da geometria euclidiana e de trabalhos recentes sobre o tema.
No caso dos triangulos equilateros inscritos, sao estudados dois métodos de construgao,
uma abordagem algébrica e outra geométrica, além de propriedades notaveis relacionadas
aos pontos e circulos de Apoldénio, aos triangulos pedais e a reta de Euler. No caso dos
quadrados inscritos, sao discutidas condicoes de existéncia para triangulos acutangulos,
retangulos e obtusangulos, bem como a determinagao do maior quadrado que cabe em
cada configuragao. As construgoes sao validadas por meio do software GeoGebra, que
permite visualizar dinamicamente os resultados teoéricos e explorar novas conjecturas. Por
fim, o trabalho apresenta possibilidades de aplicacao didatica desses contetidos no Ensino
Meédio, propondo atividades investigativas com potencial para ampliar a compreensao de

geometria plana em sala de aula.

Palavras-chave: Geometria Euclidiana; Triangulo; Quadrado; Inscrigao; Circunscrigao;
GeoGebra; Ensino Médio.
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Abstract

This dissertation investigates geometric conditions for the existence of inscriptions and
circumscriptions among polygons, with particular focus on equilateral triangles inscribed
in arbitrary triangles and squares inscribed in arbitrary triangles. The research is based
on classical references in Euclidean geometry and recent works on the subject. In the case
of inscribed equilateral triangles, two construction methods are studied, one algebraic and
one geometric, along with notable properties related to Apollonius points and circles, pedal
triangles, and the Euler line. In the case of inscribed squares, existence conditions are
discussed for acute, right, and obtuse triangles, as well as the determination of the largest
square that fits in each configuration. The constructions are validated using GeoGebra
software, which makes it possible to dynamically visualize the theoretical results and
explore new conjectures. Finally, the work presents possibilities for didactic application of
these topics in high school, proposing investigative activities with the potential to broaden

the understanding of plane geometry in the classroom.

Keywords: Euclidean Geometry; Triangle; Square; Inscription; Circumscription; GeoGebra;

Secondary Education.
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Introducao

A geometria é uma area da matematica que possui diversos problemas com enunciados
simples e solugdes nao triviais, como por exemplo os problemas classicos da Grécia antiga:
a duplicacao do cubo, a trisseccao de um angulo e a quadratura do circulo. Apesar de
serem de facil entendimento possuem solucoes densas que necessitaram de técnicas de
algebra moderna para serem resolvidos. Esses problemas classicos podem ser observados
no livro de (Gongalves| (2017)).

Problemas que envolvem inscri¢ao e circunscri¢ao sao importantes na geometria eucli-
diana, visto que tais ideias foram utilizadas por Arquimedes de Siracusa para desenvolver

uma aproximacao para o T mais precisa que as existentes até entao.

Boyer| (1974) explica que, Arquimedes demonstrou grande habilidade de calculo ao
partir de um hexégono regular inscrito e, dobrando sucessivamente o niimero de lados até
chegar a 96 lados, por meio de um processo iterativo hoje associado ao chamado algoritmo

10

de Arquimedes, obtendo assim a aproximacao 3 + = <7 < 3 + 20

1 =5, nais precisa que as

empregadas por egipcios e babilonios.

3 <7< 34641 3.10583 < 7w < 3.21539

S

~—

(a) Numero de lados igual a 6 (b) Namero de lados igual a 12

Figura 1: Aproximacao de Arquimedes
Fonte: Autor (2026).

Nesse mesmo contexto, dois teoremas notaveis sao o Teorema de Ptolomeu e o
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Teorema de Pitot, ambos demonstrados no livro Geometria de Muniz Neto (2022)).

Teorema 0.1 (Teorema de Ptolomeu). Se ABC' D é um quadrilatero inscritivel de diagonais
AC' e BD, entao

AB-CD+ AD -BC = AC - BD

Teorema 0.2 (Teorema de Pitot). Um quadrilatero convexo ABCD, de lados AB, BC,

CD e DA, é circunscritivel se, e s6 se,

AB+CD = AD + BC

As defini¢oes de inscricao e circunscrigao apresentadas nos FElementos de |[Euclides
(2009) nao se limitam ao caso poligonos-circulos. Contudo, atualmente, essas nogoes
sao trabalhadas em diversas bibliografias associadas somente a circulos, como nos livros
Fundamentos de Matemdtica Elementar de Dolce e Pompeo| (2013)), Geometria de Muniz
Neto, (2022) e Geometria Euclidiana Plana de Barbosa| (1997).

As defini¢oes classicas que sao encontradas nos textos de geometria euclidiana sao
dadas como no livro Geometria FEuclidiana Plana.

Definicao 0.1 (Poligono inscrito a um Circulo). Um poligono esté inscrito num circulo se

seus vértices pertencem ao circulo.

Defini¢ao 0.2 (Poligono circunscrito a um Circulo). Um circulo esta inscrito em um
poligono se todos os lados do poligono sao tangentes ao circulo. Quando tal ocorre diz-se

que o poligono circunscreve o circulo.

Embora nao sejam muito conhecidas, Euclides (2009)) apresenta a defini¢ao para

inscri¢ao entre poligonos e, a partir dela, defini a circunscri¢ao entre poligonos.

Definicao 0.3 (Poligono inscrito a um poligono). Um poligono P; é dito estar inscrito
a um poligono P, quando cada um dos vértices do poligono P; toca um dos lados do

poligono P.

Definigao 0.4 (Poligono circunscrito a um poligono). Um poligono P; é dito estar

circunscrito a um poligono P, quando P, esta inscrito a P;.

Como foi observado, os textos tradicionais de geometria euclidiana referem-se a
problemas de inscri¢gao ou circunscri¢ao de poligonos a circunferéncias, sendo estes pre-
sentes desde o ensino fundamental. No entanto, nao se observa a mesma frequéncia em
relagao a poligonos inscritos ou circunscritos a outros poligonos, sendo escassos os estudos
relacionados a essa tematica, que pode levar ao questionamento: quando e como pode-se

construir um poligono inscrito ou circunscrito a outro poligono?

Para responder essa questao, o presente trabalho propoe o estudo de propriedades e

construcoes de triangulos equilateros inscritos ou circunscritos a outros poligonos, e tem
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como objetivo geral investigar as condi¢oes geométricas necessarias para a existéncia das

configuragoes.

Além disso, temos como objetivos especificos exibir e explorar diferentes métodos de
construcgao que foram publicados em trabalho recentes e apresenté-los de forma dindmica
no software GeoGebra. Assim, espera-se que os resultados obtidos nao apenas respondam
a questao principal proposta, mas também ampliem a compreensao sobre a estrutura das
configuragoes geométricas estudadas e motivem o leitor a desenvolver um olhar dindmico

sobre a geometria.

Embora tais questoes nao sejam abordadas em detalhe neste trabalho, trata-se de
um campo amplo, no qual se inserem, por exemplo, os estudos de Meyerson| (1980)), Nielsen
(1992)) e Gupta e Rubinstein-Salzedo| (2021), que estabelecem, entre outros, os seguintes

resultados:

e De acorto com Meyerson| (1980) toda curva fechada simples no plano contém os

vértices de um triangulo equilatero.

e Nielsen| (1992) diz que, se J C R? é uma curva fechada simples e T' ¢ um triangulo

qualquer, entao J admite infinitos triangulos inscritos semelhantes a 7T'.

e Em seu artigo |Gupta e Rubinstein-Salzedo| (2021)) mostram os resultados de (Meyer{
son, |1980) e (Nielsen, 1992) para J C R™.

Estes resultados nao sao triviais pois curvas fechadas podem ter uma geometria

muito complicada.

Figura 2: Exemplo de curva fechada simples
Fonte: Autor (2026).




Este trabalho baseia-se principalmente no estudo dos artigos de Andrica, Bagdasar e
Marinescu| (2024), Russell (2015) e Wetzel (2002)) que tratam de problemas de inscri¢ao e
circunscri¢ao envolvendo nao apenas os casos entre circulos e poligonos. Sao feitos usos de
técnicas que iremos explorar nesta dissertagao e cuja dindmica permite perceber topicos
da geometria Euclidiana sob uma perspectiva nao estatica como é usualmente apresentado

nos textos classicos de geometria Fuclidiana.

No artigo de |Andrica, Bagdasar e Marinescu| (2024)), os autores investigam as
diferentes configuragoes possiveis de um triangulo equildtero AM N P inscrito em um
triangulo AABC qualquer, onde M € BC, N € CAe P € AB.T A pesquisa aborda
razoes entre comprimentos nos lados e propriedades extremas dessas figuras. Dois resultados

importantes que devem ser destacados sao:

e O comprimento do lado | do triangulo AM N P inscrito no tridngulo AABC', onde

a=CMN er éa medida do raio do circulo que circunscreve o triangulo AABC:

2r -sen A -sen B - sen C'

[ = )
sen C' - sen (a—l—60° — B) +sen B - sen <a—|—C>

e O valor o onde a éarea do triangulo AM N P é minima:

senBcosC+%CosBsenC—i—‘/?gsenBsenC

o = arctan N _ T = -
3 sen Bsen C' + *5° cos Bsen C

De maneira distinta, Russell (2015) demonstra, a partir das definigdes de circulo de
Apolénio, pontos de Apolénio e semelhanca espiral, que é possivel inscrever triangulos
equilateros em um triangulo qualquer, de modo que cada vértice do triangulo equilatero
pertenga a um lado (ou sua extensao) do triangulo original. Nessa construgao, mostra-se
que os baricentros desses triangulos equilateros se distribuem ao longo de apenas duas retas,
cada uma perpendicular a reta de Euler do triangulo original, o que revela uma estrutura

geométrica altamente organizada, mesmo em configuracoes aparentemente assimétricas.

As definigbes de semelhanga espiral e de reta de Euler sao apresentadas a seguir.

Definigao 0.5 (Semelhanga espiral). (Yaglom, 1968) Uma semelhanca espiral é a aplicagao
obtida pela composi¢ao de uma homotetia de centro O e coeficiente £ com uma rotagao
de centro O e angulo a. Em particular, na Figura B, para cada ponto A € F, o ponto
imagem A; € F; (onde A; pertence a semirreta OA) é obtido a partir de OA por uma
uma dilatacio de razdo k, isto é, OA; = k-OA e A’ € F' é obtido de A; ap6s uma rotacio

de centro O e angulo a.




F/

Figura 3: Semelhanga espiral
Fonte: Autor (2026).

Definigao 0.6 (Reta de Euler). A reta que contém o circuncentro, o ortocentro e o

baricentro de um triangulo é chamada de reta de Euler do triangulo.

Lembre-se de que o circuncentro de um triangulo é o ponto de intersecao de suas
mediatrizes, o ortocentro é o ponto de encontro de suas alturas e o baricentro é o ponto de

intersecao de suas medianas.

O estudo Wetzel (2002) preencheu uma lacuna existente no caso do quadrado inscrito
a um triangulo obtusangulo. Em sua pesquisa observa que os casos para triangulos
acutangulos e retangulos ja estavam consolidados na literatura, vinculados a resultados
classicos da década de 1830 (Teorema [2.1)), em seu trabalho aborda o caso obtusangulo

que até entao nao havia sido considerado.

Com o objetivo de sistematizar a investigagao tedrica e garantir o alcance integral

das metas propostas nesta pesquisa, o trabalho foi estruturado em quatro capitulos.

No primeiro capitulo serao analisados os diferentes métodos abordados nos trabalhos
de |Andrica, Bagdasar e Marinescu (2024)) e Russell| (2015) conduzindo a resultados seme-
lhantes, onde um triangulo equilétero esta inscrito a outro tridngulo arbitrario. A anélise
demonstrara que essas diferentes metodologias, apesar de suas distintas fundamentacoes

teodricas, convergem para as mesmas configuragoes geométricas.

O objetivo do segundo capitulo sera investigar o maior quadrado que cabe em um

triangulo arbitrario a partir dos resultados de Wetzel (2002).

O terceiro capitulo da pesquisa consistira na validagao de todas as construgoes por

meio do software de geometria dinamica GeoGebra.

No quarto capitulo serao discutidas as possibilidades de aplicacao desses contetidos
no Ensino Médio, por meio da proposicao de sequéncias didaticas destinadas a sua

implementagao em sala de aula.




Capitulo 1

Triangulos equilateros inscritos em

triangulos arbitrarios

Neste capitulo, analisa-se a configuragao geométrica em que cada vértice de um
triangulo equilétero toca um lado distinto de um tridngulo genérico. A revisao da literatura
permitiu identificar duas abordagens metodologicas distintas que convergem para o mesmo
resultado: (Andrica; Bagdasar; Marinescul 2024) emprega estratégias algébricas, enquanto
(Russell, 2015)) fundamenta sua analise em principios geométricos classicos. A diferenga
metodolbgica entre os autores evidencia a riqueza de perspectivas para a resolucao do

problema.

1.1 Meétodo algébrico

Nesta secao vamos desenvolver a abordagem estabelecida por |Andrica, Bagdasar e
Marinescu| (2024). Na Figura temos um triangulo genérico, designado por AABC),
com seus angulos internos nos vértices A, B e C que sao denotados respectivamente, por fl,
BeC. Adota-se, como premissa inicial e sem perda de generalidade, a relacao de ordem

A > B> C entre as magnitudes angulares.

No interior do AABC, encontra-se inserido um tridngulo equilatero inscrito, refe-
rido como AMNP. A construcao geométrica apresentada visa estabelecer uma relagao

especifica entre os dois tridngulos, partindo de uma configuracao inicial particular.

Adicionalmente, na Figura [I.1], encontram-se destacados um conjunto de angulos
auxiliares. Tais angulos sao definidos estrategicamente e desempenham um papel funda-
mental na aplicacao subsequente do método proposto, servindo como elementos-chave
para o desenvolvimento da demonstragao. A saber a; = CMN, as = PMB, 3, = ANP,
By =MNC, v = BPM e v, = NPA.
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A

Figura 1.1: Triangulo genérico
Fonte: Autor (2026).

Assim é possivel elaborar o sistema linear abaixo,

(00 + as = 120°
pr+ B2 = 120°
M+ 2 = 120°
Bi+ s =180° — A
v+ ap = 180° — B
Lo+ By =180° — C

(1.1)

Pode-se, expressar as medidas aq, as, B1, B2, 71 € 72 em fungao de um tnico parametro
e dos angulos internos do AABC'. Opta-se, sem perda de generalidade, por utilizar a;

como variavel independente, denominada simplesmente .

Inicia-se o processo utilizando a primeira equagao do sistema (1.1]), que fornece
diretamente:

o+ oy =120° = ay = 120° — « (1.2)

Em seguida, combina-se a quinta equagao de (|1.1)) com a igualdade ((1.2)) para isolar

M-
Y 4a;=180°—B = v =a+60°—B (1.3)
A terceira equagao de ([1.1]) é entao aplicada em conjunto com ([1.3)) para determinar

2!

Y47 =120° = 4, =60°+ B —« (1.4)
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Para encontrar a medida de (35, emprega-se a sexta equacao de ([1.1)):

4P =180°—C = [, =180°—C — « (1.5)

Por fim, a segunda equagao do sistema (|1.1]) é utilizada com (|1.5)) para obter f:

Bi+ B2 =120° = By =a+C —60° (1.6)

Dessa forma, assumindo a; = o como parametro livre, obtém-se o seguinte sistema

de relagoes:
(
A =

g = 120° — o

B =a+C —60°
By =180° — (a + C)
71:04—1-600—}?
\72:6O°+E—04

Como os angulos aq, as, f1, P2, 71 € Y2 pertencem ao intervalo [0°,120°], pode-se
restringir o valor de « e estudar as configuragoes que ocorrem quando esses angulos

assumem seus valores méaximo ou minimo, utilizando as relagdes apresentadas em (|1.7)).
0°< B <120° = 0°<a+C—60°<120° = 60°—C < a<180°—C
Do mesmo modo,
0° <y <120° = 0°<a+60°—B<120° = —60°+ B <a<60°+ B
Dai, o valor de « fica definido da seguinte maneira,
Quin = 60° — C < a < min{60° + B, 120°} = mas
Se a; = a = 0°, entao ap = 120° e 34 =a+C—60°=

C > 60°. Como, por hipotese, A > B > é, segue que A > B > C > 60° e, portanto,
A=B=C=60°isto é, AABC é equilatero.

— 60°, de onde se obtém
>

Se a; = a = 120°, entéoag:O°,72:60°+B—azé—600eﬂlza—l—é—(ﬁ(}o:
C +60°, de modo que B > 60° e C' < 60°.

Se 81 = 0°, entdo By = 120° e v+ C' — 60° = 0°, isto &, a + C = 60°, o que implica
C' < 60°.

Se 1 = 120°, entao 3 = 0° e v + C —60° = 120°, de onde se obtém o + C = 180°,

9
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20° + C, logo C > 60°, concluindo que o = 120°

como « < 120° tem-se 180° = o + 1
> 60° e, portanto, A=B=C= 60°, isto é, AABC

eC’z60°, de modo queflzé

é equilatero.

C<
C >

Se v, = 0°, entao 5 = 120° e a + 60° — B = 0°, de onde se obtém a = B — 60°.
Assim tem-se B > 60° e 8, = B + C' — 120°, o que implica B + C' > 120°. Como

A>B>CeA+B+C=180° segue que B+ C =120° e, portanto A = 60°, resultando
A=B=C=60°logo AABC & equilatero.

Se v1 = 120°, entao 7, = 0° e a + 60° — B = 120°, de onde se obtém o = 60° + B,
como « < 120°, conclui-se que B < 60° e consequentemente C < 60°.

A determinacao das posicoes exatas dos pontos M, N e P requer a aplicacao da lei
dos senos. Essa abordagem é fundamental para relacionar os comprimentos dos lados do

triangulo formado pela construgao.

Consequentemente, as relagoes angulares previamente estabelecidas no sistema ((1.7)
constituem a base para essa aplicacao. A integracao dessas expressoes com a lei dos senos

permitird encontrar as coordenadas que definem a localizagao precisa dos referidos pontos.

A aplicacao da Lei dos Senos no triangulo AABC' resulta nas seguintes igualdades:

AB B A
_Be _ a4, (1.8)
senC senA senB

onde r representa a medida do raio do circulo que circunscreve o triangulo AABC e AB,
BC e CA representam os comprimentos dos lados AB, BC e C'A respectivamente.

A

Figura 1.2: Raio do circulo que circunscreve o triangulo AABC
Fonte: Autor (2026).

Posteriormente, aplica-se o mesmo principio aos triangulos AMNC, ABPM e
APAN. Considerando a condicao do AM NP ser equilatero, MN = NP = PM = |,

10
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obtém-se as relagoes:

Para o AMNC l = CN _ oM (1.9)

sen(C' sena  senfh’

BP BM

com ABPM l — = = ; (1.10)
sen B senay  senvy
AP AN

e com APAN L = (1.11)

sen A senfl;  senvy,

Da substituicao das expressoes definidas em (|1.7)) nas equagdes ((1.9), (1.10]) e (1.11))

obtém-se o seguinte sistema de equagoes, respectivamente:

(I CN  CM
senC sena sen (a + C’)
. BP B
senB sen (a + 600) sen (O[ + 60° — B) (112)
L AP B AN
sen A sen (a +C— 60°> sen <60° +B— a>
Dai determinam-se as seguintes igualdades,
I BM sen (a + 60° — B)
~ = — <= BM = - -1 (1.13)
sen B sen (a —+ 60° — B) sen B
l oM sen (a + C’)
= = ¢ — — (M = ————F1—%-1 (1.14)
senC'  gen (a + C’> sen C
ON _
L _ON L evosme, (1.15)
senC'  sena sen C'
I AN __ sen (60° +B-— a)
~ = - < AN = - -1 (1.16)
sen A gen (600 +B— oz) sen A
AP _sen|a+ C —60°
! ~ = - & AP = ( - >-l (1.17)
sen A gen (a +(C— 60°> sen A
Lo BP | pp_sen(at6l) (1.18)
sen B sen(a+ 60°) sen B

Por meio de manipulagoes algébricas das igualdades encontradas, obtém-se a formula-

¢ao explicita para o lado [ do triangulo AM N P equilatero inscrito e para os comprimentos

11
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dos segmentos BM, CN e AP. Tais formulas sao expressas em funcao do parametro angu-
lar o, dos angulos internos /Al, BeC do triangulo AABC', e do raio r. Tais manipulagoes

serao detalhadas a seguir.

L . BM CN AP o o
Primeiramente, calculam-se as razoes , e com o objetivo de eliminar o
BC CA BA
parametro [, utilizando as relacoes BM +CM = BC, CN+ AN = AC e AP+ BP = BA.

BM
Para determinar a razao ¥eTok procede-se da seguinte forma:

BC_JM4+OM
BM BM BM
sen (a + C’)

— 1 senB'sen(a+C’>
— 14 sen ¢ 14
sen <a—|—60° — B)

sen C' - sen (a + 60° — B)

-1

sen B
sen C - sen (044—60O —B) +sen B - sen <a+é>

sen C - sen (04 + 60° — B)
Invertendo a fracao, obtém-se:

BM sen C - sen (a+60°—3>
= - - - - (1.19)
BC sen C - sen (a+60°—B)+senB-sen (a—i—C’)

CN
De modo anélogo, para determinar vk obtém-se:

CA CN+ AN

CN  ON
1A
CN
sen <60°+f3—a> [
-1+ —d
sené.l

sen (60O + B— a) -sen ('

— 1+ -
sen A - sen o

sen A - sen a + sen (60°+E’—o¢) .sen C'

sen A - sen o

12
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Invertendo a fracao, obtém-se:

C_N_ sen A - sen o
CA senA-senoz—i—sen(GOo—i—B—a)-Sené’

Por fim, para determinar —, tem-se:
BA

BA AP+ BP

P
~ BP
=1+ =
sen (o +A60°) y
— 14+ sen B

sen (a +C— 60°>

-1

sen A
sen A - sen (o + 60°)

=14+ ~ -
sen B - sen (a—l—C’—GOO)

sen B - sen (a +C - 60°> + sen A - sen (o 4 60°)

(1.20)

sen B - sen (a +C— 60°>
Invertendo a fracao, obtém-se:

ﬁ_ senB-sen(a—l—é—GOo)

BA  senB-sen <a+é— 60°> + sen A - sen (a 4 60°)

Note que a partir de (|1.8)),

p—
B ~
CA =2r = BC =2r-send

sen A
CA .
—=2r = CA=2r-senB

sen B
BA A
— =2r = BA=2r-sen(C

\ sen C'

(1.21)

(1.22)

Dai, por (1.19)), (1.20)), (1.21]) e (1.22]), obtém-se as medidas de BM, CN e AP,

BM =2r - sen A - sen C' - sen (o + 60° — B)

sen C' - sen (o + 60° — B) + sen B - sen <a—l—é

(1.23)

)

13
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C_NZQT- SGHB'SGHA'SQHOA (124)

senfl-senoz—l—sen (60°+B—a> -SenC'

senC - sen B - sen (&+C’—60°>

AP — 2. (1.25)

sen B - sen (a +C— 6()°> +sen A - sen (o + 60°)

Assim, pode-se encontrar a medida [ do lado do triangulo AM N P, em funcao de «,
A, B, C e r, substituindo (T.23), (1.24) e (1.25) em (T.13), (T.15) e (I.17) respectivamente,

BM -sen B or -sen A-sen B -sen C
= — = l(a) = - - - -
sen (a+60°—B> sen C - sen <a+6OO—B> 4+ sen B - sen <a+C’>
(1.26)
l:C_N-senC’ . l(a): : 2T-senA-senB-?enCA' : (1.27)
sen a sen A - sen o + sen (60°+B—a> -sen C'
AP -sen A 2r -sen A - sen B - sen C
[ = - — (o) = - - -
sen (a +C— 60°> sen B - sen (oz +C — 60") + sen A - sen (a + 60°)
(1.28)

De posse destes resultados, uma pergunta natural refere-se aos valores extremais
de I(«). A seguir, estuda-se o comportamento dessa fun¢ao para determinar seus valores
extremos, identificando em particular o valor de o que minimiza I(«) e o correspondente
menor tridngulo equilatero inscrito em AABC. Como na fungao [(«) o numerador é

constante, basta entao estudar os valores extremos da fungao f(a),

f(a) = sen B - sen (oz +C— 60°> + sen A - sen (a 4 60°) (1.29)
—sen A - sena + sen <60°—|—B—a> -sen C (1.30)
= senC - sen (a+600—f3> +sen B - sen (a—{—é) (1.31)

quando f ¢é maxima (ou minima), o triangulo inscrito tem lado minimo (ou méximo).
Como, sen A > 0, sen B > 0, sen (a +C - 60°> > 0esen(a+60°) > 0, a fungao f
¢ sempre positiva quando & € [amin, Omaz|, DOtE que,
f'(a) =sen B - cos (a +C— 6OO> + sen A - cos (o + 60°)
f"(a) = —sen B - sen (a +C - 600) —sen A -sen (a4 60°) = —f(a) <0
A partir dessas constatagoes, conclui-se que, a funcao f é estritamente concava quando

a € [Qmin, Qmaz), tendo assim um tnico maximo local. Entao se existir o € [amin, Cmaz)

com f'(a*) =0, entdo f(a*) ¢ o valor maximo. Caso contrario f é estritamente monotona

14
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no intervalo e assume os valores méaximo e minimo nas extremidades (o que néo ocorre,

como é mostrado abaixo). Portanto, se f é concava e f(x) > 0 entdo a fungao ﬁ é

convexa. Logo [(a) é convexa, assumindo seu valor minimo em [(a*).

Substituindo sen A = sen (180° — A) = sen (B + C) em (1.29) e realizando a expan-

sao da expressao tem-se,

f(a) = sen Bsen (a +C - 600) + sen (B + O) sin(a 4 60°)
— sen B(sen a cos (C' — 60°) + sen (C' — 60°) cos @)
+ (sen B cos C' + sen C cos B)(sen av cos 60° 4 sen 60° cos )
= sen B(sen a(cos C' cos 60° + sen C'sen 60°) + cos a(sen C cos 60° — sen 60° cos C'))
+ sen asen B cos C' cos 60° 4 cos asen B cos C'sen 60° + sen a cos B sen C' cos 60°

+ cos accos B sen C sen 60°

1 A - 3 A ~ 1 R .
:ésenasenBcosC’%—TSenasenBsenC’+EcosasenBsenC
3 . ~ 1 - A 3 R R
—TCosozsenBcosC’—i-ésenasenBcosC—i-TCosozsenBcosC
]. ay Jay 3 A ~
+§SenacosBsenC’+TCosacosBsenC
. .1 . . 3 . .
:sena(senBcosC'+écosBsenC’%—gsenBsenC)

1 A A 3 5 .
+ cos oz(§ sen Bsen C + % cos Bsen (')
Derivando obtém-se,
f(a) = cos a(sen B cos C' + écosBsenC + TSenBsenC’)
1 A A 3 A R
— sen 04(5 sen Bsen C + - cos Bsen C')

Logo, o ponto critico a* é dado por,

. senBCOSC’+—COSBsenC+ senBsenC
o = arctan (1.32)
§senBsenC—i— %cosBsenC

Note na equagao (|1.32)) que, se B =, entao,

. senBcosB—i—1cosEsenB+£senEsenE %cosf?senf)’%—ﬁsent??
o = arctan f = arctan \[
—senBsenB + cos Bsen B %sen B2 + cos Bsen B
V3 <§ cos Bsen B + 5 sen §2)
= arctan _ _ — arctan V3 = 60°

%senBQ—i- ‘/TgcosBsenB
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Além disso, os autores (Andrica; Bagdasar; Marinescul, |2024)), conjecturam que

a* € [60°,90°]. Na tabela sao exibidos alguns exemplos que fortalecem a conjectura.

A | B|C| o
17re | 20| 1° | 76.76°
119.5° | 60° | 0.5° | 89.51°
119° | 60° | 1° | 89.02°
118.5° | 60° | 1.5° | 88.55°
120° | 45° | 15° 75°
90.5° | 89° | 0.5° | 89.75°
90° | 60° | 30° | 70.89°
90° | 55° | 35 | 67.29°
80° | 70° | 30° | 73.66°
72° | 72° | 36° | 73.45°
70° | 60° | 50° | 63.36°

Tabela 1.1: Exemplos de triangulos AABC

1.2 Método geométrico

A abordagem desenvolvida por |[Russell (2015]) tem com base os conceitos de circulo
de Apolénio e pontos de Apolonio. O seu método consiste na utilizagao desses conceitos
combinados a outras defini¢oes e com a transformagao geométrica Semelhanca espiral,

onde a integragao desses elementos constitui o procedimento geométrico proposto.

Definigao 1.1 (Pontos inversos com rela¢ao a um circulo). (Akopyan; Zaslavskyl, [2007)
Os pontos P e () sao inversos com relagao a um circulo w de centro O e raio r quando o
~ 2
—
ponto @ esta situado em OP e é tal que OQ) = 57
Note que os pontos pertencentes a um circulo w de centro O sao inversos deles

mes1mo.

Figura 1.3: Pontos inversos com relagao a um circulo
Fonte: Autor (2026).

16



Capitulo 1. Tridngulos equilateros inscritos em tridngulos arbitrarios

Lema 1.1. Sejam A’ e B’ os pontos inversos de A e B, respectivamente, com relacdo ao

circulo w de centro O e raio r. Os tridngulos AOAB e AOB’A’ sao semelhantes.

Figura 1.4: Triangulos AOAB e AOB'A’
Fonte: Autor (2026).

Demonstragao. Como A’ e B’ sdo os inversos de A e B, respectivamente, com

relacao ao circulo w de centro O e raio r, tem-se,

OA-OA'=0B-OB =7r* — 0 :OB
B OA

<

S

Portanto os lados OA e OB sao proporcionais, respectivamente, a OB’ e OA’. Além
disso, BOA = A'OB'. Logo, pelo critério lado-angulo-lado (LAL), os triangulos AOAB e
AOB'A’ sao semelhantes. H

Lema 1.2. (Akopyan; Zaslavsky} 2007) Suponha que os pontos P e () sejam inversos um
do outro com relagao a um circulo w de centro O e que o segmento P() intersecte w em

um ponto R. Entao, para qualquer ponto A em w, o segmento RA é a bissetriz do angulo
PAQ.

Figura 1.5: Segmento RA bissetriz do angulo PAQ
Fonte: Autor (2026).

Demonstracao. Como P e () sao inversos um do outro em relagao ao circulo w e A
é inverso dele mesmo entao os triangulos AOAP e AOQA sao semelhantes pelo Lema |1.1}

e em particular, OQA = OAP. Como O ¢ o centro de w, o triangulo AAOR é isosceles e,
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portanto, OAR = ORA. Portanto tem-se que, PAR = OAR — OAP = ORA — OQA =
RAQ, como desejado. O]

A partir do Lema [1.2] define-se.

Definicao 1.2 (Circulo de Apoldénio do segmento AB). (Akopyan; Zaslavsky, 2007) O

lugar geométrico w constituido por todos os pontos P que mantém uma razao constante
PA

(diferente de 1) entre as distancias aos pontos A e B, 55 =k # 1, € chamado de circulo

de Apolénio do segmento AB na razao k.

Figura 1.6: Circulo de Apolonio do segmento AB
Fonte: Autor (2026).

Pi _ 0
PB _ BC
circulo de Apolonio do lado AB. De acordo com Akopyan e Zaslavsky (2007) o circulo de

Num triangulo AABC', o conjunto dos pontos P que satisfazem formam o

Apolénio do lado AB passa pelos pés das bissetrizes interna e externa do angulo C, que

aparecem como extremidades opostas de um diametro.

A partir do circulo de Apolénio obtém-se a seguinte definicao,

Defini¢ao 1.3 (Pontos de Apolonio). (Akopyan; Zaslavsky|, 2007) Sejam AABC um
triangulo e C4, Cy e C3 os circulos de Apolonio dos segmentos AB, BC' e C'A, respectiva-
mente. Os pontos P; e P, dados pela intersecao entre pelo menos dois desses circulos, sao

denominados de pontos de Apolénio do tridngulo AABC.

l

Figura 1.7: Pontos de Apolonio do AABC
Fonte: Autor (2026).

18



Capitulo 1. Tridngulos equilateros inscritos em tridngulos arbitrarios

E possivel mostrar que esses pontos satisfazem P,A - BC = PB - AC = PC -
AB, parai=1,2.

Definigao 1.4 (Triangulo pedal). (Akopyan; Zaslavsky, 2007) Dados um tridangulo AABC
e P um ponto qualquer, denominamos de triangulo pedal do ponto P em relacao o triangulo
ANABC, o triangulo ADEF, no qual D, E e F sao os pés das perpendiculares de P até

os lados BC, CA e AB ou seus prolongamentos, respectivamente.

D, F e F sao chamados de projecoes de P sobre os lados BC, CA e AB ou seus

prolongamentos, respectivamente.

Figura 1.8: Triangulo pedal do ponto P em relagao ao triangulo AABC: D, F e F
pertencem aos lados de AABC
Fonte: Autor (2026).

Figura 1.9: Tridngulo pedal do ponto P em relagao ao triangulo AABC: D, F e F
pertencem aos prolongamentos dos lados de AABC
Fonte: Autor (2026).
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Proposigao 1.1. (Akopyan; Zaslavsky, 2007) Os triangulos pedais dos pontos de Apolonio
de um triangulo AABC' sao equilateros.

Py

D 2 ,'/ D 1

Figura 1.10: Tridngulos pedais dos pontos de Apolonio
Fonte: Autor (2026).

Demonstragao. Sejam P; os pontos de Apolénio do tridngulo AABC, D;, E; e
F; as projecoes de P, em BC, C'A e AB ou seus prolongamentos, respectivamente, para
1=1,2.

Na Figura [I.10] observe que o quadrilatero C'D;P,E; é ciclico, inscrito na circunfe-
réncia de didmetro P;C, pois Pili-C’ = HEiC = 90°. Assim o comprimento da corda D;FE;

¢ dado por duas vezes o raio dessa circunferéncia, & ;C, multiplicado pelo seno do angulo
inscrito C' , obtendo-se,
PC A .
D,E;, =2 5 -senC = P,C -senC (1.33)
Pela lei dos senos no triangulo AABC),

AB ., AB
~=2r = sen(C = — (1.34)

sen C 2r

onde r é o raio da circunferéncia circunscrita do triangulo AABC.

Assim substituindo ((1.34]) em (|1.33) tem-se,

D,E; = PiC-SenC’ — PZC—B
2r
Analogamente pode-se encontrar,
DiFi:PiB'Sené:% e EiE':PiA-senfl:Pijqz—'B
r r

Como P; sao pontos de Apolénio, PA- BC = P,B- AC = P,C - AB, parai=1,2,

20



Capitulo 1. Tridngulos equilateros inscritos em tridngulos arbitrarios

ou seja, tem-se que D;E; = D;F; = E;F;. Logo, isso implica que os triangulo pedais sao
equilateros. O

Utilizando a semelhanga espiral (Defini¢ao aplicada aos vértices D;, F; e F}, pode-
se demonstrar que os pontos obtidos, D}, E! e F, estao situados sobre os lados BC, AC' e
AB (ou seus prolongamentos) do triangulo AABC, respectivamente. Consequentemente,
o AD]E!F] mantém a propriedade de ser equilatero e simultaneamente inscrito em AABC.

Também, é possivel mostrar que, os baricentros desses triangulos pertencem a uma reta
perpendicular a reta de Euler do triangulo AABC' (Definigao [0.6)).

Proposicao 1.2. (Russell, 2015)) Sejam um triangulo AABC, P; os pontos de Apolénio
de AABC e D;, E; e F; os vértices do triangulo pedal de P, no AABC, parai=1,2. Se
D!, E! e F! sdo obtidos por uma semelhanga espiral de centro P;, coeficiente k = secf e
angulo 0 aplicada aos vértices D;, E; e F;, entao D}, E! e F, pertencem aos lados BC', AC

e AB ou seus prolongamentos, respectivamente.

Do D, / D, D!

Figura 1.11: Semelhanga espiral no tridngulo pedal dos pontos de Apolonio
Fonte: Autor (2026).

—t = sec, tem-se que LE — cosf e
2 £

g

Demonstragao. Sabendo que Elﬁ’lE{ =0e

consequentemente E{EZPZ = 90°. Portanto, E! esta no lado AC (ou seu prolongamento),
pois por m ser um reta perpendicular a reta m e E;EZR = 90° tem-se que F| € m
caso contrario existiram duas retas perpendiculares a w passando por E;, um absurdo.
De maneira semelhante obtém-se que, F; e D; estao respectivamente nos lado AB e BC'

(ou seus prolongamentos). O]

Lema 1.3. (Russell, 2015) Sejam D;, E; e F; os vértices do triangulo pedal do ponto de
Apolénio P; de um triangulo AABC' e T; o baricentro do triangulo AD; E; F;, parat =1, 2.
Entao, o baricentro 77 do triangulo AD.E!F! (onde os vértices D, E! e F/ sao obtidos por
uma semelhanca espiral de centro P;, coeficiente £ = secf e angulo 6 aplicada aos vértices

D;, E; e F;) estd em uma reta que passa por T; e é ortogonal a P;T;, para i =1,2.

Utilizando o mesmo argumento da Proposicao [1.2f o Lema [1.3| pode ser provado sem

problemas.
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Do Dy f D, D!

Figura 1.12: Reta dos baricentros dos triangulos equilateros inscritos ao AABC
Fonte: Autor (2026).

9
&
S

Note que == = LiLi
qu PiT.’ P T;

, pois estao ligados por uma semelhanga espiral. Logo, o menor
triangulo equilatero inscrito é obtido quando P77 é minimo, ou seja, quando é ortogonal
a reta dos baricentros dos tridangulos equilateros. Portanto, 7T; é o baricentro do menor

triangulo equilatero inscrito, que é o triangulo pedal de P;, para i = 1, 2.

Foi mostrado que os baricentros T; e T} estao sobre uma reta ortogonal a P,T;, para
i = 1,2. Agora é preciso mostrar que essa reta é ortogonal a reta de Euler do tridangulo
AABC, ou seja, mostrar que EZZ, para ¢ = 1,2, é paralelo a reta de Euler. Para isso,

primeiramente é preciso definir Simediana, ponto de Lemoine e didmetro de Brocard.

Definigao 1.5 (Simediana). (Altshiller-Court, [2007) Sejam AABC um triangulo, AM 4, BMp
e CMc as medianas de ANABC e AB,4, BBp e CB¢ as bissetrizes internas de AABC.
Diz-se que a ceviana AS, é a simediana relativa ao vértice A se, AB4 bissecta o angulo
SiAM,. De modo analogo, definem-se BSp e C'Sc como as simedianas relativas aos

vértices B e C, respectivamente. Todo triangulo possui trés simedianas.

Sa Ba M

Figura 1.13: Simedianas do triangulo AABC
Fonte: Autor (2026).
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Definigao 1.6 (Ponto de Lemoine). (Altshiller-Court}, 2007) O ponto comum as trés
simedianas de um triangulo é chamado de ponto simediano, ou ponto de Lemoine L, do
triangulo. (Ver Figura [1.13)).

Definigao 1.7 (Diametro de Brocard). (Altshiller-Court, 2007) Sejam AABC um trian-
gulo, O o seu circuncentro e L o seu ponto de Lemoine. Denomina-se diametro de Brocard
de AABC o segmento DFE, que é o didmetro da circunferéncia circunscrita de AABC

que passa por L.

Figura 1.14: Diametro de Brocard de AABC
Fonte: Autor (2026).

Os pontos Apolonio de um tridngulo estao localizados no diametro de Brocard do
triangulo, uma demonstragao foi feita por |Altshiller-Court| (2007). Assim, tem-se que
o circuncentro, os pontos de Apolonio e o ponto Lemoine de um triangulo AABC' sao

colineares.

Honsberger| (1995)) demonstra que as distancias do ponto Lemoine de um triangulo
AABC aos seus lados sao proporcionais aos proprios lados do tridngulo. Mais precisamente,
sejam AABC um triangulo, L o ponto de Lemoine do triangulo AABC e L, Lg e L¢ os
vértices do triangulo pedal de L. As distancias de L aos lados do tridngulo sao proporcionais
aos respectivos l\ados, e L é o tinico ponto, dentro do triangulo, que possui essa propriedade.
Denotando LLsy = d, LLj = be m = C obtém-se,

lal _ 1Bl _ el
BC CA AB
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onde ||@|], ||b]| e ||| sdo os comprimentos do vetores @, b e & respectivamente. (Ver Figura
1.15)

La

Figura 1.15: Vetores @, bec
Fonte: Autor (2026).

Como |]5||, HgH e HE|| sdo proporcionais aos comprimentos dos lados BC, AC' e AB

respectivamente, a soma vetorial @ + b + ¢ é igual a zero.

Agora deseja-se saber qual seria a soma vetorial similar para o circuncentro de

AABC. Veja na figura os vetores OM,, OM, e OM, onde O é o circuncentro do
triangulo AABC e M,, M, e M, sao os vértices do triangulo pedal de O nos lados AC,
BC' e AB respectivamente.

M. M,

Mo

Figura 1.16: Vetores OM;, OM, e OM.,
Fonte: Autor (2026).

Bl — M0
Como M, é o ponto médio de BC, tem-se BM, = M,C. Escrevendo esses vetores

em fungao da relagado com O obtém-se,

BM. — OM.— OB e M.C'—OC—OM.
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Igualando,
OM, — OB =0C —OM, = OB+0C =20M,,
isto é,

—H(ﬁo?

OM, =
De modo analogo, como M, e M, sao pontos médios de AC' e AB, obtém-se

%
53t — 0A+0? . OWC:OAJrO?‘

2

Na Figura sendo O, G e H o circuncentro, o baricentro e o ortocentro do
triangulo AABC', quer-se mostrar que, O‘Ij[} = 30? = OM, + OM, + OM..

A

Figura 1.17: O.ﬁ = OM, + OM, + OM.,
Fonte: Autor (2026).

Fazendo a soma dos vetores OM,,, OM, e OM::

OB + OC 0A+(% OA+ 0B
5
0A+O_B>+(%
_ (ﬁ+()‘1§+(ﬁ.

OM, + OM, + OM, =

Sendo G o baricentro do triangulo AABC', entao por Gomez, Frensel e Santos Crissaff:
(2017),

O@_(ﬁlJrO?Jr(ﬁ_OMZJrOM\,JrOM
a 3 B 3 '

Sabendo que O, G e H estao na reta de Euler, e que O‘[j[> = 30? tem-se, O‘IEI> =
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30@ = OM, + OM, + OM,, logo a soma dos vetores aponta para o ortocentro, ou seja

para a reta de Euler.

Sabe-se agora que a soma dos vetores que ligam o ponto simediano aos vértices de
seu triangulo pedal é nula e por outro lado, a soma dos vetores que ligam o circuncentro
aos vértices do respectivo tridngulo pedal coincide com o vetor que une o circuncentro
ao ortocentro, isto é, um vetor paralelo a reta de Euler, na qual ambos os pontos estao
contidos. Assim concluiu-se, que para qualquer outro ponto X que esteja na reta &, a
soma dos vetores que ligam o ponto X aos vértices de seu triangulo pedal é um multiplo

de um vetor fixo na direcao da reta de Euler.

Agora considere um triangulo AABC, P; os pontos de Apolénio de AABC' e D;,
E; e F; os vértices do triangulo pedal de P, no AABC, para i = 1,2. Como os pontos
P; pertencem a &, ao somar os trés vetores de P; aos vértices de seu triangulo pedal o

resultante esta na direcao da reta de Euler.

Para cada ponto P; considere seu triangulo pedal, com vértices D;, E;, F; e baricentro

T;, para ¢ = 1,2. Em termos vetoriais, tem-se

P.D; + P,E; + P,F; = 3P,

isto é, a soma dos vetores que ligam P; aos vértices do triangulo equilatero aponta na
direcao do vetor P;T;, para i = 1,2. Por outro lado, pelas propriedades estabelecidas
anteriormente para pontos pertencentes a reta &, essa mesma soma deve ser paralela
a reta de Euler de AABC. Conclui-se, portanto, que ]ﬁ é paralelo a reta de Euler, de
modo que a reta ﬁ é paralela a reta de Euler, para ¢ = 1,2. Portanto, as retas que

contém os baricentros dos triangulos equilateros inscritos sao ortogonais a reta de Euler.
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Capitulo 2
Quadrados e Triangulos

Neste capitulo, é apresentada a seguinte definigao, segundo Bailey e Detemple (1998)).

Definigao 2.1. um quadrado é inscrito em um triangulo qualquer, quando um lado do
quadrado esté contido em um lado do triangulo e os outros dois vértices do quadrado

pertencem aos outros dois lados do triangulo.

2.1 Quadrados inscritos em triangulos

Inicia-se o estudo da inscricao de quadrados em triangulos com uma condicao de

existéncia para essa defini¢ao, como é apresentada na proposicao a seguir.

Proposicao 2.1. Seja um triangulo AABC'. Se existe um quadrado DD EF'G inscrito
em NABC tal que FG C BC, D € AC e E € AB, entao nenhum dos angulos do lado
BC, isto ¢, ABC e ACB, é obtuso.

Demonstragio. Suponha, por absurdo, que ABC > 90°. Na figura sejam r a

reta suporte de BC' e s a reta perpendicular a r que passa por B.

A"‘ s t

Figura 2.1: AABC com ABC > 90°
Fonte: Autor (2026).
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Capitulo 2. Quadrados e Triangulos

Como ABC é obtuso, o lado AB est4 contido no semiplano determinado por s que
nao contém o ponto C'; em particular, AB se inclina para fora do interior do tridangulo em

relacao a perpendicular erguida em B.

Considere agora um ponto X qualquer no segmento aberto BC. A reta t, perpendi-
cular a BC' que passa por X, é paralela a s, de modo que a intersecao de ¢t com a reta
@ ocorre sempre no mesmo semiplano que contém A em relagao a s. Pela posicao de
AB, essa intersecao situa-se no prolongamento de AB além de B, isto é, nao pertence ao

segmento AB propriamente dito.

No quadrado inscrito ODEFG, o lado FG esta contido em BC, e os lados EF e
DG sao perpendiculares a BC'. Logo, o vértice E é a interse¢ao de uma reta perpendicular
a BC' que passa por um ponto F € BC com a reta f@ Pelo paragrafo anterior, tal

intersecao s6 pode ocorrer no prolongamento de AB além de B, o que contradiz a hipdtese

E e AB.

Portanto, ABC nao pode ser obtuso. Um argumento analogo, trocando os papéis
de B e (', mostra que ACB também nio pode ser obtuso. Logo, se existe um quadrado
ODFEFG inscrito em ANABC com FG C BC, D € AC e E € AB, entao ambos os angulos

da base sdo nao obtusos. O

Como consequéncia direta da proposicao 2.1 obtém-se:

Corolario 2.1. Seja T' um triangulo:

(a) Se T é um triangulo acutangulo, entao ele possui trés quadrados inscritos, cada

quadrado com um lado contido em um lado distinto do triangulo;

(b) Se T é um tridngulo retangulo, entao ele possui dois quadrados inscritos, um quadrado

com dois lados contidos pelos catetos e outro com um lado contido pela hipotenusa;

(c) Se T & um triangulo obtusangulo, entao ele possui apenas um quadrado inscrito com

lado contido no lado oposto ao angulo obtuso.

A féormula para o lado do quadrado inscrito aparece na literatura ao longo dos
anos, sendo mencionada em forma mais geral por McDowell| (1863), e em referéncias mais

recentes como Reich| (1970)), Bailey e Detemple] (1998) e Wetzel (2002).

Lema 2.1 (Formula classica para quadrado inscrito). (Wetzel, [2002) Seja o triangulo
NAABC, com BC = a, angulo internos B e C nio obtusos e 4rea igual a A. O quadrado
ODEFG com lado contido em BC' e inscrito & AABC' tem medida de lado:

2A
a+ h,

Sy = (2.1)

onde h, é a medida da altura de AABC relativa ao lado BC.
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A
E D
h, Sq
B - - C

Figura 2.2: ODEFG com lado contido em BC' e inscrito a AABC
Fonte: Autor (2026).

Demonstragao. Na Figura note que, o triangulo AAED sobre o quadrado
ODEFG é semelhante ao triangulo AABC'. Isso ocorre pois, pelo teorema de Tales, os
angulos da base desses triangulos sao congruentes, o que garante a semelhanca pelo critério

angulo-angulo (AA).
Por semelhanca de triangulos, os tridngulos AABC e AAED satisfazem:

ha — Sq Sa

he a
ha' a
ha — 84 = i
a
ha' a
ha = 84 + i
a
ha
ha:sa-<1—|——>
a
ha
ha:sa-<a+ )
a
a-h,
Sq =
a+ h,
Como 2A = a - h,, temos:
2A
Sq =
a+ h,

]

Em 1836, Brune| (1836) investigou a questao de encontrar o maior quadrado inscrito

em um triangulo dado.

Teorema 2.1 (Teorema de Brune)). Dado um triangulo 7"

(a) Se T' é acutangulo, entao o quadrado inscrito de maior lado tem um lado contido no

menor lado de 77

(b) Se T' é retangulo, entdo o quadrado inscrito que tem lados contidos nos catetos tem

lado maior que o quadrado com um lado sobre a hipotenusa;

(c) Se T é obtusangulo, existe apenas um quadrado inscrito, que é o de maior lado.
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Demonstragao. O item (c) é trivial pela proposigao 2.1l Para os itens (a) e (b),
considere T como o triangulo AABC', Figura , onde BC =a, AC =b e h,, h, sdo as
alturas de AABC relativas aos lados BC' e AC respectivamente e suponha que 7' é um

triangulo acutangulo ou retangulo.

()

Figura 2.3: Alturas relativas aos lados BC e AC
Fonte: Autor (2026).

Para determinar qual quadrado inscrito em 7" é o maior, deve-se analisar como a
medida do lado do quadrado inscrito depende da medida do lado onde ele esta contido,

observando assim o denominador da equagao (2.1)).

Se a > b, e # é o angulo entre os lados de medida a e b, entao:

(@+hy)—(b+hy) =(a+b-senf) — (b+a-senb)
=a—b+b-senf —a-senfd
=(a—"0b) —senf(a—b)
=(a—0b)(1 —senf) >0

Pela equacao (2.1) tem-se que, quanto menor o denominador, maior ¢ lado do
quadrado inscrito. Portanto, o quadrado inscrito com maior lado tem um lado contido no
menor lado de 7. O

Para abordar os casos onde o triangulo é obtusangulo, é preciso definir quando um
quadrado cabe em um triangulo. Essa é uma definicao mais geral que a de inscri¢ao de

um quadrado em um triangulo.

Definicao 2.2. Dizemos que um quadrado de lado s cabe em um triangulo 7' se existe
uma copia desse quadrado, obtida por uma isometria do plano (translagao, rota¢ao e/ou
reflexdo), inteiramente contida em 7', isto é, com todos os seus pontos pertencentes ao

interior ou a fronteira de 7.

Na imagem [2.4] é possivel ver que os quadrados 1, Q2, Q3 e 4 cabem no triangulo
ANABC.
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Q2

Qa

Figura 2.4: Quadrados @1, @2, Q3 € Q4
Fonte: Autor (2026).

Corolario 2.2. (Wetzel, 2002) Seja AABC um triangulo acutangulo ou retangulo, de
lados com tamanhos a, b e ¢ onde ¢ é o tamanho do menor lado e A é sua area. Entao,

2-¢c-A
um quadrado de lado s cabe em T se, e somente se, s < 5, = ———.
2+ 2A

2.2 O caso de triangulos obtusangulos

Wetzel (2002) observou que o caso para o tridngulo obtusangulo foi pouco explorado
na literatura. Seu trabalho preencheu uma lacuna existente, sobre qual é o maior quadrado

que cabe em um triangulo qualquer, completando a anélise para todos os tipos de triangulos.

Para isso, seja AABC um triangulo obtusangulo de tal forma que os lados obedecem
a relacio BC' =a > AC =b> AB = c e sejam OAHGD, OAEFI os maiores quadrados
que cabem no AABC que tem um lado contido nos lados AC' e AB, respectivamente.
Sendo s, e s. as medidas dos lados dos quadrados JAHGD e LDAEF'I respectivamente.

A

Figura 2.5: Triangulo obtusangulo
Fonte: Autor (2026).

Observe na Figura [2.5] o triangulo ACDG,
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tanC’: b il :b-tané—sb-tané:sb — b-tané’:sb+sb-tané —
) . b-tanC
= b-tanC =3, (1 +tanC) = s, = AL L
(1+tan()
b sen b-senC
o = cos C _ E:osé ‘
( sen C’) cosC' +sen C
1 + = -~
cosC cosC'
Logo, R
b' O h/a
PR S — ] (2.2)
senC' +cosC  senC + cosC
e de forma semelhante,
-sen B ha
5 — c-sen (2.3)

B senB—i—cosB B senB+cosB

onde h, é a altura relativa ao lado a.

O lado de medida s, do maior quadrado que cabe no AABC' e esta sobre o lado BC'
é dado pelo Lema [2.1}

Veja na Figura 2.5 que,

Dai pelo AAFG, AG > AF implicando que, s, > s. pois AG = s,-v/2 e AF = 5.-v/2.

Além disso, pode-se obter uma classificacao para os tridngulos obtusangulos. Encon-
trando assim uma relagao entre os lados dos maiores quadrados que cabem no triangulo
AABC e que tem um lado contido em um lado do tridngulo. Distinguindo em dois tipos:
aqueles em que s, > s, e aqueles em que s, > s,. Sendo s, e s, os lados dos maiores
quadrados que cabem no triangulo AABC' e que tem um lado contido nos lados BC e AC

respectivamente.

Definicao 2.3 (Triangulos para fora e para dentro). (Wetzel, |2002)) Seja AABC um
triangulo obtusangulo, cujos lados BC, AC e AB tem comprimentos a, b e ¢ respectiva-
mente, com a > b > ¢. O triangulo AABC é chamado de triAngulo para fora (outwards)
se hy > a(sen C' + cos C' — 1) e triangulo para dentro (inwards) se a desigualdade contraria

é verdadeira, onde h, é a altura relativa ao vértice A.
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Usando a defini¢ao obtém-se que, se AABC' é para fora entao,

he > a(senC + cos C' — 1)
he + a > a(sen C + cos C)
h?+a o
a(sen C' + cos C)

e se AABC é para dentro,

he < a(senC + cos C' — 1)
he +a

- — <1
a(sen C' + cos C)

A partir do Lema e da equagao ([2.2)) pode-se comparar s, e S,

ha
sy senC +cosC _ ha +a (2.4)
Sq a-hq a-(senC + cosC)
hy +a
Portanto, se AABC' é para fora,
Sp he + a

— = = — > 1 = s, > s,.
Sa  a-(senC + cos(C')

Caso contrario,

s he +a
2= A+ — <1 = 54> 5p.
Sa  a-(senC + cos(C')

As Figuras [2.6] [2.7] e 2.§ ilustram as trés configuragoes possiveis para um triangulo
obtusangulo AABC" o triangulo pode ser para dentro, para fora ou simultaneamente para

dentro e para fora.

Sb

Sa

B ) 45° 15 c

Figura 2.6: Exemplo de triangulo para dentro
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4

B /) 50° 30° c

Figura 2.7: Exemplo de triangulo para fora

B 45° \/ 30° c

Figura 2.8: Exemplo de triangulo para dentro e para fora

Teorema 2.2. (Wetzel, 2002)) Seja AABC um triangulo obtusangulo, cujos lados BC', AC

e AB tem comprimentos a, b e ¢ respectivamente, com a > b > ¢. Se AABC' é um triangulo

2A

para fora, entao um quadrado de lado s cabe nele quando, s < s, = \/A_
asen(C + 45°)

2-a-A .

————, onde A é a area do AABC. Sendo s, e s 0s

a? + 2A

lados dos maiores quadrados que cabem no triangulo AABC' e que tem um lado contido

€ se

ANABC for para dentro, s < s, =

nos lados BC' e AC' respectivamente.

Demonstragao. Se AABC for para fora s, é a medida do maior quadrado que

cabe nele, logo qualquer quadrado de lado s que cabe em AABC tem s < s,.

A

G

Figura 2.9: BGA
Fonte: Autor (2026).
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Na Figura note que, BGA = C + 45° entao,

ha  ha hq sen C' + cos C

sen(C + 45°) =

AG Sb'\/ﬁ_ ha \/5_ \/§

sen C’ -+ cos C’

onde h, é a altura relativa ao lado a.

Logo,
sen C' + cos C' = sen(C + 45°) - V2.
Portanto,
ha 2A 2A V2A
s < s, = =

sen C' + cos C - a(sen C' 4 cos C) N av/2sen(C + 45°) Ca- sen(C + 45°)

Se AABC for para dentro s, é a medida do maior quadrado que cabe nele, logo

qualquer quadrado de lado s deve ser menor que s,.

A
B c
Figura 2.10: s,
Fonte: Autor (2026).
Assi < 2A 2A 2A o< 2aA 0O
ssim, s < 5, = = = §< 84 = —5——~.
T a+ h, a—i-% a’® 4+ 2A a? 4+ 2A

a a
A Figura resume graficamente o artigo de Wetzel| (2002), delimitando trés regioes
para o vértice A do AABC. Em cada regiao, pode-se determinar o maior quadrado que
cabe no triangulo.

Na Figura [2.11] tem-se os pontos B e C, m a mediatriz de BC e as curvas I'1, I'y e T's.
I'1 € um arco de centro C' e raio BC e se A € I'1, entao o tridngulo AABC' é isosceles de
base AB, que reflete A > B > C quando A estéa abaixo de I';. I'y é um arco de didametro
BC', assim se A € 'y o tridangulo AABC é retangulo em A e entao I'y divide os triangulos
acutangulos (A acima de I'y) dos obtuséngulos (A abaixo de I';). A curva I'y divide os
triangulos obtusangulos em para fora e para dentro, se A € I's, entao o triangulo AABC

e para fora e para dentro ao menos tempo.
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Figura 2.11: Regioes
Fonte: Autor (2026).

Para estudar I's deve-se saber quais pontos estao sobre I's. Seja AABC onde pontos
sao fixados em B = (—a,0) e C = (0,0) e A = (z,y) € I's, < 0 ey > 0. Como
A = (z,y) € I's tem-se que, a altura do tridngulo AABC relativa ao vértice A é h, =y >
a(senC +cosC —1) e hy =y < a(sen C + cos C' — 1) logo, hy = y = a(sen C + cos C' — 1).

A

B = (—a,0) C = (0,0
Figura 2.12: AABC
Fonte: Autor (2026).
Note na Figura que,
AC =1 =22 + y? (2.5)
e
AB =2 = (a—x)*+9° (2.6)
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Pela lei dos cossenos no triangulo AABC tem-se que,

., a? b=
G-ty
o8 2ab

Substituindo (2.5)) e (2.6) em (2.7) obtém-se,

a4+ y?— ((a—2)? +?)

cosC =
2a+/ 22 + y?

o+t 4yt —a? + 2 — 2t — P
2a+/ 2% + y?
B 2ax
2072 + 32
x

VR

e a partir da relacao fundamental da trigonometria,

sen2@—1—x—
( /932+y2)2
2 2 2
sen2C:x —Zy v
T +y2
2
sen’C = Y
x? 492
sen C' = y

Substituindo os valores de sen C' e cos C' na formula de ha,

he =y = a(sen C + cos C' — 1)

y=a Y + - -
\/x2+y2 \/x2+y2

y=a y+—x_1
\x? + 9?2

y+azw
’$2+y2

2 2

2 _ 0 (y + )
(y+CL> - x2+y2

(% + y*)(y* + 2ay + a®) = a*(y* + 2zy + 27)
y® + 2%y + 2a2? + 2ay® — 2d%x =0

)
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parar <0ey>0.Se —x>0ey>0,ousejaxr>0ey>0,entao,
v + 22y + 2a2? + 20y + 2a*x =0 (2.8)

logo, se A = (z,y) € I's, entdo z e y s@o solugao da cibica (2.8)).

Y

/) .

S~

Figura 2.13: Esbog¢o da cubica (2.8))
Fonte: Autor (2026).

Assim a classificagdo de [Wetzel (2002)) divide o plano em trés regides distintas para

a posicao do vértice A, determinando o tipo do AABC é o maior quadrado que cabe nele.

Quando A esté na regiao I (Figura [2.14]) delimitada pelas curvas I'y, I'y e mediatriz
m, o triangulo resultante é acutangulo, sendo o quadrado de lado s, inscrito sobre o lado

AB, o de maior dimensao possivel.

Para A na regiao 11 (Figura limitada por I's, '3 € m, obtém-se um triangulo
obtusangulo para fora, cujo maior quadrado esti sobre AC' e apresenta lado de medida
sp. Finalmente, se A esta na regiao 111 (Figura limitada por I's, m e o eixo AB,
forma-se um tridngulo obtusangulo para dentro, com o quadrado de lado s, sobre BC', o

maior.
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Iy

I's

B C
. m
Figura 2.14: Regiao [
Fonte: Autor (2026).
1N}
Iy
A Ty
/ ,
Sa s
Sc
B C

Figura 2.15: Regiao I]
Fonte: Autor (2026).
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I

Iy

I's

Sa

Figura 2.16: Regiao I11
Fonte: Autor (2026).

Outro resultado que pode-se encontrar é o triangulo de Calabi, ver mais em (Conway:
Guy, [1996)), que é o unico tridngulo ndo-equilatero para o qual os trés maiores quadrados
tém tamanhos iguais. Veja que, se A € I'3, o tridngulo AABC' é para dentro e para fora ao
mesmo tempo, entao s, > s, € s, > sp ou seja, s, = Sp. Logo, se A € 'sNm, s, = sy
pois o triangulo sera isosceles.

= S¢,

I's

Figura 2.17: Triangulo de Calabi
Fonte: Autor (2026).

O angulo da base v9 = ABC = BCA, que caracteriza o triangulo de Calabi, é

determinado impondo-se a igualdade entre os lados dos trés maiores quadrados que cabem

em AABC, isto ¢, s, = s, = s (equagoes (2.1)), (2.2) e (2.3)).
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A partir dessa condigao, apos sucessivas simplifica¢oes, obtém-se:

he 2A
Sa = sb = = _= Sa
senvyy +cosyy  a-+ hy
h, _ah,
senvyy +cosyy  a+ he
1 a

senvyy +cosyy  a-+ hy
a+ h, = a(sen~yy + cos )

h, = a(sen~yy + cosyy — 1)
(
(

bsenyy, = a(sen~yy + cosyy — 1)

senyy = a(senyy + cosyy — 1)
2 cos

senyy = 2cosyo(senyy + cosyy — 1)
sen yp = 2 cos Y sen o + 2 cos® vy — 2cos Yo
sen Yy — 2¢osYpsenyp = 2 cos’ Yy — 2¢os Yo
sen yo(1 — 2cos ) = 2 cos? vy — 2 cos Yo

2 cos? vy — 2 cos Yo

Seto = 1 —2cos

Introduzindo a variavel u = cosg e usando senvyy = /1 — cos? 7, essa equagao

transcendental se reduz uma equagao polinomial:

m_ 2COS2’}/0 —2COS’}/0
— 0=

1 —2cos
2u? — 2u
Vicw@g="2""
T T
2u? — 2u)?
V1— 22:(—
(V1= =5
L 4u? — 8u? + 4u?
—u° =
1 — 4u + 4u?

(1 —u?)(1 — 4u + 4u?) = du® — 8u® + 4u?
1 — 4du + 3u? + 4u® — 4u* = 4u® — 8u® + 4u?
Qut — 1203+l +4du =1

Resolvendo a equacao, obtém-se quatro valores reais para u, u ~ —0.56229, u ~
0.28659, u ~ 0.77569 e u = 1. A analise das raizes reais da equacao mostra que,
sob as restri¢oes geométricas do triangulo isdsceles obtusangulo (0 < 79 < 45°, logo
0.70711 < u = cosyy < 1), a tnica solugao admissivel é cosyy = u =~ 0.77569. Portanto,
Yo ~ 39.132°.

Uma maneira de resolver a equagao polinomial é de forma grafica, consideram-se as
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funcoes
flu) =8u* —12u* +u® +4u e g(u) =1,

cujos graficos sao tragados no mesmo sistema de eixos. Os pontos de intersegao A, B, C'
e D entre os graficos de f e g determinam exatamente os valores de u que satisfazem a
equacao

Sut — 12u® + v +4u—1=0.

v
5,,
fx) 4
3,,
2,,
g9(x) A | B~C /D
15 -1 —0\ 05 1 15 2
_1,,

Figura 2.18: Resolugao gréfica
Fonte: Autor (2026).
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Capitulo 3

Aplicacoes e construcoes no GeoGebra

Nesse capitulo apresenta-se a validagao das construcoes desenvolvidas nos capitu-
los anteriores por meio do software de geometria dinamica GeoGebra, evidenciando a
aplicabilidade pratica dos resultados teoéricos. As construgoes sao implementadas no
ambiente computacional para verificar a consisténcia dos procedimentos, testar hipoteses

e estabelecer conjecturas.

O GeoGebra é um software livre de matematica dindmica que integra geometria,
algebra, planilhas, graficos, estatistica e calculo. Sua interface permite a construgao
interativa de figuras geométricas, possibilitando a visualizacao dinamica das propriedades
estudadas. Nesse contexto, de acordo com |Sousa et al.| (2022), o programa é empregado
tanto como ferramenta de verificacdo quanto como apoio visual a interpretagao dos
resultados, sendo considerado um recurso que facilita o ensino e a aprendizagem da

geometria plana de maneira mais dinamica e produtiva.

3.1 Construcao dos tridngulos equilateros inscritos —

método algébrico

A construgao a seguir, baseada no método de (Andrica; Bagdasar; Marinescu, 2024),
descreve como obter um tridngulo equilatero inscrito em um triangulo AABC utilizando

um ambiente de geometria dinamica.

Para simplificar a construcao, adota-se um sistema de coordenadas cartesianas em
que o vértice B é fixado na origem, de modo que B = (0,0). Com essa escolha, a base do
tridngulo pode ser tomada ao longo do eixo das abscissas, o que facilita tanto a notacao

quanto os célculos envolvidos.

Em seguida, introduz-se um parametro a € [0, 10], controlado por meio de um

deslizante no ambiente do GeoGebra, e define-se o vértice C' pelas coordenadas C' =
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(a,0). Dessa forma, o segmento BC' coincide com o intervalo [0, a] no eixo horizontal,

permanecendo livre apenas a posicao do vértice A, como pode ser visto na Figura [3.1]

€ GeoGebra Classic = a8 X
Rla 20O LN = Q =
° B = Intersegio(EixoX, EixoY) W a=5 #HAaCch : @
= (0.0) *
5
a=>5 H
® 0 ® 0 &
4
C = (a. 0)
= (50)
3
+  Entrada..
2
1
L
B Cc
-2 pr 0 1 2 3 4 5 6 T s *}
@
-1
a
-2

Figura 3.1: Pontos B e C
Fonte: Autor (2026).

Em seguida, na Figura[3.2] define-se a regiao
b:yg{ a2—(x—a)2} Nn {y>0} n {xﬁ%}

e escolhe-se um ponto A € b, o que garante que o vértice permaneca em posi¢ao compativel
com a configuracio desejada do triangulo (BAC' > ABC > ACB).

€? GeoGebra Classic = a X
R [B~ L0000 £ N = Q=
B = Intersegio(EixoX, EixoY) A a=5 @ 0 A a  » I &
@ .
= (0,0)
5
a=>5 H
© 0 ® 0 ®
4
C = (a. 0)

=(50)

-A
[ H
° by < \,"azf(xfa)z.‘\yZOF.xgg :
/ 5 2
=y <8 (x=5) Ay > 0Ax< 3
A = PontoEm(b) 4
= (1.33,271)
L.
+  Entrads.. B c -
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 T 3

o (8

-2

Figura 3.2: Regiao b
Fonte: Autor (2026).
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Na Figura define-se os angulos do triangulo por 6, = BAC’, 0 = ABC e
Oc = ACB , possibilitando o acesso direto as amplitudes angulares necessarias nos calculos

subsequentes da construcao.

€3 GeoGebra Classic = a X
PSP B Soli vl PN EIR: S Q=
.0_._10(;N a=5 @(AQEZ_@
S e
€= (a0
@
= (5.0)
2 az:
bry < y/a2— (x—a) /\yEO!\xSi
= y< \/52—(x—5)21\y20/\x52
A
A = PontoEm(b) H b
@
= (133, 271) 79.74°
04 = Angulo(B, A, C)
@
= 7974
. . . "
® 5 = Angulo(C. B, A) : Baﬁam 36.46° N\ _C
= 63.79°
¢ = Angulo(A.C,B) &
@
= 36.46° Q
=+ Entrada...

v

Figura 3.3: 04 = BAC, 85 = ABC e 6 = ACB.
Fonte: Autor (2026).

Com os trés vértices definidos, na Figura (3.4} constroi-se o triangulo AABC, com-

pletando assim a configuracao inicial necessaria para aplicacao das férmulas algébricas.

€2 GeoGebra Classic = a X
R AL O0 4N 2 e oc Q=
® " Angulo(B. A, C) Y azs L=l aa: &

—_———

= 79.74°

g = Angulo(C,B, A)
@

= 63.79"

fc = Angulo(A. C.B)
@

= 36.46°

tl = Poligono(A.B. C)
@

= 6.77

a; = Segmento(B, C,t1)
@

=5

1.

® by = Segmento(C, A, t1)

= 4.56
® c = Segmento(A, B, t1) &

=30 Y
=+ Entrada...

Figura 3.4: Triangulo AABC
Triangulo AABC' Fonte: Autor (2026).

Constroi-se, na Figura [3.5] a circunferéncia d passando pelos vértices A, B e C,
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denotando-se por D seu centro e por r = AD o raio da circunferéncia circunscrita ao

triangulo AABC', elemento fundamental nas expressoes algébricas subsequentes.

€2 GeoGebra Classic = a X
. ~ . = —
R.A,,»J,.*@Q)éxii’%' Q =
t1 = Poligono(A, B, C) P a=5 W—- -~ as: =
@ -
= 6.77
a; = Segmento(B, C,t1)
o
=5
by = Segmento(C, A, t1)
@
= 456
¢ = Segmento(A, B, t1)
@
= 3.02
d: Circulo(A, B, C)
@
= (x- 257+ (y- 0457 = 645
®
D = Centro(d)
@
= (25, 0.45)
® R = Segmento(D, A) &
= 254 =
—+ Entrada...

v

Figura 3.5: Raio da circunferéncia circunscrita
Fonte: Autor (2026).

Introduz-se, na Figura [3.6], um controle deslizante para o parametro de rotagao
a € [60° — Oc, min{ 60° + 0, 120° }|. Em seguida, define-se o comprimento BM por,

senf4 - senfc - sen (a + 60° — Op)

BM = 2r-
" senfc - sen (o + 60° — Op) + senfp - sen (a + O¢)’

e constroi-se a circunferéncia e de centro B e raio BM, onde é definido o ponto M € enBC.

Analogamente, define-se o comprimento C'N por,

senflp -senfy - sen a

CN =2r-
" senfy - sena + sen (60° + 0 — o) - sen O’

e constroi-se, entao, a circunferéncia f de centro C' e raio C'N, tomando-se N como o
ponto de intersecao entre f e o lado AC.

Do mesmo modo, define-se o comprimento AP por,

senfc - senfp - sen (a + 0 — 60°)

AP =2r.
" senfp - sen (a4 0 — 60°) + sen 4 - sen (o + 60°)’

e constroi-se a circunferéncia g de centro A e raio AP, tomando-se P como o ponto de

intersecao entre g e o lado AB.

Por fim, na Figura|3.7], constroéi-se o triangulo AM N P, obtendo-se assim um triangulo

equilatero inscrito nas laterais de AABC.
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€2 GeoGebra Classic - [u]

x
E ] A B0 4L N2 e Sc Q=
d: Lirculo(A, B, L) _ o
=N a=5 @ ola & @ &
= (x-25) + (y- 0.45) = 6.45 — e
O D = Centro(d) : C(.: 60°
= (2.5,0.45)
R = Segmento(D. A)
O = 2.54
o = 60° H
® 2350 e 120° (5)
_ sen(0) sen(fic) senfi: +
EM = 2R sen(fic) sen(cv + 60" — ) + ser .
= 178
® e: Circulo(B, BM) ( L.
= @iy =318 '\\
M = Intersecdo(e, ay, 1) @
© = (L78,0) a
=+ Entrada... — ra
B > N
Figura 3.6: Ponto M
Fonte: Autor (2026).
€2 GeoGebra Classic = a X
A N ol v AP ANNIEIR S5C Q=
AP = er sen(fg) sen‘((\';r OC; 607) 12p a=5 D —la él’ t o JER=N
= 116 S .
a=60°
g: Circulo(A, AP) i L
O
= (x- 1330 + (y- 2712 = 1.35
Intersegdo(g. c)
® = P =(0.82 167)
t2 = Poligono(P, M, N)
O = 16
m = Segmento(N, P, t2)
O = 192
n = Segmento(P, M, t2) 1.
O = 192
p = Segmento(M, N, 12) @
O = 192 Q
=+ Entrada... ra
< > N

Figura 3.7: AMNP
Fonte: Autor (2026).

Ao manipular o controle deslizante a dentro do intervalo especificado, obtém-se
dinamicamente a familia completa de todos os triangulos equildteros que podem ser
inscritos nas laterais do triangulo AABC. Essa variacao continua permite visualizar
como os vértices M, N e P percorrem as respectivas laterais BC, AC e AB, mantendo o

triangulo AM N P equilatero. Construgao disponivel em Constru¢ao método algébrico.
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3.2 Construcao dos tridngulos equilateros inscritos —

método geométrico

Para validar, os resultados obtidos em (Russell, 2015), desenvolve-se uma construgao
em etapas, cada uma fundamentada em propriedades classicas da geometria euclidiana.
Inicialmente, constroéi-se o circulo de Apolonio de um lado do triangulo AABC, o que
permite determinar, em seguida, os pontos de Apolonio de AABC. A partir desses
pontos, sao obtidos os respectivos triangulos pedais, cujos vértices resultam da projecao
ortogonal sobre os lados (ou prolongamentos) de AABC, estabelecendo assim a base para

a construcao.

Na sequéncia, aplica-se uma rotagao espiral apropriada aos tridngulos pedais dos
pontos de Apolénio, de modo a produzir tridangulos equilateros inscritos nas laterais (ou
prolongamentos) do triangulo AABC. Os baricentros desses triangulos equilateros sao

entao determinados e alinhados, permitindo conexao entre tais retas e a reta de Euler do

triangulo AABC.
Inicia-se com a construgao do triangulo AABC' e das retas %, jﬁ e @ , na Figura

Esses elementos fundamentais delimitarao as regioes nas quais os vértices do triangulo

equilatero inscrito serao localizados.

€3 Metodo Geometrice construgdc final - GeoGebra = a

X
DE NGNS Q=
tl = Poligono(A,B, C) 'l -l—— H#inCf &
= 7.77

a = Segmento(B, C,t1)

@

= 6.16
® b = Segmento(C. A, t1) .

= 5.65
® c = Segmento(A, B, t1)

= 275
® f: Reta(B, C) 5 c

= -0.05x + 6.16y = 7.93

.

® g: Reta(C,A)

= -2.48x - 5.08y =-26.77

h: Reta(A.B) a
@

= 253x-1.08y — 33 E
+ | Entrada...

Figura 3.8: AABC
Fonte: Autor (2026).

Em seguida, na Figura , constroem-se as bissetrizes do angulo BAC' e marcam-se
os pontos D e F como as intersecoes dessas bissetrizes com a reta E(E e (G como o ponto

médio do segmento ED.
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€ Metodo Geometrico construgdo final - GeoGebra - [u]

DS S CIPANER e
@  A- (294383 N e

B = (186, 1.3)

tl = Poligono(A.B. C)

@
@ C=(30213%)
@

= 777

a = Segmento(B, C,t1)

o
= 6.16
b = Segmento(C, A, t1)

@
= 5.65
¢ = Segmento(A, B, t1)

@ .~
= 275 N
f: Reta(B, C)

(@) @
= -0.05x + 6.16y = 7.93

Q

g Reta(C,A)

@ o

= -2.48x- 5.08y = -26.77

Figura 3.9: Pontos D, e G
Fonte: Autor (2026).

Prossegue-se, na Figura|3.10, a construcao tragando o circulo d com centro em G e
raio igual a GD. Esse é o circulo de Apolonio associado ao lado BC.

£ Metodo Geometrico construgio final - GeoGebra = a X
. . - —
DRSS SN ~IPANNEIR Sc Q=
= -2.48x - 5.08y =-26.77 EN ‘ b __@
® h: Reta(A, B)
= 253x-1.08y =33
Bissetriz(b,c)
= i: 0.36x - 0.94y = -2.57
Q j: 0.94x + 0.35y = 4.00
D = Intersecdo(j, f)
= (3.88,1.32)
® E = Intersegdo(i,f)
= (-3.99, 1.25)
~
® G = PontoMédio(E, D)
= (-0.06, 1.29)
® d: Circulo(G, D) &
= (x+ 0.06) + (y- 1.20) = 15.48 Y
+ Entrada... Y

Figura 3.10: Circulo de Apolénio associado ao lado BC'
Fonte: Autor (2026).

Avanga-se, na Figura[3.11] com a construgao do circulo de Apolénio do lado AC,
analogo ao circulo d previamente estabelecido para BC. Marcam-se P; e P, como as
intersecoes entre os circulos de Apolénio de BC' e AC, esses pontos constituem os pontos
de Apolénio do triangulo AABC.
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£ Metodo Geometrico construgio final - GeoGebra = a X
. ~ 0 - p—
e~ >0 4N =+ —
O Bissetriz(a,c) A/ @
= k: 0.83x + 0.55y = 2.27
O 1 -0.55x + 0.83y = 0.05
O H = Intersecio(l, g)
= (451, 3.07)
O | = Intersegio(k, g)
= (-1.16, 5.84)
J = PontoMédio(l. H)
O
= (167, 4.45)
® e: Circulo(J. 1)
= (x- L6T)2 + (y - 4.45)2 = 9.07 L
® Intersegao(d, e)
= Py = (-144,497) @
@] P, = (3.79, 2.11) S}
+ Entrada... i3

v

Figura 3.11: Pontos de Apolonio do triangulo AABC
Fonte: Autor (2026).

Para a construgao dos tridngulos pedais dos pontos de Apolonio, na Figura
tracam-se as retas ry, s; e t;, perpendiculares respectivamente as retas %, % e A
passando por P;. Marcam-se os pontos A; =71 N %, By =snN jﬁ eCi =t N jﬁ

€ Metodo Geometrico construgio final - GeaGebra - [} X
A L} B O . - —
DEB S Sio N <IF AN EIR oC Q=
- T -
= Py = (144, 4.97) =V =&
Q P, = (379, 2.11)
O ry: Perpendicular(Py, f) —
= 6.16x- 0.05y = -23.46 P P
1 . 2
~—_ ®
O s1: Perpendicular(Py, g) T -
= 5.08x - 2.48y = 14.01 T~
ty: Perpendicular(Py, h)
@
= 1.08x + 2.53y = 9.45
Ay = Intersecio(f, ry)
@
= (38 1.32)
L
® By = Interse¢do(g, s1)
= (431,317) [l
® C; = Intersegao(h, t;) / &
= (2.45,2.68) / =%
=+ Entrada... 0

Prossegue-se a construcao, na Figura

4

/
Figura 3.12: Pontos Ay, By e C}
Fonte: Autor (2026).

tracando as retas ro, Sy € ty, perpendi-

culares respectivamente as retas E(?, A(% e AB passando por P,. Marcam-se os pontos

AQZTQHR,BQZSQH%QCQZtQHm.
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€ Metodo Geometrico construgdo final - GeoGebra - [u] X
. ~ 0 . - —
(] a7 OO0 &N =+ Sc Q=
C; = Intersecdo(h.ty) =N ‘r2 / 52 _I_‘ #AC n : :é
= (245, 268) ]
fy™
ra: Perpendicular(Ps, f) B.
® S 1
= -6.16x - 0.05y = 8.63 - .P2 / b
L
® s5: Perpendicular(Pa, g) /
= 5.08x- 248y = -1065 / ‘
O tz: Perpendicular(P2, h)
= 1.08x + 2.53y = 11.03
FR OSSO AN Lo JOO
® Az = Intersegio(ry, ) H / T
= (-1.41, 1.28)
L
® By = Intersecio(sy. g)
= (-1.04, 5.78) ) ‘ e
O C, = Intersecdo(ty, h) &
= (268, 321) Y

—+ Entrada... . ‘

4

Figura 3.13: Pontos A,, By e Cy
Fonte: Autor (2026).

Completam-se os tridngulos pedais dos pontos de Apolénio P; e Py, na Figura[3.14]
Esses triangulos pedais servem de base para a construgao dos vértices dos triangulos

equilateros inscritos no AABC.

£} Metode Geometrico construgie final - GeaGebra — a

PSS oS IP AN oC Q=
@ A=(294383 A L#acd : -a&

B = (186,13)

tl = Poligono(A, B, C)

@
@ C=(s02135)
@

= 777

a = Segmento(B, C,t1)

@
= 6.16
b = Segmento(C, A, t1)
@
= 565
c = Segmento(A, B.t1)
@ \"
= 275 e
f: Reta(B, C)
Q S
= -0.05x + 6.16y = 7.93
(=}
g Reta(C,A)
@ o

= -2.48x - 5.08y = -26.77

v

Figura 3.14: Triangulos pedais dos pontos de Apolonio P, e P
Fonte: Autor (2026).

Inicia-se a etapa de rotacao espiral dos tridngulos pedais dos pontos de Apolonio do
AABC, na Figura [3.15] introduzindo controles deslizantes o € [0°,180°] e 8 € [0°,180°]

para modular os angulos de rotacao. Gira-se o tridngulo pedal AA;B;C; em torno do
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ponto de Apolénio P; pelo angulo «, obtendo suas imagens rotacionadas.

€2 Metode Geometrico construgdo final - GeoGebra = [u] X
REPE SN oN-IPANEIES oC Q=
@ A= (294 383) R e g @
@ B=(1813) : I ’
@ C=(80213%) :
tl = Poligono(A.B,C)
@
= 777
a = Segmento(B, C,t1)
@
= 6.16
b = Segmento(C, A, t1)
@
= 565
c = Segmento(A, B, 1) K “
® =275 p =45 a=45°
- Y 3 L
f: Reta(B, C)
Q@ S
= -0.05x + 6.16y = 7.93
=}
g Reta(C,A)
@ i

= -2.48x- 5.08y = -26.77 o

Figura 3.15: Rotacao do triangulo AA,B;C4
Fonte: Autor (2026).

Aplica-se homotetia de centro P; e razao sec « sobre o triangulo encontrado apés a
rotacao anterior, obtendo A A B C1, na Figura essa combinagao resulta na semelhanga

espiral.

€3 Metodo Geometrice construgdc final - GeoGebra = a

DEE SN oN=IPANEIES oSC Q=
@ A= (294 383) = L#ec g @
B = (1.86, 13) ; I

tl = Poligono(A. B, C)

@
@ C=(30213)
@

= 777

a = Segmento(B, C.t1)

@
= 6.16
b = Segmento(C, A, t1)
o
= 565
® c = Segmento(A, B, t1) / “
= 275 p=45 a=45
L ] ! { ] L
f: Reta(B, C)
@) Q
= -0.05x + 6.16y = 7.93
Q
g: Reta(C,A)
@ o

= -2.48x- 5.08y = -26.77 o

Figura 3.16: Semelhanca espiral no AA;B;C4
Fonte: Autor (2026).

Gira-se o triangulo pedal AA;ByCy em torno do ponto de Apolénio P, pelo angulo

de rotacao 3, obtendo suas imagens rotacionadas, na Figura [3.17, em seguida aplica-se
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homotetia de centro P, e razao sec 3 sobre esse triangulo rotacionado, designando o
resultado por AALBLCY, na Figura |3.18]

€2 Metodo Geometrico construgio final - GeoGebra = a X
B SN« IPAN I o5C Q=
@ A-(wssm) = B = T
@ ©B-08613 : I

@ C=(s02135)

tl = Poligono(A, B, C)

@
= 7.77
a = Segmento(B, C.t1)
@
= 6.16
b = Segmento(C, A, t1)
@
= 565
c = Segmento(A, B, t1) ; a
© =275 B =45 a=45°
) ® 3 L
f: Reta(B, C)
Q@ Q
= -0.05x + 6.16y = 7.93
Q
g: Reta(C,A)
@ o
= -2.48x - 5.08y = -26.77 -
Figura 3.17: Rotagao do triangulo A A ByCy
Fonte: Autor (2026).
€ Metodo Geometrico construgio final - GeaGebra - o X
(]~ L 00 £ N = ¢ =
® A, = Homotetia(N, sec(/3). P2) = &
= (228,131
B% = Homotetia(Q, sec(), P2)
O]
= (-1.86, 6.18)
€, = Homotetia(P, sec({), P2)
) 2
= (443,733)
t3” = Poligono(A}, B, C5)
9]
= 17.71
n' = Segmento(B5. C4,t3")
@
= 6.39
L.
® o = Segmento(C}, A}, t3") H B=45° a=45°
= 639 ® ¢
® p' = Segmento(A}, B4, t3") &
(=}

ra
La

= 6.30
=+ Entrada...
v

Figura 3.18: Semelhanca espiral no A Ay ByCo
Fonte: Autor (2026).

Para determinar as retas dos baricentros dos triangulos equiléteros inscritos em
AABC, inicialmente na Figura[3.19] encontram-se os baricentros dos triangulos AA; B1CY,
AA|BICY, AAByCy e AALBLCY,.
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€ Metodo Geometrico construgdo final - GeoGebra - [u] X
R]s 7 A0 O &L N =2 =
® n' = Segmento(B5. C4,t3") Bl S
= 6.39
o = Segmento(C}, A}, t3")
) 2
= 6.39
p’ = Segmento(A}. B}, t3")
) 2
= 6.39
Q = CentroDeGravidade(t2)
@
= (3.52, 2.39)
R = CentroDeGravidade(t2")
@
= (3.24,212)
L
® S = CentroDeGravidade(t3) : B=45° a=45°
o ] ° '
= (0.07, 3.42)
® T = CentroDeGravidade(t3") &
= (162, 494) Y
+ Entrada... I o
v

Figura 3.19: Baricentros dos triangulos AA; B,Cy, AA|B{C}, AAsByCy e AALBLCY
Fonte: Autor (2026).

Em seguida, na Figura [3.20] constroem-se a reta que passa pelos baricentros dos
triangulos AA;B1Cy e AA|B{C] e a reta que passa pelos baricentros dos triangulos
ANAyByCy e NALBLCY. Essas retas constituem o lugar geométrico dos baricentros dos

triangulos equilateros inscritos em AABC.

€2 Metodo Geometrico construgdo final - GeaGebra = a X
R]f A~ L > OO &N =2+ oc Q=

® p' = Segmento(A), B, 13") N ‘l_ #ACcH =C

= 6.39

Q = CentroDeGravidade(t2)
@

= (3.52, 2.39)

R = CentroDeGravidade(t2")

= (3.24,212)

S = CentroDeGravidade(t3)
@

= (0.07, 3.42)

T = CentroDeGravidade(t3")
@

= (162, 494)

1.

® q: Reta(R,Q) ",

= -0.27x + 0.28y = -0.29

r: Reta(S, T) @
@

= -1.51x + 1.55y = 5.18 Q
=+ Entrada... I o

-

Figura 3.20: Lugar geométrico dos baricentros dos triangulos equilateros inscritos em
ANABC
Fonte: Autor (2026).

Ao verificar, na Figura [3.21] a relacao entre as duas retas construidas, a que passa
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pelos baricentros de AA;BCy e AA|B]CY, e a que passa pelos baricentros de A Ay ByCy

e AALBLCY, constata-se que elas sao paralelas.

€3 Metodo Geometrice construgdc final - GeoGebra = a X
\ > B —
XA D OO RN = Sc Q=
p’ = Segmento(A}. BS.t3") N D Al—lo B I|fT|a & & ¢ =&
@ A
= 6.39
..By
® Q = CentroDeGravidade(t2) "
= (352, 239) Relag&o
req
R = CentroDeGravidade(t2")
Q Verificagéo numérica
= (3.24,212) re q sdo paralelas
S = CentroDeGravidade(t3)
O VERIFIQUE SIMBOLICAMENTE
= (0.07, 342) b
® T = CentroDeGravidade(t3") : “ B w
= (162, 4.94)
. “
® q: Reta(R, Q) H a=45°
® F
= -0.27x + 0.28y =-0.20
r: Reta(S, T) a
@
= -151x + 1.55y = 5.18 Q
+ | Entrada... I o
v

Figura 3.21: Relagao entre as retas
Fonte: Autor (2026).

Para validar a proposta de (2015)), é necessério a construgao da reta de Euler
do triangulo AABC', determinando primeiramente seu circuncentro e seu ortocentro, na
Figura|3.22

€ Metodo Geometrico construgdo final - GeoGebra - [u] X
. ? - - —
Aol =) FRINNIEIRS SC Q=
a: Reta(R, Q) =N D All— © B I |1T|a Ic;ll o SR
® —
= -0.27x + 0.28y = -0.29
® r: Reta(S, T)
= -151x + 1.55y = 5.18
® s: Circulo(A, B, C)
= (x-4.94)2 + (y- 1.48)) = 9.51
® Circuncentra = Centro(s)
= (4.04,1.48)
® t: Perpendicular{A, f)
= -6.16x - 0.05y = -18.31
L
fy: Perpendicular(B, g)
@ -
= 5.08x - 2.48y = 6.21 .-
® Ortocentro = Interseciol(t, f;) &
= (2.94,352) Y
—+ Entrada... i3

Figura 3.22: Circuncentro e ortocentro do triangulo AABC
Fonte: Autor (2026).

Em seguida, na Figura [3.23] constrdi-se a reta de Euler de AABC, tragando a reta
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que une o circuncentro ao ortocentro.

€2 Metodo Geometrico construgdo final - GeaGebra = a

x
R]f A~ L > OO &N =2+ oc Q=
r: Reta(S,T) :N -l— #H N C * =
®
= -1.51x + 1.55y = 5.18
s: Circulo(A, B, C)
O
= (x-4.94) + (y- 1.48)? = 9.51
Circuncentro = Centro(s)
@
= (4.94,148)
t: Perpendicular(A, f)
O
= -6.16x - 0.05y =-18.31 P“
A, \ AqCircuncentro y
fi: Perpendicular(B, g) c -
O
= 5.08x- 248y =621
1.
® Ortocentro = Interseciol(t, f;) a=45°
® 4
— (2.04, 352)
. . @
hy: Reta(Circuncentro, Ortocentro) =
@
= -2.04x - 1.99y — -13.02 E
=+ Entrada... I o
-

Figura 3.23: Reta de Euler do triangulo AABC
Fonte: Autor (2026).

Ao verificar a relacao entre essas retas e a reta de Euler, na Figura Encontra-se
que as retas sao perpendiculares, validando que as retas dos baricentros dos triangulos

equilateros inscritos a um triangulo sao perpendiculares a reta de Euler dele.

€3 Metodo Geometrice construgdc final - GeoGebra = a

R AL A0 ORIN = e SC Q=
[(Jal—e B I||~] & @& : &

r: Reta(S, T) =M
- C

= -151x + 1.55y = 5.18

O s: Circulo(A, B, C) B
= (x-404)2 ¢ (y- 148)2 =051 Relagéo
. Circuncentro = Centro(s) 3;:18‘;@ umerica
= (4.94,1.48) q € hy séo perpendiculares ocent[q

t: Perpendicular{A, f)

O VERIFIQUE SIMBOLICAMENTE
= -6.16x - 0.05y =-18.31

&k
N,
A, '\ AqCircuncentro

f1: Perpendicular(B, g) H “ -
O

= 5.08x - 2.48y = 6.21

L
® Ortocentro = Intersegiol(t, f;) : a=45°
Y F
= (2.94, 352)
O hy: Reta(Circuncentro, Ortocentro) 3 a
= 2.04x - 1.99y — -13.02 E
+ | Entrada.. I o
v

Figura 3.24: Relagao entre as retas e a reta de Euler
Fonte: Autor (2026).

Construcao disponivel em Construcao método geométrico.
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3.3 Construcoes para quadrados inscritos em triangulos

- caso acutangulo ou retangulo

Para a construcao dos quadrados inscritos no triangulo AABC, baseada no método
de Bailey e Detemple (1998)) e valida para casos em que o tridngulo é acutangulo ou
retangulo, sem perca de generalidade, assume-se A > B > C. Inicia-se como na construcao
do método de (Andrica; Bagdasar; Marinescu, [2024)), na Figura [3.25] fixando o vértice
B na origem e introduzindo o parametro u € [0, 10] para definir C' = (u,0), permitindo

variagao flexivel do comprimento de BC' e o alinhando ao eixo das abscissas.

Na Figura [3.25] o ponto A adequado para a construgao deve pertencer a regiao

I, que aparece na Figura [2.14. Logo tem-se que A = (z,y) € [ se e somente se

{y > \/(%)2 — (x— %)2} N {y < \/m} N {0 <z < %}, garantindo que os

triangulos AABC' serao acutangulos ou retangulos, adequados & construgao conforme o

Lema 2.1]

= a x
B = Interse¢io(EixoX. EixoY) s : @ oA o8 &
= (0,0)
=5
© 0 ™ 0 ®
® C = (u, 0)
= (5.0
w2 () (- ) v s Ve 5
f 5% 2 5\ 2
e C
A = PontoEm(r)
® = (0.77,2.33) Ll
—+ Entrada...
.B .C Y
(=}

Figura 3.25: Pontos A, B e C
Fonte: Autor (2026).

Apos a selecao do ponto A € r, na Figura [3.26, procede-se com a construgao do
triangulo AABC, onde BC = a, AC = b e AB = c e a determinacio da altura h, relativa
ao lado BC'. Para tanto, traga-se a reta perpendicular a BC passando por A, marca-se o

ponto A’ como a intersecao dessa perpendicular com BC', obtendo o segmento AA" = h,.

Com a medida de h, determinada, serd descoberto o comprimento do lado do
quadrado inscrito em AABC com um lado contido em BC', conforme Lema [2.1] Essa
relagao algébrica fornece o valor exato do lado do quadrado, permitindo sua construcao de

maneira precisa.
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€2 GeoGebra Classic

A OO0 LN = e

tl = Poligono(A,B.C)

= 5.85

a = Segmento(B, C,t1)

=5

b = Segmento(C, A, t1)

= 484

c = Segmento(A, B, t1)

= 2.46

f: Perpendicular(A, a)

= x=077

A’ = Intersegio(f, a)

= (0.77,0)

h, = Segmento(A, A)

= 2.34

Entrada...

2A
at+ha

=N

Figura 3.26: Triangulos AABC' e h,
Fonte: Autor (2026).

I x

oL (F (>

ra
Lo

Na Figura [3.27] constréi-se uma reta paralela a BC' distante dela pela medida s, =

a-hg
athg’

onde A ¢ a area do triangulo AABC'. Para tanto, traga-se a circunferéncia

d de centro A’ e raio s,, marca-se o ponto D como intersecao entre d e a altura h, e

constroi-se a reta g perpendicular a h, passando por D.

€7 GeoGebra Classic

Y BRSO NP AN EE
@

@]

= 2.46

f: Perpendicular(A, a)

= x=0.77

A’ = Intersegio(f,a)

= (0.77,0)

h, = Segmenta(A, A)

= 234

d: Circulo (A’, ha_a)
a+hy

= (x- 07T+ y2 =254

D = Intersegio(d, h,. 1)

= (0.77, 1.59)

g: Perpendicular(D, h,)

= y=159

Entrada...

=

[ x

Figura 3.27: Reta paralela a BC
Fonte: Autor (2026).

oo (=

ra
La

Em seguida, na Figura[3.28] marcam-se os pontos F e F intersecoes entre g e os lados

AC e AB, respectivamente. Esses pontos determinam as posi¢oes dos vértices superiores
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do quadrado inscrito, com lado contido em BC'

€7 GeoGebra Classic = [u] X
S B (ol *IPANEIE Sc Q=
@] - . —

= (0.77.0) =N Wel~ a o : ==
h, = Segmento(A, A')
O
= 234
d: Circula | A', JULE
O a+h,
= (x-0.77)2+ y? = 254
D = Intersegio(d, h,, 1) : A
O
= (0.77, 1.59) /\
. F E
g: Perpendicular(D, h,) H
@
= y=159
E = Intersecio(g, b) 1.
o
= (212, 159)
F = Intersegdo(g, c
o ) . . Q
= (0.52, 159
(052, 1.59) [}
=+ Entrada...
v
. »

Figura 3.28: Pontos E e F
Fonte: Autor (2026).

Para completar o quadrado, na Figura [3.29] tragam-se duas retas perpendiculares
a ¢: uma passando por F e interceptando BC no ponto H, e outra passando por F' e

interceptando BC' no ponto G.

£ GeoGebra Classic = =] X
Y N PE SO N NP ANEE Sc Q=
g: Perpendicular(D, h, = H -
° (D.h:) = Wel~ a & : =&
= y=159
E = Intersecio(g, b)
o
= (212, 159)
F = Intersegdo(g, c)
= (0.52, 1.59)
h: Perpendicular(E, g) : A
@
= x=212
i: Perpendicular(F, g) " E
@
= x=0.52
G = Intersecdo(i,a) t
= (052, 0)
H =1 do(h, a) i < i Q
= Intersecdo(h,a :
Q B cC
= (212,0) Q
—+ Entrada...
v
. >

Figura 3.29: Pontos G e H
Fonte: Autor (2026).

Os pontos G e H constituem os vértices inferiores do quadrado EFGH, na Figura
.30} cujo lado GH esté contido no lado BC'
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€2 GeoGebra Classic - [u] x
R N < IP AN Sc Q=
G = Intersecdo(i,a) =p D —||a Bl& : @&
= (052, 0)
H = Intersegio(h, a}
@
= (212,0)
ga = Poligono(E. F, G, H)
@
= 254
f; = Segmento(F. G, qa) : A
@
= 159
g1 = Segmento(G. H, qa) F .
@
= 159
hi = Segmento(H, E, qa) k.3
o
= 159
S (E.F.qa) S o
s, = degmento(E, F,qa
Q B c &
= 159 Q
=+ Entrada...

L
4 [

Figura 3.30: Quadrado inscrito ao triangulo AABC com um lado contido em BC'
Fonte: Autor (2026).

Para verificar os itens (a) e (b) do Teorema [2.1] na Figura [3.31] procedem-se as
construgoes dos demais quadrados inscritos no triangulo AABC": um com lado contido em

AC e outro com lado contido AB. Essas construgoes sao analogas a anterior, substituindo-

se a base BC por AC ou AB.

€2 GeoGebra Classic = a x
B S N (Ol S IP AN IR S5c Q=
R = Intersegdo(t, c = — H 4
o (t.c) & D = - T
= (067, 2.05)
S = Intersecdo(iy. c)
O
= (017, 051)
qc = Poligono(Q,P,R,S)
o
= 263
p1 = Segmento(P, R, qc)
o
= 162
q1 = Segmento(Q, P, qc)
@
= 1.62
s; = Segmento(S, Q,qc) 1.3
@
= 162
5. = Segmento(R, S, qc
o (R.5.q0) . . Q
Q

= 162
+ | Entrada..

-
4 >

Figura 3.31: Maior quadrado inscrito ao tridngulo acutangulo AABC
Fonte: Autor (2026).

Com a construcao efetuada, na Figura[3.31} verifica-se que o maior quadrado inscrito

no triangulo AABC' é aquele com lado contido no menor lado de AABC'. Ademais, na
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Figura [3.32] ao deslocar interativamente o ponto A para uma posi¢ao que torne AABC
retangulo, constata-se que o maior quadrado inscrito corresponde aquele com lados contidos
nos catetos, confirmando os itens (a) e (b) do Teorema 2.1 por meio da exploragao dinamica
no GeoGebra.

€2 GeoGebra Classic = a

x
R]f A~ L > OO &N =2+ Sc Q=
S = Intersecdo(iy, ¢} = 'l— = I
= (0.32, 065)
gc = Poligono(Q, P, R, S)
@
= 218
pr = Segmento(P, R, qc)
@
= 148
a: = Segmento(Q, P, qc)
@
= 148
51 = Segmento(S, Q, qc)
@
= 148
s = Segmento(R, S, qc) 1.3
o
= 148
® a = Angulo(B.A,C) @
Q

= 00
+ | Entrada..
v

4 >

Figura 3.32: Maior quadrado inscrito ao tridngulo retangulo AABC
Fonte: Autor (2026).

Construcao disponivel em Construcao quadrados inscritos em triangulos - caso

acutangulo ou retangulo.

3.4 Construcoes para quadrados inscritos em triangulos

- caso obtusangulo

Para a construc¢ao dos quadrados inscritos no tridangulo AABC, baseada no método

de Bailey e Detemple| (1998) para caso em que o tridngulo ¢ obtusangulo. Reinicia-se, na

Figura[3.33], o sistema de coordenadas cartesianas, fixando o vértice C' na origem do plano,

introduzindo o parametro u € [0, 10] para definir B = (—u,0).

Para garantir que o vértice A = (x,y) seja escolhido de modo que o triangulo
AABC seja obtusangulo, considera-se que ele deve situar-se na regiao onde o angulo
obtuso estd em A, isto é, em uma das regioes designadas por regiao II (Figura
ou regiao 11 (Figura . Com esse objetivo, na Figura , delimita-se a regiao

T {y < \/(%)2 — (z+ %)2} N{y >0} N{z < %} que corresponde ao semidisco superior

de diametro BC, restringido ao semiplano x < 3, assegurando a posi¢ao de A em setores

que produzem triangulos obtusangulos.
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Além disso, introduz-se a curva implicita f(x,y) = y* + 2%y + 2ux® + 2uy® + 2u’r a
qual atua como fronteira interna separando os tridngulos obtuséngulos “para fora” (regiao
IT) e “para dentro” (regido I1I). Assim, a escolha de A em r, permite distinguir as duas

situagoes geométricas relevantes para a analise dos quadrados inscritos no caso obtusangulo.

€% GeoGebra Classic - a

N EY B S o NS IPANIE
C = Intersegio(EixoX. Eb =/ We |~ & : =

= (0,0)

U
e
'«

u=10 :
0 e 10 (5)
B =(-u,0)

= (-10, 0)
e (9
2| (3) - (3)

eql: Cur\mlmpll’mta(y3 +x0§+

o>

v

= x2y + 20x2 + 200x + v} + 20

= (=

A = PonteEm(r)

= (8,3.38)

o ®

+ Entrada...

r

Figura 3.33: Regioes I] e I11
Fonte: Autor (2026).

Apos a sele¢ao do ponto A = (z,y) € r, na Figura m procede-se a construcao do
triangulo AABC. Determina-se as medidas dos angulos A, Be C e da altura h, relativa
ao vértice A, para serem utilizados nas formulas (2.2)) e (2.3)).

€ GeoGebra Classic = a X
Rl > O0O &N = ©c Q=
o e o TeecE: =
aa = Angulo(B,A.C)
e
= 97.72°
bb = Angulo(C, B A)
@)
= 59.4°
97.72°
Angulo(A, C, B) »
) cc = Angulo(A, C,
= 22.80°
f: Perpendicular(A, a)
O = x=-8
@ A" = Intersecio(f,a) ®
= (8.0)
hy =S to(A', A) P Czze [o}
. = Segmento(A', A
® =338 Q
+  Entrada.. o
< P'
Figura 3.34: Triangulo AABC
Fonte: Autor (2026).
Na Figura [3.35, constroi-se a circunferéncia de centro A e raio s, = cosC’hm

marca-se o ponto D como intersecao entre ela e o lado AC.
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€2 GeoGebra Classic - [u] x
(] a7 OO0 &N =+ Sc Q=
w
= 504° A 1 e @ 2 cé
cc = Angulo(A, C,B)
@
= 22.89°
f: Perpendicular(A, a)
O
= x=-8
A" = Intersegdo(f, a)
O
= (8.0)
h, = Segmento(A’, A)
O
= 338
d: Circul (A M i
@)  Mreulo " cos(ec) + sen(c ~
= (x+8)?+ (v-3382=66
59.4° 5 C 2289
D = Intersegdo(d, b, 1) @
= (5.3, 2.38) Q
=+ Entrada... ra
. HH
+ EEE——— >

Figura 3.35: Ponto D
Fonte: Autor (2026).

Na Figura [3.30, completa-se a constru¢ao do quadrado de lado AD, que é o maior
quadrado que cabe no AABC com um lado contido em AC. Esse quadrado é gerado
empregando-se a ferramenta de poligono regular no ambiente GeoGebra, selecionando-se

os vértices A e D e especificando-se os quatro lados.

€2 GeoGebra Classic = a x
B S o« IPAN EIE oC Q=
@) —a . . =
= x=-8 = I 20 I —HIE - T
A’ = Intersegio(f, a)
O
= (-8.0)
h, = Segmento(A’, A)
O
= 338
b o7.72°
d: C\'rculu(A, — 3 A
O cos(cc) + senfec
= (x+ 82+ (y- 3382 =66
D = Intersegdo(d, b, 1)
O
= (-5.63, 2.38)
poll = Poligono(D, A, 4) & .
@
= 6.65
S (D. A, poll} P C 22.89° o
s, = Segmenta(D, A, poll}
@
= 2.58 Q
+ | Entrada...

4
ra
La

4

Figura 3.36: Quadrado de lado AD
Fonte: Autor (2026).

De maneira anéloga, na Figura [3.37], é construido o quadrado de lado AFE, onde E é

hq

cos B—l—sen B €

determinado como interse¢ao da circunferéncia centrada em A de raio s. =
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do lado AB, empregando novamente a ferramenta de poligono regular nos vértices A e E.

Esse é o maior quadrado que cabe em AABC com um lado contido em AB.

€2 GeoGebra Classic = u] X
A . a= —
D Fgs S SN« IPAN EIE ST Q=
O — 1= . =
= (563, 238) =N L#ac g e
poll = Poligeno(D, A,4) :
@
= 6.65
s, = Segmento(D, A, poll}
@
= 258
. 97.72°
 Circulo( A hy = A
O & Hirede " cos(bb) + sen(b
= (x+ 82+ (y-3382 =60
E = Intersecio(e,c, 1)
O
= (:9.26,1.26)
pol2 = Poligeno(A, E,4) : n
o
= 6.08
3 (A.E, pol2} #¥s C 22.89° N
s. = Segmento(A, E, pol2
@
= 247 Q
=+ Entrada...
v
. >

Figura 3.37: Quadrado de lado AF
Fonte: Autor (2026).

Na figura [3.38] constroi-se o quadrado inscrito em AABC um lado contido em BC,

cuja metodologia foi detalhada na sec¢ao |3.3

€7 GeoGebra Classic = a X
DEE SN oN=IPANEIES Sc Q=
M = Intersecio(p. a) EN -l—- #ifnC ° H :_‘
= (851, 0)
N = Intersecio(q, a}
O
= (598, 0)
ql = Poligono(K,L,N, M
@
= 6.38
I; = Segmento(L,N,ql1) :
@
= 253
m; = Segmento(M, K. ql};
@
= 2.53
ny = Segmento(N, M, ql): .
@
= 253 .
. 59.4 B G 22.89°
s, = Segmento(K,L,ql) @
o
= 253 Q
—+ Entrada...

v
4

Figura 3.38: Quadrado inscrito ao triangulo AABC
Fonte: Autor (2026).

Com as construgoes concluidas, torna-se possivel verificar a relagao entre as medidas

de seus lados s,, sp € s., conforme Teorema [2.2]
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Se A € I1, Figura[3.39, o maior quadrado corresponde ao de lado s,.

€7 GeoGebra Classic = [u] X
REPE SN oN-IPANEIES oC Q=
M = Intersecdo(p, a) A -l—~ #aC QR -
= (851 0)
N = Intersecdo(q, a}
© = (:5.98, 0)
ql = Poligono(K,L,N, M}
. = 6.38
I; = Segmento(L,N,ql)
. = 2.53
m; = Segmento(M, K. ql }
. = 253
n; = Segmento(N, M, ql): 1.
. = 2.53
Segmento(K, L,ql) : ¢ 2285 Q
sa = degmento(K,L.q H
. = 253 Q
=+ Entrada...
. » v
Figura 3.39: Ae Il
Fonte: Autor (2026).
Se A € II1, Figura [3.40, o maior de corresponde ao de lado s,.
€} GeoGebra Classic - o X
BIEZgE S ol «IPAN X Sc Q=
M = Intersecdo(p,a) EN _l__ # e 0 H :—‘
= (781 0)
N = Intersecdo(q, a)
O = (-5.96, 0)
ql = Poligono(K,L,N, M}
. = 341
I; = Segmento(L.N,ql) :
. = 185
m; = Segmento(M, K, ql }
. = 185
n = Segmento(N, M, ql)? .
. = 185
Segmento(K.L a1 : c17.22° N
s, = Segmento(K.L,ql) :
o = 185 a
=+ Entrada...

4

Figura 3.40: Ae II1
Fonte: Autor (2026).

Ao mover interativamente o ponto A para a posicao adequada, é possivel visualizar
o triangulo de Calabi, na Figura [3.41] Essa dindmica no GeoGebra revela relagoes
geométricas sutis entre a posigao de A, os angulos obtusos e as dimensoes dos quadrados,

enriquecendo a exploragao didatica.
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€2 Construgo caso obtuso - GeoGebra - [u] X
R]s 7 A0 O &L N =2 e Q =
R IEY L#ace: =
= (-6.45,0)
N = Intersecio(q, a}
O
= (-355,0) i
@ ql = Poligono(K,L,N, M £ P . 1Uk74"
= 8.36
l; = Segmento(L,N,ql) :
@
= 2.89
m; = Segmento(M, K, ql}
@
= 2.89
ny = Segmento(N, M, ql): L
o
= 289
39.13F ¢ 39.13°
s, = Segmento(K,L,ql) ¥ @
@
= 289 Q
=+ Entrada...

4

Figura 3.41: triangulo de Calabi
Fonte: Autor (2026).

Construgao disponivel em Construcao quadrados inscritos em triangulos - caso

obtusangulo.
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Capitulo 4

Perspectivas de aplicacao no Ensino
Meédio

Neste capitulo, sao relacionados possiveis métodos didaticos para aplicacao do
trabalho desenvolvido, com foco em propostas de exploracao dinamica voltadas ao Ensino
Médio. O objetivo é indicar caminhos pelos quais os resultados teoéricos e construtivos
sobre triangulos equilateros e quadrados inscritos em triangulos podem ser apropriados
pelo professor como situagoes de investigacao em sala de aula, promovendo a formulacao
de conjecturas, o uso de argumentos geométricos e a mobilizacao de diferentes registros de

representacao, em especial a geometria dindmica no GeoGebra.

As propostas aqui apresentadas nao se restringem estritamente as construgoes forma-
lizadas nos capitulos anteriores, mas partem delas para propor atividades que oferecem
uma percepcao dindmica da geometria e reforcem habilidades ja trabalhadas no Ensino

Fundamental e desenvolvam habilidades do Ensino Médio .

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) |Brasil (2018), o Ensino
Fundamental deve garantir que os estudantes desenvolvam habilidades essenciais, entre as

quais se destacam:

e Associar pares ordenados de niimeros a pontos do plano cartesiano do 1° quadrante,

em situagoes como a localizacao dos vértices de um poligono;

e Quantificar e estabelecer relacoes entre o ntimero de vértices, faces e arestas de
prismas e piramides, em fun¢ao do seu poligono da base, para resolver problemas e

desenvolver a percepcao espacial;

e Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices e angulos, e
classificd-los em regulares e nao regulares, tanto em suas representagoes no plano

como em faces de poliedros;
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e Identificar caracteristicas dos triangulos e classificd-los em relacao as medidas dos
lados e dos angulos;

e Identificar caracteristicas dos quadrilateros,classifici-los em relacao a lados e a

angulos e reconhecer a inclusao e a intersecao de classes entre eles;

e Construir figuras planas semelhantes em situagoes de ampliagao e de redugao, com o

uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias digitais;

e Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para representagoes de

retas paralelas e perpendiculares e construcao de quadrilateros, entre outros;

e Construir algoritmo para resolver situagdes passo a passo (como na construgao de
dobraduras ou na indicacao de deslocamento de um objeto no plano,segundo pontos

de referéncia e distancias fornecidas etc.).

E em harmonia com as orientagoes da (BNCC) Brasil (2018]), para o Ensino Médio,

as habilidades abaixo devem ser desenvolvidas:

e Utilizar as nogoes de transformagdes isométricas (translacao, reflexdo, rotagao e
composigoes destas) e transformagoes homotéticas para construir figuras e analisar
elementos da natureza e diferentes produ¢oes humanas (fractais, construgoes civis,

obras de arte, entre outras).

e Aplicar as relagoes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as nogoes
de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que envolvem

triangulos, em variados contextos.

e Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio de aplicativos de
geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou composicao de poligonos

que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando padroes observados.

e Investigar a deformacao de angulos e areas provocada pelas diferentes projecoes
usadas em cartografia (como a cilindrica e a conica), com ou sem suporte de tecnologia
digital.

4.1 A geometria dindAmica como ambiente de investiga-
cao

No capitulo anterior evidencia-se o potencial do GeoGebra tanto para a validagao
experimental de resultados cléssicos quanto para a exploracao de novas configuragoes
geométricas. No contexto do Ensino Médio, o software pode ser mobilizado como um

ambiente de experimentagao em que os estudantes:
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e Manipulam livremente vértices, segmentos e angulos, observando como certas propri-

edades se preservam ou se modificam;

e Medem comprimentos, areas e angulos, registrando regularidades numéricas que

sugerem relagoes geométricas;

e Utilizam controles deslizantes para variar parametros e investigar como o compor-
tamento de um objeto (por exemplo, o lado de um quadrado inscrito) depende de

determinadas grandezas (como um angulo ou a altura de um triangulo).

Tais praticas favorecem o levantamento de conjecturas que, posteriormente, podem
ser objeto de sistematizacao com argumentos dedutivos mais proximos da formalizacao
apresentada na dissertacao. A seguir, sao esbocados algumas trilhas possiveis, articulando

o contetido desenvolvido nos capitulos anteriores com situagoes de ensino exploratorias.

4.2 Exploracoes com triangulos equilateros inscritos em

triangulos arbitrarios

A partir dos resultados do Capitulo [I, sabe-se que, dado um triangulo AABC,
é possivel construir tridngulos equilateros inscritos por diferentes métodos (algébrico e

geomeétrico).

O método algébrico destaca-se por traduzir a configuragao geométrica em um sis-
tema de equacgoes angulares, permitindo estudar a existéncia e a variagao dos triangulos

equilateros inscritos a partir de um parametro e dos angulos internos do triangulo.

Uma atividade investigativa que pode ser proposta aos estudantes consiste em analisar
a existéncia de triangulos equilateros inscritos em um tridngulo qualquer, a partir do

método algébrico desenvolvido na dissertagao.

Partindo de um triangulo AABC' e um tridangulo AM N P inscrito a AABC', onde
M € BC, N € CAe P € AB. Sao definidos os angulos a; = C’]\/[N g = PMB,
B =ANP, 3, = MNC, v = BPM e Yo = NPA, com mediacao do professor, os alunos
montam o sistema de equacoes que relaciona esses angulos as condi¢oes de AM N P ser
equilatero e as somas suplementares com os angulos do AABC. Em seguida, escolhe-se

um parametro livre, como o1 = «, para obter as expressoes de as, 31, b2, 71, V2 em fungao
deaede A, B,C.
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(
] =

g = 120° — o

B =a+C —60°
By = 180° — (a + C)
7 =a+60°—B

(72 =60°+ B —«a

Em seguida, o professor discute com os estudantes que, a partir de um tnico parametro
a e dos angulos internos do tridngulo AABC, todos os demais angulos da configuragao

ficam determinados.

Na segunda etapa, em grupos, os estudantes impoem as condigoes

00 S Oél,CYQ,/Bl,BQ,'Yl,'YQ S 1200

transformando essas restricoes em desigualdades para o parametro «, podendo assim
investigar para quais tipos de tridngulo (acutangulo, retangulo, obtusangulo) existe ao

menos um valor de a que satisfaz simultaneamente todas as condigoes.

Paralelamente, utilizam o GeoGebra para construir um triangulo equilétero “can-
didato”, para observar de forma dinamica, quando ele de fato se inscreve no triangulo

ANABC, confrontando o que veem na tela com as conclusoes algébricas.

Ao final, os alunos devem determinar e registrar:

e Um intervalo admissivel de o em fungao de /1, B ) C ;

e Uma conjectura sobre quais triangulos admitem algum valor de o onde é possivel

inscrever ao menos um triangulo equilatero;

e Uma conjectura sobre a quantidade de triangulos equilateros inscritos possiveis, a

medida que o parametro « varia em um intervalo.

O professor encerra a atividade conectando essas conjecturas com os resultados
formais apresentados na dissertagao, mostrando como o método algébrico leva a condi¢oes

precisas de existéncia para triangulos equilateros inscritos.

Ja o método geométrico enfatiza o uso de semelhancga espiral, circulos e pontos de
Apolénio, bem como tridngulos pedais associados. Nele mostra-se que os baricentros
dos triangulos equilateros inscritos no triangulo AABC' alinham-se sobre uma reta, cuja
posicao se relaciona de forma notavel com a reta de Euler do triangulo AABC'. Essa

propriedade oferece um campo fértil para exploracoes dindmicas no Ensino Médio.
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Outra atividade consiste em realizar com os alunos a construgao feita na segao |3.2

até a Figura|3.19] utilizando o método geométrico descrito no texto.

Apos essa construcao, os alunos devem analisar:

e O comportamento dos tridngulos inscritos em AABC, a medida que « e § variam;

e O comportamento dos baricentros dos triangulos inscritos em AABC, & medida que

«a e 3 variam;

e O comportamento da reta de Euler de AABC' a medida que a e  variam.

Os estudantes podem, nesse contexto, serem levados a comparar as posigoes dos
baricentros dos triangulos equiléteros inscritos e a descreverem, inicialmente em linguagem

natural, quaisquer regularidades visuais percebidas.

Apoés a andlise, pede-se que os estudantes formulem conjecturas sobre a configuracao,

como, por exemplo:

e Os baricentros de todos os tridangulos equilateros inscritos em um triangulo parecem

estar alinhados;

e A reta que passa pelos baricentros é paralela a reta de Euler.

Por fim, o professor retoma as conjecturas dos alunos e com base nos resultados
da dissertacao, discute com os alunos como tais afirmacoes podem ser demonstradas.
Introduzindo de forma gradual as ideias de pontos de Apolonio, semelhanca espiral e

propriedades da reta de Euler.

4.3 Exploracoes com quadrados inscritos em tridngulos

arbitrarios

O Capitulo [2| apresenta condi¢oes de existéncia e métodos de construgao de quadrados
inscritos em triangulos, incluindo o caso acutangulo/retangulo e o caso obtusangulo, bem

como resultados sobre qual dos quadrados é maior em funcao dos lados do triangulo.

Uma atividade para trabalhar os resultados do Capitulo |2l no Ensino Médio, é

inicialmente realizar com os alunos a construgao feita na segao [3.3]

Apos essa construgao, os alunos devem analisar os comprimentos dos lados a, b e
¢ do triangulo e dos lados s,, sp, S. dos quadrados correspondentes ao movimentar os
vértices do triangulo AABC.

A partir desse experimento, os alunos podem ser levados a conjecturar enunciados

dos resultados demonstrados na dissertacgao:
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e Quando o lado a é o menor do tridngulo, o maior quadrado parece estar sobre a;

e No triangulo retangulo, o maior quadrado parece estar sobre os catetos.

Essa atividade possibilita que os estudantes explorem relagoes geométricas de forma
investigativa, desenvolvendo tanto a intuicao quanto a capacidade de formular e testar
conjecturas. Além disso, a proposta contribui para o desenvolvimento das competéncias
previstas na BNCC, ao incentivar a argumentagao, a comunicagao matemética e o uso de

representacoes miltiplas na resolucao de problemas.

4.4 Sequéncias didaticas

Nesta dissertacao, os Apéndices A e B retinem duas propostas de sequéncias didaticas,

ambas pensadas para serem aplicadas em turmas do ensino médio.
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Esta dissertacao, voltada a investigacao das condi¢oes geométricas para a existéncia
de inscricao e circunscri¢ao entre poligonos, com énfase nas relagoes entre triangulo-
triangulo e triangulo-quadrado, trouxe abordagens e técnicas distintas para a compreensao
mais elaborada destes temas. A partir das defini¢oes classicas de [Euclides| (2009) e das
contribuigdes de autores contemporaneos como |[Andrica, Bagdasar e Marinescu| (2024]),
Russell| (2015) e [Wetzel (2002), foram sistematizados os métodos algébrico e geométrico
que convergem para as mesmas configuracoes e foi mostrado a determinacao do maior
quadrado inscrito em triangulos arbitrarios, incluindo o caso obtusangulo, até entao pouco

explorado.

As construgoes validadas no software GeoGebra permitiram nao apenas a verificacao
dos resultados tedricos, mas também a criagao de atividades didaticas para o Ensino
Médio. Essas propostas pedagogicas, alinhadas as diretrizes da BNCC, favorecem o
desenvolvimento do raciocinio geométrico por meio da exploracao experimental, formulagao

de conjecturas e transicao para demonstragoes formais.

As principais contribui¢oes deste trabalho incluem:

e Reuniao e organizagao de resultados na literatura sobre problemas de inscri¢ao entre

poligonos;

e Desenvolvimento de construgoes no GeoGebra que podem ser utilizadas como ferra-

mentas didéticas;

e Apresentagao de técnicas avancadas de geometria euclidiana em linguagem acessivel

para professores de matemaética.

Do ponto de vista pedagdgico, a principal contribuigao reside menos na transmissao

direta de enunciados e demonstracoes avancadas e mais na possibilidade de:

e Criar ambientes de investigacao com geometria dindmica, em que os estudantes

possam visualizar propriedades emergindo do movimento;
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e Favorecer o transito entre experimentacao, formulagao de conjecturas e argumentacao

geometrica;

e Articular contetudos tradicionais (semelhancga, triangulos, areas, fungdes) com pro-
blemas de inscricao e circunscri¢ao geralmente pouco explorados nos curriculos

escolares.

Os problemas de inscrigao e circunscri¢ao oferecem diversas dire¢oes para pesquisas

futuras:

e Estudar os problemas de inscricao e circunscrigao para triangulos arbitrarios e

quadrilateros arbitrarios;
e Investigar condicoes para inscri¢ao de n-agono regular em um n-agono nao regular;

e Estudar problemas analogos envolvendo poliedros, como tetraedros inscritos em

cubos;

e Criar sequéncias didaticas baseadas nas construgoes do GeoGebra para uso no ensino

de geometria.

Conforme observado na introdugao deste trabalho, a geometria é uma area da
matematica que possui diversos problemas com enunciados simples e solugoes nao triviais.
A presente dissertacao demonstra que a geometria euclidiana, esta longe de ser uma
area esgotada, oferecendo ainda muitas oportunidades para investigacao e descobertas.
A combinagao de técnicas classicas com ferramentas computacionais modernas, como o
GeoGebra, potencializa tanto a pesquisa quanto o ensino, tornando resultados sofisticados

acessiveis a um publico mais amplo.
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Apéndice A

Plano de curso

Dados de Identificacao

Professor:
Disciplina: Matematica
Tema: Triangulos equilateros inscritos a triangulos arbitrarios - Método

algébrico

Pré-Requisitos:

e (Classificacao de triangulos.
e Soma dos angulos internos de um triangulo.
e Operagoes algébricas simples com angulos.

e Inequacoes bésicas e leitura de intervalos.

Turma: 22 ou 32 série do Ensino Médio.

Duracgao da aula: | 7 aulas de 50 minutos

Objetivos

Geral

e Formular conjecturas sobre existéncia e quantidade de triangulos equilateros inscritos

em um triangulo AABC, com apoio do GeoGebra.

Especificos
e Familiarizar-se com a interface do GeoGebra;

e Dominar a criagao de pontos livres e fixos no GeoGebra;

e Construir segmentos e explorar suas propriedades bésicas no GeoGebra.

78



Apéndice A

e Aprender a medir e exibir angulos entre segmentos.

e Compreender relagoes dinamicas entre medidas no GeoGebra.

e Construir configuragoes simples para verificagao geométrica.

e Retomar conceitos basicos de triangulo equilétero.

e Apresentar a configuragao geométrica de tridngulo equilatero inscrito em AABC.
e Definir e nomear os angulos auxiliares oy, as, B1, B2, 71 € V2.

e Relacionar esses angulos aos angulos internos A BeC.

e Eiscolher o = av como parametro livre.

e Deduzir, com a turma, as expressoes para «g, 31, 82,71,72 em fungao de a e dos
angulos internos de AABC.

e Discutir que um tnico parametro a e os angulos de AABC determinam toda a

configuragao.

e Traduzir as 6 condi¢oes geométricas 0° < aq, aw, b1, B2, 71, 72 < 120° em desigualda-

des para o parametro a.
e Determinar, para cada condicao, um intervalo admissivel de o em funcao de A, B, C.

e Verificar experimentalmente, para acutangulo/retangulo/obtusangulo, se existe o

que satisfaga todas as desigualdades.

e Formular conjecturas sobre existéncia e quantidade de triangulos equilateros inscritos

em um triangulo AABC, com apoio do GeoGebra.

Conteudos

e Triangulos;

Poligonos inscritos a outros poligonos;

Sistemas de equagoes;

Inequacoes;

GeoGebra.

Procedimentos metodolégicos
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Aula 1: Nogoes basicas do GeoGebra - Pontos e segmentos

Carga horaria: 50 minutos.
Local: Laboratério de informética.
Objetivos:
e Familiarizar-se com a interface do GeoGebra;
e Dominar a criagao de pontos livres e fixos no GeoGebra;

e Construir segmentos e explorar suas propriedades bésicas no GeoGebra.
Recursos didaticos:

e Computadores ou celulares com GeoGebra;
e Projetor;

e Ficha orientada com os passos principais.
Procedimentos metodolégicos:

1. Apresentacao da interface
Mostrar a barra de ferramentas, area grafica, barra de entrada e propriedades.

Demonstrar como alternar entre diferentes visualizacdes (Geometria, Algebra).

2. Criagao de pontos

Ensinar a crigao de:

e Ponto livre: clique na ferramenta “Ponto” e clique na area gréfica.
e Ponto fixo: digite coordenadas na barra de entrada (ex: A=(2,3)).

e Ponto em objeto: clique em segmento ou circunferéncia.
Pedir que criem 5 pontos livres e 3 pontos fixos nomeados A, B, C.

3. Segmentos e propriedades
Construir segmentos AB, BC, CA. Mostrar:

e Medida do comprimento (ferramenta “Distancia”).
e Mostrar/esconder rotulos e informagoes.

e Alterar cores e espessuras nas propriedades.
Atividade: construir tridngulo ABC e medir seus lados.

4. Fechamento

Salvar arquivos individuais (.ggb) e discutir dificuldades.
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Aula 2: Nogoes basicas do GeoGebra - Medigao de angulos

Carga horaria: 50 minutos
Local: Laboratoério de informaética
Objetivos:
e Aprender a medir e exibir angulos entre segmentos.
e Compreender relagoes dinamicas entre medidas no GeoGebra.

e Construir configuracoes simples para verificacao geométrica.
Recursos didaticos:

e Computadores ou celulares com GeoGebra;
e Arquivo .ggb da aula anterior aberto;

e Ficha com exercicios de medi¢ao de angulos.
Procedimentos metodologicos:

1. Revisao rapida
Recuperar tridngulo ABC criado na aula anterior. Verificar se todos conseguiram

abrir os arquivos salvos.

2. Medindo angulos
Mostrar:
e Ferramenta “Angulo” (selecionar 3 pontos ou 2 segmentos).
e Angulos adjacentes e suplementares.

e Exibir valores dindmicos (arrastar pontos e observar mudangas).
Atividade: medir A, B, C' e verificar se somam 180°.

3. Exploracao guiada
Pedir que:
e Construam um tridngulo equilatero (lados iguais).
e Mecam seus angulos (deve dar 60°).
e Arrastem vértices para verificarem as mudancas das medidas dos angulos e

lados do triangulo.

4. Preparacao para proximas aulas
Discutir como essas ferramentas serao usadas para construir tridngulos equiléteros

inscritos. Salvar arquivo final.
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Aula 3: Introducao a configuragao geométrica

Carga horaria: 50 minutos
Local: Sala de aula
Objetivos:
e Retomar conceitos basicos de triangulo equiléatero.

e Apresentar a configuragao geométrica de tridangulo equilatero inscrito em AABC.
Recursos didaticos:

e Quadro, giz/caneta.

e Folha impressa ou projetada com diagrama bésico da configuracao.
Procedimentos metodolégicos:

1. Contextualizacao
Recuperar definigao de triangulo equilatero (lados iguais, angulos 60°). Perguntar:

"Como seria um triangulo equilatero inscrito em outro triangulo?"

2. Apresentacao visual da configuragao
Desenhar no quadro AABC' qualquer e marcar pontos M € BC, N € CA, P € AB
formando AM N P equilatero.

e Destacar que cada vértice de AM N P esté contido em um lado de AABC.
e Perguntar: "O que precisa acontecer para AM N P ser equilatero?"

3. Discussao inicial
Introduzir intuitivamente os dngulos auxiliares (aq, ag, B1, B2, 71 € 72) que podem ser
definidos a partir de dos angulos internos de AABC' e de um dos angulos auxiliares

e anunciar que na préoxima aula serao estudadas essas relagoes.

Aula 4: Sistema de angulos auxiliares

Carga horaria: 50 minutos
Local: Sala de aula

Objetivos:

e Definir e nomear os angulos auxiliares oy, as, 51, B2, 71 € V2.
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e Relacionar esses angulos aos angulos internos A, B e C.
Recursos didaticos:

e Quadro, giz/caneta.

e Diagrama completo com adngulos nomeados (projetado ou impresso).
Procedimentos metodolégicos:

1. Revisao da configuracao
Recuperar desenho da aula anterior. Perguntar onde estao os angulos auxiliares.

2. Nomenclatura dos angulos

Nomear os angulos:

. 041:0]\7[]\/'
e oy = PMB
e B, =ANP
e 3, =MNC
e v, = BPM
e 7o =NPA

3. Sistema algébrico introdutério
Montar sistema que relaciona esses angulos com os angulos internos do AABC.
o oy + ay = 120°
o b1+ o =120°
Y1+ v2 = 120°
Bi+72 =180° — A

v+ as = 180° — B
aq + By = 180° — C

4. Preparacao
Anunciar que na proxima aula serd encontrado as expressoes para as, 81, 82, 71, V2

em fungao de a = a1 e dos angulos internos de AABC.
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Aula 5: Parametro a e dedugao das expressoes

Carga horaria: 50 minutos
Local: Sala de aula
Objetivos:
e Eiscolher a; = v como parametro livre.

e Deduzir, com a turma, as expressoes para «s, 31, 82,71, em funcao de a e dos
angulos internos de AABC.

e Discutir que um tnico parametro a e os angulos de AABC determinam toda a

configuragao.
Recursos didaticos:

e Quadro, giz/canetas.
e Figura da configuracao (a mesma utilizada na aula anterior).

e Calculadoras (opcional, para checagem numérica de exemplos).
Procedimentos metodolégicos:

1. Escolha de a; = «
Formalizar a escolha de a; = o como parametro livre. Escrever no quadro o sistema
de equagoes que relaciona aq, as, b1, B2, V1,72 com 121, B , C e com as condigoes de
AMN P ser equiléatero.

2. Deducao passo a passo

Conduzir a turma na obtencao das expressoes, por exemplo:
m=a, a=120°—a, B =a+C—060°

e assim por diante, até obter todas as relacoes desejadas. A cada passo, pedir que
os estudantes indiquem de qual fato geométrico (soma de angulos em tridngulo,

suplementares etc.) a equagao foi obtida.

3. Discussao de determinagao completa
Destacar que, uma vez escolhidos a e os angulos internos fl, B , C , todos os demais
angulos da configuracao aw, 81, B2, 71, V2 ficam determinados. Propor 1 ou 2 exemplos

numéricos rapidos para verificar as contas em casos concretos.
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Aula 6: Desigualdades algébricas e intervalos para «

Carga horaria: 50 minutos
Local: Sala de aula

Objetivos:

e Traduzir as 6 condi¢oes geométricas 0° < aq, aw, b1, B2, 71, 72 < 120° em desigualda-

des para o parametro a.

A

e Determinar, para cada condi¢ao, um intervalo admissivel de a em funcao de A, B, C.
Recursos didaticos:

e Quadro e giz/caneta.
e Fichas impressas com as 6 condigoes geométricas e espaco para calculos.

e Calculadoras simples (opcional).
Procedimentos metodologicos:

1. Revisao rapida
Recuperar sistema de angulos da aula anterior. Mostrar diagrama com oy = «,

as = A — a, ete.
2. Desigualdades em grupos

Dividir turma em 6 grupos. Cada grupo recebe 1 condicao, por exemplo:

0° < By < 120°
0° < a+C—60°<120°
60°—C < a<180° — C

Cada grupo registra seu intervalo para a.

3. Socializacao e sintese (20 min)
Cada grupo apresenta seu resultado no quadro. Professor registra todas as 6

desigualdades e destaca que o intervalo final é a intersecao de todas elas.

Aula 7: Investigacao por tipos de triangulo no GeoGebra

Carga horaria: 50 minutos
Local: Laboratorio de informética

Objetivos:
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e Verificar experimentalmente, para acutangulo/retdngulo/obtusangulo, se existe «

que satisfaga todas as desigualdades.

e Formular conjecturas sobre existéncia e quantidade de triangulos equilateros inscritos

em um triangulo AABC', com apoio do GeoGebra.
Recursos didaticos:

e Computadores/celulares com GeoGebra.

e Ficha com 3 triangulos prontos (acutéangulo, retangulo, obtusangulo).

e Intervalos admissiveis calculados na aula anterior.
Procedimentos metodolégicos:

1. Construgao inicial

Abrir GeoGebra. Professor demonstra construcao rapida:

e NABC com angulos medidos.
e Ponto M em BC parametrizado por a.

e Construir AM N P equilatero rotacionando e inscrito a AABC.

2. Exploracao experimental

Grupos testam os 3 tipos de triangulo:

e Varia « dentro do intervalo admissivel calculado.
e Observa quando N € CAe P € AB.

e Registra: “Existe solucao? Quantas? Em qual intervalo de a?”

3. Conjecturas e socializagao

Cada grupo apresenta 1 descoberta. Professor conecta observagoes empiricas aos

resultados tedricos da dissertagao.

Recursos didaticos

Quadro e giz/canetas.

Computadores ou celulares com GeoGebra;

Projetor;

Fichas de orientacoes;

Arquivo .ggb;
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e Folha impressa com diagrama basico da configuragao.

e (Calculadoras;
Avaliacao

A avaliacao, sera realizada por meio da observagao da participagao e do engajamento
dos estudantes nas atividades propostas (discussoes, trabalhos em grupo e uso do Geo-
Gebra), bem como pela analise de produgdes escritas e digitais (registros no caderno e

sintese final do minicurso).
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Plano de curso

Dados de Identificacao

Professor:
Disciplina: Matematica
Tema: Triangulos equilateros inscritos a triangulos arbitrarios - Método

geométrico

Pré-Requisitos:

e (lassificacao de tridngulos e suas propriedades basicas.
e Conceitos de baricentro, circuncentro e ortocentro.

e Nocgoes de paralelismo e alinhamento de pontos.

Turma: 22 ou 3% série do Ensino Médio.

Duracgao da aula: | 6 aulas de 50 minutos

Objetivos

Geral

e Investigar a relagoes entre as retas dos baricentros dos triangulos equiléteros inscritos
em um triangulo AABC' e a reta de Euler de AABC.

Especificos

e Conhecer a interface completa do GeoGebra;
e Dominar ferramentas essenciais: ponto, segmento, poligono e circulo;
e Entender organizacao da Algebra e propriedades dos objetos.

e Dominar ferramentas de medigao: distancia, angulo, area;
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e Aprender construgoes dependentes: mediatriz, perpendicular, rotacdo e homotetia;
e Compreender o comportamento dinamico ao arrastar pontos.

e Reproduzir a construgao da Secao [3.2]

e Construir baricentros dos tridngulos equilateros inscrito;

e Analisar comportamento dos baricentros dos tridngulos inscritos ao variar « e f3,

com o rastro ativado.
e Construir reta de Euler de AABC';
e Comparar trajetoria dos baricentros com reta de Euler;

e Formular conjecturas baseadas nas observagoes.

Conteudos

e GeoGebra;

Poligonos inscritos a outros poligonos;

Triangulos;

baricentro, circuncentro e ortocentro;

Pontos de Apolénio;

Semelhanga espiral.

Procedimentos metodolégicos

Aula 1: Nocgoes basicas do GeoGebra - ferramentas basicas de

construcao

Carga horaria: 50 minutos
Local: Laboratoério de informética
Objetivos:
e Conhecer a interface completa do GeoGebra;
e Dominar ferramentas essenciais: ponto, segmento, poligono e circulo;

e Entender organizacio da Algebra e propriedades dos objetos.
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Recursos didaticos:

e Computadores ou celulares com GeoGebra;
e Projetor;

e Ficha orientada com os passos principais.
Procedimentos metodologicos:

1. Interface geral, apresentar as 5 regioes:

e Area Grafica;

e Barra de ferramentas;
e Barra de entrada;

e Vista Algebra;

e Menu.
2. Ferramentas bésicas de construgao, demonstrar e praticar cada uma:

e Ponto;
e Segmento;

o Reta;

Circulo com centro e ponto;

Poligono.
Atividade: construir AABC e sua circunferéncia circunscrita.
3. Propriedades e manipulacao

e Mostrar/esconder rotulo;
e Alterar cor, espessura, estilo;
e Ativar/desativar trago;

e Fixar/desfixar posigao.

4. Salvar (.ggb) e exportar imagem.
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Aula 2: Nogoes basicas do GeoGebra - Ferramentas de medigao e

construcoes dinamicas

Carga horaria: 50 minutos
Local: Laboratoério de informatica
Objetivos:
e Dominar ferramentas de medigao: distancia, angulo, area;
e Aprender construgoes dependentes: mediatriz, perpendicular, rotagao e homotetia;

e Compreender o comportamento dinidmico ao arrastar pontos.
Recursos didaticos:

e Computadores ou celulares com GeoGebra;
e Projetor;
e Arquivo .ggb da aula anterior;

e Ficha com exercicios de medi¢ao e construcao.
Procedimentos metodolégicos:

1. Abrir arquivo salvo na aula anterior.
2. Ferramentas de medicao

e Distancia ou comprimento;
e Angulo;
o Area;
Verificar a medida dos angulos internos de AABC.

3. Construgoes geométricas avancadas

e Mediatriz;

e Retas perpendicular;
e Retas paralelas;

e Rotacao;

e Homotetia.

Atividade: construir circuncentro de AABC.
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4. Dinamicidade

e Fixar pontos A e B e arrastar C com rastro ativado;

e Observar trajetorias de objetos com rastro ativado nas construgoes.
5. Preparagao para triangulos inscritos

e Salvar (.ggb);

e Anunciar: "Essas ferramentas constroem os equildteros inscritos da proxima

aula".

Aula 3: Reproducao da construcao geométrica

Carga horaria: 50 minutos
Local: Laboratorio de informatica

Objetivos:
e Reproduzir a construgao da Secao [3.2]
Recursos didaticos:

e Computadores ou celulares com GeoGebra;
e Projetor;
e Arquivos .ggb da aula anterior;

e Tutorial passo a passo projetado (capturas de tela da dissertagao).
Procedimentos metodologicos:

1. Demonstracao guiada da construcao;
2. Verificacao das construgoes feitas;

3. Salvar (.ggb) para proxima aula.

Aula 4: Exploragao com variacao de a e (3

Carga horaria: 50 minutos
Local: Laboratorio de informatica

Objetivos:
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e Construir baricentros dos tridngulos equilateros inscrito;

e Analisar comportamento dos baricentros dos triangulos inscritos ao variar « e 3,

com o rastro ativado.
Recursos didaticos:

e Computadores ou celulares com GeoGebra;
e Projetor;

e Arquivos .ggb da aula anterior.
Procedimentos metodolégicos:

1. Abrir arquivo salvo na aula anterior;
2. Construir baricentros dos triangulos equilateros inscrito e ativagao do rastro;

3. Observar os baricentros com a variagao sistematica de « (fixo J3);

=~

. Observar os baricentros com a variacao sisteméatica de § (fixo «);

ot

. Salvar (.ggb) para proxima aula.

Aula 5: Reta de Euler e comparagoes
Carga horaria: 50 minutos Local: Laboratorio de informatica Objetivos:
e Construir reta de Euler de AABC'

e Comparar trajetoria dos baricentros com reta de Euler;

e Formular conjecturas baseadas nas observagoes.
Recursos didaticos:

e Computadores ou celulares com GeoGebra;
e Projetor;
e Arquivos .ggb da aula anterior;

e Fichas para registro de conjecturas.

Procedimentos metodolégicos:
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1.

2.

3.

Abrir arquivo salvo no aula anterior;
Construgao de ortocentro e circuncentro do triangulo AABC;

Tragar reta de Euler AABC

. Comparacao visual do rastro dos baricentros dos triangulos equilateros e a reta de

Euler;

. Formulacao e escrita de conjecturas;

Salvar (.ggb) para proxima aula.

Aula 6: Relagao entre as retas

Carga horaria: 50 minutos Local: Laboratoério de informética

Objetivos:

e Investigar a relagoes entre as retas dos baricentros dos triangulos equilateros inscritos

em um triangulo AABC e a reta de Euler de AABC.

Recursos didaticos:

e Computadores ou celulares com GeoGebra;

e Projetor;

e Arquivos .ggb da aula anterior;

e Diagramas da dissertacao projetados.

Procedimentos metodolégicos:

. Abrir arquivo salvo no aula anterior;
Concluir que os baricentros dos triangulos equilateros estao em duas retas paralelas;

Concluir que as retas dos baricentros dos triangulos equilateros é perpendicular a
reta de Euler de AABC.

Discussao final: conexao entre observacao empirica e demonstracao formal.

Recursos didaticos

e Computadores ou celulares com GeoGebra;
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Apéndice B

e Projetor;
e Arquivos .ggb;
e Fichas orientadoras e tutoriais impressos.

e Diagramas da dissertacao projetados.
Avaliacao

A avaliagao sera realizada por meio da observagao da participagao nas construgoes
GeoGebra, qualidade das analises registradas, formulacao de conjecturas pertinentes e

engajamento nas discussoes.
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