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Resumo

Este trabalho investiga o comportamento da funcio f(K) = BK? + CK?, definida pela
soma dos quadrados das distdncias de um ponto variavel K aos extremos do lado BC
de um triangulo ABC, sob a restricao de que esse ponto pertenca a mediana relativa
a esse lado. O estudo estabelece uma articulagdo entre Geometria Plana e Andlise Ma-
tematica, tendo como objetivo analisar o comportamento dessa fun¢do, determinar seus
extremos absolutos ao longo da mediana e discutir suas potencialidades para o ensino de
Matematica.

A abordagem metodologica fundamenta-se em uma perspectiva investigativa, utilizando
o software GeoGebra como ferramenta de exploragao e visualizagao, favorecendo a for-
mulacao de conjecturas por meio da manipulagao dindmica de construgoes geométricas.
A partir dessas exploragoes, procede-se a validacao analitica dos resultados por meio da
aplicacao da Lei dos Cossenos e de técnicas do Célculo Diferencial. Complementarmente,
foi desenvolvida e aplicada uma sequéncia didatica investigativa com estudantes do Ensino
Médio, buscando articular exploracao geométrica, modelagem matematica e formalizacao
analitica.

Os resultados demonstram que a func¢ao admite extremos absolutos no segmento da me-
diana: o valor minimo ocorre quando o ponto K coincide com o ponto médio do lado BC),
enquanto o valor maximo é atingido quando K coincide com o vértice A. Esses resul-
tados evidenciam uma relagdo entre propriedades métricas do tridngulo e problemas de
otimizagao, além de indicarem o potencial do GeoGebra como ambiente de investigacao
matematica.

Como contribui¢dao, o trabalho apresenta uma proposta didatica que integra explora-
¢do geométrica, formulagdo de conjecturas e demonstracdo matematica, favorecendo a
compreensao de conceitos de Geometria, fungoes e otimizagdo, bem como ampliando as

possibilidades de utilizacao de abordagens investigativas no ensino de Matematica.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; Geometria Plana; Mediana; Problemas de Oti-

mizacao; Investigacdo Matematica; GeoGebra.






Abstract

This dissertation investigates the behavior of the function f(K) = BK? + CK?, defined
as the sum of the squares of the distances from a variable point K to the endpoints of
side BC of a triangle ABC', under the constraint that K lies on the median relative to
that side. The study establishes a connection between Plane Geometry and Mathematical
Analysis, aiming to analyze the behavior of this function, determine its absolute extrema
along the median, and discuss its potential applications in Mathematics Education.

The methodological approach is based on an inquiry-based perspective, employing the
GeoGebra software as a tool for exploration and visualization, thereby fostering the for-
mulation of conjectures through the dynamic manipulation of geometric constructions.
Based on these explorations, the results are validated analytically through the appli-
cation of the Law of Cosines and techniques from Differential Calculus. Furthermore, an
inquiry-based teaching sequence was designed and implemented with high school students,
integrating geometric exploration, mathematical modeling, and analytical formalization.
The results demonstrate that the function admits absolute extrema on the median seg-
ment: its minimum value is attained when the point K coincides with the midpoint of
side BC', whereas its maximum value is attained when K coincides with vertex A. These
findings establish a connection between metric properties of triangles and optimization
problems, while also highlighting the potential of GeoGebra as an environment for math-
ematical investigation.

As its main contribution, this dissertation presents an inquiry-based teaching proposal
that integrates geometric exploration, conjecture formulation, and mathematical proof,
promoting the understanding of concepts in Geometry, functions, and optimization, while
expanding the possibilities for the use of investigative approaches in Mathematics Edu-

cation.

Keywords: Mathematics Education; Plane Geometry; Median; Optimization Problems;

Mathematical Investigation; GeoGebra.
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1 Introducao

A Geometria desempenha um papel fundamental na formacao matematica dos
estudantes, contribuindo para o desenvolvimento do raciocinio logico, da visualizagao es-
pacial e da capacidade de argumentacao. No contexto escolar, o ensino costuma enfatizar
a aplicagdo de procedimentos e a resolucao de exercicios, o que ressalta a relevancia de
abordagens que promovam a compreensao conceitual e a investigacdo matematica. Con-
forme discute Duval (2009), a aprendizagem em Matemadtica esta diretamente relacionada
a articulacao entre diferentes registros de representacao, sendo a Geometria um campo
privilegiado para o desenvolvimento dessa habilidade. Nessa mesma perspectiva, Martins
e Andrade (2021) destacam que a utilizagdo de multiplas representagoes e a transigdo
entre elas favorecem uma aprendizagem mais significativa, ao possibilitar que os estu-
dantes estabelecam conexoes entre diferentes formas de representar um mesmo objeto
matematico.

Diante desse cenario, evidencia-se a necessidade de abordagens que promovam a
articulacao entre diferentes areas da Matematica, possibilitando uma compreensao mais
ampla e integrada dos conceitos. A relacao entre Geometria Plana e Anélise Matematica,
por exemplo, constitui um campo fértil para investigagoes que envolvem variagao, depen-
déncia entre grandezas e otimizagao de fungdes. Segundo Ponte (2006), a exploracao de
situagoes investigativas em sala de aula contribui significativamente para o desenvolvi-
mento do pensamento matematico, ao permitir que os estudantes formulem conjecturas,
testem hipoteses e construam argumentos.

Com o avanco das tecnologias digitais, ferramentas como o GeoGebra tém se des-
tacado no processo de ensino e aprendizagem, ao possibilitar a exploragao dinamica de
construcoes geométricas e favorecer a formulagao e validagdo de conjecturas. De acordo
com Hohenwarter e Hohenwarter (2009), ambientes de geometria dindmica ampliam as
possibilidades de experimentacao, permitindo a manipulacao de objetos e a observacao
de propriedades invariantes. Nesse contexto, conforme discutido por Borba e Penteado
(2010), o uso de tecnologias digitais transforma a forma como o conhecimento matemé-
tico é produzido e compreendido, favorecendo praticas mais investigativas e interativas.

Além das contribuigoes apresentadas na literatura sobre o uso de tecnologias digi-
tais no ensino de Matematica, observa-se, nos tiltimos anos, um crescimento significativo
de pesquisas desenvolvidas no ambito do Programa de Mestrado Profissional em Matemé-
tica em Rede Nacional (PROFMAT), especialmente aquelas voltadas ao uso do GeoGebra,
ao ensino de Geometria, a investigacdo matematica e a resolugdo de problemas de otimi-
7agao.

Entre essas pesquisas, destaca-se a dissertacdio de MENDES (2020), que investiga

o uso do GeoGebra 3D como recurso didatico para o ensino de Geometria, enfatizando sua
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contribuicdo para a visualizagdo espacial e para a aprendizagem de conceitos geométricos.
Mais recentemente, RIBEIRO (2025) desenvolve uma sequéncia didatica baseada no Geo-
Gebra para o estudo de topicos de Geometria Plana, explorando demonstragoes, resolucao
de problemas e aplica¢oes em sala de aula. JUNIOR (2025), por sua vez, apresenta uma
proposta para o ensino de fungoes quadraticas com o auxilio do GeoGebra, evidenciando
como ambientes de geometria dinamica favorecem a compreensao das propriedades das
fungoes por meio da experimentacao e da investigagdo matematica. Em outra perspectiva,
JESUS (2026) discute o ensino de fungdes continuas e derivadas na Educagao Bésica, com
énfase em problemas de otimizagao, ressaltando o potencial do Calculo Diferencial como
ferramenta para a resolugao de problemas e para a construcao de conceitos matematicos.

Esses trabalhos evidenciam a consolidacao do GeoGebra e das abordagens investi-
gativas como recursos relevantes para o ensino de Matematica e situam a presente pesquisa
no contexto das produgoes recentes do PROFMAT. Embora essas investigagdes abordem
diferentes contetidos matematicos, todas exploram a articulagao entre tecnologia, experi-
mentacao e construcao do conhecimento matematico. Inserida nesse contexto, esta disser-
tacao concentra-se em um problema de otimizacao de natureza geométrica, analisando o

comportamento da fungao

f(K)=BK?+ CK?,

quando o ponto varidvel K percorre a mediana de um tridangulo. Ao articular Geometria
Plana, Calculo Diferencial e experimentacao no GeoGebra, busca-se oferecer uma aborda-
gem que integra demonstracao matematica, investigagao e aplicagao didatica, ampliando
as possibilidades de exploragao desse tema na Educacao Basica.

Diante dessas consideracoes, este trabalho propoe a analise do comportamento da
funcio f(K) = BK? + CK?, definida pela soma dos quadrados das distdncias de um
ponto varidvel K aos extremos do lado BC' de um tridngulo ABC', sob a restri¢ao de que
esse ponto pertenca a mediana relativa a esse lado. Investiga-se, entao, o comportamento
dessa func¢ao ao longo da mediana, com o objetivo de determinar seus extremos abso-
lutos e estabelecer conexdes entre Geometria Plana, problemas de otimizacao e Anélise
Matematica.

Nesse sentido, coloca-se a seguinte questao de pesquisa: quais sao as posi¢oes do
ponto K, ao longo do segmento da mediana de um triangulo, nas quais a fung¢ao estu-
dada atinge seus extremos absolutos? A investigacao dessa questdo permite estabelecer
conexoes entre propriedades geométricas, problemas de otimizagao e conceitos da Analise
Matematica, ampliando as possibilidades de abordagem desse conteiido no Ensino Médio.

A relevancia desta pesquisa esta associada a possibilidade de integrar diferentes
campos da Matematica no contexto escolar, promovendo uma abordagem que ultrapassa
a simples aplicacao de técnicas e procedimentos. Conforme destaca Duval (2009), a com-
preensao matematica estd diretamente relacionada a capacidade de transitar entre dife-

rentes registros de representacao, sendo essencial que o ensino proporcione situagoes que
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favorecam essa articulagao.

O objetivo geral deste trabalho consiste em analisar o comportamento da referida
funcao ao longo da mediana do tridngulo, determinando seus extremos absolutos e discu-
tindo suas potencialidades para o ensino de Matematica, mediante a elaboracao, aplicacao
e analise de uma sequéncia didética investigativa apoiada no software GeoGebra.

Como objetivos especificos, destacam-se:

o Caracterizar geometricamente a funcio f(K) = BK? + CK?, relacionando-a ao
Teorema de Apolonio e a mediana relativa ao lado BC

2

BC
« Demonstrar, por meio do Teorema de Apolonio, que f(K) =2 KM?+ , em que
M é o ponto médio de BC', evidenciando que o minimo absoluto da fungao ocorre

nesse ponto;

o Analisar o comportamento de f ao longo da mediana sob a Otica da Analise Mate-

matica, articulando abordagens geométrica, algébrica e funcional,

o Elaborar, aplicar e avaliar uma sequéncia didatica investigativa apoiada no software

GeoGebra, explorando a visualizacao dinamica dos extremos da funcao;

o Discutir as potencialidades do problema para o ensino de Matematica, conectando

Geometria Plana, otimizagdo e o uso de tecnologias digitais.

A metodologia adotada baseia-se em uma perspectiva investigativa, articulando
a experimentacao em ambiente computacional e a validacao analitica dos resultados. O
estudo de caso foi desenvolvido com estudantes, envolvendo atividades de construcao
geométrica, andlise de relagoes entre grandezas e interpretacao de resultados, conforme
discutido por Yin (2001) e Ponte (2006), de modo a promover uma aprendizagem signifi-
cativa.

Apés esta introdugao, o Capitulo 2 apresenta o referencial teérico que fundamenta
a pesquisa. O Capitulo 3 descreve a metodologia adotada. No Capitulo 4 sao apresenta-
dos e discutidos os resultados do estudo de caso. O Capitulo 5 desenvolve a modelagem
matematica do problema, incluindo a demonstracao do resultado principal. Por fim, sao
apresentadas as consideracoes finais, nas quais sao retomados os principais resultados da

pesquisa e suas contribuigoes para o ensino de Matematica.
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?2 Referencial Tedrico

Este capitulo apresenta os fundamentos tedricos que sustentam a investigacao de-
senvolvida nesta dissertagao, articulando contribuicoes da Educacao Matematica e da
Matematica. Inicialmente, discute-se o papel das tecnologias digitais no ensino de Mate-
matica, com énfase no uso de softwares de geometria dinamica e na exploragao de miltiplas
representacoes, aspecto central para a compreensao matematica, conforme destacado por
Duval (2009).

Na sequéncia, sao apresentados os conceitos matematicos que fundamentam o pro-
blema investigado, incluindo propriedades do triangulo, a Lei dos Cossenos, o Teorema de
Apolonio e conceitos relacionados ao estudo de funcgoes e de seus extremos, necessarios a
compreensao da modelagem matematica desenvolvida neste trabalho.

A organizacao deste capitulo busca articular aspectos tedricos da Educacao Ma-
tematica com ferramentas da Geometria Plana e da Analise Matematica, estabelecendo
uma base conceitual consistente para a construcao da sequéncia didatica investigativa e

para a demonstracao do resultado principal apresentada nos capitulos seguintes.

2.1 Tecnologias no Ensino da Matematica

A incorporacgao de tecnologias digitais ao ensino da Matematica insere-se em um
processo histérico que acompanha as transformacoes cientificas, culturais e sociais das
ultimas décadas. Diversos estudos indicam que as Tecnologias da Informacao e Comuni-
cacao (TIC) vém modificando nao apenas os recursos disponiveis em sala de aula, mas
também as formas de ensinar, aprender e produzir conhecimento matematico (BORBA,;
PENTEADO, 2010).

Entre as primeiras ferramentas voltadas especificamente ao ensino de Geometria,
destaca-se o Cabri-Géometre, desenvolvido na década de 1980. Esse software introduziu
o conceito de geometria dindmica, permitindo a manipulacao de construgoes geométricas
com preservagao de suas propriedades definidoras. Segundo Laborde (1993), a manipula-
¢ao dinamica favorece a observacao de invariantes geométricos, estimulando a formulacao
de conjecturas e a compreensao das relagoes estruturais.

Apesar de sua relevancia histérica, o Cabri-Géometre apresentou limitagoes rela-
cionadas a sua difusao, sobretudo por tratar-se de um software proprietario. A exigéncia
de licengas institucionais restringiu seu acesso em diversos contextos educacionais, espe-
cialmente na educacao publica.

No inicio dos anos 2000, surge o GeoGebra, concebido por Hohenwarter com a

proposta de integrar Geometria, Algebra e representacoes numéricas em um unico am-

biente computacional (HOHENWARTER; HOHENWARTER, 2009). Diferentemente de
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seus predecessores, o GeoGebra foi desenvolvido como software livre, fator que contribuiu
decisivamente para sua ampla disseminacao internacional. Sua principal inovagao reside na
articulagdo simultanea entre multiplas representagoes, aspecto fundamental para a com-
preensao matematica, conforme discutido por Duval (2009), ampliando as possibilidades
de exploragao conceitual e de investigagao matematica.

Sob uma perspectiva epistemoldgica, a introducao de ambientes computacionais
na Educacao Matematica altera a propria natureza da atividade matematica, uma vez
que as tecnologias passam a atuar como agentes que reorganizam processos cognitivos
(BORBA; VILLARREAL, 2005). Nesse sentido, o GeoGebra nao se limita & representa-
¢ao de conceitos previamente estabelecidos, mas constitui um ambiente que favorece a
experimentacao, a formulagdo de conjecturas e a validagao de propriedades geométricas
por meio da manipulagao dindmica de construgoes.

Desse modo, a evolucao das tecnologias no ensino da Matematica evidencia um
percurso que se inicia com a geometria dindmica, inaugurada por softwares como o Cabri-
Géometre, passa pela consolidagdo de ambientes integradores como o GeoGebra e cul-
mina em um cenario no qual a exploracao dinamica de objetos matematicos assume papel
central no processo de aprendizagem. Nesse contexto, o GeoGebra destaca-se por ar-
ticular multiplas representagoes em um ambiente dindmico e acessivel, constituindo a
principal ferramenta de investigacao utilizada nesta pesquisa para o estudo da funcao
f(K) = BK?+ CK? ao longo da mediana de um tridngulo.

A proposta desenvolvida nesta pesquisa também estd em consonancia com as ori-
entagoes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que enfatiza a importancia da
resolucao de problemas, da investigacao matemaética, do uso de tecnologias digitais e da
articulacao entre diferentes representacoes matemaéaticas no processo de ensino e aprendi-
zagem BRASIL (2018). Nesse sentido, o uso do GeoGebra como ambiente de explorac¢ao
dindmica contribui para o desenvolvimento dessas competéncias, favorecendo a formula-
¢ao de conjecturas, a validacao de resultados e a compreensao de conceitos geométricos e

funcionais.

2.2 GeoGebra em Sala de Aula

Dentre as tecnologias digitais aplicadas ao ensino da Matematica, o GeoGebra
ocupa posicao de destaque por integrar, em um unico ambiente, representagoes algébri-
cas, graficas e geométricas. Sua relevancia, contudo, ultrapassa a dimensao instrumental,
alcancando implicagoes epistemologicas relacionadas a organizacao do pensamento ma-
tematico em contextos investigativos. Nesta pesquisa, o software constitui o principal
ambiente de exploracio da fungao f(K) = BK? + CK?, definida ao longo do segmento
da mediana de um triangulo.

A presenca de tecnologias digitais no ensino nao deve ser compreendida apenas
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como inovagao metodoldgica, mas como possibilidade de reorganizacao da propria ati-
vidade matematica. Nesse sentido, conforme discutido por Borba e Villarreal (2005), as
tecnologias atuam como agentes que transformam a forma como o conhecimento matema-
tico é produzido, ampliando oportunidades de aprendizagem, favorecendo o engajamento
dos estudantes e estimulando processos investigativos.

A articulacao entre diferentes registros de representacao — algébricos, graficos e
geométricos — constitui elemento central para a compreensao matematica, uma vez que
permite ao estudante estabelecer conexoes conceituais mais consistentes. Segundo Duval
(2009), a aprendizagem em Matemadtica depende da capacidade de transitar entre tais
registros, construindo significados de forma integrada.

Essa perspectiva tem sido reafirmada por pesquisas mais recentes. De acordo com
Martins e Andrade (2021), a utilizagdo de multiplas representagoes favorece a aprendi-
zagem matematica ao permitir que os estudantes estabelecam relagoes entre diferentes
formas de representar um mesmo objeto, articulando linguagem natural, representacoes
geométricas, algébricas, graficas e numéricas durante a resolugao de problemas. Os auto-
res destacam que a coordenacao entre esses registros amplia a compreensao conceitual e
contribui para a construcao de argumentos matematicos mais consistentes.

Nesse contexto, softwares dinamicos como o GeoGebra potencializam essa inte-
gracao ao possibilitar a manipulacao simultdnea de diferentes representagoes. Ao mover
elementos de uma construcao geométrica, determinadas propriedades permanecem inva-
riantes, tornando visiveis relagoes estruturais que poderiam permanecer implicitas em
representacoes estaticas.

Tal dindmica favorece a formulacdo de conjecturas e a transicao da percepcao
empirica para a argumentacao dedutiva. No contexto desta pesquisa, essas possibilidades
permitem investigar o comportamento da funcao estudada antes de sua demonstracao
matematica, favorecendo a construcao de hipoteses pelos estudantes.

Estudos desenvolvidos na Educacao Bésica indicam que o uso do GeoGebra con-
tribui para tornar as aulas mais interativas e favorecer a compreensao conceitual, sobre-
tudo quando associado a metodologias investigativas (MACEDO et al., 2017). De forma
complementar, a revisdo sistematica realizada por Maia, Gondim e Vasconcelos (2023)
evidencia que o software tem sido amplamente empregado no ensino de Geometria em di-
ferentes niveis de escolaridade, favorecendo a visualizacao de propriedades, a formulacao
de conjecturas, a investigacao matematica e a articulagdo entre diferentes representacgoes
de um mesmo objeto.

Segundo Hohenwarter e Hohenwarter (2009), a integracao das TIC ao ensino coti-
diano da Mateméatica amplia as formas de apoiar a aprendizagem e promover a aquisi¢ao
de conhecimentos e habilidades matematicas. No ambito da Geometria, essa integracao
permite que o estudante atue como investigador das relagdes internas que estruturam as

figuras, explorando propriedades, testando hipoteses e validando resultados.
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A escolha do GeoGebra como ferramenta estruturante desta pesquisa fundamenta-
se em seu potencial para integrar representagoes geométricas, algébricas e numéricas em
um ambiente dindmico de investigacao, favorecendo a formulacdo de conjecturas e a va-
lidacdo matematica de propriedades. Além disso, sua ampla utilizacdo em pesquisas e
praticas de ensino de Geometria reforca sua adequagdo aos objetivos deste trabalho. Essa
escolha também encontra respaldo na revisao sistematica apresentada por Maia, Gondim
e Vasconcelos (2023), que identifica um crescimento expressivo das pesquisas envolvendo
o GeoGebra no ensino de Geometria e destaca seu potencial para promover visualizacao,
experimentacgao, investigacao e construgao de conceitos matematicos.

Assim, o GeoGebra é compreendido, neste trabalho, ndo apenas como recurso au-
xiliar, mas como ambiente de investigacao geométrica capaz de articular visualizacgao,
experimentacao e formalizagao. Tal perspectiva revela-se especialmente pertinente no es-
tudo das propriedades do tridngulo e na analise do comportamento de fungoes associadas
a construgoes geométricas dinamicas, eixo central desta pesquisa.

Além dos referenciais tedricos apresentados, a elaboracao da sequéncia didatica
proposta nesta pesquisa foi influenciada pelo livro Aprendendo Matemdtica com o Geo-
Gebra (ARAUJO; NOBRIGA, 2010). A obra, utilizada inicialmente durante a formagao
do pesquisador na disciplina de Desenho Geométrico no Colégio Militar de Brasilia e pos-
teriormente aprofundada em estudos de pds-graduagao, apresenta construgoes e atividades
que exploram os recursos fundamentais do software. Embora as atividades desenvolvidas
nesta dissertacao sejam originais e tenham sido adaptadas aos objetivos da investigagao, o
livro constituiu uma importante referéncia para a organizagao das primeiras construgoes
no GeoGebra e para a familiarizacdo com as potencialidades do ambiente de geometria

dindmica.

2.3  Conceitos Matematicos Fundamentais

Para o desenvolvimento da investigacao proposta neste trabalho, torna-se necessa-
rio explicitar os fundamentos matematicos que sustentam a andlise geométrica e analitica
apresentada nos capitulos posteriores. Embora o problema tenha origem em conceitos da
Geometria Plana, sua investigacao mobiliza diferentes ferramentas matemaéticas, dentre
as quais se destacam a Lei dos Cossenos, o Teorema de Apolonio e conceitos relacionados
ao estudo de fungoes reais de variavel real e de seus extremos.

Dessa forma, esta secao apresenta os conceitos e resultados preliminares indispen-
saveis a compreensao da modelagem matematica e da demonstragao do resultado principal

desenvolvido nesta dissertacao.
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2.3.1 Mediana do Tridangulo

Em um triangulo, denomina-se mediana o segmento de reta que liga um vértice
ao ponto médio do lado oposto. Considerando um tridngulo ABC, sendo M o ponto
médio do lado BC', o segmento AM constitui a mediana relativa ao vértice A. A mediana
desempenha papel central nesta pesquisa, pois o ponto variavel K, utilizado na modelagem
do problema, pertence ao segmento AM. Dessa forma, o estudo do comportamento da
fungio f(K) = BK? + CK? serd desenvolvido considerando K variando ao longo dessa
mediana. As trés medianas de um tridngulo sdo concorrentes e intersectam-se em um
unico ponto, denominado baricentro G. Além disso, o baricentro divide cada mediana na
razao 2 : 1, sendo o segmento de maior comprimento aquele adjacente ao vértice.

A Figura 1 apresenta o tridngulo ABC' com suas trés medianas e o baricentro
representado pelo ponto G, ilustrando a concorréncia das medianas e a posi¢do desse

ponto no interior da figura.

Figura 1 — Triangulo ABC' com suas medianas e o baricentro G.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

2.3.2 Lei dos Cossenos

A Lei dos Cossenos constitui um dos principais resultados da Geometria Plana,
estabelecendo uma relagao entre os comprimentos dos lados de um tridngulo e o cosseno
de um de seus angulos internos. Conforme destaca Neto (2022b), esse resultado é apli-
cavel a qualquer tridngulo e desempenha papel fundamental na resolucdo de problemas
geométricos envolvendo distancias e angulos.

Considere um triangulo ABC, em que a, b e ¢ representam, respectivamente, os

comprimentos dos lados opostos aos vértices A, B e C. A Lei dos Cossenos é expressa por

=0+ —2-b-c-cos(A) (2.1)
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De maneira analoga, obtém-se as seguintes relagoes:

P¥=a>+c—2-a-c-cos(B) (2.2)

F=ad+0*—=2-a-b-cos(O) (2.3)

Para melhor compreensao da notacao adotada e da correspondéncia entre lados e

angulos opostos, considera-se o triangulo apresentado na Figura 2.

B

Figura 2 — Correspondéncia entre lados e angulos opostos no triangulo ABC

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

Observa-se que cada lado do triangulo esta associado ao angulo oposto correspon-
dente, estabelecendo uma convencao de notagdo amplamente adotada na literatura. Essa
correspondéncia é fundamental para a correta aplicacao da Lei dos Cossenos em situagoes
que envolvem simultaneamente grandezas lineares e angulares.

Destaca-se que, no caso particular em que o angulo considerado ¢ reto, tem-se
cos(ﬁ) =0, e a Lei dos Cossenos reduz-se ao Teorema de Pitagoras. Assim, essa lei pode
ser compreendida como uma generalizagao natural das relagoes métricas em triangulos.

No contexto desta pesquisa, a Lei dos Cossenos constitui a principal ferramenta
para modelar as distancias entre um ponto variavel K, pertencente ao segmento da me-
diana de um tridngulo, e os vértices B e C. Essa modelagem permitira obter expressoes
algébricas para as distancias envolvidas e estabelecer relagoes métricas fundamentais para
a construcao da funcao estudada.

Além disso, a Lei dos Cossenos constitui a base para a deducao do Teorema de
Apolonio e para a demonstracao do resultado principal desenvolvido no Capitulo 5. Pos-
teriormente, os resultados obtidos serdao reinterpretados sob a perspectiva das fungoes
quadréticas e do Célculo Diferencial, evidenciando a convergéncia entre as abordagens

geométrica e analitica.
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2.3.3 Teorema de Apolonio

O Teorema de Apoldnio constitui um importante resultado da Geometria Plana,
estabelecendo uma relagao entre os comprimentos dos lados de um triangulo e a mediana
relativa a um de seus lados. Esse resultado pode ser obtido como consequéncia da Lei dos
Cossenos e possui diversas aplicagoes em problemas métricos e de otimizac¢ao. No contexto
desta dissertacao, desempenha papel fundamental na demonstracao do resultado principal.

Considere um tridngulo ABC, sendo M o ponto médio do lado BC, conforme

ilustrado na Figura 3.

B c

Figura 3 — Triangulo ABC' com a mediana AM.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

Teorema 1 (Teorema de Apolonio). Seja ABC' um triangulo e seja M o ponto médio do
lado BC'. Entao:

BC?
2

Demonstracio. Como M é o ponto médio de BC', tem-se

AB? + AC?* = 2AM? +

BM:CM:BQC.

Aplicando a Lei dos Cossenos ao triangulo ABM, obtém-se:

AB? = AM? + BM?—2- AM - BM - cos(AMB)

Aplicando novamente a Lei dos Cossenos ao triangulo ACM, segue que:

AC? = AM?* + CM? —2- AM - CM - cos(AMC)

Como os angulos AMB e AMC sio suplementares, pois os pontos B, M e C sao

colineares, tem-se:

cos(@) =— cos(@)
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Além disso,

BM:C’M:BQC

Somando as duas igualdades anteriores, os termos envolvendo o cosseno se anulam,

obtendo-se:
BC\?
AB? 4 AC? = 2AM? + 2 (2> ,
ou seja,
BC?
AB? + AC? = 2AM? + 3
como queriamos demonstrar. O

Corolario. Nas condi¢oes do Teorema de Apolonio, seja K um ponto pertencente ao

segmento da mediana AM. Entao,

BC*?
5

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema de Apolonio ao tridngulo BKC. Como M é o

BK?+ CK?=2KM? +

ponto médio do lado BC' e K pertence a mediana relativa a esse lado, o segmento KM ¢é

a mediana do triangulo BK C relativa a BC. Portanto,
BC?
2 )
como queriamos demonstrar. O

BK?+ CK? =2KM? +

Observacao. Como o comprimento BC' permanece constante para um tridngulo fixo,

segue do corolario que:

BC?

f(K)=BK?*+CK*=2KM?* +

Assim, a determinagao dos extremos da funcao reduz-se ao estudo da distancia
K M. Essa identidade constitui a principal ferramenta geométrica utilizada na demons-

tragao do resultado principal.

O Teorema de Apoldnio pode ser interpretado como uma generalizacao do Teorema
de Pitagoras para triangulos quaisquer, relacionando os comprimentos dos lados com a
mediana correspondente. No contexto desta pesquisa, esse resultado desempenha papel
central na demonstracao do resultado principal apresentada no Capitulo 5, permitindo
simplificar a expressao da funcao estudada e estabelecer seus extremos absolutos de forma
essencialmente geométrica.

Além disso, o problema investigado nesta dissertacdo insere-se em um contexto

mais amplo da Geometria Plana, no qual diversos resultados relacionam a soma dos



2.3. Conceitos Matemdticos Fundamentais 31

quadrados das distancias a determinacao de pontos notaveis do triangulo. Entre eles,
destaca-se o Teorema de Leibniz, segundo o qual, para qualquer ponto P do plano de um

triangulo ABC', com baricentro G, vale a identidade:

AB? + BC? + CA?
3
Como consequéncia imediata, conclui-se que a soma dos quadrados das distancias

PA?> + PB?> + PC? = + 3PG?

de P aos trés vértices do triangulo ¢ minimizada quando P = (G. De maneira analoga,
o resultado obtido nesta dissertacao mostra que, ao considerar apenas as distancias aos
vértices B e C' e restringir o ponto varidvel a mediana relativa ao lado BC, a soma
dos quadrados das distancias, ou seja, BK? + CK? atinge seu valor minimo quando
K = M. Dessa forma, ambos os resultados evidenciam que problemas de minimizagao
envolvendo somas de quadrados de distancias estao intimamente relacionados a pontos
geometricamente notaveis do triangulo, situando o resultado desenvolvido neste trabalho

em uma tradicao classica da Geometria Plana.

2.3.4 Derivada e Pontos de Extremo

Seja I C R um intervalo e seja f : I — R uma funcao real. Diz-se que f ¢ derivavel

em um ponto xy € I se existe o limite

Pan) = iy L20+ W =S ) -

=1l
h—0

O valor f’(zp) denomina-se derivada de f em x, e pode ser interpretado como
a taxa de variacao instantanea da func@o nesse ponto. Do ponto de vista geométrico, a
derivada corresponde ao coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa zg.

No estudo dos extremos de uma funcdo, os pontos criticos desempenham papel
fundamental. Um ponto xy € I é denominado ponto critico quando f'(xy) = 0 ou quando a
derivada de f nao existe em zy. Em situagoes regulares, tais pontos constituem candidatos
a ocorréncia de maximos ou minimos locais.

A classificagao desses pontos pode ser realizada por meio do teste da segunda deri-
vada. Suponha que f seja duas vezes derivavel em uma vizinhanga de xg e que f'(x¢) = 0.
Nessas condigoes, o sinal de f”(xg) fornece informagoes sobre a concavidade do grafico
de f nas proximidades de xy: se f”(z¢) > 0, entdo f apresenta um minimo local em
xo; se f"(xg) < 0, entdo f apresenta um méximo local em zy (NETO, 2022a). Quando
f"(x9) = 0, o teste é inconclusivo, sendo necessaria uma andlise adicional.

Além da analise local, é necessario considerar o comportamento global da funcao.
Quando f é continua em um intervalo fechado [a,b], 0 Teorema do Valor Extremo ga-
rante que f admite valor maximo absoluto e valor minimo absoluto nesse intervalo. Tais
valores podem ocorrer tanto em pontos criticos do interior do intervalo quanto em suas

extremidades.
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A interpretacdo geométrica da derivada pode ser compreendida a partir do com-
portamento do grafico de uma funcdo nas proximidades de um ponto critico. Quando
f'(xo) = 0, a reta tangente ao grafico nesse ponto é horizontal, indicando a anulagao da
taxa de variagdo instantdnea. A natureza do extremo estd associada a concavidade do
grafico nas proximidades de xg, conforme indicado pelo sinal da segunda derivada, como

ilustrado na Figura 4.

Figura 4 — Representacao grafica de um ponto critico g, no qual f'(x¢) =0

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

No caso particular das func¢oes quadraticas, da forma

fit)=at> +bt+c, a#0, (2.5)

existe um tunico ponto critico, correspondente ao vértice da parabola. Esse ponto é um
minimo quando a > 0 e um méximo quando a < 0, sendo obtido pela condi¢ao f’(t) = 0.

No contexto desta pesquisa, o estudo dos extremos assume papel central, uma
vez que o problema investigado consiste em determinar os valores extremos da funcgao
f(K) = BK?+ CK?, definida ao longo do segmento da mediana de um tridngulo.

Como o dominio dessa fun¢ao corresponde a um intervalo fechado, a determinacgao
de seus extremos absolutos envolve a andlise de seus pontos criticos e de suas extremidades,
conforme estabelece o Teorema do Valor Extremo.

Entretanto, nesta dissertacao, a demonstragao do resultado principal serda desenvol-
vida a partir de propriedades geométricas, utilizando a Lei dos Cossenos e o Teorema de
Apolonio. O estudo das derivadas sera empregado como uma interpretacao analitica com-
plementar, permitindo relacionar a modelagem geométrica ao comportamento de fungoes

quadraticas e aos conceitos de otimizacao.
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2.3.5 Otimizacdo em Intervalo Fechado

Seja f : [a,b] — R uma fung¢do continua em um intervalo fechado [a, b] e derivavel no
intervalo aberto (a, b). Pelo Teorema do Valor Extremo, toda fungao continua definida em
um intervalo fechado admite valores maximo absoluto e minimo absoluto nesse intervalo.
Esse resultado constitui um dos principais fundamentos da teoria da otimizac¢ao em uma
variavel real.

A determinacao desses extremos envolve a andlise conjunta do comportamento
da funcdo no interior do intervalo e em suas extremidades. Em particular, devem ser
considerados os pontos criticos o € (a,b) tais que f'(xy) = 0 ou nos quais a derivada nao
existe, bem como os valores assumidos pela fungao nos extremos a e b. A comparacao entre
esses valores permite identificar os maximos e minimos absolutos da fun¢ao no intervalo
considerado. O procedimento classico para determinagao de extremos em intervalo fechado

é:
o Determinar os pontos criticos no interior do intervalo;
o Avaliar a fun¢do nos pontos criticos;
o Avaliar a funcao nas extremidades do intervalo;

o Comparar os valores obtidos.

No desenvolvimento desta pesquisa, a funcao f(K) = BK? + CK? ser4 anali-
sada considerando K pertencente ao segmento da mediana de um triangulo. Como esse
segmento constitui um intervalo fechado, a determinagao de seus extremos absolutos en-
volverd a andlise dos pontos criticos e das extremidades do dominio. Posteriormente, esse
resultado serd interpretado tanto sob a perspectiva da Anélise Matematica quanto por
meio das relagoes métricas estabelecidas pelo Teorema de Apoldnio.

Os fundamentos tedricos apresentados neste capitulo evidenciam a articulagao en-
tre tecnologias digitais, investigacdo geométrica e formalizacdo matematica. A integracao
entre propriedades da Geometria Plana, resultados classicos como a Lei dos Cossenos e
o Teorema de Apolonio, bem como conceitos da Andalise Matematica, constitui o eixo
estruturante desta pesquisa, sustentando tanto a modelagem do problema quanto a de-
monstragao do resultado principal e a proposta didatica desenvolvida.

Com base nesse referencial tedrico, o capitulo seguinte apresenta a metodologia
adotada, explicitando os procedimentos de pesquisa, a caracterizacao da sequéncia dida-

tica investigativa e os instrumentos utilizados para a andlise dos dados produzidos.
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3 Metodologia

Este capitulo apresenta os fundamentos metodologicos que orientam o desenvolvi-
mento da presente pesquisa. Inicialmente, discute-se o Estudo de Caso como estratégia
de investigacao, explicitando suas bases epistemologicas e sua adequagao ao campo da
Educagao Matematica.

Na sequéncia, delimita-se o caso investigado, caracterizando o contexto da interven-
cao pedagdgica e detalhando a organizacao das atividades propostas. Por fim, descrevem-
se os procedimentos de coleta e andlise das evidéncias produzidas, bem como os critérios
adotados para a interpretacao dos dados.

A escolha metodologica fundamenta-se na necessidade de compreender, em pro-
fundidade, a articulacao entre exploracao geométrica dindmica e formalizacao analitica,

preservando a complexidade do contexto educativo no qual a investigagao se insere.

3.1 O Estudo de Caso como Estratégia de Pesquisa

O Estudo de Caso constitui uma estratégia metodologica amplamente utilizada nas
ciéncias humanas e sociais quando se busca compreender fenémenos complexos inseridos
em seus contextos naturais. Segundo Yin (2001), o estudo de caso é uma investigacao
empirica que analisa um fenémeno contemporaneo em profundidade e em seu contexto
de vida real, especialmente quando as fronteiras entre fenémeno e contexto nao sao cla-
ramente definidas.

Diferentemente de abordagens experimentais, que visam ao controle de variaveis e
a generalizagao estatistica, o Estudo de Caso privilegia a investigagao aprofundada de uma
unidade especifica, preservando a complexidade e a singularidade do fenémeno analisado.

Pereira, Godoy e Tercariol (2009) destacam que o Estudo de Caso deve ser compre-
endido como um procedimento cientifico rigoroso, e nao como uma investigagao meramente
descritiva. Para as autoras, sua principal contribuicao reside na possibilidade de articu-
lar teoria e pratica, integrando miltiplas fontes de evidéncia e produzindo conhecimento
contextualizado. Esse método exige a delimitagao clara da unidade de analise, a defini¢ao
consistente do referencial tedrico e a sistematizacao dos procedimentos de coleta e analise
de dados.

Silva, Oliveira e Silva (2021), apoiando-se em Yin e Stake, ressaltam que o Estudo
de Caso é especialmente indicado quando as questoes de pesquisa assumem a forma de
“como” e “por que”, quando o pesquisador possui controle limitado sobre os eventos
investigados e quando o fenomeno esta fortemente vinculado ao seu contexto. Nessas
condicoes, o estudo aprofundado de um caso permite compreender processos, relagoes e

dindmicas que dificilmente seriam captados por abordagens quantitativas.
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No que se refere a tipologia dos estudos de caso, Yin os classifica em exploratorios,
descritivos ou explanatoérios, enquanto Stake distingue estudos intrinsecos, instrumentais e
coletivos. Em ambas as perspectivas, destaca-se a possibilidade de generalizacao analitica,
isto é, a expansao de proposigoes tedricas a partir da analise detalhada do caso investigado
em contraposicao a generalizacao estatistica.

Assim, o Estudo de Caso nao busca representar numericamente uma populacao,
mas aprofundar a compreensao de um fenémeno singular, produzindo inferéncias tedricas
que possam dialogar com contextos semelhantes. Tal caracteristica torna essa estraté-
gia particularmente pertinente quando se investigam praticas educativas, nas quais as
dimensoes cognitivas, sociais e simbodlicas encontram-se interligadas.

Nesse sentido, a ado¢ao do Estudo de Caso nesta pesquisa justifica-se pela possi-
bilidade de investigar, em profundidade, um fenémeno educacional situado, considerando
suas multiplas dimensoes e interagoes. Dessa forma, essa abordagem metodolégica mostra-
se coerente com os objetivos deste trabalho, ao permitir a analise detalhada dos processos
envolvidos na articulacao entre exploracao geométrica e formalizacao analitica no ensino

de Matematica.

3.2 Delimitacdo do Caso Investigado

O caso investigado nesta pesquisa consistiu na aplicacao de uma sequéncia didatica
estruturada com o objetivo de articular exploragao geométrica dindmica e formalizacao
analitica no estudo de propriedades do triangulo.

A intervencao foi realizada com estudantes das trés séries do Ensino Médio do
Colégio Cor Jesu, localizado em Brasilia-DF. A participa¢ao na pesquisa ocorreu por meio
de convite, sendo incluidos no estudo os alunos que manifestaram interesse em participar
voluntariamente das atividades propostas.

Participaram efetivamente da pesquisa 24 estudantes, com idades compativeis com
essa etapa de ensino, sendo 6 da 1* série, 10 da 2* série e 8 da 3* série do Ensino Mé-
dio. Os alunos ja possuiam conhecimentos prévios basicos sobre fungoes reais e conceitos
elementares de geometria plana, porém apresentavam pouca familiaridade com o uso do
software GeoGebra como ferramenta de investigacao matematica.

As atividades ocorreram no laboratério de informatica da instituicao, ambiente no
qual os estudantes tiveram acesso a 12 computadores com conexao a internet, organizados
em duplas, possibilitando a utilizacao do GeoGebra em sua versao online.

A intervencao foi realizada no més de marco de 2026, em dois encontros presen-
ciais, cada um com duragao de uma hora e trinta minutos, conforme o planejamento da
sequéncia didatica.

O pesquisador atuou simultaneamente como professor da turma, assumindo pa-

pel ativo na conducao das atividades, na mediacao das discussoes e na organizacao das
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interacoes entre os estudantes.

Essa dupla func¢ao foi considerada na conducao da pesquisa por meio de alguns cui-
dados metodoldgicos. Durante as atividades, a mediacao restringiu-se a orientagoes sobre
o uso do software e a questionamentos abertos, evitando-se a antecipacao de resultados
e a inducao de respostas. Além disso, a participagao voluntaria nao esteve vinculada a
qualquer instrumento de avaliacao escolar, e a interpretacao das evidéncias apoiou-se na
triangulacao entre as construgoes produzidas no GeoGebra, as observagoes registradas
durante os encontros e as respostas ao questiondrio, buscando reduzir possiveis vieses
decorrentes da proximidade entre pesquisador e participantes.

A sequéncia didatica foi desenvolvida em dois encontros, cada um com duracao de

uma hora e meia, conforme descrito a seguir.

12 Aula

No primeiro encontro, buscou-se promover a familiarizagao dos estudantes com o
ambiente GeoGebra e a retomada de conceitos matematicos fundamentais. Esse momento

foi organizado em trés etapas.

1. Etapa 1: Familiarizacao com o ambiente GeoGebra

Inicialmente, realizou-se a apresentacao da interface do software, explorando fer-
ramentas basicas de construgao geométrica, como criagao de pontos, segmentos e
poligonos, bem como a movimentacao de objetos. Os estudantes acompanharam a
demonstragao e reproduziram as construgoes em seus proprios computadores, com

o objetivo de adquirir autonomia no uso do ambiente.

2. Etapa 2: Exploracao de ferramentas e comandos

Na segunda etapa, foram aprofundados os comandos necessarios para o desenvolvi-
mento das atividades, incluindo a construcao de triangulos, o tracado de medianas e
bissetrizes, a identificacdo de pontos notaveis e a insercao de expressoes algébricas.
Os estudantes realizaram experimentagoes orientadas, consolidando os procedimen-

tos operacionais.

3. Etapa 3: Revisao de conceitos matematicos

Na terceira etapa, procedeu-se a revisao e sistematizacao de conceitos geométricos
fundamentais, como bissetriz, mediana, mediatriz e altura de um tridngulo, bem
como os pontos notaveis associados. Paralelamente, foram retomadas nogoes basicas
sobre fungoes reais, com énfase na identificagdo qualitativa de valores méaximos e

minimos.
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Esse primeiro encontro teve como finalidade estabelecer as bases conceituais e

operacionais necessarias para o desenvolvimento das investigagoes propostas nas etapas

seguintes.

22 Aula

No segundo encontro, foram desenvolvidas atividades investigativas com o objetivo

de analisar o comportamento de fungoes associadas a construcdes geométricas.

1. Etapa 1: Investigacao na bissetriz

Inicialmente, os estudantes investigaram o comportamento de uma funcao definida
a partir das distancias entre um ponto variavel K, pertencente a uma bissetriz do

triangulo, e os vértices adjacentes. Em particular, analisou-se a funcao

em que 71(t) = BK e ry(t) = CK, sendo t um pardmetro associado a posi¢do do

ponto K ao longo da bissetriz, ou seja, t = KT, conforme ilustrado na Figura 5.

A

B

a

Figura 5 — Triangulo ABC' com a bissetriz relativa ao vértice A e o ponto variavel K.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

A analise foi conduzida por meio da variacao da posicao do ponto, permitindo a

observagao de padroes e a formulacao de conjecturas.

2. Etapa 2: Investigacao na mediana
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Em seguida, a investigagao foi ampliada para o estudo da mediana do triangulo.
Considerando um ponto variavel K ao longo da mediana, os estudantes analisaram

inicialmente a funcao definida pela média geométrica das distancias aos vértices,

g(t) = \Jr(t) - r2(t),

em que r1(t) = BK, r3(t) = CK e t um pardmetro associado a posi¢do do ponto K

ao longo da mediana, ou seja, t = KM

B C

vl
(SIS

Figura 6 — Tridngulo ABC' com a mediana AM e o ponto varidvel K

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

Cabe destacar que nao foi realizada, no ambito desta investigacdo, uma analise
sistematica do comportamento da funcao em funcao da variacdo do angulo «. Ainda
assim, alguns casos particulares foram apresentados e discutidos com os estudantes,
de modo qualitativo, visando ampliar a percepcgao acerca das possiveis variagoes da
funcao. Tais discussoes, no entanto, ndo constituiram objeto de analise formal, em

razao da complexidade matematica envolvida e dos objetivos didaticos da proposta.

Posteriormente, os estudantes investigaram a fungao

F() = [r(®)F + ()],

que constitui o objeto central de analise deste trabalho. A exploracao dessas fungoes
foi realizada por meio de representacoes numéricas e graficas, permitindo identificar

comportamentos e possiveis valores extremos.

As atividades foram desenvolvidas com momentos de interacao entre os estudantes,

especialmente em duplas, favorecendo discussoes, comparacao de resultados e elaboracao
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de justificativas. A mediacao do professor buscou orientar a transicdo da exploragdo em-
pirica para a construcao de argumentos matematicos mais estruturados.

Ao final da sequéncia didatica, foi aplicado um questionario por meio do Google
Forms, composto por questoes discursivas e objetivas, com o objetivo de registrar as per-
cepgoes dos estudantes e levantar evidéncias relacionadas a compreensao dos conceitos
explorados. As respostas obtidas, juntamente com as construgoes realizadas no GeoGe-
bra e as observagoes registradas durante a intervencao, constituem o conjunto de dados
analisado no Capitulo 4.

Para a andlise dos dados, as evidéncias produzidas foram organizadas em trés ca-
tegorias principais: (i) as construgoes geométricas realizadas no GeoGebra; (ii) as obser-
vagoes das interagoes ocorridas durante as atividades; e (iii) as respostas ao questionario
aplicado ao final da intervencao. Essas categorias orientam a andlise apresentada no Ca-
pitulo 4, na qual sao discutidas as estratégias adotadas pelos estudantes, as conjecturas
formuladas e as relagoes estabelecidas entre as representacoes geométricas, os conceitos

de funcao e os processos de investigacao matematica.
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4 Analise e Discussao dos Resultados

Este capitulo apresenta a analise das evidéncias produzidas durante a aplicagao
da sequéncia didatica descrita no capitulo anterior. A investigacao foi conduzida sob uma
abordagem qualitativa, buscando compreender como os estudantes construiram significa-
dos matematicos a partir das atividades investigativas propostas.

Os dados analisados foram constituidos por trés fontes principais: (i) as construgoes
realizadas no ambiente GeoGebra; (ii) os registros produzidos pelos estudantes durante
as atividades; e (iii) as respostas ao questionario aplicado ao final da intervengao. As
respostas dos estudantes encontram-se apresentadas no Apéndice C, enquanto exem-
plos adicionais das construgoes produzidas pelos estudantes podem ser consultados no
Apéndice D.

Nas secoes seguintes sao analisadas as evidéncias produzidas nas trés atividades
investigativas propostas, buscando compreender as estratégias adotadas pelos estudantes,
as conjecturas formuladas e as relagoes estabelecidas entre as representacoes geométricas
e os conceitos matematicos envolvidos.

Em razao da quantidade de registros produzidos durante a aplicacao da sequéncia
didatica, foram selecionadas, para analise neste capitulo, algumas construgoes conside-
radas representativas do processo investigativo desenvolvido pelos estudantes. As figu-
ras apresentadas ao longo deste capitulo ilustram momentos significativos das atividades
realizadas, enquanto outras construcoes encontram-se reunidas no Apéndice D, comple-
mentando as analises aqui desenvolvidas. As respostas ao questionario, apresentadas no
Apéndice C, também constituem uma fonte complementar para a interpretacao dos re-

sultados discutidos neste capitulo.

4.1 Investigacdo da funcdo r(t)

A primeira atividade investigativa teve como foco a exploracao da funcao

em que 11 (t) = BK e ro(t) = CK, considerando um ponto variavel K pertencente a bisse-
triz do angulo A A configuragao geométrica utilizada nessa investigacao foi apresentada
no Capitulo 3, na Figura 5, servindo de base para todas as construgoes realizadas pelos
estudantes no GeoGebra.

A atividade envolvendo a fungao r(t) foi inspirada nos resultados apresentados
por Bialostocki e Bialostocki (2011), que investigam um problema de otimizagao geomé-

trica associado a razao entre as distancias de um ponto mével, pertencente a bissetriz
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de um triangulo, aos vértices B e C'. Embora essa fun¢do nao constitua o foco principal
desta pesquisa, sua exploragao foi utilizada como etapa inicial da sequéncia investigativa,
permitindo que os estudantes se apropriassem da dinamica de construgao, observacao e
validacao de conjecturas no ambiente do GeoGebra.

Partindo da construcao apresentada na Figura 5, os estudantes movimentaram o
ponto K ao longo da bissetriz do vértice A, observando, em tempo real, as variagdes das
distancias aos vértices B e C' e, consequentemente, da fungao r(t).

As Figuras 7 a 10 apresentam registros produzidos por uma das duplas participan-
tes da pesquisa durante essa exploracao. A escolha dessa sequéncia teve carater ilustra-
tivo, por representar de forma clara as observagoes realizadas ao longo da investigagao.
Em cada configuracao, sao exibidos os valores das distancias BK e C'K, bem como a
razao r(t) = 0

- T'Q(t)7
a medida que o ponto K se desloca sobre a bissetriz.

permitindo acompanhar qualitativamente o comportamento da funcao

B =42.989° JA a=42.989°

razdo = 1.1148

Figura 7 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao r(¢)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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razdo = 1.546

ry = 10.0045

Figura 8 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao r(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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razao = 1.5676

ry = 10.6057

Figura 9 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao r(¢)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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razdo = 1.5619

r, = 11.0034

Figura 10 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao r(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

A sequéncia de construcoes apresentada nas Figuras 7 a 10 evidencia que os estu-
dantes exploraram diferentes posi¢oes do ponto mével K ao longo da bissetriz do vértice A,
registrando, em cada situagao, as distancias BK e C'K, bem como o valor correspondente
da razao entre essas medidas.

Observa-se que a movimentagao do ponto K provocou alteragoes simultaneas nas
medidas dos segmentos BK e C'K, refletindo diretamente no valor assumido pela fun-

¢ao. A possibilidade de deslocar continuamente o ponto e visualizar, em tempo real, as
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modifica¢gdes na construcao geométrica e nos valores numéricos favoreceu a comparacao
entre diferentes configuragoes e permitiu que os estudantes identificassem regularidades
durante a investigacao.

Outro aspecto observado foi a utilizacao simultanea de diferentes registros de repre-
sentacao disponibilizados pelo GeoGebra. Enquanto a janela grafica possibilitava acom-
panhar a posi¢ao do ponto K e as relagoes geométricas da construcao, a janela algébrica
apresentava as medidas das distancias e o valor da razao calculada. Essa integragao entre
os registros grafico, geométrico e numérico contribuiu para que os estudantes relacionas-
sem a variagdo da posicao do ponto com o comportamento da fungao investigada.

Segundo a perspectiva de Duval (2009), a compreensdao matemética ndo depende
apenas da utilizacdo de diferentes registros de representacao, mas da capacidade de
coordena-los e estabelecer relagoes entre eles. Nesse sentido, a atividade desenvolvida
favoreceu essa coordenacao, uma vez que os estudantes interpretavam simultaneamente a
configuragdo geométrica, as medidas numéricas e o comportamento da razao r(t), articu-
lando informagoes provenientes de diferentes registros semiéticos para formular e validar
suas conjecturas.

Embora as figuras apresentem apenas os registros produzidos por uma das duplas
participantes da pesquisa, elas ilustram o processo investigativo desenvolvido durante
a atividade, no qual a exploracao dindmica antecedeu a formulacdo de conjecturas que
seriam posteriormente discutidas em sala de aula.

Ao término da exploracdo, o professor propds aos estudantes a seguinte questao:
A fungao r(t) apresenta algum valor mdzimo ou minimo ao longo da bissetriz? A partir
da movimentacao do ponto K, da observagao dos valores numéricos apresentados pelo
GeoGebra e das discussoes entre as duplas, os estudantes verificaram experimentalmente
que a razao apresentava um ponto de otimizagdo quando K coincidia com o incentro do
triangulo. Essa conclusao foi inicialmente formulada como uma conjectura, construida a
partir da experimentagao, e posteriormente discutida com a turma.

Essa percepgao também foi registrada nas respostas ao questionario aplicado ao
final da sequéncia didatica, nas quais diversos estudantes relacionaram o ponto de oti-
mizagao ao incentro do tridngulo. Alguns desses registros encontram-se apresentados no

Apéndice C, complementando as evidéncias discutidas nesta secao.

4.2 Investigacdo da funcdo g(t)
A segunda atividade investigativa teve como foco a exploragdo da fungao

g(t) = \/r1(t) - 7a(?),

em que 71(t) = BK e ry(t) = CK, considerando um ponto varidvel K pertencente a

mediana relativa ao vértice A. A configuragdo geométrica utilizada nessa investigagao
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foi apresentada no Capitulo 3, na Figura 6, servindo de base para todas as construgoes
realizadas pelos estudantes no GeoGebra.

A atividade envolvendo a fungdo ¢(t¢) foi inspirada nos resultados apresentados
por Freitas, Santos e Velasco (2021), que investigam o comportamento da média geo-
métrica entre as distancias de um ponto variavel aos vértices B e C' quando esse ponto
percorre a mediana de um triangulo. Diferentemente da atividade anterior, em que foi
analisada a razao entre essas distancias, nesta etapa a construcao geométrica permaneceu
a mesma, sendo alterada apenas a funcao investigada. Essa mudanga permitiu aos estu-
dantes comparar o comportamento de duas fungoes distintas definidas sobre um mesmo
objeto geométrico, favorecendo a formulacao de novas conjecturas acerca dos pontos de
otimizagao. Para investigar o comportamento da fungao g(t) = (/r1(t) r2(t), os estudantes
deslocaram o ponto mével K ao longo da mediana relativa ao vértice A, observando as
variagoes das distancias BK e CK e da média geométrica entre essas medidas.

Inicialmente, os estudantes construiram um tridngulo qualquer, obedecendo apenas
a condicao de que o angulo «, formado entre a mediana relativa ao vértice A e o lado
BC, fosse maior ou igual a 45°. Nessa configuracao, deslocaram o ponto K ao longo da
mediana, observando o comportamento da funcao g(t).

Concluida essa primeira etapa, por orientacao do professor, os proprios estudantes
modificaram a posicao do vértice A, reduzindo o valor do dngulo a para uma medida
inferior a 45°. Mantendo as demais construgoes, repetiram a investigacao, comparando o
comportamento da fungdo nas duas configuragoes geométricas.

As Figuras 11 a 15 apresentam registros produzidos por uma das duplas partici-
pantes durante a investigacao do primeiro caso, em que o > 45°. Em cada construcgao sao
exibidos os valores das distancias BK e C'K, bem como o valor da média geométrica entre
essas medidas, permitindo acompanhar qualitativamente o comportamento da funcao a

medida que o ponto K percorre a mediana.
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mg = 12.787

7 = 11.2478 Ty = 14.5369

a = 104.68°

Figura 11 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

mg = 10.5321

r, = 11.9266

a = 104.68°

M

Figura 12 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.



4.2. Investigagio da fungao g(t) 49

mg = 9.0785

Figura 13 — Construgoes realizadas durante a investigagao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

mg = 8.7004

ro = 9.1567

T = 8.2669
o = 104.68°

M

Figura 14 — Construgoes realizadas durante a investigagao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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mg

o =104.68°

= 8.5372 M ry= BU5302

Figura 15 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

A sequéncia apresentada nas Figuras 11 a 15 evidencia que, ao deslocarem o ponto
K ao longo da mediana, os estudantes passaram a acompanhar simultaneamente as vari-

acoes das distancias BK e CK e da média geométrica

g(t) = /() - r2(t)

Observa-se que, nessa configuragdo, em que « > 45°, o valor da média geométrica
diminui gradativamente a medida que o ponto K se aproxima do ponto médio M do lado
BC'. Nos registros produzidos pelos estudantes, verifica-se que o menor valor da funcao
ocorre quando K coincide com M, situacao em que as distancias aos vértices tornam-se
iguais, isto é, BK = CK.

Durante as discussoes realizadas em sala, algumas duplas identificaram experi-
mentalmente esse comportamento antes mesmo de qualquer demonstracao formal, formu-
lando a conjectura de que o ponto médio da base constitui o ponto de minimo da funcao
nesse caso. Outras duplas chegaram a mesma conclusdao apds sucessivas movimentagoes
do ponto K, comparando os valores numéricos apresentados pelo GeoGebra e verificando
que qualquer deslocamento para fora de M provocava o aumento da média geométrica.

Em seguida, os estudantes repetiram a investigacao considerando triangulos para
os quais o angulo « satisfaz a < 45°. As Figuras 16 a 20 apresentam uma nova sequéncia

de registros produzidos durante essa etapa da atividade.
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o1

mg = 8.5372

B a = 39.6214°

r, = 8.5372 M ry = 8.5372

Figura 16 — Construgoes realizadas durante a investigagao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

mg = 8.4901

ry = 6.9197

1 = 10.4168 a =39.6214°

M

Figura 17 — Construgoes realizadas durante a investigagao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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a = 39.6214°

Figura 18 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

mg = 9.4614

Figura 19 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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mg = 13.1836

r, = 20.4287

a = 39.6214°

Figura 20 — Construgoes realizadas durante a investigagao da fungao g(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

As Figuras 16 a 20 apresentam a exploracao realizada apds a modificacao da posic¢ao
do vértice A, de modo que o angulo « se tornasse inferior a 45°. Diferentemente do caso
anterior, os estudantes observaram que o comportamento da funcio passou a apresentar
caracteristicas distintas.

A medida que o ponto K percorria a mediana, verificou-se que o menor valor da
média geométrica ja nao ocorria no ponto médio M. Os registros produzidos evidenciam
que a funcao diminui até determinado ponto da mediana e, a partir desse instante, volta
a crescer, indicando a existéncia de um ponto de minimo localizado no baricentro G.

Embora os estudantes nao dispusessem, nesse momento, de uma demonstragao
matematica que justificasse esse comportamento, algumas duplas identificaram experi-
mentalmente a existéncia desse ponto de otimizacgdo por meio da observagao dos valores
numeéricos fornecidos pelo GeoGebra. A possibilidade de movimentar continuamente o
ponto K permitiu refinar a localizacao desse minimo, fortalecendo a conjectura de que a

posicao do ponto de otimizacao depende da abertura do angulo a.

4.3 Investigacdo da funcdo f(t)

A terceira atividade investigativa teve como foco a exploracao da fungao

) = ri(t)* + ra(t)?,
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em que K é um ponto variavel pertencente a mediana relativa ao vértice A. A configura-
¢do geométrica utilizada nessa investigacao foi apresentada no Capitulo 3, na Figura 6,
servindo de base para todas as construgoes realizadas pelos estudantes no GeoGebra.
Ao movimentarem o ponto K ao longo da mediana, os estudantes acompanharam,
em tempo real, as variagoes das distancias BK e C'K, investigando o comportamento da
soma dos seus quadrados. O objetivo da atividade consistiu em identificar, por meio da
experimentacgao, a existéncia de pontos de otimizac¢ao da fungao, formulando conjecturas
antes da apresentacao da demonstragao matematica desenvolvida no capitulo seguinte.
As Figuras 21 a 27 apresentam registros produzidos pela mesma dupla de estudan-
tes analisada na Secao 4.2. A manuten¢ao da mesma dupla teve como objetivo evidenciar
a continuidade do processo investigativo e permitir uma comparacao entre as diferentes
atividades desenvolvidas ao longo da sequéncia didatica. Em cada construcao sao exibidos
os valores das distancias BK e CK, bem como o valor correspondente da funcao f(t),
possibilitando acompanhar qualitativamente seu comportamento a medida que o ponto

K percorre a mediana.

B sq = 446.354

r, = 14.6304

Figura 21 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao f(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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sq = 320.7037

m

Figura 22 — Construgoes realizadas durante a investigagao da fungao f(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

sq = 245.0767

o]

Figura 23 — Construgoes realizadas durante a investigagao da fungao f(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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B sq = 226.4711

r, =10.5674

Figura 24 — Construgoes realizadas durante a investigagao da fungao f(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

B sq = 219.8106

Figura 25 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao f(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.



4.3. Investigagio da fungdo f(t)

o7

sq = 585.6336

Figura 26 — Construgoes realizadas durante a investigacao da fungao f(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

r; = 10.6404

r, = 10.8241

sq = 230.3773

Figura 27 — Construgoes realizadas durante a investigagao da fungao f(t)

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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Observa-se que, durante a movimentagao do ponto K, os estudantes acompanha-
ram simultaneamente o comportamento das duas distancias e da soma de seus quadrados,
comparando os valores obtidos em diferentes posi¢coes da mediana. Embora uma das dis-
tancias aumentasse enquanto a outra diminuia, verificou-se experimentalmente que a soma
dos quadrados apresentava um comportamento regular: os valores diminuiam a medida
que o ponto K se aproximava do ponto médio M do lado BC' e voltavam a crescer quando
o ponto era deslocado para posicoes mais afastadas.

Durante as discussdes promovidas ao longo da atividade, algumas duplas identi-
ficaram espontaneamente que o menor valor da funcao ocorria quando o ponto mével
coincidia com o ponto médio M; outras chegaram a mesma conclusao apos sucessivas mo-
vimentacoes do ponto K, comparando os valores numéricos apresentados pelo GeoGebra.
Essas observacoes conduziram a formulacao da conjectura de que a soma dos quadrados
das distancias aos vértices B e C' é minimizada quando K coincide com o ponto médio
do lado BC' — principal resultado investigado nesta dissertacao.

Outro aspecto relevante, ja observado na atividade da Secao 4.1, foi a coordena-
cao entre diferentes registros de representagao. Também nesta investigacao, enquanto a
janela grafica permitia visualizar a posicao do ponto K e sua relagdo com os elementos
geométricos do triangulo, a janela algébrica apresentava os valores das distancias e da fun-
¢ao, possibilitando aos estudantes articular a configuragao geométrica e o comportamento
numérico. Essa recorréncia da coordenagao entre registros, nos termos de Duval (2009),
reforca sua contribuicao para a formulacao de conjecturas ao longo de toda a sequéncia
didatica.

Cabe destacar que nenhuma demonstracao formal foi desenvolvida com os estu-
dantes durante a intervencao. Ao término da atividade, na discussao coletiva, alguns
participantes questionaram se o resultado observado poderia ser justificado utilizando
apenas conhecimentos mateméaticos da Educacao Bésica, uma vez que a funcao aparen-
tava comportamento quadratico. Diante desse questionamento, o professor limitou-se a
informar que a Lei dos Cossenos e as propriedades da funcao quadrética constituem ferra-
mentas suficientes para uma demonstracao acessivel a esse nivel de ensino, sem, contudo,
desenvolvé-la em sala. Esse episddio revelou que os estudantes passaram a estabelecer re-
lacoes entre diferentes contelidos matematicos, buscando ndo apenas compreender o com-
portamento da func¢ao, mas também formas de justificar os resultados observados — um
movimento investigativo que ultrapassou a simples utilizagdo do software, aproximando a
exploracao geométrica da argumentagdo matematica.

Motivado por essa reflexao, o Capitulo 5 apresenta a formalizagdo da conjectura
construida pelos estudantes, mediante a obtencao de uma expressao explicita para a fungao
f(t) e a demonstragao rigorosa, com ferramentas do Céalculo Diferencial, de que a fungao
atinge seu valor minimo exatamente quando o ponto K coincide com o ponto médio M

do lado BC.
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5 Modelagem Matematica e Demonstracao

5.1 Modelagem Matematica do Problema

Neste capitulo desenvolve-se a modelagem matematica do problema investigado
nesta dissertacao e apresenta-se a demonstragao do resultado principal. O objetivo consiste

em analisar o comportamento da fungao

f(K)=BK?+ CK?,

em que K é um ponto variavel pertencente ao segmento da mediana relativa ao lado BC'
de um triangulo ABC'.

Conforme discutido no Capitulo 2, a escolha da mediana decorre de suas proprie-
dades geométricas e da possibilidade de estabelecer relagoes métricas por meio da Lei dos
Cossenos e do Teorema de Apolonio. Essas ferramentas permitem transformar um pro-
blema geométrico em um problema de otimizagao, cuja solugdo sera inicialmente obtida
por argumentos geométricos e, posteriormente, interpretada sob a perspectiva das fungoes
quadraticas e da Andlise Matemaética.

Seja, portanto, ABC um triangulo qualquer, sendo M o ponto médio do lado BC,
de modo que o segmento AM corresponda a mediana relativa a esse lado. Considera-se

um ponto variavel K pertencente ao segmento AM, conforme ilustrado na Figura 28.

A

B

M ¢

Figura 28 — Configuracao geométrica do problema: tridngulo ABC', ponto varidavel K na
mediana AM e as distancias 1 (t) = BK e ry(t) = CK.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

Tomando t = KM como parametro que determina a posi¢ao do ponto variavel K

ao longo da mediana, cada valor de ¢ € [0, AM] corresponde a um tnico ponto K = K (t)
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do segmento AM . Dessa forma, as distancias BK e C'K passam a ser interpretadas como

funcoes da variavel ¢, denotadas por
r(t)=BK e 1(t)=CK,
e a funcao estudada passa a ser escrita como

f#) =[r@F + (0],

definida no intervalo

0<t< AM.

Ao longo deste capitulo, escreve-se, por simplicidade, f(t) = BK*+ CK?, ficando suben-
tendido que K denota o ponto K (t) da mediana determinado pelo pardmetro ¢.

O problema consiste em determinar os valores de t para os quais a fun¢ao f(t) as-
sume seus valores minimo absoluto e méximo absoluto ao longo do segmento da mediana.

Conforme estabelecido no Capitulo 2, a Lei dos Cossenos e o Teorema de Apoldnio
fornecem as relagoes métricas necessarias para a obtencdo de uma expressao analitica
para f(t). Em particular, o corolario do Teorema de Apolénio permite escrever a soma
dos quadrados das distancias em funcao da distancia K M, estabelecendo uma conexao
direta entre a configuragdo geométrica do problema e sua modelagem matematica.

Essa reformulacao conduz naturalmente a obten¢ao de uma fun¢do quadratica na
variavel t, cuja analise permitird caracterizar seus extremos absolutos. A demonstragao
serd desenvolvida inicialmente por meio de argumentos geométricos fundamentados no
Teorema de Apolonio e, posteriormente, reinterpretada sob a perspectiva das funcgoes
quadraticas e do Calculo Diferencial, evidenciando a convergéncia entre as abordagens

geométrica e analitica.

5.2 Demonstracao do Resultado Principal

Nesta secao apresenta-se a demonstragao do principal resultado desta dissertacgao.
Conforme estabelecido no Capitulo 2, o Corolario do Teorema de Apolonio permite ex-
pressar a soma dos quadrados das distancias de um ponto variavel aos vértices B e C' em
funcao da distancia desse ponto ao ponto médio do lado BC'. Essa relacao fornece uma

demonstracao direta do comportamento da funcao estudada ao longo da mediana.

Teorema 2. Seja ABC' um triangulo qualquer e seja M o ponto médio do lado BC'.
Considere um ponto varidvel K pertencente ao segmento da mediana AM e sejat = KM

o parametro que determina sua posi¢io. Entdo, a funcao
f(t) = BK* 4+ CK?,

definida para 0 < t < AM, admite exatamente um minimo absoluto e um mdzximo absoluto

no segmento da mediana.
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Além disso,
e 0 valor minimo ocorre se, e somente se, K = M;
e 0 valor mdximo ocorre se, e somente se, K = A.

Demonstracao. Pelo Corolario do Teorema de Apolonio, demonstrado na Subsecao 2.3.3,

tem-se

BC?
5
Como t = KM e a = BC', segue imediatamente que

BK?+ CK? =2KM? +

2

F(t) =22+ 2,
com dominio
0<t<AM.

Como 2t? > 0 para todo t, conclui-se que

f(t) >

com igualdade se, e somente se, t = 0. Como t = KM, isso ocorre exatamente quando

a2
2’

K = M, caracterizando o minimo absoluto da fungao.

Além disso, a fungao f é estritamente crescente no intervalo [0, AM]. De fato,
dados 0 < t; < ty < AM, tem-se t? < t2, uma vez que a funcio t — t* é estritamente
crescente para t > (. Portanto,

2 2
a a
f(t) =265 + 5 < 215 + 5= f(ts).

Como o dominio ¢é o intervalo fechado

0<t< AM,

segue que o maior valor da func¢ao ocorre na extremidade direita do intervalo, isto é,

t=AM.
Como t = KM, essa igualdade ocorre se, e somente se, K = A. Portanto,

2
a
fAM) = 2(AM)?* + 5
corresponde ao valor maximo absoluto da fungdo. Assim, conclui-se que a fungao f(t)
atinge seu valor minimo absoluto quando K = M e seu valor maximo absoluto quando
K = A, concluindo a demonstracao.
O
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O resultado obtido evidencia que o problema de otimizacao inicialmente formulado
em termos de distancias pode ser reduzido ao estudo de uma fun¢ao quadratica simples da
variavel ¢. Essa caracterizacao estabelece uma conexao direta entre propriedades métricas
do triangulo, a Geometria Plana e a Analise Matematica.

Na secao seguinte, apresenta-se uma deducao alternativa da expressao da funcao
utilizando diretamente a Lei dos Cossenos. Embora conduza ao mesmo resultado, essa
abordagem evidencia, de forma detalhada, o processo de modelagem matematica que

transforma o problema geométrico em uma fungao quadratica.

5.3 Obtencado da Funcdo por meio da Lei dos Cossenos

Nesta secao apresenta-se uma dedugao alternativa da expressao da funcgao estu-
dada utilizando diretamente a Lei dos Cossenos. Embora o resultado principal tenha sido
estabelecido na Se¢ao 5.2 por meio do Corolario do Teorema de Apolonio, a deducao de-
senvolvida a seguir evidencia, de forma detalhada, o processo de modelagem matemaética
que transforma a configuracao geométrica em uma funcao quadratica da variavel t.

Considere um triangulo ABC, com lados a = BC, b = AC e ¢ = AB. Seja M o
ponto médio do lado BC' e seja K um ponto pertencente ao segmento da mediana AM,

conforme ilustrado na Figura 29.

B C

Figura 29 — Mediana AM, ponto varidvel K e distancias r1(t) e ro(t).

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

Tomando t = KM como a distancia entre o ponto variavel K e o ponto médio M,

definem-se

r(t)=BK e rt)=CK,
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que representam, respectivamente, as distancias de K aos vértices B e C.

Nosso objetivo é obter uma expressao explicita para a funcao

F) = [n@F + (0],
utilizando apenas relagbes métricas provenientes da Lei dos Cossenos.

Demonstracao. Seja K € AM e denote-se por t = KM a distdncia do ponto K ao
ponto M.

Como M é o ponto médio de BC', temos

BM:OM:%

Seja a = LZOCM K. Como os pontos B, M e C' sao colineares, segue que

ZBMK = 180° — «

Aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo BK M, temos:

[r1(8)]* = (;)2 +t2 -2 g -t - cos(180° — a)

Como

cos(180° — ) = — cos av,

obtemos

[ri()])* = (g)Q +t?+atcosa. (5.1)

Aplicando agora a Lei dos Cossenos no triangulo C' K M, temos:

2
[ro(t)]? = (;) +t2 -2 g -t cosa

Logo,

[ro(t)]? = <;>2 +t? —atcosa (5.2)

Somando as Equagoes (5.1) e (5.2), obtemos

f(t) = [<;>2+t2+atcosa] + [(;)2—1—752 —atcosa] (5.3)

Os termos atcosa e —atcosa se anulam mutuamente. Assim,

F(t) =2 <;)2 4o = “22 + 2 (5.4)
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Portanto,

2

a
f(t) =2t* + 5

A expressao encontrada coincide exatamente com aquela apresentada na Secao 5.2.

A expressao obtida é notavelmente simples e independe dos angulos do triangulo,
dependendo apenas da posi¢ao do ponto K ao longo da mediana e do comprimento do
lado BC. Esse fato evidencia o carater geral do resultado, valido para qualquer triangulo.

Uma vez deduzida a expressdo explicita da funcdo, pode-se interpreta-la sob a
perspectiva do Célculo Diferencial, confirmando analiticamente o resultado geométrico
estabelecido na Secao 5.2.

Derivando em relagao a t, obtém-se
fi(t) =4t

Igualando a derivada a zero, conclui-se que a fungao possui um tnico ponto critico,
dado por t = 0. Para confirmar analiticamente essa caracterizagdo, analisam-se os dois
sentidos da equivaléncia.

(=) Suponha que f(t) é minima. Como f(t) é uma parabola com concavidade
voltada para cima (2 > 0), seu minimo ocorre no vértice ¢, = 0. Como t = KM, temos
KM =0, logo K = M.

(<) Suponha que K = M. Entao t = 0. Substituindo na fungao, temos f(0) = a—;
Como 2t* > 0 para todo t > 0, segue que f(t) = 2t* + “—22 > “—22 para qualquer valor de t.
Assim, f(t) > f(0), o que prova que a posicdo K = M fornece o valor minimo absoluto

da funcao.

2
Como, no segmento AM, tem-se 0 <t < AM, e a fungio f(t) = 21> + % satisfaz

f(t) =4t > 0, para todo t > 0, segue que f é estritamente crescente no intervalo [0, AM].
Portanto, o valor minimo da func¢do ocorre na extremidade esquerda do intervalo,
isto é, em t = 0, enquanto o valor maximo ocorre na extremidade direita, isto é, em
t=AM.
Como t = KM, a igualdade t = AM ocorre se, e somente se, K = A. Logo,

2

FIAM) = 2(AM)? + %

é o valor maximo da funcao sob a restricao K € AM.

Assim, no segmento AM, a fun¢do f(t) atinge valor minimo quando K = M e
valor maximo quando K = A.

Esse resultado evidencia que, sob a restricdo da mediana, a soma dos quadrados
das distancias de um ponto aos vértices B e C' ¢ minimizada no ponto médio do lado

oposto.
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5.4 Extensao: comportamento na reta suporte da mediana

Como extensao da analise realizada, considera-se o ponto K variando ao longo da
reta suporte da mediana AM, e nao apenas restrito ao segmento AM, conforme ilustrado

na Figura 30.

Figura 30 — Reta suporte a mediana AM

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

Nesse caso, como o ponto K pode deslocar-se indefinidamente ao longo da reta
suporte da mediana no semieixo que contém o vértice A, o pardmetro t = K M permanece
nao negativo, porém deixa de possuir limite superior.

Consequentemente, o dominio da fungao passa a ser o intervalo

0, +00).

Como

lim f(t) = +o0,

t——+o00
segue que a fungao cresce sem limite superior. Dessa forma, conclui-se que, ao longo
da reta suporte da mediana, a funcao nao admite valor maximo absoluto, possuindo apenas

minimo global em ¢ = 0, isto ¢, quando K = M.
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Esse resultado evidencia que a existéncia de valores extremos depende diretamente
do dominio considerado: enquanto a restricdo ao segmento AM garante a existéncia de
maximo e minimo, a extensao para a reta suporte elimina a existéncia de maximo, preser-
vando apenas o minimo global. Tal anélise reforga a importancia das condi¢oes geométricas

impostas ao problema na determinacao do comportamento da funcao.

5.5 Analise da Concavidade da Funcao

A expressao

permite analisar diretamente o comportamento da funcdo quanto a sua concavidade.

Calculando a segunda derivada, obtém-se

(1) = 4.

Como

(1) >0, Vtelo,AM],

conclui-se que a funcgdo é estritamente convexa em todo o seu dominio. Consequente-
mente, seu grafico possui concavidade voltada para cima, caracteristica compativel com
a existéncia de um unico ponto de minimo.

Além disso, como a segunda derivada é constante e nunca se anula, a funcao nao
apresenta mudanca de concavidade e, portanto, ndo possui pontos de inflexao.

A Figura 31 apresenta a familia de graficos da funcao

2
F(t) =262 + %

correspondente a diferentes valores do parametro a = BC'. Observa-se que todas as pa-
rabolas possuem a mesma concavidade, o mesmo eixo de simetria e a mesma abertura,

diferenciando-se apenas por uma translagdo vertical determinada pelo termo constante

a2

5
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40 ¢
— BC=2 f(®)
—BC=4[ ~—~—0__ |
|— BC =6 30+
— BC =38
20+
| | | t
-2 -1 1 2

BC?
Figura 31 — Familia de gréficos da fungao f(t) = 2t>+ —5 para diferentes comprimentos

do lado BC.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

Ressalta-se que, na Figura 31, as parabolas sao exibidas em todo o eixo real apenas
para fins ilustrativos; no contexto do problema, o dominio restringe-se a 0 <t < AM.

Dessa forma, a variacdo do comprimento do lado BC altera apenas o valor minimo
da funcao, preservando seu comportamento qualitativo e a posicdo do ponto critico em
t = 0. Os graficos apresentados sintetizam essas propriedades, evidenciando que a variagao
do pardmetro a produz apenas uma translagdo vertical da parabola, preservando sua

concavidade, seu eixo de simetria e a inexisténcia de pontos de inflexdo no intervalo

[0, AM].

5.6 Analise da funcdo no baricentro e ao longo da mediana

Com o objetivo de aprofundar a interpretagdo geométrica da funcao

F(&) = [r®)] + [r2(1))?

analisa-se, nesta se¢do, seu comportamento ao longo da mediana AM, com énfase no
baricentro G do tridngulo ABC', bem como nos pontos M e A.
Conforme estabelecido anteriormente, a funcao pode ser escrita na forma
2
a
f(t) = 2t2 + a0
2
em que t = KM.

No ponto médio M, tem-se ¢t = 0. Portanto,
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correspondendo ao valor minimo da fungao.

Considera-se, agora, o baricentro G do triangulo ABC'. Sabe-se que o baricentro

divide a mediana na razao 2 : 1, a partir do vértice, de modo que:

GM = ;AM

Assim, tomando t = GM, obtém-se:

F(GM) = 2(GMy + % =2 (AM)Q + @

Como

0<GM < AM,

e a funcao f é estritamente crescente no intervalo [0, AM], conclui-se que
f(0) < f(GM) < f(AM).

No vértice A, tem-se t = AM, e, portanto,

F(AM) = 2(4M) + %

correspondendo ao maior valor da funcao sob a restricao K € AM.

Dessa forma, a fungdao f(t) assume valor minimo em M, valor méximo (no seg-

mento) em A, e valor intermedidrio no baricentro G.

Observa-se que esse comportamento independe da classificagao do tridngulo (equi-
latero, isdsceles ou escaleno), uma vez que a expressao da fungao depende apenas da

variavel ¢ e do comprimento do lado a = BC.

Assim, a analise ao longo da mediana evidencia que, embora o baricentro desempe-
nhe papel central em diversas propriedades geométricas do triangulo, ele ndo corresponde
ao ponto de minimo nem ao ponto de maximo da func¢ao, mas sim a um valor intermediario

entre o minimo, atingido em M, e o maximo, atingido em A.

Esse resultado reforca a interpretacao geométrica do problema, evidenciando a co-
eréncia entre a estrutura geométrica do tridngulo e o comportamento analitico da funcao.
Além de consolidar a compreensao matematica do problema, os resultados obti-
dos evidenciam seu potencial didatico, permitindo sua abordagem por meio de conceitos

acessiveis ao Ensino Médio, conforme sera discutido na secao seguinte.
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5.7 Uma abordagem no Ensino Médio: interpretacao por meio da

funcao quadratica

Com o objetivo de aproximar a anélise desenvolvida neste capitulo dos contetidos
abordados no Ensino Médio, apresenta-se, nesta se¢do, uma interpretacao do problema
fundamentada em propriedades elementares da fungao quadratica.

Recorde-se que, ao longo da mediana AM, a funcao considerada pode ser escrita

na forma;

ft) =2t 4+ —

Escrevendo-a na forma geral de uma fungao quadratica,

f(t) = mt* +n,

obtém-se:

Como m > 0, conclui-se que o grafico de f é uma parabola com concavidade
voltada para cima. Consequentemente, a funcao admite um valor minimo, que ocorre em
seu vértice.

No caso em estudo, como nao ha termo linear em ¢, o vértice é dado por:

zy =0 e yy = f(0) = —

Assim, o vértice da parabola é o ponto:

CZ2
v=(0%)

A Figura 32 apresenta o grafico da funcao, evidenciando a posi¢do do vértice, a

concavidade da parabola e o dominio correspondente ao problema geométrico.
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s (AM, f(AM))

AM

Figura 32 — Gréfico da funcao f(t) = 2t* + % destacando o vértice e o dominio
0<t<AM

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

Do ponto de vista geométrico, o fato de o vértice ocorrer em ¢ = 0 significa que
o menor valor da funcao é atingido quando KM = 0. Como t = KM, conclui-se que o
valor minimo ocorre quando K = M.

Além disso, a restricdo geométrica K € AM implica que o dominio da funcao

corresponde ao intervalo fechado:

0<t<AM

Nesse intervalo, a funcao é crescente para t > 0, iniciando-se no vértice da parabola.
Assim, o menor valor é obtido em t = 0, isto é, no ponto M, enquanto o maior valor ocorre
em t = AM, correspondente ao ponto A.

Essa interpretacao permite compreender o problema por meio de propriedades
elementares da funcao quadratica, como concavidade, vértice e andlise do dominio, sem
recorrer ao uso de derivadas. Desse modo, estabelece-se uma articulacao natural entre con-
teidos de Geometria Plana e de Fungoes, evidenciando o potencial didatico do problema
para o Ensino Médio.

Ressalta-se, entretanto, que essa abordagem nao foi desenvolvida diretamente com
os estudantes durante a aplicacdo da sequéncia didatica. Sua inclusao nesta dissertacao
tem carater complementar e busca evidenciar uma possibilidade de aprofundamento con-
ceitual a partir das atividades investigativas realizadas, considerando que os conceitos de
mediana e funcao quadratica integram o curriculo do Ensino Médio.

Assim, a interpretacao da fungao sob a perspectiva da funcao quadratica comple-
menta a analise geométrica desenvolvida ao longo deste capitulo, evidenciando que um
mesmo problema pode ser compreendido por diferentes abordagens matematicas. Essa
convergéncia entre Geometria Plana e Fungbes amplia as possibilidades de exploragao

didatica do tema e reforca os resultados apresentados nesta pesquisa.
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6 Consideracoes Finais

A presente pesquisa teve como objetivo investigar o comportamento de uma funcao
associada as distancias em um triangulo, estabelecendo uma articulacao entre exploracao
geométrica dindmica e formalizacao analitica. Ao longo do desenvolvimento do trabalho,
procurou-se compreender nao apenas o resultado matematico em si, mas, sobretudo, os
processos de construcao de significados mobilizados pelos estudantes em um contexto
investigativo. Nesse sentido, estabeleceu-se um didlogo entre a investigacao realizada pelos
estudantes e a demonstragao matematica rigorosa do resultado obtido, valorizando tanto
o processo de construcao do conhecimento quanto sua formalizacao.

Do ponto de vista matematico, os resultados obtidos evidenciam que a funcgao
definida pela soma dos quadrados das distancias de um ponto variavel K aos vértices B e
C, quando restrito ao segmento da mediana de um triangulo, admite um minimo absoluto
e um maximo absoluto nesse dominio. O minimo absoluto ¢ atingido quando K coincide
com o ponto médio M do lado BC, e o maximo absoluto ocorre quando K coincide
com o vértice A. Um dos pontos centrais desta investigagao foi demonstrar que esses
resultados independem da classificacdo do tridngulo (equildtero, isésceles ou escaleno),
constituindo propriedades geométricas intrinsecas da mediana. A modelagem algébrica
e a analise via Céalculo Diferencial confirmaram os resultados inicialmente observados
durante as exploracoes realizadas no GeoGebra.

Além disso, a comparagao com a analise realizada na bissetriz evidencia que dife-
rentes configuracoes geométricas conduzem a comportamentos distintos das fungdes asso-
ciadas, destacando o papel dos elementos notaveis do triangulo como o incentro e o ponto
médio em problemas de natureza otimizada. Tal resultado amplia a compreensao das
relagoes entre Geometria e Anélise, evidenciando a riqueza conceitual dessas articulagoes.

Sob a perspectiva didatica, a investigacao evidenciou o potencial do uso do GeoGe-
bra como ambiente de exploracdo matematica. A possibilidade de manipulacao dinamica
das construcoes favoreceu a identificagdo de regularidades, a formulagdo de conjecturas
e o desenvolvimento de uma compreensao funcional baseada na variagao de grandezas.
Os dados analisados sugerem que os estudantes reconheceram padroes relevantes, como
a existéncia de valores extremos e a dependéncia das grandezas em relagao a posi¢ao do
ponto variavel.

As evidéncias produzidas ao longo da intervencao também indicam que a sequén-
cia investigativa favoreceu o envolvimento dos estudantes com questoes que extrapolaram
os objetivos inicialmente propostos. Durante as discussoes em sala, alguns participantes
questionaram se o resultado observado poderia ser demonstrado utilizando apenas co-
nhecimentos de funcao quadratica estudados no Ensino Médio, sem recorrer ao Calculo

Diferencial. Embora essa abordagem nao tenha sido desenvolvida durante a intervencao,
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esse questionamento constitui um indicio de que a atividade estimulou a curiosidade ma-
tematica e a busca por diferentes formas de argumentacao e demonstracgao.

Os dados produzidos sugerem que a articulagao entre diferentes registros de re-
presentacao — geométrico, numérico e analitico — favoreceu a construgao de significados
matematicos mais consistentes, em consonancia com as contribuigoes tedricas de Duval
(2009). Nesse sentido, o ambiente dindmico atuou como mediador, favorecendo a coorde-

nacao entre esses registros.

Esta pesquisa apresenta limitacoes inerentes ao delineamento metodologico ado-
tado. O estudo foi desenvolvido com um grupo especifico de estudantes de uma tnica
instituicao de ensino, em dois encontros presenciais, tendo o pesquisador atuado tam-
bém como professor da turma durante a intervencao. Assim, os resultados obtidos devem
ser compreendidos no contexto investigado, nao possuindo carater de generalizacao es-
tatistica. Ainda assim, as evidéncias produzidas oferecem indicios relevantes acerca das
potencialidades do uso do GeoGebra em atividades investigativas voltadas ao ensino de

Geometria e funcgoes.

Como sugestoes para investigacoes futuras, este trabalho abre possibilidades para:

« Analise em outras cevianas: Investigar o comportamento de func¢oes similares

quando o ponto K ¢é restrito a altura ou a simediana do triangulo.

« Generalizagdo de poténcias: Estudar a fun¢ao f(t) = [ri(¢)]" + [r2(t)]" para

n > 2, verificando como o expoente altera a sensibilidade do ponto de minimo.

« Extensao Espacial: Explorar fungoes de distancia em relagao aos vértices de um

tetraedro, buscando pontos de otimizacao em suas medianas espaciais.

Como principal contribuicao desta dissertacao, apresenta-se uma proposta investi-
gativa apoiada no GeoGebra que articula a exploragao de fungbes associadas as distancias
em um tridangulo, a formulacao de conjecturas pelos estudantes e sua posterior formaliza-
¢do matematica. Além dos resultados obtidos sobre o comportamento dessas fungoes ao
longo da mediana e da bissetriz, o trabalho oferece uma possibilidade concreta de integrar
Geometria Plana, fungoes e problemas de otimizacao em atividades investigativas no En-
sino Médio, disponibilizando uma sequéncia didatica que podera ser adaptada e ampliada

em diferentes contextos educacionais.
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APENDICE A - Estudo de Caso

Neste apéndice, apresenta-se o estudo de caso aplicado aos estudantes no contexto
da investigacao desenvolvida, com o objetivo de explorar relagdes geométricas e funcionais

por meio do software GeoGebra.

A.1 Construcao Geométrica e Investigacao

Construir um triangulo qualquer acutangulo ABC' e tragar suas bissetrizes utili-
zando o software GeoGebra. Em seguida, determinar o ponto de interse¢ao dessas cevianas,
denominado incentro. Posteriormente, propoe-se uma atividade investigativa envolvendo a
variacao de um ponto ao longo de uma das bissetrizes e a analise de uma funcao associada

as distancias aos vértices do triangulo.

A.2 Definicoes importantes

Ceviana: Segmento que liga um vértice ao lado oposto ou ao seu prolongamento.
Bissetriz: Ceviana que divide um angulo em duas partes congruentes.
Mediana: Segmento que liga um vértice ao ponto médio do lado oposto.
Incentro: Ponto de intersecao das bissetrizes.

Baricentro: Ponto de interse¢ao das medianas.

A.3 Etapas da atividade

1. Construcdo do tridngulo

1. Marcar trés pontos distintos A, B e

2. Ligar os pontos formando o triangulo.

2. Construcao das bissetrizes

1. Tracar as bissetrizes internas dos angulos do triangulo;
2. Determinar o ponto de intersecao das bissetrizes e nomea-lo I;

3. Determinar os pontos de intersecao das bissetrizes com os lados do triangulo.
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A Figura 33 ilustra a construcao realizada.

Figura 33 — Tridngulo ABC' com suas bissetrizes e o incentro [

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

3. Exploracao investigativa

1. Marcar um ponto K variavel sobre a bissetriz;
2. Tragar BK e CK;
3. Determinar as medidas dos segmentos e definir:

r1(t) = BK, ro(t) = CK

4. Considerar a fungao:
t
rit) = 20,
T9 (t)

em que t representa a distancia do ponto K até um ponto fixo da bissetriz.

A Figura 34 apresenta a configuracao da exploracao investigativa.
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rty=4=

Figura 34 — Explorac¢ao da fungao r(t) com ponto variavel K

Fonte: Elaborado pelo autor, 2026.

Ao deslocar o ponto K ao longo da bissetriz, observe o comportamento da funcao
r(t). Investigue em que posigao a funcao parece atingir valores extremos e se esse extremo

ocorre no incentro do triangulo.

4. Atividade de aprofundamento

Considere as fungoes

g(t) = \/ri(t) -ma(t) e f(t) =ri(t) +r3(t).

Utilizando o GeoGebra, construa um triangulo ABC' e trace a mediana relativa
a um de seus lados. Seja K um ponto variavel pertencente a mediana. A partir dessa

construcao, realize simulacoes variando a posicao de K e investigue o comportamento das
fungodes g(t) e f(t).






81

APENDICE B - Questionario

Neste apéndice, apresenta-se o questionario aplicado aos estudantes ao final da
atividade investigativa, com o objetivo de avaliar a compreensao dos conceitos geométricos

e das relagoes funcionais exploradas.

B.1 Compreensao da construcao

1. O ponto [ representa:

a) Ponto médio de um lado;

b) Intersecao das medianas;
c) Intersecao das bissetrizes;

)
)
)
d)

Um vértice do triangulo.

2. O ponto K foi definido como:

a) Um ponto fixo do tridngulo;

b) Um ponto variavel sobre a bissetriz;
¢) O incentro;

)
)
)
d)

O ponto médio de um lado.

B.2 Exploracdo da funcio r(t)

3. Ao mover o ponto K ao longo da bissetriz, o que acontece com as distancias BK e
CK?

4. A fungado r(t) representa:

a) A soma das distancias;

)

b) A diferenca das distancias;

c) A razao entre duas distancias;
)

d) O produto das distancias.

5. Em que posigao do ponto K a funcao r(t) tende a atingir valor extremo?

a) Em qualquer ponto da bissetriz;

b) No ponto médio;
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c¢) Préximo ao incentro;

d) Nos vértices.

B.3 Investigacao

6. Descreva o comportamento da fungao r(¢) ao mover o ponto K ao longo da bissetriz.

B.4 Variacao do triangulo

7. Ao modificar a forma do tridngulo, o que ocorre com a posi¢ao em que a fungao r(t)

atinge valores extremos?

a

b

) Permanece fixa;
) Desaparece;
c¢) Continua associada ao incentro;

d

Coincide com um vértice.

8. O comportamento da func¢do r(t) se altera quando o tridngulo deixa de ser acutan-

gulo? Justifique.

B.5 Exploracio com a mediana

9. A mediana de um triangulo é:

a

b

) Um segmento que divide um angulo;

) Um segmento que liga dois vértices;

¢) Um segmento que liga um vértice ao ponto médio do lado oposto;
)

d

Um segmento perpendicular a um lado.
10. Ao mover o ponto K sobre a mediana, como se comportam as fungoes g(t) e f(t)?

11. Existe uma posi¢ao particular do ponto K em que essas fungoes atingem valores

extremos? Justifique.

B.6 Sintese

12. Compare os resultados obtidos nas exploragoes com a bissetriz e com a mediana.
Que relagoes podem ser estabelecidas entre os pontos de maximo ou minimo das

funcoes e os pontos notaveis do triangulo?



83

APENDICE C - Respostas dos Estudantes

Neste apéndice, apresentam-se as respostas produzidas pelos estudantes ao ques-
tionario aplicado ao final da atividade investigativa. As respostas foram organizadas por
questao, preservando-se, sempre que possivel, a forma original de expressao dos alunos.

Ao final da analise das respostas, observa-se que a maioria dos estudantes respon-
deu corretamente as questoes propostas, especialmente aquelas relacionadas a identifica-
¢ao de conceitos geométricos e a interpretagao da funcao r(t) como uma razao entre dis-
tancias. Em particular, verificou-se que os alunos reconheceram, de modo predominante,
a associagao entre valores extremos da funcao e o incentro do triangulo, evidenciando a
compreensao das relagoes fundamentais exploradas na atividade investigativa.

No entanto, destaca-se que o foco central deste trabalho reside na analise da fun¢ao
f(t) = [ri(®)]* + [r2(¢)]?, definida ao longo da mediana do tridngulo. Nesse contexto,
observou-se que os estudantes foram capazes de identificar, ainda que de forma intuitiva,
a existéncia de uma posicao particular do ponto K associada a valores extremos da funcao,
com destaque para o ponto médio do lado BC, indicando a percep¢ao de regularidades
relacionadas ao problema de otimizagao proposto.

Por outro lado, algumas dificuldades foram identificadas em questoes que exigiam
uma analise mais refinada do comportamento funcional e da variacao das grandezas en-
volvidas, evidenciando que, embora os estudantes tenham compreendido os aspectos qua-
litativos do problema, a formalizacao dessas ideias ainda se apresenta como um desafio.

De modo geral, os resultados indicam que a abordagem investigativa, mediada
pelo uso do GeoGebra, favoreceu a construgao de significados matematicos relevantes,
permitindo aos estudantes identificar padroes, formular conjecturas e estabelecer relagoes
entre elementos geométricos e comportamentos funcionais, com especial destaque para a
fungao f(t), em consonancia com os objetivos propostos nesta pesquisa.

A seguir, apresentam-se as respostas dos estudantes organizadas por questao,
preservando-se integralmente a forma original de expressao, de modo a evidenciar a pro-

ducgao auténtica dos alunos ao longo da atividade investigativa.

Respostas da Questado 01

Intersecao das bissetrizes; ponto médio; intersecao das bissetrizes; intersecao das bissetri-
zes; intersecao das bissetrizes; intersecao das bissetrizes; intersecao das bissetrizes; inter-
secao das bissetrizes; ponto médio; intersecao das bissetrizes; intersecao das bissetrizes;

intersecao das bissetrizes.
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Respostas da Questao 02

Um ponto variavel sobre a bissetriz; o incentro; um ponto variavel sobre a bissetriz; um
ponto variavel sobre a bissetriz; um ponto variavel sobre a bissetriz; um ponto variavel
sobre a bissetriz; um ponto variavel sobre a bissetriz; um ponto varidvel sobre a bissetriz;
um ponto variavel sobre a bissetriz; um ponto variavel sobre a bissetriz; um ponto variavel

sobre a bissetriz; um ponto varidvel sobre a bissetriz.

Respostas da Questao 03

Aumentam ao se aproximar de B e diminuem ao se aproximar de AC; podem aumentar
ou diminuir dependendo da distancia; mudam de valor; dependem do angulo; variam con-
forme t; variam seus valores; aumentam ou diminuem conforme o movimento; alteram de

tamanho; variam conforme a posi¢ao; aumentam; crescem proporcionalmente; aumentam.

Respostas da Questao 04

A razao entre as distancias; a diferenca das distancias; a razao entre as distancias; a razao
entre as distancias; a razao entre as distancias; a razao entre as distancias; a razao entre
as distancias; a razao entre as distancias; a razao entre as distancias; a razao entre as

distancias; a razao entre as distancias; a razao entre as distancias.

Respostas da Questado 05

Préoximo ao incentro; préoximo ao incentro; préximo ao incentro; préximo ao incentro;
proximo ao incentro; préximo ao incentro; préximo ao incentro; em qualquer ponto da
bissetriz; proximo ao incentro; préximo ao incentro; préximo ao incentro; préximo ao

incentro.

Respostas da Questao 06

Aumenta ao se aproximar do incentro; varia apresentando maximos e minimos; diminui
ao se afastar do incentro; acima do incentro é decrescente e abaixo crescente; méaximo no
ponto I; aumenta quanto mais proximo do incentro; aumenta ao se aproximar do ponto
I; diminui ao se afastar do incentro; possui minimo préximo ao incentro; varia conforme

posi¢ao e angulos; possui ponto extremo em I; varia conforme a posicao.
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Respostas da Questao 07

Continua associada ao incentro; continua associada ao incentro; coincide com o vértice;
continua associada ao incentro; continua associada ao incentro; continua associada ao
incentro; coincide com o vértice; continua associada ao incentro; continua associada ao

incentro; continua associada ao incentro; desaparece; continua associada ao incentro.

Respostas da Questao 08

Sim, depende do angulo; sim, os pontos se invertem; sim, o incentro vira minimo; nao sabe;
sim, aumenta no obtusangulo; nao; sim; sim; sim, inverte comportamento; sim, depende

dos angulos; nao necessariamente; sim, depende da configuracao.

Respostas da Questao 09

Segmento que liga vértice ao ponto médio; segmento que liga vértice ao ponto médio;
segmento que liga vértice ao ponto médio; segmento que liga vértice ao ponto médio;
segmento que liga vértice ao ponto médio; segmento que liga vértice ao ponto médio;
segmento que liga vértice ao ponto médio; segmento que liga vértice ao ponto médio;
segmento que liga vértice ao ponto médio; segmento que liga vértice ao ponto médio;

segmento perpendicular (erro conceitual); segmento que liga vértice ao ponto médio.

Respostas da Questao 10

Aumentam ao se aproximar de B; variam conforme o tridangulo; aumentam; aumentam
perto do vértice; comportamento semelhante aos lados; maximo em B e minimo em M,;
tendem ao infinito fora do segmento; maximo em B e minimo em M; aumentam ao subir;

dependem da posigao; possuem extremos definidos; identificam ponto extremo.

Respostas da Questao 11

Sim, proximo de B; sim, em angulos especificos; sim, no vértice; sim, no vértice; no ponto
B; maximo em B e minimo em M; sim, em B; possuem maximo e minimo; maximo em B

e minimo em M; depende das distancias; sim; depende do angulo.

Respostas da Questao 12

Bissetriz depende do incentro e mediana do vértice; pontos variam conforme angulos;

maximo na bissetriz no incentro e na mediana no vértice; relacao com incentro e vértice;
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mudanca de ponto notavel; maximo no incentro e no vértice; fun¢gbes mudam comporta-
mento; bissetriz associada ao incentro e mediana aos vértices; maximo em B e minimo em
M; dependéncia geométrica diferente; relacdo com baricentro e incentro; diferenca entre

pontos de maximo e minimo.
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APENDICE D - Construcdes Geométricas

dos Estudantes

Este apéndice apresenta exemplos de construgoes realizadas pelos estudantes no
ambiente GeoGebra durante a atividade investigativa. Ressalta-se que as imagens corres-
pondem apenas as representacoes geométricas: a analise do comportamento das fungoes
foi desenvolvida paralelamente, por meio de anotac¢oes nas quais os estudantes registra-
vam e comparavam os valores das distancias, buscando perceber os pontos de otimizacao.
As imagens selecionadas evidenciam diferentes momentos desse processo de exploragao.

Observa-se, ainda, que em algumas construcgoes os estudantes trocaram os vértices
A e B de posicao em relacao a notacao adotada no corpo do texto, de modo que a
distancia registrada como r; correspondeu a AK, e ndo a BK. Trata-se, contudo, de uma
diferenga apenas de nomenclatura, que nao interferiu no desenvolvimento das atividades
nem na validade das conclusoes obtidas, uma vez que a estrutura do problema um ponto
variavel sobre a ceviana e as distancias desse ponto aos extremos do lado oposto permanece

exatamente a mesma.

Figura 35 — Exploragao inicial na bissetriz, evidenciando a variacao das distancias r; e
em funcao da posicao do ponto K.

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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Figura 36 — Configuracao com valores distintos de r; e 79, indicando a percepcao da de-
pendéncia funcional entre a posicao de K e as distancias associadas.

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

Figura 37 — Situacao em que 7 e ry assumem valores proximos, sugerindo uma condicao
de equilibrio associada a possiveis extremos da func¢ao analisada.

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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Figura 38 — Exploragao avancada na bissetriz, evidenciando a busca por posi¢oes especi-
ficas associadas a comportamentos particulares da fungao.

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

Figura 39 — Construgdo na mediana com variacao do ponto K, destacando a mudanca
nos valores das distancias e a percepgao de regularidades.

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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Figura 40 — Situacao intermediaria na mediana, indicando a andlise comparativa entre
diferentes posi¢oes do ponto K.

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.

ry = 22.885

Figura 41 — Configuragao préxima ao ponto de minimo da func¢ao f(¢), evidenciando a
aproximagcao empirica de um resultado de otimizagao.

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.
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Figura 42 — Situagao em que r; = ry, indicando uma configuracao de simetria associada ao
ponto médio do segmento, em consonancia com o resultado analitico obtido.

Fonte: Registros produzidos por estudantes participantes da pesquisa, 2026.



