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APRESENTACAO: DE PROFESSOR PARA PROFES-
SOR

Caro(a) colega educador(a),

O ensino da Geometria Espacial no Ensino Médio frequentemente esbarra na di-
ficuldade que many alunos possuem em visualizar figuras em trés dimensoes. Quando
avangamos para calculos de areas e volumes de solidos inclinados ou irregulares, a depen-
déncia excessiva de formulas prontas e trigonometria avancada pode gerar desmotivagao
e afastar o estudante da verdadeira beleza da matematica.

Este Caderno Didético nasce do desejo de desmistificar a geometria do espago.
O material que vocé tem em maos é o Produto Educacional resultante da dissertagao
de mestrado desenvolvida no Ambito do PROFMAT. Ele foi desenhado para ser pratico,
direto e, acima de tudo, investigativo.

O nosso foco aqui é a generalizacao de um velho conhecido dos nossos alunos: o
Teorema de Pitadgoras. Se no plano esse teorema relaciona comprimentos de segmentos
(catetos e hipotenusa), no espago tridimensional ele relaciona as areas das superficies de
um "canto de sala"ou da “quina de uma caixa” (o tetraedro trirretangulo).

Para que o aluno do Ensino Médio compreenda esse resultado profundo sem

precisar de algebra linear universitaria, propomos um roteiro em trés etapas:

e A Mao na Massa: Uma construgao tangivel, com papel e tesoura, onde o aluno

calcula as areas manualmente e descobre o teorema por conta propria.

e O Laboratério Dinamico: Um passo a passo estruturado e amigavel no software

GeoGebra 3D, validando a descoberta da sala de aula com o rigor da tecnologia.

e O Desafio Contextualizado: A aplicagao do conceito em um problema real de

medicao e cortes de um bloco de madeira.

A proposta aqui apresentada nao visa apenas o rigor matematico, mas a cons-
trucao do saber por meio da experiéncia. Afinal, colocar o estudo em algo pratico faz
com que a aula se torne mais prazerosa, fomentando uma aprendizagem mais retentiva.
Ao levar o aluno a ’tocar’ na geometria, modelé-la digitalmente, e, por fim, aplica-la na
resolucao de um desafio contextualizado, garantimos que o Teorema de De Gua deixe de
ser uma abstracao e se torne uma descoberta real.

Sinta-se livre para adaptar este roteiro & realidade da sua escola, modificar o
tempo das aulas e intervir conforme o perfil da sua turma. O importante é permitir que
o aluno toque, experimente e construu o conhecimento geométrico de forma significativa.

Um excelente trabalho e ¢timas aulas!

Elinaldo Soares Costa.



ORIENTACOES PEDAGOGICAS (BNCC)

Este Produto Educacional foi desenvolvido para aplicacao em turmas de Ensino
Meédio (2 ou 32 séries), servindo como uma ferramenta de aprofundamento em Geometria
Espacial e Geometria Analitica.

A tabela abaixo sintetiza os objetos de conhecimento e as habilidades da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) oficiais que sao contemplados e desenvolvidos ao

longo das atividades propostas neste roteiro:

Tabela 1: Relagao das habilidades e objetos de conhecimento segundo a BNCC.

Objetos de Conheci- | Geometria Espacial: rela¢oes métricas em solidos (Tetrae-
mento dro trirretangulo); Geometria Analitica: tratamento veto-
rial no espago tridimensional; Grandezas e Medidas: cal-

culo de areas de superficies no espaco.

Habilidade Empregar diferentes métodos para a obtencao da medida
(EM13MAT307) da area de uma superficie (reconfiguragdes, aproximagao
por cortes etc.) e deduzir expressoes de calculo para aplica-
las em situagdes reais (como o remanejamento e a distri-
buigao de plantagoes, entre outros), com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

Habilidade Investigar relagoes entre parametros de fungoes na forma
(EM13MAT501) algébrica e gréaficos no plano cartesiano, com o auxilio de
softwares de geometria dindmica, para analisar situagoes
que envolvem controle de processos, automatizagao, previ-

sao de tendéncias e tomada de decisoes.

Habilidade Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de
(EM13MAT309) areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos
redondos em situagoes reais (como o calculo do gasto de
material para revestimento ou pinturas de objetos cujos

formatos sejam composigoes dos solidos estudados), com

ou sem apoio de tecnologias digitais.

Esta sequéncia didatica foi sistematizada de forma progressiva e estima-se que
sua aplicagdo completa demande um total de 3 a 5 horas/aula, cujo detalhamento de

tempo e materiais encontra-se especificado no inicio de cada etapa.



AULA 1: A CONSTRUCAO TANGIVEL (LAPIS E PA-
PEL)

Tempo estimado: 1 ou 2 aulas (50 a 100 minutos).
Objetivo: Introduzir a generalizacao do Teorema de Pitdgoras no espago através da
construcao fisica de um so6lido, medicao direta e calculo manual de areas, desenvolvendo
a intuicao geométrica antes da formalizacao abstrata.
Materiais necessarios: Planificagdo impressa (fornecida no Anexo deste caderno) pre-
ferencialmente em papel cartao ou sulfite de gramatura alta, tesoura, fita adesiva ou cola,
régua milimetrada, lapis e borracha.

(Atengao: Para esta atividade, o uso de calculadoras deve ser evitado. O objetivo

¢ que o aluno exercite o cdlculo aritmético manual com nimeros decimais e potencia¢ao).

ROTEIRO PASSO A PASSO PARA O PROFESSOR:

Passo 1 — Problematizacao (Provocagao Inicial):
Inicie a aula desenhando um triangulo retangulo classico no quadro e relembrando rapi-
damente o Teorema de Pitdgoras no plano (a® = b* + ¢?). Em seguida, lance a pergunta
investigativa para a turma: - "Se essa regra funciona perfeitamente para linhas (com-
primentos) no plano 2D, serd que existe uma regra parecida para superficies (dreas) no
espaco 3D?"

Passo 2 — Conhecimento e Construgao do Modelo Fisico (Colocando a
Mao na Massa):
Entregue a planificagao para cada aluno ou dupla. Peca que recortem nas linhas continuas,
dobrem nas marcacoes pontilhadas e unam as arestas com fita adesiva, materializando
o tetraedro trirretangulo. Com o modelo tridimensional em maos, oriente os estudantes
a manipularem a figura para identificar o seu principal elemento geométrico: o vértice
onde se encontram os trés angulos retos. Peca que associem esse ponto diretamente a
"quina"de uma caixa ou ao canto de um ambiente (como o encontro de duas paredes com
o teto ou com o piso). A partir dessa visualizagao, introduza as definigdes: as trés faces
ortogonais que formam essa quina sao as nossas faces cateto. Ja a quarta e ultima face —
a superficie inclinada que "fecha"a estrutura transversalmente — representa a nossa face
hipotenusal.

Passo 3 — Coleta de Dados e Medigao:
Com o s6lido montado, oriente os alunos a usarem a régua para medir, em centimetros, os
lados dos trés triangulos retangulos que formam a "quina". Eles devem anotar no caderno
os valores das bases e alturas dessas trés faces e, usando a féormula cléssica da area do
triangulo, calcular as areas das trés faces cateto, que chamaremos de S;, S, e S..

Passo 4 — Analise Geométrica (O Desafio da Face Inclinada):



Agora, o foco volta-se para a face oposta ao vértice trirretangulo (face hipotenusal). Os
alunos devem usar a régua para encontrar a medida da base desse triangulo inclinado e,
com bastante atencao, tracar e medir a altura relativa a essa base. Com esses dados, eles
calcularao a area dessa face maior, chamando-a de Sj,.

Passo 5 — Formalizacao da Conjectura (A Descoberta Matematica):
Com as quatro areas calculadas e anotadas no caderno, lance o desafio final. Peca que

eles estruturem as contas da seguinte forma no papel:
1. Elevem o valor da area Sy, ao quadrado (S57).

2. Elevem os valores de S, Sy ¢ S, ao quadrado e somem os trés resultados (S + S +

S2).

Ao compararem os dois resultados, a constatacao empirica da igualdade promovera um
rico momento de descoberta matematica. Mesmo considerando as pequenas variacoes e
imprecisoes milimétricas inerentes ao uso de instrumentos manuais de medida, os valores
obtidos serao notavelmente préximos ou até mesmo idénticos. Neste momento, os dis-
centes terao verificado, através da experimentacao concreta, o Teorema de De Gua: o
quadrado da area da face hipotenusal é igual & soma dos quadrados das areas das faces

cateto.



AULA 2: A PROVA DINAMICA VIA GEOGEBRA 3D

Tempo estimado: 1 ou 2 aulas (50 a 100 minutos).
Objetivo: Validar a generalizacao do Teorema de Pitagoras no espago através da mode-
lagem dindmica, superando as imprecisoes de medi¢gao manual e verificando a invariancia
da relagao entre as areas para qualquer tetraedro trirretangular.
Materiais necessarios: Computadores com acesso ao GeoGebra 3D, projetor para o

professor e roteiro de comandos.

ROTEIRO PASSO A PASSO PARA O PROFESSOR:

Passo 1 — Problematizacao Tecnologica (A Transi¢ao do Papel para o

Digital):
O objetivo deste primeiro momento ¢ justificar a necessidade do uso da tecnologia. Inicie
a aula resgatando o tetraedro de papel construido na Aula 1. Dialogue com os alunos
mostrando que, embora a experiéncia fisica tenha sido fantéastica, ela possui limitacoes
severas: a régua tem imprecisoes milimétricas, a colagem pode ficar torta e, principal-
mente, aquele modelo de papel representa apenas um tinico tamanho de quina. Provoque
a reflexao da turma com a seguinte questao:

— "A regra funcionou perfeitamente para a 'quina’ de papel que vocés montaram.
Mas e se essa quina fosse do tamanho de um prédio? Ou do tamanho de uma caixa de
fosforos? Como podemos provar que essa relacao matemaética é verdadeira para QUAL-
QUER tamanho, sem precisarmos passar a vida inteira recortando novos triangulos de
papel?"

A partir desse questionamento, apresente o GeoGebra 3D nao como um simples
programa de desenho, mas como um verdadeiro laboratério de provas matematicas, onde
eles poderao esticar e encolher o solido infinitamente, com célculos automaticos e exatidao
absoluta.

Passo 2 — Parametrizagao e Variabilidade (A Geometria em Movi-
mento):

Com o ambiente GeoGebra 3D devidamente configurado, oriente os alunos na criacao de
trés variaveis a, b e ¢, definindo um intervalo de variagao (sugere-se de 1 a 10).

Passo 3 — Modelagem Geométrica (Construcao dos Pontos e do Sélido):
O roteiro metodolégico orienta a seguinte execugao sistémica: primeiramente, a criagao de
parametros dindmicos via controles deslizantes a, b e ¢ para definir os comprimentos das
arestas; em seguida, a fixagao das coordenadas dos vértices sobre os eixos, estabelecendo
a origem O(0,0,0) e os pontos A(a,0,0), B(0,b,0) e C(0,0,c); e, finalmente, a geragdo
das superficies através do comando de poligonos. Abaixo, ilustramos como a movimen-

tagao dos seletores altera a morfologia do tetraedro, permitindo que o aluno visualize a
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invariancia do teorema em diferentes configuracgoes:

Figura 1: Simulacao da variabilidade do tetraedro conforme alteragao dos paradmetros a,b e c.

Y
Y B y

z T a>b,c z
c>a,b

Fonte: O autor (2026).

Ao vincularem os pontos as variaveis, o tetraedro torna-se um objeto dindmico
que responde instantaneamente a qualquer alteracao numérica, permitindo verificar que
a relagao entre as areas se mantém constante.

Passo 4 - Determinagao das Areas e Registro de Dados:

Solicite que os alunos observem a Janela de Algebra do software, onde o GeoGebra calcula
automaticamente a area de cada poligono criado. Oriente-os a identificarem e renomearem
as areas das faces cateto como S, S, e S, e a area da face hipotenusal (a face inclinada)
como Sy,. Pecga que alterem os valores das varidveis e observem como todas as éareas se
recalculam sozinhas, reforgando a precisao digital.

Passo 5 — Validagao do Teorema de De Gua (A Prova Algébrica Com-
putacional):

Para finalizar a investigacao, oriente os alunos a testarem a relagao pitagorica espacial na

barra de entrada. Peca que criem e comparem os resultados das seguintes expressoes:

Soma_Quadrados = S; + S; + 52

Quadrado Hipotenusa = Sj

Ao manipularem as variaveis, os alunos notarao que, embora as areas mudem,
a igualdade entre esses dois valores permanece absoluta. Conclua a aula formalizando
que essa invariancia é a prova matematica de que o Teorema de Pitédgoras se estende

perfeitamente para a terceira dimensao.
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AULA 3: A GEOMETRIA NA MARCENARIA (O CORTE
NO BLOCO DE MADEIRA)

Tempo estimado: 1 aula (50 minutos).
Objetivo: Aplicar a generalizacao do Teorema de Pitagoras no espago para resolver
um problema pratico de fabricacao de pecas, estimulando o raciocinio operacional e a
resolucao manual de poténcias e raizes quadradas.

Materiais necessarios: Quadro branco, caderno, lapis e borracha.

ROTEIRO PASSO A PASSO PARA O PROFESSOR:

Passo 1: Contextualizagao do Problema (O Cenario da Marcenaria):
Oriente os alunos com a seguinte situagao pratica: Um marceneiro tem um bloco macico de
madeira no formato de um paralelepipedo reto-retangulo. Para criar uma peca de encaixe,
ele passa um serrote de forma inclinada, removendo exatamente uma das "quinas"do
bloco. O marceneiro precisa aplicar uma resina especial de protecao apenas nessa nova
superficie lisa que o corte formou. O desafio da turma é descobrir a area exata desse corte

para saber a quantidade de resina a ser utilizada.

Figura 2: Representacao do bloco de madeira com o plano do corte em vermelho.

—/

Fonte: O autor (2026).

Passo 2: Modelagem Matematica (A Transposicao para o Modelo):
Oriente a turma a visualizar apenas a "piramide" (tetraedro) que foi arrancada do bloco
de madeira pelo corte. Peca que percebam que a ponta dessa peca formava a quina
original do bloco, onde as linhas se encontravam em trés angulos de 90 graus (o vértice
trirretangular).

Abaixo, ilustramos o bloco com a pega removida, e a peca exata extraida dese-
nhada ao lado. Note que o tetraedro isolado foi reproduzido na sua perspectiva geométrica
classica (Vértice O ao fundo), evidenciando os trés catetos em azul tracejado, a face hi-
potenusal (S;,) em vermelho e a indica¢do das respectivas medidas lineares das arestas e

alturas.
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Figura 3: Modelo geométrico: O bloco cortado e o tetraedro trirretangulo isolado ao lado com
suas areas.

Fonte: O autor (2026).

Ao destacar a peca do bloco, peca que identifiquem que as trés superficies que
"encaixavam"perfeitamente nas paredes do bloco s@o as nossas faces cateto (S, Sy, S;). Ja
a nova superficie inclinada, gerada pela passagem do serrote, representa a face hipotenusal
(Sh)-

Passo 3 — Resolugao Algébrica (O Calculo Manual da Peca):

Oriente os alunos na utilizacao das medidas do corte que estao associadas & atividade
préatica. A partir da ponta original da quina (o vértice O), o marceneiro fez as marcagoes
do serrote a 3 cm e 4 cm ao longo das arestas da base, e a 2 cm subindo pela aresta da

altura.

Peca que calculem manualmente, usando lapis e borracha, as areas das trés faces
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cateto correspondentes: S, = 6 cm?, S, =3 cm? e S, =4 cm?.

Oriente a aplicagao do teorema:

Spi=52+5 48]

S? =643 +4>= S =36+9+16= S} =61

Peca que os alunos realizem a extragao da raiz quadrada de 61 manualmente por
meio de estimativas (ex: "esta entre 7 e 8, pois 72 = 49 e 8% = 64").
Resultado final: S; ~ 7,81 cm?.

Passo 4 - Sistematizacao Final (Debate e interagao professor-aluno so-
bre a abordagem):
Neste momento crucial, promova um debate que transcenda o resultado numérico. Pro-

voque a turma com as seguintes reflexoes:

e Questione: "Para medir a area da face inclinada sem este teorema, o que preci-
sarfamos?". Destaque que seria necessario medir angulos complexos no espago ou
utilizar trigonometria avancada. O Teorema de De Gua permite que um problema
de Area (2D) seja resolvido apenas com Medidas Lineares (1D) tomadas nas arestas
ortogonais. Isso é a "economia do pensamento": simplificar o complexo usando o

que ¢é acessivel (uma régua).

e Peca que comparem visualmente o Teorema de Pitagoras (a? = b* + ¢?) e o Teo-
rema de De Gua (S; = S; + S} + 52). Discuta a progressao: no plano, somamos
quadrados de comprimentos; no espaco, somamos quadrados de areas. KEssa "he-
ranca'"geométrica reforca a ideia de que a matematica possui uma estrutura logica

que se expande com as dimensoes.

e Reforce que essa igualdade absoluta s6 é garantida pela "quina reta" (o vértice trir-
retangular). Assim como o angulo de 90° é a fundagdo do Pitagoras classico, a
ortogonalidade tripla é o que sustenta essa relagao no espago. Conclua enfatizando
que o dominio deste teorema transforma o marceneiro, o arquiteto ou o engenheiro
em alguém capaz de "enxergar"medidas invisiveis através do calculo, garantindo

precisao técnica com elegancia matematica.

SUGESTOES PARA AVALIACAO E AUTOAVALIA-
CAO

1. Avaliagao Formativa (Para o Professor):
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Sugere-se que a avalia¢gdo ndo se restrinja apenas ao resultado final (o célculo
correto da area no problema da marcenaria), mas sim a todo o processo investigativo do

aluno. O professor pode utilizar os seguintes critérios observacionais:

e Construcao e Abstragao: O aluno conseguiu planificar e montar o tetraedro
trirretangulo corretamente? Demonstrou compreensao visual de que as trés faces

catetos sao perpendiculares entre si?

e Fluéncia Tecnolbgica: O aluno conseguiu transpor o modelo fisico para o ambi-
ente virtual no GeoGebra 3D? Conseguiu manipular os eixos ortogonais e visualizar

a face da hipotenusa?

e Modelagem e Resolugao: No problema da marcenaria, o aluno compreendeu a
necessidade de utilizar o Teorema de De Gua (ou o conceito da Matriz de Gram
de forma simplificada) em vez do Teorema de Pitagoras classico? O célculo e a

justificativa foram coerentes?

2. Autoavaliagao (Para o Aluno):
Como parte do processo de aprendizagem significativa, recomenda-se que, ao final
das atividades, o professor aplique um breve questionario de autoavaliagao, permitindo

que o estudante reflita sobre a sua propria jornada.

Tabela 2: Sugestao de quadro de autoavaliacao para o aluno.

Afirmativa de Autoavaliacao Sim | Em Parte | Nao

Consegui compreender a relagao entre as faces do tetra-

edro e os catetos/hipotenusa?

Fui capaz de realizar as medicoes e calculos de drea ma-

nualmente de forma correta?

Entendi o funcionamento do GeoGebra 3D e como ele

comprova o teorema para qualquer medida?

Consegui aplicar o que aprendi para resolver o problema

pratico da marcenaria?

CONSIDERACOES FINAIS

A proposta deste roteiro investigativo foi construir uma ponte sélida entre a
geometria abstrata e a realidade palpavel do aluno. Ao longo destas trés aulas, o estudante
deixou a posi¢ao de mero receptor de formulas para se tornar um investigador matematico.

O percurso que tem inicio na manipulacao do papel, adquire rigor analitico no

software GeoGebra 3D e culmina na resolugao de um desafio pratico de marcenaria, de-
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monstra que a Matematica ganha o seu verdadeiro sentido quando transita do plano
abstrato para a vida real.

Espera-se que este material sirva como um convite para que os professores da
Educacao Basica explorem as extensoes espaciais de teoremas classicos, transformando a
sala de aula num auténtico laboratorio de descobertas. Garantimos que, ao concluir este
processo, o Teorema de De Gua deixa de ser uma mera curiosidade geométrica para se
afirmar como um poderoso instrumento de leitura do mundo, essencial aos profissionais
que desenham, inovam e constroem a nossa realidade.

Em ultima anélise, este Produto Educacional reafirma que o papel do docente
transcende a transmissao de contetdos, consolidando-se como o de um mediador que ins-
tiga a curiosidade. Ao proporcionar vivéncias que integram o tato, a visao dinamica e
a resolucao de problemas concretos, fomentamos o desenvolvimento de um pensamento
critico e espacial que acompanharéi o estudante muito além dos muros da escola. Acre-
ditamos que, ao humanizar o ensino da Geometria e conecté-lo a fazeres fundamentais
da sociedade, devolvemos a Matematica a sua esséncia de linguagem universal e ferra-
menta de transformacao, tornando o aprendizado uma jornada nao apenas técnica, mas

profundamente prazerosa, retentiva e significativa.
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ANEXO A - PLANIFICACAO DO TETRAEDRO TRIR-
RETANGULO

Instrugoes para o Professor: Imprima este molde em papel de alta gramatura
(como cartolina ou papel cartdao de 180g/m?) para garantir a firmeza da pega durante a
montagem e a manipulacao pelos alunos.

As linhas continuas indicam onde o aluno deve realizar os recortes. As linhas
tracejadas indicam os locais exatos das dobras para a formagcao do vértice trirretangular
(a "quina'"reta do solido). Recomenda-se o uso de fita adesiva dupla face ou cola em

bastao nas abas para um acabamento mais limpo.

MOLDE PARA IMPRESSAO: TETRAEDRO TRIRRETANGULO (Faces

Cateto de 2 cm, 3 cm e 4 cm):




