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Aos que entendem que a ciéncia também é um
ato de amor. E que ensinar é, no fundo, tocar o
infinito com os olhos do outro.
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RESUMO

Entre operagbes matriciais, cddigos e processos de formalizagédo algébrica, esta pesquisa inves-
tiga como uma sequéncia didatica articulada a Educacdo Matematica Realistica e as demandas
cognitivas pode transformar a forma como os estudantes do Ensino Médio se aproximam da
Algebra. O propésito central consiste em compreender de que maneira essa sequéncia, cons-
truida a partir de situacdes investigativas e desafios progressivos, pode favorecer novos modos
de significar e praticar a algebra em sala de aula. A partir de oficinas conduzidas pelos proprios
alunos, de tarefas estruturadas em niveis crescentes de complexidade e de situagdes de crip-
tografia que instigam a curiosidade, o estudo revela movimentos de reorganizacao conceitual.
As andlises, realizadas por meio da Andlise Textual Discursiva (ATD), evidenciam avangos con-
ceituais, maior engajamento e uma aproximagao dos estudantes com praticas matematicas de
carater mais investigativo. Entre erros produtivos, interpretagbes criativas e rupturas conceitu-
ais, os resultados sugerem que aprender algebra pode ser menos sobre repetir procedimentos
€ mais sobre decifrar estruturas, quase como desvendar um codigo. Ao final, o que se apresenta
nao é apenas o relato de uma experiéncia didatica, mas um convite a reconsiderar o lugar da
algebra no ensino: um espaco em que sentido e forma se entrelagam, e no qual a investigacao
se torna parte essencial da aprendizagem matematica.

Palavras-chave: ensino de algebra; tarefas; codigos; pensamento algébrico; sequéncia didatica.



ABSTRACT

Amid matrix operations, codes, and processes of algebraic formalization, this study investigates
how a didactic sequence articulated with Realistic Mathematics Education and cognitive-demand
principles can transform the way high school students approach Algebra. The central purpose is
to understand how such a sequence—designed through investigative situations and progressi-
vely challenging tasks—can foster new ways of giving meaning to and practicing Algebra in the
classroom. Drawing on student-led workshops, tasks structured in increasing levels of comple-
xity, and cryptography scenarios that spark curiosity, the study reveals movements of conceptual
reorganization. The analyzes, conducted through Discursive Textual Analysis, highlight concep-
tual advances, stronger engagement, and a closer alignment of students with more investigative
mathematical practices. Amid productive errors, creative interpretations, and conceptual shifts,
the data suggest that learning Algebra may be less about repeating procedures and more about
deciphering structures, almost like unraveling a code. What emerges, in the end, is not me-
rely the account of a didactic experience but an invitation to reconsider the place of Algebra in
education: a space in which meaning and form intertwine and where investigation becomes an
essential part of mathematical learning.

Keywords: algebra teaching; tasks; codes; algebraic thinking; didactic sequence.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contexto e Motivacao da Pesquisa

Quando o assunto é Matematica, a dificuldade em compreender a disciplina e o pre-
conceito em relagdo a aprendizagem, que a considera dificil, ainda permeiam grande parte dos
alunos. Entre os fatores que justificam tais dificuldades, além da natureza abstrata do raciocinio
I6gico-matematico e das praticas pedagodgicas ainda pautadas em métodos tradicionais, estao
amplamente citados em muitos estudos na area da Educacao Matematica, pois reduzem a aula
de Matematica a um simples manejo de formulas, regras e copias de tarefas com muita repeti-
¢ao, 0 que acaba fragilizando a relagéo aluno-professor e, consequentemente, comprometendo
0 ensino e a aprendizagem do estudante. (Freire, 2011; Lins; Gimenez, 2001; Mestre, 2014;
Kieran, 2004; Ma, 2009; Mestre; Oliveira, 2011)

Essas limitagées tornam-se ainda mais visiveis no ensino da Algebra, uma &rea reco-
nhecida como uma das mais desafiadoras da disciplina, em razao de seu carater simbdlico,
generalizante e abstrato. Enquanto linguagem formal da Matematica, a Algebra desempenha
um papel fundamental no desenvolvimento da generalizagédo e na formalizagdo do pensamento
abstrato; contudo, apesar de sua relevancia, seu ensino no Ensino Médio ainda é marcado por
praticas fragmentadas e descontextualizadas, (Ponte, 2005; Fiorentini; Miorim; Miguel, 2016;
Araujo, 2008; Gil, 2008).

Segundo Fiorentini, Miorim e Miguel (2016), ao longo da histéria, a Educacao Algébrica
assumiu diferentes concepcdes. Uma delas, denominada linguistico-pragmatica, compreende a
Algebra como uma ferramenta muito Util para a resolucdo de problemas, mas frequentemente
limitada a aplicacdo mecénica de técnicas e algoritmos em sala de aula.Ponte (2005) observa
que, desde dois séculos atras, o ensino da Algebra ja estava centrado no dominio das equa-
¢cbes, 0 que mostra que seu ensino precisa ser atualizado para atender as necessidades atuais
dos alunos. Na escola, hoje, o principal objetivo da Algebra deve ser o desenvolvimento do pen-
samento algébrico, entendido como uma forma de raciocinio que amplia a capacidade de utilizar
a abstracao, contribuindo para que o estudante tenha uma formacao mais completa e atuante
em muitas areas, como, por exemplo, a resolugédo de problemas.

Nesse sentido, para que o conhecimento algébrico cumpra sua funcao formativa, é ne-
cessario que, antes de manipular férmulas, o aluno consiga identificar padroes, representar
relagdes, resolver problemas e fortalecer o pensamento abstrato. Contudo, a forma como e
quando esse conteludo é tradicionalmente inserido no curriculo (apenas nos anos finais do En-
sino Fundamental) tende a dificultar uma transicao tranquila para seu estudo no Ensino Médio.
Dessa forma, o ensino da Algebra enfrenta um grande desafio: superar a fragmentacéo curricu-
lar e consolidar sua presenga no Ensino Médio de forma mais articulada e significativa para os
estudantes.

Para superar essas limitagcoes e alinhar o ensino as novas necessidades, autores como

(Usiskin, 1994) e (Ponte; Branco; Matos, 2009) defendem que o ensino da Algebra deve ir além
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da resolucao de equacgdes, abrangendo também a generalizacao aritmética, o estudo de estru-
turas e a resolucao de problemas com sentido. Nessa mesma diregao, Ferreira (2018) destaca
que diversas pesquisas, tanto nacionais quanto internacionais, apontam para a necessidade
de antecipar o contato dos estudantes com ideias algébricas, ndo apenas como uma introdu-
¢ao precoce aos conteudos, mas para ampliar o repertério deles, favorecendo a construgéo do
pensamento algébrico desde os anos iniciais.

Os desafios da aprendizagem algébrica, portanto, ndo se restringem a aspectos cogni-
tivos, mas também refletem uma construcdo histérica e sistematica do ensino de Matemética
no Brasil. A fragmentagao curricular, a desarticulagdo entre as etapas escolares e a ausén-
cia de politicas formativas continuas resultam em estudantes que chegam ao Ensino Médio
com compreensdes frageis sobre variaveis, expressodes e fungdes. Como afirmam Rodrigues e
Pires (2017), superar essas fragilidades requer uma articulagdo entre curriculo, formagéao do-
cente e praticas pedagdgicas que deem sentido & Algebra no processo formativo. Outro aspecto
que compromete a aprendizagem algébrica, segundo Sortisso (2011), é a desorganiza¢ao na
sequéncia dos conteudos, uma vez que os professores, muitas vezes, nao conseguem supe-
rar a rigidez dos curriculos estaduais. Como consequéncia, determinados conteudos acabam
sendo postergados para séries ou etapas posteriores, mas nao sdao devidamente retomados,
pois ndo h& continuidade docente. Esse descompasso entre o planejamento curricular e a exe-
cugao pedagdgica acaba ampliando ainda mais as lacunas existentes entre a construgao do
pensamento algébrico e a fragmentacao curricular.

Corroborando, Araujo (2008) ressalta que nao é possivel utilizar a linguagem algébrica
sem atribuir significado, de modo que a falta de compreenséo dessa nova linguagem prejudica
diretamente o desenvolvimento do pensamento algébrico. Entre as dificuldades mais recorren-
tes apresentadas pelos alunos, destacam-se a confusdo entre variavel e incégnita, o desco-
nhecimento das propriedades das expressdes e 0 uso inadequado de simbolos herdados da
aritmética.

Embora a discussao sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico tenha avangado
em paises como os Estados Unidos, Espanha e Portugal (Canavarro, 2007; Russell; Schifter;
Bastable, 2011; Schliemann; Carraher; Brizuela, 2007), no Brasil esse movimento ainda en-
contra entraves importantes, especialmente no que diz respeito a organizacao curricular. Como
aponta Ferreira (2018), os documentos oficiais apresentam avangos pontuais, mas nao incorpo-
ram de forma consistente o termo “pensamento algébrico” nos anos iniciais. Essa auséncia re-
percute diretamente nos projetos pedagdgicos das escolas, perpetuando a separagao historica
entre Aritmética e Algebra. No Ensino Médio, esse distanciamento reaparece na forma de pra-
ticas fragmentadas, sustentadas por exercicios repetitivos e descontextualizados, em contraste
com o que a BNCC propobe. Autores como Carraher, Schliemann e Brizuela (2006) e Fiorentini,
Miguel e Miorim (1993) j& chamam a atencdo para esse problema, ressaltando que, quando
Aritmética e Algebra n&o dialogam, o estudante chega as etapas posteriores com lacunas que
dificultam a compreensao de conceitos fundamentais.
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A discussao sobre o Ensino Médio comecgou a ganhar outro contorno ja na década de
1990. A LDB 9.394/96 Brasil (1996), ao incluir o Ensino Médio na prépria Educagao Basica,
alterou o entendimento sobre o que essa etapa deveria oferecer. A ideia de uma formacéo mais
ampla (cientifica, cultural e social) passou a ganhar mais forca nas escolas. Depois disso, 0s
PCNEM Brasil (2000) vieram como um primeiro esforgo para organizar essas orientagées em
areas, descrevendo habilidades e competéncias que deveriam atravessar o trabalho pedagé-
gico, inclusive na Matemaética.

Com o passar dos anos, essas propostas foram revistas. O MEC publicou as Diretrizes
Curriculares Nacionais de 2012 Basica (2012), buscando ajustar o que ja vinha sendo feito e
aproximar o curriculo escolar das mudancgas ocorridas no pais. O texto mantinha a ideia de
uma parte comum para todos e outra parte que poderia variar conforme o sistema de ensino.
Essa organizacao, no entanto, ndo permaneceu por muito tempo. Em 2017, a Lei 13.415/2017
alterou novamente a estrutura curricular do Ensino Médio, criando os itinerérios formativos e
redefinindo o que deveria ser obrigatério e o que poderia ser escolhido pelos estudantes.

O curriculo do ensino médio sera composto pela Base Nacional Co-
mum Curricular e por itinerarios formativos, que deverao ser orga-
nizados por meio da oferta de diferentes arranjos curriculares, con-
forme a relevancia para o contexto local e a possibilidade dos siste-
mas de ensino, a saber: | - linguagens e suas tecnologias; Il - Mate-
matica e suas tecnologias; Il - ciéncias da natureza e suas tecnolo-
gias; IV - ciéncias humanas e sociais aplicadas; V - formagéo técnica
e profissional. (Brasil, 2017, Art.36)

A mudanga feita na LDB em 2017 acabou mexendo diretamente no Ensino Médio e, com
isso, as Diretrizes Curriculares precisaram ser revistas. Nao foi um processo “automatico”; os
sistemas de ensino estavam tentando entender como reorganizar seus curriculos, e a atuali-
zagao so veio com a Resolugao n® 3, de 21 de novembro de 2018. Esse documento procurou
ajustar as DCNEM as novas exigéncias legais e também as questdes que ja vinham aparecendo
nas redes e nas escolas. Pouco depois, em dezembro de 2018, a BNCC do Ensino Médio foi
homologada (Portaria n® 1.432/2018). Com ela, passou a existir um conjunto de aprendizagens
claramente definido para essa etapa, servindo como referéncia obrigatéria para a construcao
dos curriculos e a organizacao do trabalho pedagdgico nas escolas.

A partir desses marcos, o Curriculo Paulista foi elaborado, organizado nas quatro areas
do conhecimento da formacao geral basica (Linguagens e suas Tecnologias; Matematica e suas
Tecnologias; Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias; Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas),
dos itinerarios formativos, juntamente com a formacao técnica e profissional. Conforme descrito
no Curriculo Paulista Sdo Paulo (2020), os tempos sdo outros, 0 que demanda novas formas
de organizagao dos espagos escolares, novas metodologias de ensino, gestdo do curriculo e
novas formagdes para professores. E com esses objetivos que os Itinerarios Formativos apre-
sentam novas maneiras de organizar e estruturar o ensino nas escolas, trazendo experiéncias
inovadoras ao processo de aprendizagem dos estudantes. Mas sera que essas mudangas foram
suficientes para moldar outras formas de ensinar algebra?
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E claro que, sob essa 6tica, o ensino de Algebra no Ensino Médio ainda permanece
condicionado por uma visao curricular tradicional em que a resolugéo de exercicios mecanicos
prevalece sobre a exploracdo conceitual na maioria das instituicbes de ensino. Embora a Brasil
(2018) proponha o desenvolvimento do pensamento algébrico como competéncia continua, sua
implementagéo ainda € comprometida por essas abordagens que estao presentes ndao s6 nas
salas de aula, mas também nos materiais didaticos disponibilizados aos docentes, como, por
exemplo, nos livros didaticos, além de ser visivel também nas lacunas na formagao dos profes-
sores. Como destacam Bortolete e Bicudo (2024), h4 uma tendéncia, nos documentos oficiais,
de reduzir o pensamento algébrico a mera aplicagao de procedimentos, dissociando-o de sua
dimenséo investigativa e significativa. A BNCC reforga essa perspectiva ao destacar, no trecho
a seguir, a importancia de introduzir ideias algébricas desde os anos iniciais:

Nessa perspectiva, é imprescindivel que algumas dimensdes do tra-
balho com a algebra estejam presentes nos processos de ensino e
aprendizagem desde o Ensino Fundamental - Anos Iniciais, como as
ideias de regularidade, generalizacao de padroes e propriedades da
igualdade. No entanto, nessa fase, ndo se propde o uso de letras
para expressar regularidades, por mais simples que sejam. A rela-
cao dessa unidade tematica com a de NUmeros é bastante evidente
no trabalho com sequéncias (recursivas e repetitivas), seja na agao
de completar uma sequéncia com elementos ausentes, seja na cons-
trucdo de sequéncias segundo uma determinada regra de formagao
(Brasil, 2018, p. 270)

Paralelamente, pesquisas apontam que muitos professores de Matematica se sentem
despreparados para trabalhar a Algebra de maneira conceitual e investigativa. A formagao inicial
muitas vezes privilegia os procedimentos técnicos em detrimento da compreenséo tedrica, o
que dificulta a adocao de praticas mais significativas em sala de aula (Fiorentini; Miorim; Miguel,
2016; Lins; Gimenez, 2001). Dessa forma, Araujo (2008) acredita que a mudanga no ensino
da Algebra s6 se concretizara se a construcdo do pensamento algébrico for contemplada nas
instituicoes escolares, ou seja, além das necessidades de formalizagao.

Diante de criticas académicas, limitacdes curriculares e diretrizes oficiais, 0 ensino da
Algebra no Brasil configura-se como um cendrio complexo. Nessa dire¢do, propusemos uma
alternativa pedagogica para o ensino-aprendizagem de matrizes, suas operacoes e sistemas
lineares. Em vez de compreendé-las como um conjunto de regras a serem memorizadas, ado-
tamos a perspectiva da Educagédo Matematica Realistica (RME)', que concebe a Matematica e
seu ensino como uma atividade humana de organizar e tratar a realidade por meio de conceitos
e ideias Matematicas. Essa abordagem, idealizada por Hans Freudenthal, valoriza a aprendiza-

gem pela matematizagao?, processo que encoraja os estudantes a explorarem e redescobrirem

1
2

Sigla para Realistic Mathematics Education

Na perspectiva da RME refere-se ao processo no qual o estudante organiza, modela e formaliza situa-
¢bes do contexto em linguagem matematica, passando de estratégias informais para representacdes
mais estruturadas
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a Matematica a partir de momentos e contextos ricos e significativos, em vez de apenas aceita-
rem uma aprendizagem pronta e engessada (Freudenthal, 1991).

Nesse caminho, utilizamos a perspectiva da RME articulada a metodologias ativas, como
a sala de aula invertida, Ensino-Aprendizagem-Avaliacao através da resolucido de problemas
(Allevato; Onuchic, 2021), gamificagao, interdisciplinaridade e tecnologia, incluindo a linguagem
de programacao Python. A proposta de uma sequéncia (SD) apoia-se também na Educacéao
Algébrica critica, expressiva e contextualizada, conforme defendem Kieran (2004), Carraher,
Schliemann e Brizuela (2006), Blanton e Kaput (2005), Canavarro (2007) e Gongalves, Ribeiro
e Aguiar (2024). Em contextos auténticos, ao introduzir a criptografia, € possivel mobilizar o
pensamento algébrico de forma natural, conectando a teoria das Matrizes a uma pratica social
e tecnol6gica do cotidiano dos estudantes.

Em consequéncia, estruturamos a fundamentagéo teérica desta dissertacdo em cinco
eixos principais: (i) desafios histéricos e didaticos da Educagao Algébrica; (ii) aportes dos do-
cumentos oficiais para uma pratica mais significativa; (iii) conceitos essenciais de Algebra para
o Ensino Médio; (iv) perspectiva da RME; e (v) contribuigdes das metodologias ativas para o
engajamento e a aprendizagem. Esperamos que os resultados deste projeto sirvam como re-
feréncia inicial para professores de Matematica e de outras areas, possibilitando a articulacédo
entre Algebra, RME e metodologias ativas, transformando a pratica docente e a forma como os
estudantes vivenciam o aprendizado.

1.2 Objetivos da pesquisa

Nesta dissertagao, propomos investigar alternativas para a ressignificacdo do ensino
de Algebra no Ensino Médio, por meio da elaboracéo, aplicacdo e analise de uma sequéncia
didatica estruturada a luz da RME e que utiliza metodologias ativas, tendo a criptografia como
tematica norteadora das atividades. Essa proposta busca articular os fundamentos teéricos da
Algebra com sua aplicacdo em contextos reais e contemporaneos, rompendo com as praticas
tradicionais centradas na memorizacao e na execugao mecanica de procedimentos, conforme
ja mencionado, e promovendo uma aprendizagem investigativa e contextualizada.

A sequéncia didatica foi planejada para integrar diferentes estratégias pedagédgicas, pro-
porcionando aos estudantes oportunidades de explorar, experimentar e construir conceitos de
algebra de forma colaborativa e reflexiva. Ao mesmo tempo, a criptografia funciona como um
eixo interdisciplinar que conecta os conteldos matematicos a situacdes concretas e relevantes,
mobilizando o processo de matematizagcdo de mensagens, como a codificagcdo e a decodifica-
cao, a seguranca digital e o raciocinio légico aplicados a problemas do cotidiano.

Além disso, valorizamos o papel do professor como mediador do conhecimento, esti-
mulando a reflexdo critica sobre a pratica docente. Ao combinar teoria, pratica, tecnologia e
interdisciplinaridade, este trabalho pretende contribuir para a formacao integral dos estudantes,
evidenciando a relevancia da Matematica em sua vida cotidiana e estabelecendo um referencial

pedagogico capaz de inspirar novas experiéncias de ensino-aprendizagem no contexto do En-
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sino Médio, com foco em Algebra. Assim, buscamos compreender em que medida a integragao
entre a RME e as metodologias ativas pode favorecer a aprendizagem da Algebra e contribuir
para a formacao docente reflexiva.

1.3 Relevancia e contribuicoes esperadas

+ |dentificar as principais dificuldades conceituais e procedimentais dos estudantes do
Ensino Médio em relacdo ao contetido de Algebra, com énfase em operacdes com

matrizes;

» Analisar como o0 pensamento algébrico e as operagdes com matrizes sdo abordados

em documentos curriculares oficiais (nacionais e estaduais);

 Planejar, desenvolver e aplicar uma sequéncia didatica estruturada em metodologias
ativas, incluindo a metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo por meio da reso-
lucao de problemas, flipped classroom, gamificagdo e linguagem de programacéo;

« Utilizar recursos digitais, como Python, softwares de visualizagao e ferramentas on-
line, para apoiar a aprendizagem, promover 0 engajamento e facilitar a resolugéo de
problemas;

* Investigar como conceitos de criptografia, aplicados por meio de opera¢cdes com matri-
zes, podem favorecer a construgdo do pensamento algébrico e o desenvolvimento das
habilidades algébricas no Ensino Médio;

 Avaliar a eficacia de tarefas com alta demanda cognitiva, com base na RME e na ta-
xonomia de Stein e Smith (1998), para promover a matematiza¢ao horizontal e vertical
nos estudantes;

+ Avaliar os impactos da sequéncia didatica na aprendizagem, na motivacao e na cons-
trucdo de significados matematicos dos estudantes, por meio de instrumentos qualita-
tivos, como questionarios, observagdes e registros escritos;

* Refletir sobre os desdobramentos pedagdgicos da experiéncia, considerando a repli-
cabilidade da proposta em outros contextos docentes;

» Promover a articulagé@o entre teoria e pratica, evidenciando a relevancia da matemati-

zacao dos estudantes e incentivando a autonomia na aprendizagem.

1.4 Estrutura do trabalho

Apo6s esta Introducao, no Capitulo 2, apresentamos o contexto histérico e curricular da
Algebra, destacando lacunas na aprendizagem dos estudantes, limitacdes na formagéo docente
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e desafios relacionados aos materiais didaticos disponiveis. Além disso, discutiremos as difi-
culdades dos alunos e estabeleceremos uma relagéo critica com os documentos norteadores
oficiais, como a BNCC e o Curriculo Paulista, sob a 6tica docente.

No Capitulo 3, aprofundamos os fundamentos de Algebra, em especial as Matrizes e
Sistemas Lineares voltados para o Ensino Médio, enfatizando operagdes e propriedades essen-
ciais para aplicagoes praticas, como adigao, subtragdo, multiplicacao por escalar, multiplicacao
entre matrizes, determinantes, matriz inversa e o Teorema de Laplace.

No Capitulo 4, o referencial te6rico que fundamenta esta pesquisa sera desenvolvido,
tendo a Educagcao Matematica Realistica como eixo estruturante, amparada nas contribui¢cdes
de Hans Freudenthal e de autores que a ampliaram. Nesse capitulo, discutiremos seus princi-
pios (atividade, realidade, niveis, interatividade, entrelagamento e orientagédo), enfatizando como
eles oferecem um enquadramento capaz de ressignificar o ensino da Algebra no Ensino Médio
e de orientar a elaboragéo da sequéncia didatica desenvolvida nesta pesquisa.

Com essa base teérica consolidada, o Capitulo 5 aprofunda o conjunto de metodologias
ativas que sustentam o desenho e a aplicacdo da sequéncia didatica. Neste capitulo, exami-
namos a metodologia de Ensino—Aprendizagem—Avaliacao através da resolugédo de problemas,
da sala de aula invertida, da gamificacdo, da interdisciplinaridade e do uso do Python como
recurso didatico. Nossa intengao é explicitar como cada uma dessas abordagens se articula
com os principios da RME, especialmente no que diz respeito a criacdo de ambientes que fa-
vorecem a investigagédo, o protagonismo intelectual e a mobilizagdo de diferentes formas de
representacdo. Ao discutir essas metodologias, buscamos mostrar que elas nao se configuram
como técnicas isoladas, mas como dispositivos que ampliam a visdo dos estudantes e possibi-
litam que a algebra seja vivenciada.

No Capitulo 6, descrevemos como organizamos a pesquisa e quais caminhos metodolé-
gicos escolhemos para conduzir o trabalho. Apresentamos o carater qualitativo do estudo, expli-
camos os instrumentos que utilizamos e, principalmente, nos dedicamos a detalhar a sequéncia
didatica elaborada. Esse capitulo € o espaco em que mostramos cada tarefa da sequéncia,
comentando por que foi construida daquela maneira, quais ideias Matematicas pretendiamos
desenvolver, como os principios da RME sustentaram as decisdes didaticas e de que forma as
escolhas dialogaram com as necessidades da turma. A leitura deste capitulo revela, portanto, o
movimento de passagem entre a teoria estudada e a pratica vivida na sala de aula.

No Capitulo 7, rednimos as analises resultantes da aplicacao da sequéncia. Discuti-
mos o0 que observamos no comportamento dos estudantes, as estratégias que construiram,
as dificuldades que surgiram, o quanto conseguiram avancgar conceitualmente e como respon-
deram as metodologias propostas. Tratamos também das nossas préprias reflexdes enquanto
professores-pesquisadores, apontando aspectos que funcionaram bem e outros que exigem
reformulagdes.

Ao encerrar o trabalho, no Capitulo 8, apresentamos nossas consideragdes finais. Re-
tomamos os principais resultados, destacamos as contribuicdes da pesquisa para o ensino de
algebra e para a pratica docente, e indicamos os limites que encontramos ao longo do percurso.
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Também apontamos possibilidades importantes para futuros estudos, tanto para aprofundar ele-
mentos da sequéncia quanto para ampliar as discussdes sobre a aprendizagem algébrica no
Ensino Médio.

Ao longo desta dissertacao, falamos também do movimento que temos construido como
professores em sala de aula. Nao se trata apenas de um trabalho académico; para nos, € uma
tentativa real de romper com o modelo engessado de ensino da Algebra que vivenciamos e
que ainda encontramos em muitas escolas: carteiras enfileiradas, apostilas copiadas e pouco
espaco para que os estudantes pensem, testem e perguntem. Temos buscado ir na dire¢cao con-
traria. Queremos aulas mais vivas, nas quais os alunos participem, se movimentem e percebam
que a algebra pode ocupar um lugar concreto em suas préprias experiéncias.

Enquanto docentes, o PROFMAT nos ajudou significativamente nesse percurso. Ampli-
amos nossos conhecimentos matematicos e, sobretudo, ganhamos seguranga para olhar para
nossa pratica e ajustar o que ja nao fazia sentido. Ao longo do curso, fomos experimentando
novas propostas, compartilhando ideias com colegas professores, levando atividades diferentes
para a sala de aula e observando atentamente como os estudantes reagiam. Aos poucos, essas
tentativas foram se tornando parte do nosso modo de ensinar.

Pretendemos seguir nesse caminho. Acreditamos que a pesquisa em Educagdo Mate-
mética pode e deve dialogar com o que realizamos no cotidiano escolar. Temos interesse em
continuar estudando, produzindo e divulgando abordagens que aproximem os alunos da alge-
bra e a tornem menos distante, menos temida e mais convidativa. Se conseguirmos contribuir
para que mais professores encontrem caminhos possiveis e mais estudantes se sintam capa-
zes de aprender, ja teremos alcan¢cado um dos principais objetivos que nos mobilizaram neste
mestrado.
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2 ENTRE DESAFIOS E POSSIBILIDADES: O ENSINO DA ALGEBRA

Neste capitulo, buscamos discutir os principais desafios relacionados ao ensino e a
aprendizagem da algebra, com base em uma revisao da literatura recente e na anélise de docu-
mentos curriculares oficiais. Serdo apresentados 0s aspectos histoéricos e curriculares do ensino
da algebra, as principais dificuldades cognitivas e metodolégicas apontadas por professores e
pesquisadores, bem como possiveis caminhos para a transformacao da pratica pedagégica nas
escolas publicas.

2.1 Panorama historico e curricular da Algebra

A Matematica, como ciéncia formal, é composta por diversas areas de estudo que di-
alogam entre si e sustentam sua estrutura conceitual. Dentre elas, a algebra desempenha um
papel central, dada sua capacidade de representar padrdes, modelar situacdes e expressar
generalizagoes. Desde suas origens histéricas, a algebra esteve vinculada a resolucao de pro-
blemas cotidianos, como ja praticavam civilizagées antigas, como a babil6énica (1700 a.C.), que
utilizavam procedimentos mateméaticos para lidar com situagdes praticas (Boyer, 1974). Coelho
Joice Santos e Aguiar (2018) ressaltam que tais praticas ja evidenciavam formas embrionarias
de pensamento algébrico, o que reforca a importancia de contextualizar esse aspecto histoérico
no processo de ensino.

A evolugao da algebra ao longo da histéria revela diferentes modos de compreender os
nameros, as operacoes e as relacdes Matematicas estabelecidas entre grandezas. A chamada
algebra retorica, presente entre os gregos e os arabes, utilizava apenas palavras para descrever
procedimentos de resolugédo de problemas. Com o avang¢o do conhecimento matematico, espe-
cialmente apds as contribuicdes de Diofanto e, posteriormente, de al-Khwarizmi, deu-se inicio a
um processo gradual de simbolizagdo que transformou profundamente a forma como os objetos
algébricos passaram a ser tratados (Boyer, 1974). Ao longo desse percurso, a linguagem algé-
brica assumiu a funcdo de representar generalizacdes e de estabelecer propriedades validas
independentemente de casos particulares, um movimento que ampliou o carater abstrato da
Matematica.

Entretanto, a construcao da algebra que conhecemos foi tecida em muitos estagios,
ocorrendo inicialmente por meio de expressdes que eram redigidas em linguagem natural, etapa
essa conhecida como retérica. Posteriormente, surgiram formas abreviadas de escrita (fase sin-
copada) até que, com o tempo, estabeleceu-se um sistema de notagao simbdlica que tornou a
algebra uma linguagem concisa, poderosa e amplamente utilizada nas ciéncias e na tecnologia.

A partir do século XVI, com Viéte e o desenvolvimento da notagéao literal, consolidou-
se uma nova forma de pensar a algebra, na qual letras passaram a representar quantidades
desconhecidas e parametros, favorecendo o estudo de equagdes e relacdes gerais. Mais tarde,
as contribuicdes de Descartes expandiram esse escopo ao estabelecer vinculos entre algebra e
geometria, abrindo espago para uma linguagem universal capaz de expressar tanto fenGmenos
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algébricos quanto geométricos. Essa transicdo demarca o inicio da chamada algebra moderna,
na qual estruturas como grupos, anéis e corpos passaram a compor um corpo tedrico robusto,
que fundamenta grande parte da Matematica contemporéanea.

Contudo, essa sofisticacao da linguagem algébrica muitas vezes nao é devidamente
compreendida ou internalizada pelos estudantes da Educacao Béasica. Ainda é comum que a
algebra seja ensinada de forma fragmentada, com foco na manipulacao de letras e niumeros,
desvinculada de significados mais amplos, o que nao deveria ocorrer, ja que esta presente em
todas as etapas de ensino, desde a educacao infantil até o ensino médio. Sua importancia na
area da educacgao vai além do fato de oferecer ferramentas para generalizar padrées, modelar
situagdes, desenvolver raciocinio abstrato e resolver problemas em diversos contextos; esta
também na construgao de novas tecnologias, como aborda a Base Nacional Comum Curricular
Brasil (2018), segundo a qual isso ocorre por meio de processos que envolvem uma habilidade
adquirida durante o desenvolvimento das competéncias algébricas, denominada “pensamento
algébrico”.

Com essa reconfiguracdo conceitual, a algebra deixou de ser apenas uma técnica apli-
cada a resolucao de equagdes e passou a constituir-se como um campo epistémico voltado
ao estudo de estruturas e relagdes (Coelho; Aguiar, 2018). Entretanto, esse entendimento mais
amplo nem sempre se reflete nas praticas escolares atuais, que ainda tendem a enfatizar algo-
ritmos e manipulagdes simbdlicas em detrimento de processos de investigacao e generalizagao.
A propria historia da algebra evidencia que seu desenvolvimento ocorreu a partir de necessida-
des humanas e de praticas culturais, e ndo de regras prontas ou procedimentos memorizados,
o que reforga a urgéncia de uma abordagem que considere sua natureza formativa.

Embora a Brasil (2018) reconheca a algebra como uma unidade tematica presente ao
longo de toda a Educacdo Bésica, sua materializagdo curricular tende a fragmentar conceitos
e reduzir 0 pensamento algébrico a um componente operacional. Tal perspectiva ndo valoriza
adequadamente o percurso histérico desse campo e pode contribuir para que os estudantes
compreendam a algebra como um mero conjunto de técnicas descontextualizadas. Considerar
sua constituicao histérica, ao contrario, permite compreender por que a algebra é parte essen-
cial do desenvolvimento do raciocinio abstrato, da modelagem e da interpretacao de fendmenos
em multiplos campos do conhecimento.

2.2 Desafios e lacunas na aprendizagem dos estudantes

As dificuldades enfrentadas pelos estudantes ao aprender algebra nao estdo apenas
relacionadas a sua complexidade conceitual, mas também ao modo como esse contetudo é
tradicionalmente ensinado. Conforme discutido por Santos (2021), a auséncia de estratégias
metacognitivas por parte dos professores e a priorizagdo de aspectos formais em detrimento
dos significados prejudicam a aprendizagem efetiva. O autor destaca que a metacognicao (en-
tendida como a consciéncia e o controle dos préprios processos cognitivos) € uma competéncia
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fundamental para o professor que deseja aprimorar sua pratica pedagogica e promover uma
aprendizagem mais completa.

Além dessas dificuldades, observa-se que muitos alunos chegam ao Ensino Médio sem
compreender o papel das letras nas expressdes algébricas. Esse € um dos obstaculos concei-
tuais mais recorrentes na aprendizagem, uma vez que a letra pode assumir diferentes signifi-
cados, como variavel, incognita, parametro ou objeto generalizador (Graciani, 2020). Quando
essa polissemia nao é explorada de forma intencional, os estudantes tendem a atribuir as le-
tras interpretacdes equivocadas e rigidas, atreladas apenas a ideia de um desconhecido a ser
encontrado.

Autores como Ferreira (2003) e Figueira (2002) também reforcam a importancia da au-
torreflexdo docente no ensino da algebra, apontando que a capacidade de planejar, monitorar
e reavaliar as estratégias de ensino € decisiva para enfrentar as dificuldades dos alunos. As-
sim, promover o desenvolvimento metacognitivo do professor também é uma estratégia para
melhorar o desempenho dos estudantes.

Sabemos que a éalgebra exige dos alunos um elevado grau de abstragdo. Entretanto,
a transicao da aritmética concreta para o uso de letras que representam ndmeros exige uma
mudanca de paradigma, frequentemente desafiadora. Estudos como os de Blanton e Kaput
(2005) apontam que o pensamento algébrico envolve a capacidade de generalizar padroées,
estabelecer leis Matematicas e expressa-las de forma simbdlica:

Estudantes generalizam ideias Matematicas a partir de um conjunto
de casos particulares, estabelecem as generalizagées por meio de
um discurso argumentativo e expressam-nas de formas progressiva-
mente mais formais e adequadas a sua idade. (Blanton; Kaput, 2005,
p.413)

Outro aspecto critico esta na forma como a algebra é historicamente apresentada aos
estudantes: como um conteldo isolado, desconectado de situagdes reais e da propria atividade
humana. Bortolete, Guaranha e Oliveira (2022) evidenciam que o ensino tradicional, centrado
na manipulagao de simbolos, produz um afastamento dos sentidos que sustentam essa lingua-
gem Matematica. Os estudantes passam a resolver equagdes sem compreender 0 que elas
representam, distanciando-se da natureza conceitual do pensamento algébrico.

Essa dissociacao entre expressao simbdlica e significado também repercute em uma
perspectiva utilitarista do contetdo, como apontam Bortolete e Bicudo (2024). Ao atribuir a al-
gebra um carater extremamente pratico, ligado a resolu¢do mecéanica de problemas cotidianos,
perde-se de vista sua funcdo epistémica de investigacido, argumentacao e construgdo de mo-
delos. Essa reducgao contribui para a crenga, comum entre os estudantes, de que a algebra nao
tem relagdo com o modo como pensam e agem no mundo.

Quando essa transicao (da aritmética operacional para o pensamento algébrico, mar-
cado pela generalizacdo e atribuicao de significado aos simbolos) nédo é realizada com o de-
vido suporte pedagogico, os estudantes tendem a memorizar procedimentos sem compreensao
conceitual. Essa dificuldade é agravada quando os materiais didaticos introduzem simbolos e
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expressdes sem uma base conceitual sélida, deixando de lado aspectos como regularidade,
generalizacao e relacionamento entre grandezas.

Em muitos casos, 0 processo de ensino ndo permite que os alunos percebam regu-
laridades e construam generalizagdes de forma gradual. Como destacam Graciani (2020), a
apresentacdo da algebra na maioria dos livros didaticos ocorre de maneira abrupta, com institu-
cionalizagoes rapidas e pouca exploracdo de significados. Quando ndo ha espaco para formular
conjecturas e justificar ideias, 0 pensamento algébrico deixa de emergir como pratica investiga-
tiva e passa a ser compreendido como mera sucessao de procedimentos a memorizar.

Segundo Boaler (2014), essa antecipagao do fracasso pode gerar retragao, afetando o
engajamento dos alunos nos conteldos. Tais desafios exigem que o professor assuma um papel
ativo na mediagao da aprendizagem, promovendo ambientes mais acolhedores e metodologias
que valorizem o erro como parte do processo de construgdo do conhecimento.

Nesse cenario, muitos estudantes desenvolvem um bloqueio socioemocional em relagao
a algebra, acreditando que ela pertence apenas aqueles que “nascem com facilidade” para a
Matematica. Bortolete e Bicudo (2024) alertam que tal percepgao é reforgcada quando o ensino
nao possibilita a construcao de sentidos e quando o erro é tratado como sinal de fracasso, e nao
como parte constitutiva da aprendizagem. Portanto, superar essas lacunas demanda praticas
pedagdgicas que valorizem a argumentagdo, a modelagem e a progressiva formalizacdo das
ideias, permitindo que os estudantes compreendam que a algebra é resultado de uma atividade
humana historicamente construida e acessivel a todos.

2.3 Documentos oficiais, formacdo docente e implicacdes para o ensino da Algebra

A compreensdao das dificuldades enfrentadas no ensino e na aprendizagem de algebra
exige um olhar atento as politicas curriculares e a atuagdo docente em sala de aula. Os docu-
mentos oficiais, ao definirem orientacdes e expectativas de aprendizagem, influenciam direta-
mente as praticas pedagogicas e a organizagdo dos conteudos que chegam aos estudantes.
No entanto, quando tais diretrizes ndo apresentam clareza conceitual ou acabam por restringir
o papel da Matematica a uma visao tecnicista, limitam também a autonomia e as possibilida-
des formativas dos professores. Nesse cenario, torna-se essencial analisar como a BNCC e
outros documentos normativos abordam o pensamento algébrico, bem como compreender os
impactos dessa abordagem nas praticas pedagdgicas e na formacao dos estudantes, de modo
a indicar caminhos para uma ressignificagao da algebra no contexto escolar.

2.3.1 Limitagdes curriculares e politicas educacionais

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) reconhece a algebra como uma das cinco
unidades tematicas da Matematica e a apresenta como central para o desenvolvimento de com-
peténcias fundamentais ao longo da Educacao Basica. Contudo, uma leitura mais atenta do
documento evidencia limitagdes conceituais: embora o pensamento algébrico seja mencionado
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diversas vezes, ele ndo é claramente definido. Em muitos trechos, é reduzido a um "tipo es-
pecial de pensamento"voltado a identificacdo de padrdes e a resolugdo de equacgdes, o que
enfraquece suas dimensodes investigativas e conceituais (Bortolete; Bicudo, 2024). Essa simpli-
ficacdo acaba comprometendo o potencial formativo da algebra como campo de construgcédo de
significados e de raciocinio abstrato.

Embora a BNCC reconheca o papel da argumentacao légica e da incerteza como ele-
mentos constituintes do pensamento matematico, ela falha em sustentar essa amplitude nas
descricoes préaticas de habilidades e competéncias. Segundo Bortolete e Bicudo (2024), o do-
cumento adota uma perspectiva tecnicista, priorizando algoritmos e representagdes simbdlicas
em detrimento da compreensao profunda dos conceitos envolvidos. O pensamento algébrico
é frequentemente apresentado como uma habilidade operacional, conectada ao pensamento
computacional, o que pode levar ao esvaziamento do sentido da &lgebra enquanto linguagem e
forma cultural de expressao (Bortolete; Bicudo, 2024). Essa critica converge com Vieira (2024),
que alerta para os riscos de que o ensino da algebra se resuma a regras e férmulas sem signi-
ficado para os estudantes.

Apesar desse discurso normativo, a BNCC permanece alinhada a uma légica de orga-
nizacao curricular fragmentada, na qual a algebra aparece como etapa a ser alcancada apenas
apds o dominio aritmético. No entanto, como defendem Bortolete, Guaranha e Oliveira (2022),
essa visao sequencial desconsidera que o pensamento algébrico pode e deve se desenvolver
desde os anos iniciais, por meio da observacdo de padrdes e generalizagdes que emergem
em situagdes reais de aprendizagem. Ao manter estruturas rigidas e desvinculadas do con-
texto formativo, 0 documento restringe as possibilidades de construgédo progressiva das ideias
algébricas pelos estudantes.

Outra lacuna importante da BNCC diz respeito a compreensao epistemoldgica da alge-
bra. Conforme destacam Miguel, Fiorentini e Miorim (1992), a algebra escolar deve assumir o
papel de mediacao entre diferentes formas de pensar matematicamente, especialmente no que
se refere a generalizacao e ao estudo de relagdes. Quando reduzida ao adestramento simbélico,
perde-se a dimensao formativa que, historicamente, constituiu esse campo do conhecimento. A
forma como a BNCC trata o pensamento algébrico também revela uma compreenséo limitada da
linguagem Matematica. Radford (2010) argumenta que o pensamento algébrico envolve gestos,
artefatos, linguagem e cultura, produzindo modos particulares de significar. Ao ndo contemplar
essas idealidades e ao priorizar modelos utilitaristas, 0 documento desconsidera que aprender
algebra é aprender uma maneira de interpretar o mundo e de expressar raciocinios. (Coelho;
Aguiar, 2018)

Além disso, conforme apontam Lins e Gimenez (2001), a transi¢cdo da aritmética para a
algebra exige que o estudante mobilize novos registros de significacao, o que requer um trabalho
sistematico de mediacao por parte do professor. Quando o curriculo atribui a algebra apenas
um carater procedural, sem assegurar condi¢ées para a producao de significados, tende-se a
reforgar lacunas na aprendizagem e a fragilizar o desenvolvimento do pensamento algébrico.
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Segundo os Parametros Curriculares Nacionais e os Guias do PNLD, os materiais dida-
ticos devem apresentar conteudos de forma articulada, permitindo ao estudante perceber que
0s conhecimentos matematicos nao sao isolados em campos estanques (Brasil, 2002; Brasil,
1997b; Brasil, 1997a). No entanto, como destacam Neto e Demarchi (2022), nem todos os ma-
teriais seguem essa diretriz de forma consistente. Esse dado reforga a necessidade de maior
cuidado na elaboragao dos materiais didaticos, que devem estar alinhados aos objetivos forma-
tivos da BNCC e as competéncias esperadas para cada etapa de ensino.

A andlise do texto da BNCC revela, portanto, uma dicotomia entre o discurso inicial,
que valoriza a Matematica como campo formativo, e as orientagdes pedagdgicas efetivamente
propostas. Embora a algebra seja apresentada como mediadora da compreensao de fendmenos
e relagdes entre grandezas, a maneira como o pensamento algébrico é operacionalizado no
curriculo tende a privilegiar sua aplicabilidade em detrimento da reflexdo conceitual. Para que
se cumpra o propoésito formativo do ensino matematico, € necessario, como afirmam Neto e
Demarchi (2022), que os materiais didaticos e as préaticas docentes avancem para além do
tecnicismo e considerem a historicidade e a natureza epistémica da algebra. (Brasil, 2018)

Bortolete e Bicudo (2024) realizam uma analise critica das potencialidades e fragilida-
des do pensamento algébrico na BNCC, evidenciando que o documento estrutura o ensino em
unidades tematicas, incluindo algebra, mas n&o define claramente esse pensamento. Sua con-
cepcao privilegia modelos e simbolos, sem aprofundar as idealidades, as origens e os modos
préprios de raciocinio, o que reforca uma visao utilitarista da disciplina (Bortolete; Bicudo, 2024,
p. 19). A compreensao da algebra apenas como um meio de resolver problemas cotidianos
empobrece sua natureza. O ensino deve resgatar sua dimensao formadora, explorando os sen-
tidos expressos por sua linguagem e simbologia (Bortolete; Bicudo, 2024; Bortolete; Guaranha;
Oliveira, 2022).

2.3.2 Impactos na pratica docente e limitacées pedagdgicas

Diversos estudos apontam que o ensino de algebra ainda é marcado por abordagens
excessivamente técnicas e desprovidas de significado conceitual, o que compromete a constru-
¢ao do pensamento algébrico desde os anos finais do Ensino Fundamental. A trajetéria histérica
desse ensino no Brasil demonstra uma forte influéncia de modelos tradicionais e reprodutivos,
nos quais o foco recai sobre a manipulacao de simbolos e a resolucao de equacgdes, sem arti-
culacdo com contextos reais ou aplicacoes significativas. Como evidenciado por Araujo (2008),
a aprendizagem da algebra foi, durante muito tempo, reduzida a aplicagao de algoritmos e de
transformacdes formais, desconectadas da logica e da fungao social do conhecimento matema-
tico.

Nesse mesmo sentido, Coelho e Aguiar (2018) afirmam que o ensino tradicional da alge-
bra, centrado na resolugédo de equacdes e na memorizacao de regras, muitas vezes negligencia
o desenvolvimento do pensamento l6gico-abstrato. Para os autores, essa limitacdo compromete
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a formacao de estudantes autdnomos e criticos, capazes de utilizar a algebra como ferramenta
para interpretar e modelar situagées do cotidiano.

Além das dificuldades inerentes a linguagem algébrica, muitas vezes as fragilidades es-
tdo na prépria estrutura do material didatico utilizado nas escolas publicas. Segundo Neto e
Demarchi (2022), mesmo com a presencga da algebra nos livros didaticos, sua abordagem nem
sempre favorece a construcao sélida do pensamento algébrico, pois ha lacunas em sua constru-
cao, em particular na apresentacdo dos conceitos iniciais da algebra para a institucionalizacao
desse saber matematico (Neto; Demarchi, 2022, p. 93).

Um dos aspectos apontados pelos autores é a auséncia de uma distingao clara entre
os conceitos de variavel e de incognita, 0 que pode gerar confusao nos anos posteriores. Es-
sas observagdes sao cruciais para o Ensino Médio, pois os alunos chegam a essa etapa com
lacunas importantes, o que compromete 0 avango em topicos mais complexos, como fungdes,
equacdes do 2° grau e sistemas lineares. A formacao docente, nesse contexto, precisa oferecer
ferramentas tedricas e praticas para enfrentar essas defasagens com intencionalidade pedagé-
gica.

Estudos recentes também apontam que o0s erros recorrentes na aprendizagem da al-
gebra ndo se restringem a falhas operatérias, mas estdo enraizados em uma compreensao
superficial do préprio conteddo. De acordo com Gorini (2021), muitos estudantes enfrentam
dificuldades significativas na transicao da aritmética para a algebra, especialmente na inter-
pretacao e na construgdo de expressodes algébricas. Essas dificuldades estdo associadas nao
apenas a lacunas conceituais, mas também a fatores emocionais, como o sentimento de inca-
pacidade e a crenga de que a Matematica € um privilégio de poucos. A autora ressalta que o
ambiente familiar e social frequentemente reforca essa percepcéo negativa, contribuindo para
um bloqueio afetivo em relagdo a disciplina de Mateméatica. Dessa forma, a aprendizagem da
algebra ndo é apenas um desafio cognitivo, mas também psicolégico, exigindo do professor um
olhar atento as condicdes subjetivas que afetam o desempenho dos alunos.

Neste cenario, os livros didaticos, principal recurso pedagdgico em muitas escolas, fre-
quentemente ndo contribuem para superar tais obstaculos, como afirma Gil (2008), pois, em
grande parte das instituicoes, predominam atividades mecéanicas, sem conexao com situacdes
reais ou que favorecam a problematizacao. Santos (2007) também observa que a forma como
a algebra é tratada nos materiais didaticos influencia diretamente as dificuldades enfrentadas
pelos estudantes.

De acordo com Santos (2021), embora haja diretrizes que valorizem o desenvolvimento
do pensamento algébrico desde os primeiros anos escolares, na préatica, ainda prevalece o en-
sino voltado para a mecanizagao de procedimentos. De modo semelhante, Neto e Demarchi
(2022) apontam que praticas que vinculam a algebra a situagdes concretas tendem a ser mais
bem recebidas pelos alunos, pois a abordagem por meio de situacées-problema contextualiza-
das estimula a curiosidade e favorece a construgao de sentido.

Para promover uma mudanca efetiva na algebra do ensino basico, Gorini (2021) defende
o uso de metodologias ludicas e de recursos tecnolégicos que favorecam a construgao ativa do
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conhecimento. Em sua pesquisa, a autora desenvolveu e aplicou atividades com jogos matema-
ticos e softwares educativos, os quais demonstraram resultados positivos no engajamento e na
superagao das dificuldades conceituais dos alunos. Sendo assim, as dificuldades no ensino da
algebra podem ser superadas por meio da adocéo de praticas pedagdgicas inovadoras. O uso
de tecnologias digitais, jogos matematicos, projetos interdisciplinares e metodologias investiga-
tivas € um caminho promissor. E imprescindivel que o professor assuma o papel de mediador
do conhecimento, organizando situacoes didaticas que favorecam a construcao do pensamento
algébrico Neto e Demarchi (2022).

Nesse sentido, € fundamental que os professores tenham acesso a formagao continu-
ada, a materiais de qualidade e a espacos para a reflexdo sobre sua pratica. Somente as-
sim sera possivel transformar o ensino da algebra em uma experiéncia diferente da que vem
ocorrendo nas Ultimas décadas. As contribuicoes de autores como Blanton e Kaput (2005), re-
tomadas por Coelho e Aguiar (2018), apontam para a importancia de desenvolver atividades
que favoregcam o pensamento algébrico desde os primeiros anos da escolaridade. Isso exige do
professor um olhar mais atento aos processos cognitivos envolvidos na aprendizagem e a capa-
cidade de conectar os saberes matematicos as experiéncias dos alunos. Araujo (2008) sugere
que a formacéo inicial e continuada de professores deve contemplar essas dimensdes, promo-
vendo uma pratica pedagégica que va além da repeticdo de férmulas e algoritmos. De acordo
com Gorini (2021), o mapeamento dos erros mais frequentes cometidos pelos alunos pode ser
um ponto de partida estratégico para o planejamento docente.

Diante dessas lacunas e da necessidade de ir além do ensino tradicional e tecnicista,
nossa pesquisa propde a Educacdo Matematica Realistica (RME) como um referencial tedrico
capaz de oferecer caminhos pedagdgicos para ressignificar o ensino da algebra e fortalecer sua
dimenséo conceitual e formativa. Em vez de seguir apenas as recomendacées da Brasil (2018),
a RME orienta 0 docente a construir ambientes de aprendizagem nos quais o0 estudante nao
apenas manipule simbolos, mas também produza significados, articulando o pensamento infor-
mal a formalizacao. Este é o ponto de partida de nossa metodologia, que busca, em esséncia,
dar vida e propésito a algebra no Ensino Médio, promovendo uma aprendizagem contextuali-
zada e reflexiva.

Assim, torna-se necessario repensar o ensino da algebra para além das prescricoes
curriculares, investindo em propostas que promovam a construcdo de significados. A Educa-
cdo Matematica Realistica apresenta-se, assim, como um referencial tedrico promissor, pois
considera a Matematica como uma atividade humana e valoriza a matematizagao progressiva,
aproximando os estudantes de modelos conceituais enquanto ampliam sua capacidade de abs-
tracdo (Freudenthal, 1973a). Ao adotarmos essa perspectiva na elaboragdo de uma sequéncia
didatica para o Ensino Médio, buscamos possibilitar caminhos para ressignificar o papel da
algebra na experiéncia escolar, favorecendo uma aprendizagem que seja, a0 mesmo tempo,
conceitual, contextualizada e formadora.

Com esse propésito, no Capitulo 3, desenvolvemos uma abordagem sistematica da al-
gebra do Ensino Médio, voltada a compreensao de matrizes, suas operacoes e propriedades,
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bem como das estruturas formais que as fundamentam. Em seguida, no Capitulo 4, aprofunda-
remos a teoria que alicerga nossa proposta, a RME, que servira de lente para a elaboragéo e
analise da sequéncia didatica.
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3 CONCEITOS ESSENCIAIS DE ALGEBRA PARA O ENSINO MEDIO

No capitulo anterior, ap6s discutirmos os desafios do ensino de algebra no Brasil, apre-
sentamos a Educacao Matematica Realistica (RME) como um referencial capaz de ressignificar
esse ensino, sobretudo ao enfatizar a construgao de significados. Para concretizar essa pers-
pectiva e orientar a intervengao pedagdgica, que sera detalhada posteriormente, com foco no
estudo de matrizes, € necessario, neste momento, estabelecer as bases conceituais do con-
tetdo algébrico a ser explorado.

Embora a RME seja proposta para que o ensino parta de contextos realisticos, a sis-
tematizacdo dos conceitos fundamentais a seguir ndo apenas sustenta o conteddo da nossa
Sequéncia Didatica, mas também expressa a profundidade e o rigor que buscamos desenvolver
nos estudantes. Trata-se, assim, de uma preparagao indispensavel para que o docente con-
duza a jornada de matematizacao que propomos. Este capitulo organiza, portanto, os principais
conhecimentos sobre matrizes, suas operacdes e propriedades, de acordo com 0 escopo do

ensino médio.

3.1 Fundamentos da Aritmética e da Algebra

A algebra constitui uma linguagem universal para expressar, generalizar, resolver proble-
mas e representar padrées. Sua importancia vai além das aplicagdes Matematicas, abrangendo
diversas areas do conhecimento, como a ciéncia da computagao, a engenharia, a fisica e até
mesmo as ciéncias sociais. Essas aplicacdes vao desde modelos e formulacdes tedricas até
ferramentas praticas, como na criptografia € na teoria dos cédigos.

Nos primeiros anos da escolarizacdo, os estudantes séo introduzidos as operagdes arit-
méticas fundamentais sobre os niumeros naturais (adigao, subtracdo, multiplicacdo e divisao)
que associam dois niumeros a um terceiro, de acordo com regras especificas. Nem todas es-
sas operagdes sao, entretanto, sempre validas no conjunto dos numeros naturais. Por exemplo,
5 — 8 ndo pertence a N, e 0 mesmo ocorre com fragées como % 0 que mostra que determina-
das operacdes nao sao fechadas nesse conjunto. Essa constatacdo conduz a necessidade de
ampliar os conjuntos numéricos, incorporando outros, como, por exemplo, os inteiros, racionais,
reais e complexos, cada um preservando ou estendendo novas propriedades. No estudo das
operaclOes aritméticas, é fundamental que os estudantes compreendam que as propriedades
associadas a essas operacgdes garantem consisténcia e estrutura ao raciocinio matematico.

Essas propriedades constituem a base para que os alunos compreendam que as ope-
racbes Matematicas ndo sao apenas procedimentos mecénicos, mas também seguem regras
gerais. Durante as préticas, ao perceberem essa regularidade, os estudantes conseguem transi-
tar naturalmente da manipulagdo de nimeros para a de simbolos e estruturas mais complexas,
como expressoes algébricas e, especificamente no Ensino Médio, matrizes. Nesse processo,
passam também a reconhecer como as propriedades aritméticas se manifestam no contexto
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matricial; algumas sdo mantidas, outras adaptadas, o que torna explicitos os conceitos funda-
mentais da algebra.

Este capitulo apresenta, portanto, os conceitos centrais de algebra e de matrizes volta-
dos ao ensino médio, abordando suas operacgdes, tipos, propriedades e aplicagcbes. O objetivo é
oferecer uma base sélida para que professores e alunos realizem corretamente opera¢des com
matrizes e compreendam seu papel em contextos praticos, como na resolugao de sistemas li-
neares € na codificacdo de mensagens. Além disso, propde uma reflexao sobre o pensamento
algébrico, destacando que as estruturas Matematicas, mesmo que abstratas, tém impacto direto
nas tecnologias do cotidiano, como a seguranca digital e a criptografia (fundamentos que serédo
explorados no préximo capitulo), por meio de atividades praticas e de uma sequéncia didatica.

3.2 Definicao de Matriz

O estudo das matrizes no Ensino Médio representa um marco importante no desenvol-
vimento do pensamento algébrico, pois amplia a nogao de organizacdo, representacao e ma-
nipulagéo de informag¢des numéricas. Além disso, permite uma conexao direta entre conceitos
algébricos e aplicacdes reais, tornando a aprendizagem mais significativa para os estudantes.

As matrizes podem ser compreendidas como tabelas organizadas de elementos, dis-
postos em linhas e colunas. Essa organizacao permite representar e relacionar dados de forma
mais estruturada. Por exemplo, ao coletar dados referentes ao niumero de irmaos, a idade e
ao numero de pessoas que vivem na mesma residéncia em uma turma formada por 6 alunos,
podemos organiza-los em forma de uma tabela:

Tabela 1 — Organizacao de dados em linhas e colunas

Aluno Idade (anos) Numero de irmaos Pessoas na casa
1 16 2 4
2 15 1 3
3 16 3 5
4 17 0 2
5 15 2 4
6 16 1 3

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Ao abstrair os significados das linhas e colunas, obtemos uma matriz A de 6 linhas e 3
colunas; dizemos que ela tem tamanho 6 x 3. De forma geral, toda matriz pode ser organizada
em linhas e colunas em um formato m X n onde m indica o nimero de linhas e n 0 nimero de

colunas: ) )
16 2 4
15 1 3
1
. 6 3 5
17 0 2
15 2 4
16 1 3

- - 6x3
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Transformar uma tabela de dados em uma matriz é um passo fundamental para organi-
zar as informag6es de forma sistematica, especialmente quando lidamos com diversas variaveis
ou um grande nimero de observagdes. Denotamos uma matriz genérica por A = (a;;)mxn, €M
que m representa o niumero de linhas e n 0 nimero de colunas.

13 Qa2 apz -+ Qin
21 Q22 Q23 -+ Q2p
Amxn = as1 Q32 Aazz - A3p
Am1 Am2 Qm3 - Qmp

Exemplo 1. A seguinte matriz A é 2 x 3, pois possui 2 linhas e 3 colunas, ou seja, m=2 e n=3.

2 5 -1
03 4

A:

As matrizes podem ser compostas por nimeros reais ou por quaisquer outros elemen-
tos, como polinémios e fungdes, conforme o contexto. Em geral, utilizam-se letras maiusculas
para denotar matrizes e, quando quisermos especificar a ordem de uma matriz A, isto é, o
numero de linhas e colunas, usaremos a notagcdo A,,»,. Nao obstante, as matrizes nesta dis-
sertacdo serdo apresentadas entre colchetes, embora também possam ser representadas entre
parénteses:

2 5 —1
0 3 4

A partir dessa estrutura geral, diferentes configuracées podem surgir, dependendo da
quantidade de linhas, colunas e dos elementos que as compdem. Tais caracteristicas conferem
propriedades especificas as matrizes, tornando-as Uteis em diversos contextos da Matematica.
Por exemplo, em computagdo, matrizes linha e coluna sdo usadas para representar vetores;
ja as matrizes quadradas aparecem com frequéncia em contextos de geometria, estatistica e
criptografia. A seguir, sdo explorados alguns desses tipos fundamentais.

3.2.1 Tipos Especiais de Matrizes

Ao ensinar matrizes, é necessario observar que existem algumas que, seja pela quanti-
dade de linhas e colunas, seja pela natureza de seus elementos, possuem propriedades que as

diferenciam de uma matriz qualquer.

+ Matriz linha: possui apenas uma linha
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Exemplo 2.
L=[47 2 5.
Matriz coluna: possui apenas uma coluna

Exemplo 3.

Matriz quadrada: tem o mesmo numero de linhas e colunas (m = n)

Exemplo 4.
1 0 2
Q=|-3 4 5
6 —1 2

Matriz identidade: denotada por /,,, uma matriz quadrada com 1 na diagonal principal
e 0 nos demais elementos.

Exemplo 5.
1 00

Ii=10 1 0
00 1

Matriz nula: denotada por O, uma matriz com todos os elementos iguais a zero

Exemplo 6.
0 00

000

02><3 =

Matriz diagonal: uma matriz quadrada em que todos os elementos fora da diagonal
principal séo nulos

Exemplo 7.
3 0 0
D=10 -2 0
0 0 5

Matriz triangular superior: uma matriz quadrada em que todos os elementos abaixo
da diagonal principal sdo nulos
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Exemplo 8.
1 2 3

U=10 4 5
0 0 6

« Matriz triangular inferior: uma matriz quadrada na qual todos os elementos acima da
diagonal principal séo nulos

Exemplo 9.
7 00
L=12 30
-1 4 5

Além dessas matrizes, existem outros tipos de matrizes, como, por exemplo, escalares,
simétricas, anti-simétricas, ortogonais, idempotentes, inversiveis, singulares, esparsas, cheias,
de postos completos, degeneradas, por blocos, entre outras.

Uma vez compreendidos os diferentes tipos de matrizes, é natural que os estudantes
perguntem como podemos compara-las. A nog¢ao de igualdade entre matrizes surge, portanto,
como um conceito fundamental. Ela garante que duas representagdes sejam equivalentes nao
apenas em forma, mas também em conteldo. Esse principio é especialmente til em contextos
de resolugdo de problemas, nos quais a comparacao de resultados é feita elemento a elemento.

3.2.2 Igualdade de Matrizes

A igualdade entre matrizes € definida de forma elemento a elemento: duas matrizes
A = [a;;] e B = [b;;] de mesma ordem sao iguais A = B se, e somente se, todos os elementos
correspondentes forem iguais, isto é, a,; = b;; para todo 7,j.

Exemplo 10.

A= , B=

Como A e B tém a mesma ordem e os mesmos elementos, A = B.

O conceito de igualdade também revela a riqueza do estudo das matrizes: nao se trata
apenas de verificar nimeros, mas de reconhecer padroes e rela¢des entre varidveis. Ao resolver
sistemas de equacgdes por meio da comparacao de elementos correspondentes, por exemplo, é
possivel transformar problemas algébricos abstratos em situagcées mais organizadas e visuais.
Essa transicdo ilustra como as matrizes podem servir de ponte entre a Aritmética e a Algebra,
ampliando as possibilidades de interpretacdo e analise.
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Exemplo 11. Considerando, por exemplo, a sequinte igualdade:

20+1 3y—4| 7 y+2
2 5 1 |2:-1 5
podemos concluir que:
20+1=7
y—4=y+2
z=2z-—1
5=5

3.3 Lei de Formacao de uma Matriz

Compreender a igualdade entre matrizes € um passo fundamental para interpretar re-
lacbes entre grandezas e resolver problemas que envolvem multiplas variaveis de forma orga-
nizada. O préximo avango consiste em definir estruturas matriciais a partir de regras gerais,
ou seja, por meio de leis de formagao, o que aproxima o aluno da generalizacdo algébrica ca-
racteristica do Ensino Médio. A lei de formagdo das matrizes a seguir nos permite definir os
elementos de uma matriz a partir de férmulas que envolvem os indices de linha e coluna, am-
pliando as possibilidades de construcdo e de andlise dessas estruturas.

Uma matriz pode ser definida por meio de uma lei de formacao, ou seja, uma expressao
que determina os elementos a;; a partir dos indices i e j.

Exemplo 12. Considere A = (a;j)3x3 uma matriz definida por a;; = i+ j, paratodoi,j = 1,2,3:
2 3 4

A=13 4 5
4 5 6

Exemplo 13. Seja B = (b;;)3x2, uma matriz dada por b;; = 2i — j, para todoi = 1,2,3 e
j=12:



38

Apo6s identificar diferentes tipos de matrizes e compreender como compara-las, o pré-
ximo passo é analisar as operagbes que podem ser realizadas com elas. Essas operacoes
generalizam propriedades numéricas para uma estrutura ampliada, reforgando a ideia de que a
algebra trabalha com objetos e regras que transcendem os ndmeros naturais e reais.

3.4 Operacoes com Matrizes

O estudo das matrizes nao se resume apenas a sua definicao estrutural, mas também
as operacdes que podem ser realizadas entre elas. De acordo com Boldrini et al. (1986), ao
utilizar matrizes, surge naturalmente a necessidade de realizar certas operagdes, como, por
exemplo, a produgdo em uma plantagédo, o valor dos produtos e as vitaminas presentes em
alimentos. Assim como acontece com 0s numeros reais, podemos somar, subtrair, multiplicar
por um numero (escalar) ou multiplicar duas matrizes entre si. Cada uma dessas operacdes
possui regras préprias que devem ser compreendidas para evitar erros e para que o aluno
perceba a utilidade das matrizes na resolucéo de problemas. Entre as operacdes mais comuns,
destacam-se a adicao, a subtracdo, a multiplicacao por escalar, a multiplicagdo entre matrizes
e o calculo da matriz transposta.

3.4.1 Adigao e Subtracdo de Matrizes

Por definicdo, para que duas matrizes possam ser somadas ou subtraidas, é necessério
que tenham a mesma ordem, isto €, 0 mesmo numero de linhas e colunas. Na soma de matri-
zes, cada elemento da primeira matriz € somado ao elemento que ocupa a mesma posi¢cao na
segunda matriz. Sendo assim, dadas duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn de mesma
ordem, define-se a matriz C' = A + B como a matriz de mesma ordem m X n cujos elementos

sdo obtidos pela soma dos elementos correspondentes de A e B, isto &,

Cij:aij—i—bi]’, parai:1,2,...,mej:1,2,...,n.

De modo anélogo, a subtragcdo D = A — B é definida por:
dij:aij—b,»j, parai:1,2,...,mej:1,2,...,n.

Exemplo 14. Sejam

2 -1 3 I 0 -2
A= , B= ,
0 4 5 3 -1 4
entao, _ }
3 -1 1 I -1 5
A+ B = , A—B=
3 3 9 -3 5 1
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Essa interpretacao algébrica fortalece a compreensao de que matrizes podem represen-
tar informacgdes de forma organizada no cotidiano, e a soma e a subtragdo tornam-se ferramen-
tas naturais para combinar ou comparar dados.

Exemplo 15. Situacdo—Problema: Soma de Matrizes — Suponha que, em uma sala de aula
com 4 alunos, queiramos registrar, em dois dias diferentes, a quantidade de cadernos e lapis

que cada aluno possui. Podemos organizar esses dados em duas tabelas, conforme a seguir:

Tabela 2 — Materiais utilizados pelos alunos no dia 1
Aluno Cadernos Lapis

1 2 5
2 3 4
3 1 2
4 4 3

Fonte: Elaboracao proépria (2025).

Tabela 3 — Materiais utilizados pelos alunos no dia 2
Aluno Cadernos Lapis

1 1 2
2 2 3
3 2 1
4 1 4

Fonte: Ebaloracéao proépria (2025).

Transformando essas tabelas em matrizes, temos entio:

=~ = W N
W DN = Ot

=N N =
= W N

Sendo assim, a soma das matrizes representa a quantidade total de materiais nos dois

dias: -~ _ ~ _
241 542 37
3+2 443 5 7
1+2 241 3 3
441 3414 5 7

A matriz resultante A + B nos mostra, de forma organizada, o total de cadernos e lapis
de cada aluno, considerando ambos os dias.

Essa operagao € bastante direta e ajuda os alunos a se familiarizarem com o conceito
de matrizes. Ao usar exemplos numéricos simples em sala de aula, os estudantes percebem
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que somar matrizes funciona de maneira semelhante a soma de nimeros reais, o que facilita, a
partir dai, a compreensao das operagdes em estruturas maiores e mais complexas.

Ap6s compreender a soma e a subtracdo de matrizes, é importante reconhecer que
também podemos alterar proporcionalmente seus valores, mantendo sua organizacao estrutu-
ral. Surge, entdo, a multiplicacdo de uma matriz por um nimero real.

3.4.2 Multiplicagédo de uma Matriz por um Escalar

Outra operacdo que envolve matrizes é a multiplicagdo por um namero real (escalar).
Nesse caso, cada elemento da matriz € multiplicado por esse numero. Trata-se de uma forma
de ampliar ou reduzir proporcionalmente os valores da matriz. Dada uma matriz A = (a;)mxn
e um numero real k, define-se:
k-A=(k-aij)mxn-

Exemplo 16. Seja

temos entao

-3 12

Exemplo 17. Situacdo—problema: Produto de Matriz por Escalar — Uma confeitaria produz
diariamente diferentes tipos de doces, como brigadeiros, beijinhos e cajuzinhos. Durante uma
semana, a produgdo de uma das turmas é registrada na tabela abaixo, mostrando a quantidade
de doces produzidos em cada dia (segunda a quarta-feira):

Tabela 4 — Produc¢ao de doces na semana

Doce/Dia Segunda Terca Quarta
Brigadeiro 10 12 15
Beijinho 8 9 7
Cajuzinho 5 6 4

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

A confeitaria decidiu dobrar a producdo da semana seguinte. Para isso, multiplicamos
toda a matriz de produgéo por 2. Denotando a matriz de produgao por

10 12 15
P=18 9 7],
5 6 4
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temos:
10 12 15 20 24 30
2-P=2-18 9 7|=116 18 14
5 6 4 10 12 8

Observamos que cada elemento da matriz foi multiplicado por 2, o que representa a du-
plicacdo da producao de cada tipo de doce em cada dia. Essas operagdes sao fundamentais na
criptografia e na modelagem Matematica, pois muitas vezes precisamos “ajustar” os valores de
uma matriz sem alterar sua estrutura, como, por exemplo, seu tamanho. Entretanto, existem situ-
acOes em que combinar dados ou relagdes exige mais do que apenas ajustar ou somar valores:
é necessario integrar informagées de naturezas distintas. E nesse contexto que a multiplicagéo
de matrizes se torna essencial.

3.4.3 Multiplicacao de Matrizes

Outra operacao fundamental na algebra linear, que funciona de forma diferente da soma
e da subtracao, é a multiplicagdo de matrizes. Em vez de combinar elementos que ocupam a
mesma posicao, essa operacao envolve as linhas da primeira matriz e as colunas da segunda.
sejam duas matrizes
A= (aij)mxn e B= (bij)nxm

o produto de AB é a matriz C' = AB = (¢;j)mxp, CUjos elementos sdo dados por

n
Cij = E appbrj, 1=1,....m, j=1,...,p.
k=1

Observa-se que o produto s6 pode ser efetuado se o numero de colunas da primeira
matriz for igual ao numero de linhas da segunda, ou seja, n. Além disso, cada elemento c¢;;
da matriz produto é obtido multiplicando os elementos da ¢-ésima linha de A pelos elementos
correspondentes da j-ésima coluna de B e somando os produtos. (Boldrini et al., 1986). A
multiplicacao de matrizes, de fato, exige uma atengao redobrada, pois nao é realizada elemento
a elemento. O resultado é obtido ao combinar as linhas da primeira matriz com as colunas da
segunda, o que costuma ser um desafio inicial para os alunos.

Exemplo 18. Sejam

1 2 4 —1
A= , B=
0 3 2 5
Entao
1-442-2 1-(-1)+2-5 8 9

AB = =
0-443-2 0-(=1)+3-5 6 15
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Neste exemplo, observamos que cada elemento do produto é obtido pela combinagao
das linhas de A com as colunas de B, o que evidencia a regra de multiplicacdo de matrizes.
Esse mecanismo torna a multiplicacdo de matrizes uma ferramenta para relacionar dados de
naturezas distintas. O exemplo a seguir ilustra um caso de aplicacdo em que a multiplicacao de
matrizes surge ao combinar informagdes de naturezas distintas.

Exemplo 19. Situacado-problema: Vendas de produtos — Uma loja vende trés produtos

Py, P,, P3. Em uma semana, dois vendedores registraram as seguintes quantidades vendidas:

10 5 8
6 9 7

Y

em que a primeira linha corresponde ao vendedor 1 e a segunda linha ao vendedor 2. O pre¢o
em reais de cada produto é dado pela matriz coluna:

20

30

Multiplicando as matrizes () e P, obtemos:

20
10 5 8 10-20+5-154+8-30 475
6 9 7 6-20+9-15+7-30 495
30

Isso significa que o vendedor 1 vendeu um total de R$475, enquanto o vendedor 2
alcancou um total de R$495 em vendas.

Exemplo 20. Situacao-problema: Fabrica de doces — Uma fabrica de doces produz bombons
em dois sabores (chocolate ao leite e chocolate meio amargo), nos modelos basico, luxo e
premium. A Tabela 5 apresenta a produgdo de bombons no més de outubro de 2005, e a Tabela
6 apresenta a quantidade de ingredientes utilizados em cada tipo de bombom no mesmo més.

Tabela 5 — Producao de bombons em outubro de 2005

Sabor / Modelo Basico Luxo Premium
Ao leite 3 5 4
Meio amargo 4 3 5

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Seja F' a matriz cujas linhas representam os tipos de ingredientes (agucar, leite em p6
e cacau) e as colunas, os sabores, conforme apresentados na Tabela 6. E P é a matriz cujas
linhas representam os sabores dos bombons e as colunas, os modelos, conforme apresentados
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Tabela 6 — Ingredientes usados em outubro de 2005

Ingrediente / Sabor Ao leite Meio amargo
Acucar (kg) 10 12
Leite em pé (kg) 8 8
Cacau (kg) 4 6

Fonte: Elaboracéo prépria (2025).
na Tabela 5. Diante disso, a quantidade de ingredientes usados nos bombons é obtida pela
multiplicacdo das matrizes F' - P:

Efetuando as multiplicagbes:

10 12

3 5 4
F-P=|8 8
4 3 5
4 6

10-3+12-4 10-5+12-3 10-4+412-5
=1 8-3+8-4 8-5+8-3 8-4+8-5
4-3+6-4 4-5+6-3 4-44+6-5

78 86 100
=156 64 72
36 38 46

O resultado apresenta a quantidade de ingredientes (em kg) utilizada em cada modelo
(basico, luxo e premium), organizados por tipo (aglcar, leite em pé e cacau). Assim, para o
modelo premium, obtemos: agucar 100 kg, leite em p6 72 kg e cacau 46 kg . Logo, o total de
ingredientes utilizados no modelo premium foi 100 + 72 + 46 = 218.

Exemplo 21. Situacdo-problema: Transformacdo geométrica — Na Geometria Analitica e
na Computacgdo Gréafica, a multiplicacdo de matrizes é usada para realizar transformacées em
figuras no plano. Considere a Matriz X:

1 2
-1 3

X =

Y

representando dois pontos no plano. Se aplicarmos a matriz de rotacdo de 90° no sentido anti-
horario:
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o produto X R fornece as coordenadas dos pontos apos a rotacdo

1 20 (0 -1 2 -1
XR = =
-1 3|1 O 3 1

Assim, o ponto (1, —1) é transformado em (2, 3) e o ponto (2, 3) em (—1, 1), ilustrando
como a multiplicacao de matrizes permite aplicar transformagdes geométricas de forma siste-
mética.

Essa operacao, embora mais trabalhosa, é uma das mais importantes da algebra linear,
das transformacdes geométricas e dos algoritmos de criptografia. Sob a perspectiva da RME,
esta é uma forma concreta de fazer Matematica, pois, ao multiplicar matrizes, o aluno percebe
que essas estruturas nao servem apenas para “armazenar nimeros”, mas também para trans-
formar informacdes de maneira diferente. Além dessas operagdes, existem procedimentos que
reorganizam a matriz sem alterar seus valores. Um exemplo é a transposicao, que desempe-
nha um papel importante tanto em propriedades simétricas quanto em manipulagdes algébricas
posteriores, servindo como uma ferramenta fundamental na analise e no tratamento de matri-
zes.

3.4.4 Transposta de uma Matriz

Outra operacdo bastante utilizada € a transposigéo. A matriz transposta, indicada por
AT é obtida ao trocar as linhas pelas colunas. Apesar de ser simples, esse conceito tem grande
importancia, e a transposta aparece naturalmente em problemas de algebra linear, geometria
analitica, estatistica e até mesmo em programagao de computadores, onde os dados frequen-
temente precisam ser reorganizados. Na sala de aula, também é uma operacao com a qual os
estudantes tém facilidade para compreender.

Formalmente, se A = (a;;)mxn, Sua transposta &€ AT = (a;;)nxm, obtida exatamente

trocando as linhas de A pelas colunas correspondentes.

Exemplo 22. Seja

5 —1
A= ,
0 3 4
entdo
2 0
AT=15 3
-1 4

Exemplo 23. Uma escola registrou o numero de alunos que participaram de trés atividades
diferentes (Matematica, Ciéncias e Esportes) em duas turmas (Turma A e Turma B) durante
uma semana. Os dados sdo organizados na tabela abaixo:



45

Tabela 7 — Participacao dos alunos por atividade e turma

Atividade Turma A TurmaB
Matematica 12 15
Ciéncias 8 10
Esportes 5 7

Fonte: Elaboracéo prépria (2025).

Organizando esses dados como uma matriz Asy2, temos:

12 15
A=18 10
5 7

E possivel reorganizar os dados de modo que cada linha represente uma turma e cada
coluna, uma atividade. Para isso, basta transportar a matriz original, trocando as linhas pelas

colunas:
AT 12 8 5

15 10 7|

Todas essas operagdes elementares fornecem a base para conceitos mais avangados,
nos quais os estudantes precisam manipular varias operagdes simultaneamente. Em muitos
casos, 0 conhecimento das propriedades das operacgdes facilita a resolucdo de problemas, tor-
nando o0 processo mais intuitivo e compreensivel. A seguir, apresentaremos as propriedades
operatorias das matrizes, que ajudam a organizar e simplificar essas manipulagdes. Ao dominar
essas operagdes elementares, torna-se necessario compreender como elas se comportam e
se relacionam entre si. Assim como no conjunto dos numeros reais, algumas propriedades sao

preservadas, enquanto outras precisam ser adaptadas ao contexto matricial.

3.5 Propriedades das Operacoes com Matrizes

As operacdes com matrizes possuem propriedades semelhantes as operagdes aritmé-
ticas, embora apresentem particularidades decorrentes da estrutura matricial. A compreensao
dessas propriedades é fundamental para a resolugdo de problemas envolvendo matrizes em
diferentes contextos.

O Quadro 8 sintetiza as principais propriedades das opera¢des matriciais. No contexto
da adigcao, preservam-se as propriedades de fechamento, comutatividade e associatividade,
bem como a existéncia de elementos nulos e opostos. J& no contexto da multiplicagcao, embora
se mantenham as propriedades, como a associatividade e a distributividade em relacdo a adi-
¢ao, outras propriedades deixam de ser validas. Por exemplo, a multiplicagdo de matrizes nao
é uma operacdo comutativa, uma vez que, em geral, para duas matrizes A e B, ndo se tem
AB = BA.



Quadro 8 — Comportamento das propriedades aritméticas no contexto de matrizes

Propriedade

Aritmética

Matrizes

Fechamento

A operagédo entre dois nimeros
do conjunto resulta em outro nu-
mero do mesmo conjunto.

A soma de matrizes de mesma
ordem e a multiplicacdo entre
matrizes compativeis resultam
em matrizes do conjunto consi-
derado: A + B, AB. A multipli-
cacdo por escalar também pre-
serva o conjunto.

Associatividade

(a+b)+c = a+(b+c), (ab)c =
a(be)

(A+B)+C=A+(B+C);
a multiplicagao de matrizes ¢ as-
sociativa: (AB)C = A(BC).

Comutatividade

a+b=>b+a,ab=ba

A adigédo de matrizes é comuta-
tva: A+ B = B+ A. A mul-
tiplicagdo de matrizes, em geral,
nédo é comutativa: AB # BA.

Elemento neutro

a+0=a,a-1=a

A matriz nula é o elemento neu-
tro da adi¢cdo; a matriz identi-
dade é o elemento neutro da
multiplicagdo: A+ 0 = A, Al =
ITA = A.

Elemento oposto a+(—a)=0 Para toda matriz A, existe a ma-
triz oposta —A, tal que A +
(—A)=0.

Elemento inverso a-a”t=1 Nem toda matriz possui inversa

multiplicativa; apenas matrizes
quadradas ndo singulares admi-
tem inversa: AA™! = A71A =
1.

Distributividade

a(b+c) =ab+ ac

A multiplicagdo de matrizes €&
distributiva em relagéo a adigcao:
AB+C)=AB+ACe (A+
B)C = AC + BC.

Multiplicagé@o por escalar

k(a+b) = ka + kb

A multiplicacdo por escalar pre-
serva as propriedades distributi-
vas e associativas: k(A + B) =
kA+kBe (l{}l+k2a)A = k‘lA—l—
ko A.

Fonte: Elaboracgéao propria (2025).

Exemplo 24 (Nao comutatividade da multiplicagcao de matrizes). — Considere as matrizes

SR

46
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Calculando os produtos AB e BA, obtém-se:

9 1]’ BA:F 4]'
4 3 1 2

Como AB # BA, conclui-se que a multiplicagdo de matrizes, em geral, ndo é comuta-

AB =

tiva.

As operacdes com matrizes abrem caminho para novos conceitos que permitem anali-
sar se uma matriz pode ser invertida e determinar solu¢ées de sistemas lineares. Entre esses
conceitos, destaca-se o determinante, cuja compreensao é fundamental para as aplicagdes que
serdo exploradas ao longo desta dissertagao.

3.6 Matrizes e Determinantes

Registros histéricos indicam que o calculo de determinantes remonta ha muitos séculos.
Evidéncias do uso de procedimentos relacionados a resolucao de sistemas lineares utilizando
matrizes e determinantes podem ser encontradas por volta de 250 a.C., no antigo texto chinés
Nove Capitulos sobre a Arte Matematica, de autor desconhecido. Na China antiga, tais con-
ceitos ja eram conhecidos, enquanto no Ocidente comegaram a ser explorados de forma mais
esporadica apenas a partir do século XVII. O estudo dos determinantes teve inicio com as obras
de G. W. Leibniz (1646—1716), que foi um dos primeiros a discutir o tema, e, mais tarde, Gabriel
Cramer (1704-1752) apresentou um método para a resolugcao de sistemas lineares por meio
de determinantes, conhecido atualmente como Regra de Cramer, publicado em 1750. Contudo,
foi apenas no século XIX que a teoria dos determinantes passou a ser investigada de maneira
mais sistematica, especialmente a partir do tratado de Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), em
1812, seguido pelas contribui¢cdes de Carl Gustav Jacobi (1804—1851).(Boldrini et al., 1986).

A partir desse periodo, o conceito de determinante difundiu-se amplamente, mostrando-
se extremamente Util para diversas situagdes, como a verificacdo da inversibilidade de uma
matriz ou a determinagao de solug¢des de sistemas lineares, temas que serdo explorados nas
proximas segoes. Inicialmente, serdo abordados os conceitos preliminares de determinantes
conforme apresentados no ensino médio.

E importante destacar que os determinantes sao definidos exclusivamente para matrizes
quadradas, uma vez que o determinante esta associado a propriedades geométricas e algébri-
cas que exigem uma correspondéncia entre linhas e colunas. Para matrizes nao quadradas,
essas propriedades ndo sao consistentes e, portanto, o determinante ndo existe. Dada uma
matriz quadrada A = (a;;),xn, 0 determinante de A, denotado por det(A) ou |A

, € um valor
numérico obtido a partir de seus elementos, calculado segundo regras especificas que depen-
dem da ordem da matriz.
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Por definicao, se A = [a11] € uma matriz 1 x 1, entdo det(A) = ay;. E, para uma matriz

a b
c d|’

o calculo do determinante é realizado multiplicando-se os elementos da diagonal principal (des-

2 X 2:
A=

tacada em vermelho) e subtraindo-se o produto dos elementos da diagonal secundaria (desta-

A:_ab]
c d

cada em azul):

isto e,
det(A)=a-d — b-c

Exemplo 25. Considere

Entao,
det(A)=(2-4)—(3-1)=8-3=5.

No caso de matrizes 3 x 3, o determinante pode ser encontrado utilizando a Regra
de Sarrus, procedimento no qual as duas primeiras colunas da matriz sdo copiadas a direita,
facilitando o calculo por meio de somas e subtragdes de produtos diagonais. O procedimento é
ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 26. Considere a matriz A = (a;;)3x3-

A:

=

2 3
4 5
0 6

Pela Regra de Sarrus, no primeiro passo, repetimos a direita as duas primeiras colunas:

1 2 3 1 2 31 2
A=10 4 5| — |0 4 5 0 4.
1 0 6 1 06 10

e somamos os produtos das diagonais principais (em vermelho):

S =(1-4-6)+(2-5-1)+(3-0-0) = 34.
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Em seguida, identificamos as diagonais secundarias (em azul)

1 231 2
045 0 4
1 06 10

e somamos os produtos das diagonais secundarias
So=03-4-1)+(2:0-6)+(1-5-0) =12.

Sendo assim, o determinante da matriz A é dado como a diferenga das somas encon-
tradas, isto é,
det(A) = Sl - SQ = 22

Até o momento, foram apresentados os determinantes de matrizes 1 x 1,2 x 2e 3 x 3.
De maneira analoga, é possivel propor um procedimento para o calculo do determinante de
matrizes de ordem superior a 3, porém esse processo se tornaria muito trabalhoso. Por isso,
serd explorado um teorema que pode ser utilizado para calcular determinantes de matrizes de
qualquer ordem. Antes disso, é fundamental introduzir o conceito de cofator, que desempenha
um papel central nesse processo.

Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n. Para cada elemento a,; de A, define-
se a matriz M,;, denominada menor complementar, como a matriz obtida de A pela eliminagéo
da linha 7 e da coluna j. O cofator correspondente ao elemento a;; é dado por:

Cij = (=1)"" det(My),

em que o fator (—1)"/ garante a alternancia de sinais na construgdo da matriz de cofatores.

Exemplo 27. Considere a matriz A de ordem 3:

Para comecar, calculamos o cofator do elemento a;;. Para isso, ao eliminar a primeira
linha e coluna da matriz A encontramos o menor complementar M, cujo determinante é dado
por:

7 5
det(Mu):det[B 6]:7-6—5-3:42—15:27.
Sendo assim, C'1; é dado por:

Cp = (=127 =21
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O Quadro 1 abaixo apresenta todos os cofatores dos elementos da matriz A.

Quadro 1 — Cofatores dos elementos da matriz A do Exemplo 19

Elemento Calculo Valor
75
C —1)Ht. 7-6-5-3=27
1 (=1) 3 6
0 5
Cys (—1)+2. —(0-6-5-(=1)) = -5
-1 6
) 0o 7
C13 (—1)1+3. 0-3—-7-(-1)=7
-1 3
1 4
C —1)2tL. —(1-6—4-3)=6
21 (—1) - ( )
-2 4
Cao (—1)%+2. (=2)-6—4-(—-1)=-8
-1 6
243 -2 1
Cas (=1)*F. —[(=2)-3-1-(-1)] =5
-1 3
1 4
C —1)3+1. 1-5—4.7=-23
31 (=1) 7 5
-2 4
Cso (—1)3+2. —[(=2)-5—-4-0] =10
0 5
-2 1
Cs3 (—1)3%3. 0 - (=2)-7-1-0=—14

Fonte: Elaboracao propria (2025).

3.6.1 Teorema de Laplace

Uma vez estabelecido o conceito de cofator, podemos enunciar o Teorema de Laplace,
que permite calcular o determinante de uma matriz de qualquer ordem a partir de seus cofatores.
Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n > 2. O determinante de A pode ser calculado
como a soma dos produtos dos elementos de qualquer linha ou coluna, multiplicados pelos
seus respectivos cofatores. Em notagdo Matemética, para a i-ésima linha ou a j-ésima coluna,

temos:

det(A) = Z a;;C;;  (expansdo pela i-ésima linha),
j=1

ou

det(A) = Z a;;C;; (expansdo pela j-ésima coluna).
=1
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Exemplo 28. Seja a matriz A de ordem 4 abaixo.

1 201
A:O213
310 2
2 3 25

Para calcular det(A) pelo Teorema de Laplace, é conveniente escolher uma coluna ou
linha com zeros. Observamos que a 32 coluna tem o maior nimero de elementos nulos, logo,
s6 precisamos calcular os cofatores relativos a ass = 1 e ay3 = 2:

4
det(A) = Z a3Ci3 = a13C13 + az3Coz + az3Cs3 + ay3C;3.

=1

Como a3 = 0 e azz = 0, esses termos se anulam, restando
det(A) = a23023 + CL43043.

Recordando C;; = (—1)"*7M;;, onde M;; é o determinante do menor obtido ao elimi-
nar a i-ésima linha e a j-ésima coluna, calculamos os menores complementares M3 e Mys.

Podemos ver simplesmente que:

1 21
Moys=det |3 1 2 :1-(1-5—2-3)—2-(3-5—2-2)+1-(3-3—1-2):—16,
2 3 5
1 2 1
Myz=det |0 2 3| =1-(2-2—-3-1)—2-(0-2—-3-3)+1-(0-1—-2-3)=13.
3 1 2
Portanto

det(A) = 1.(=1)* Moz + 2.(=1)*My3 = 16 — 26 = —10

3.6.2 Regra de Chi6

No célculo do determinante de uma matriz quadrada M, de ordem n > 3, é interessante
reduzir a ordem de M, isto é, obter uma matriz IV, de ordem n — 1, de modo que det(M) =
det(N). Seja M = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n > 3 que possui um elemento
a;; = 1. A Regra de Chié permite calcular det()/) obedecendo aos seguintes passos:
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. Eliminamos a linha 7 e a coluna j que se cruzam no elemento a;; = 1.

. Para cada elemento ay; restante da matriz, subtraimos o produto dos elementos cor-
respondentes da linha 7 e da coluna j eliminados no item anterior.

. Com as diferengas encontradas construimos uma nova matriz NV, de ordem (n — 1),
cujo determinante satisfaz

det(M) = (—1)"* det(N).

Exemplo 29. Calcule o determinante da matriz M :

N W o
W = NN
B~ = W O
Tt O 3 oo

utilizando a Regra de Chio.

Observamos que o elemento a;; = 1 esta na posigdo (7,5) = (1,1). Portanto, elimina-

mos a primeira linha e a primeira coluna. Na sequéncia, construimos N subtraindo, em cada

posicdo (k,l), o produto ag; - ay;:

Assim,
—6 3 —25
N=|-2 1 —-18].
-1 4 —-11
Portanto:

det(M) = (—1)"** det(N) = det(N).

Agora, ao calcular det(N), temos entéo:

det(N) = (—6) i :ﬁ +(=25)

-1 —11 -1 4

-2 —18
_3‘

= —203
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Matriz Inversa

A relagéo entre o determinante de uma matriz e a existéncia de sua inversa é funda-
mental. E justamente pelo valor do determinante que verificamos a possibilidade de uma matriz
representar transformacgdes reversiveis. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, dizemos que
A é invertivel (ou n&o singular) se existir outra matriz A~!, também de ordem n, tal que:

A A=A A=,

onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

Vale ressaltar que nem toda matriz quadrada possui inversa. Uma condigdo fundamental
para que a inversa de uma matriz A exista é que o seu determinante seja diferente de zero, em
outras palavras,

det(A) #0 <= A éinvertivel.

Exemplo 30. Seja a matriz

2 1
A= .
5 3
O objetivo é encontrar uma matriz
B=|" y]
Z w

tal que
A-B=B-A=1.

Da equagado matricial A - B = I, temos:

R
:[; g].

Comparando os elementos correspondentes, obtemos o seguinte sistema de equacgdes

consequentemente,
20+ 12z 2y+ 1w
5r + 3z by + 3w

lineares:
(291:—|—z: 1
2y+w =20
Sr +32=0
\5y+3w: 1
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Ao considerar a primeira e a terceira equacao do sistema:

20 +z=1

5cr+32=0

obtemos = = 3, 2 = —5, e ao considerar a segunda e a quarta equacgao:

2y+w=20

oy + 3w =1

encontramos as solugbes y = —1, w = 2. Tendo, entao, os elementos da matriz B, podemos

escrever a matriz inversa:
3 -1
-5 2

B=A"1=

Podemos ver que,

RS AR I I B O R ] B
5 3| |-5 2 0 1

Encontrar a inversa de uma matriz consiste em determinar outra matriz que, ao ser multi-
plicada pela matriz original, resulta na matriz identidade. O conhecimento da matriz inversa, bem
como das operacgdes relacionadas abordadas neste capitulo, € em teoria de codigos, para de-
cifrar uma mensagem corretamente, garantindo que apenas destinatarios autorizados tenham
acesso ao conteudo. Essa aplicagao evidencia a importancia das matrizes nao apenas no con-
texto da Matematica, mas também em contextos praticos ligados a seguranca da informagao,
tema que sera explorado em um dos tépicos do proximo capitulo.

Ao compreender operagoes e propriedades envolvendo matrizes, torna-se natural avan-
car para uma de suas principais aplicagdes no Ensino Médio: a resolugao de sistemas lineares.
Essas estruturas algébricas permitem organizar as relagdes entre variaveis e analisar situacoes
que dependem da simultaneidade de condi¢des, tornando o estudo das matrizes ainda mais
significativo.

3.7 Sistemas Lineares e Discussao de Solugées

O estudo de sistemas lineares estabelece uma ponte direta entre os conceitos de ma-
trizes e determinantes. Um sistema linear € formado por equagdes nas quais as incognitas
aparecem apenas com expoente 1 e sua solugao é o conjunto de valores que satisfaz todas
as equacgdes simultaneamente. A representacdo matricial permite organizar os coeficientes e

aplicar métodos mais estruturados de resolu¢do, como o escalonamento e a Regra de Cramer.
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ant + apy = by a1 apl |z by
< =
ag1 A2 |Y ba

a1 T + azy = by

3.7.1 Métodos de Resolucao

No Ensino Médio, o estudo de sistemas lineares geralmente é desenvolvido por meio
de trés estratégias principais: 0 método da substituicdo, 0 método da adicao (eliminagéo) e o
método do escalonamento (eliminacao de Gauss). A seguir, serdo apresentados esses métodos
de resolucéo, acompanhados de exemplos que auxiliam na compreensao de sua aplicacdo no
Ensino Médio.

a) Método da Substituicao

Este método consiste em isolar uma das incégnitas de uma equacao do sistema e
substitui-la nas demais, transformando o sistema original em um sistema equivalente com me-

nos variaveis.

Exemplo 31. Resolver o seguinte sistema de equagdes lineares:

r—2y=—4

rT+y=2
Da segunda equacao, tem-se x = 2 — y. Substituindo essa expressao na primeira:
2—y)—2y=—4=2-3y=—-4=y=2.

Retornando a expressao de x, tem-se x = 2 — y = 0. Assim, a solugéo do sistema é
(z,y) = (0,2).

b) Método da Adicéo

Ja o0 método da adigdo baseia-se na combinagao linear das equacdes do sistema, de
modo a eliminar pelo menos uma incognita por meio da soma ou subtragdo das equagdes.

Exemplo 32. Resolver o seguinte sistema linear:

2r4+y =9

3r—y=2©6
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Somando-se as duas equagoes, obtém-se:
2x+y)+Br—y)=9+6=5x=15=x=3.

Substituindo esse valor na primeira equagao, tem-se 2(3) + y = 9, isto é, y = 3.

c¢) Método do Escalonamento

Por sua vez, o método do escalonamento organiza o sistema linear por meio de uma
matriz aumentada. A partir dessa representacao e utilizando as operacdes elementares sobre
as linhas (ou colunas), transformamos a matriz em uma forma escalonada, geralmente triangular

superior.

Exemplo 33. Resolver o sequinte sistema linear:

.

r+2y—z=1

20 —y+3z=9

r+y+z2=28
\

A matriz aumentada é formada pela jungao da matriz dos coeficientes das variaveis e
do vetor dos termos independentes, separadas pelo simbolo "|". Ou seja, em um sistema linear
Az = b, a matriz aumentada é dada por [A|b]. Considerando o sistema de equagbdes linear, a

matriz aumentada correspondente é:

1 2 —-1]1
2 -1 3|9
3 1 1|8

Agora, aplicamos as operagdes elementares sobre as linhas, subtraimos duas vezes a
linha 1 da linha 2 e subtraimos trés vezes a linha 1 da linha 3:

L2<—L2—2L17 L3<—L3—3L17

A matriz resultante sera:

1 2 —-1]1
0 -5 5 |7
0 =5 4 |5

Agora, subtraimos a linha 2 da linha 3 para zerar a segunda coluna da terceira linha:

L3 < L3 — Lo,
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Com essa operacgao elementar, a matriz resultante sera:

1 2 —-1]1
0 -5 5 |7
0 0 —-1|-2

Observamos que a matriz resultante agora esta em forma triangular superior, o que fa-
cilita significativamente a resolugcao do sistema. Da terceira linha, obtemos z = 2. Substituimos

esse valor na segunda linha para obter y = % Finalmente, substituimos os valores de y e z na

9

primeira linha para obter z = <.

3.7.2 Regra de Cramer

Outro método de resolugado de sistemas lineares € a Regra de Cramer. Essa regra é
um método muito Util para resolver sistemas lineares, especialmente quando o sistema tem um
namero reduzido de equacgdes e incognitas. O método baseia-se no calculo de determinantes e
permite encontrar diretamente as solugcées de um sistema de equacgdes lineares, sem precisar
fazer substituicées ou adicoes de equagdes envolvidas.

Seja Ax = b um sistema linear. A ideia central da Regra de Cramer é que cada incégnita
pode ser determinada a partir dos determinantes. Para isso, substituimos a coluna correspon-
dente a cada incognita pela coluna dos termos independentes, b, e calculamos o determinante
da matriz resultante. Para ilustrar a aplicacdo da Regra de Cramer, consideramos um sistema
linear simples com duas equacgdes e duas incégnitas:

a;x + ajpy = by

a1 T + azy = by

Sendo assim, temos a matriz dos coeficientes A e a coluna dos termos independentes,

ai; Q2 . by
, = .
Q21 A22 by

A Regra de Cramer estabelece que se det(A) # 0, entdo o sistema possui uma solugédo

b dados por
A=

Unica. Neste caso, as solugdes x e y sdo dadas por:

det(A;) _ det(Ay)

= —_— Yy=——

det(A) det(A)’
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em que A; e A, sdo as matrizes obtidas pela substituicdo, respectivamente, da primeira e da
segunda coluna de A pelo vetor b, isto é,

A=
by ag

b au] e A, —
9 =

apy b
ag by
Exemplo 34. Resolver o seguinte sistema de linear:

r+2y=4

3r —y =95

Neste exemplo, a matriz dos coeficientes é:

cujo determinante é:

1 2

det(A) = 5 1 =-—7#0.

Substituindo a primeira coluna de A pelo vetor dos termos independentes, obtém-se:

A1:[4 2]7
5 —1

com determinante

4 2
det(A;) = = —14.
(A1) _—
De modo andlogo, podemos ver que det(A4y) = —7.

Sendo assim, aplicando a Regra de Cramer, obtemos:

T det(A) T 7

portanto, a solugdo do sistema é (z,y) = (2,1).

A Regra de Cramer pode ser generalizada para sistemas lineares de ordem n X n,
desde que o determinante da matriz dos coeficientes seja diferente de zero. Nessa situacéo,
cada incégnita é obtida pela razdo entre o determinante da matriz obtida pela substituicdo das
colunas correspondentes pelos termos independentes e o determinante da matriz dos coefici-
entes do sistema. Apesar de sua simplicidade, a aplicagao pratica da regra torna-se cada vez
mais complexa a medida que a ordem do sistema aumenta, pois o célculo de determinantes de

ordens elevadas exige um esforgo computacional significativo. Por essa razdo, métodos como
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0 escalonamento ou a eliminagdo de Gauss sdo geralmente mais eficientes do ponto de vista
computacional.

3.7.3 Classificacido de Sistemas

A classificagéo de um sistema linear esté diretamente relacionada ao valor do determi-
nante da matriz dos coeficientes. Essa relagcao € fundamental, pois o determinante indica se a
matriz € ou ndo invertivel. Quando det(A) # 0, a matriz admite inversa e, portanto, o sistema
possui uma Unica solucdo, uma vez que é possivel escrever x = A~'b. Por outro lado, quando
det(A) = 0, a matriz ndo é invertivel e, nesse caso, ndo é possivel garantir a existéncia de uma
solugao Unica, sendo necessario analisar a consisténcia do sistema.

Dizemos que um sistema é consistente quando admite pelo menos uma solugao (Unica
ou infinita) e inconsistente quando ndao admite nenhuma solugdo. Sabe-se que no caso de
sistemas lineares com duas incognitas, cada equacao do sistema pode ser interpretada geome-
tricamente como uma reta no plano cartesiano. Assim, a solu¢do do sistema corresponde aos
pontos de intersecao dessas retas, 0 que permite visualizar trés possibilidades distintas:

- Sistema Possivel e Determinado (SPD): ocorre quando det(A) # 0. Nesse caso,
existe uma Unica solugao. Geometricamente, as retas se cruzam em um Unico ponto
(Figura 1 (A)).

- Sistema Possivel e Indeterminado (SPI): ocorre quando det(A) = 0 e o sistema ad-
mite infinitas solugbes.Geometricamente, isso corresponde a duas retas coincidentes,
isto é, a mesma reta. Em outras palavras, uma equagao pode ser obtida a partir da
outra, multiplicando-a por um escalar. Assim, em vez de um Unico ponto de intersegao,

temos infinitos pontos de interse¢éo, todos os pontos da reta (Figura 1 (B)).

- Sistema Impossivel (Sl): ocorre quando det(A) = 0 e o sistema n&o admite solug&o.
Nesse caso, as equacoes sao inconsistentes entre si. Geometricamente, as equacgdes
representam retas paralelas no plano, que nao tém ponto de intersec¢ao (Figura 1 (C)).

Exemplo 35. Discutir o sequinte sistema linear em fungdo do pardmetro a:

ar + 3ay =0

20 +ay =4

Pelo Teorema de Cramer, sabe-se que, se o determinante da matriz dos coeficientes for
diferente de zero, entédo o sistema linear possui uma solugao Unica. Calculando o determinante
da matriz dos coeficientes, podemos ver que det(A) = a®> — 6a. Logo, os valores de a que
anulam o determinante sdo dados por a = 0 ou a = 6.

Dessa forma
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Figura 1 — Sistemas SPD, SPI e SI.

A : B C

= 4 6 2 n/z 4 570/2 4

-2 2 -2

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

« Sea # 0ea#6,entdo det(A) # 0 e o sistema possui solugao unica (SPD).

« Sea = 0 oua = 6, 0 sistema pode ser possivel e indeterminado ou impossivel,
sendo necessaria uma analise adicional.

Se a = 0, substituindo esse valor no sistema, obtemos

0z +0y =0 0=0
20+ 0y =4 20 =4

Da segunda equacéo, segue que x = 2. Como a primeira equacao é uma identidade, a
variavel y pode assumir qualquer valor real. Portanto, para a = 0, o sistema possui infinitas
solucoes (SPI).

Por outro lado, se a = 6, substituindo esse valor no sistema, temos:

6z + 18y =0

20 + 6y =4

Dividindo a primeira equacao por 6 e a segunda por 2, obtemos o sistema equivalente:

r+3y=0

x+ 3y =2

Observa-se que as equagdes sao contraditorias, pois ndo podem ser satisfeitas simulta-
neamente. Portanto, para a = 6, o sistema é impossivel (Sl). Sendo assim, conclui-se que se
a # 0 e a # 6 o sistema admite uma Unica solugdo (SPD); se a = 0, o sistema possui infinitas
solugdes (SPI); e, por fim, se a = 6, 0 sistema ndo admite nenhuma solucéo (SI).
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Essa relacao entre determinantes, consisténcia e geometria reforca a importancia de
interpretar sistemas lineares ndo apenas como um conjunto de procedimentos, mas também
como representacoes de situagcdes que expressam relacdes entre grandezas. Desse modo, o
aluno compreende que resolver um sistema significa interpretar como essas relagées se orga-
nizam.

Neste capitulo, apresentamos um panorama detalhado dos conceitos de matrizes e sis-
temas lineares, bem como suas operacdes e propriedades, fornecendo a base técnica e formal
necessaria para a compreensao da algebra no ambito do Ensino Médio. Vimos como a organi-
zacao de dados dependem dessas estruturas. Com esse conhecimento estabelecido, o préximo
passo da nossa pesquisa é apresentar a lente tedrica que permitira a aplicacao desses concei-
tos.

No Capitulo 4, discutiremos os principios da Educagdao Matemética Realistica (RME) e,
no Capitulo 5, serao abordadas metodologias ativas que possibilitam ao professor trabalhar a
Algebra de maneira investigativa e contextualizada. Assim, a articulagéo entre o dominio mate-
méatico e a pratica pedagogica busca superar um ensino meramente procedimental, promovendo
aprendizagens mais alinhadas as demandas do mundo contemporéaneo.
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4 EDUCACAO MATEMATICA REALISTICA

As discussoes sobre os desafios e limitagdes do ensino tradicional de algebra, apresen-
tadas no Capitulo 2, nos conduzem a busca por abordagens que resgatem o significado e a
relevancia da Matematica, sobretudo da algebra, para os estudantes do Ensino Médio. Nesse
contexto, a Educacao Matematica Realistica (RME) surge como um referencial teérico capaz
de oferecer uma nova perspectiva para a pratica pedagégica. Neste capitulo, apresentamos os
fundamentos da RME e discutimos as formas pelas quais seus principios orientaram o plane-
jamento e a aplicagao da sequéncia didatica desenvolvida nesta pesquisa. A RME, ao compre-
ender a Matematica como uma atividade humana, propde um ensino que parte do sentido e
da experiéncia dos estudantes, promovendo a construcio de significados de forma progressiva,
contextualizada e reflexiva. Dessa forma, busca-se mostrar como cada principio desse referen-
cial contribuiu para a repensacao do ensino da Algebra no Ensino Médio, sustentando a ideia
de que a Matematica deve ser reinventada pelos estudantes (Freudenthal, 1973b, p. 47).

Seu surgimento ocorreu na Holanda, entre as décadas de 1960 e 1970, quando edu-
cadores buscaram alternativas ao Movimento da Matematica Moderna e a outras abordagens
mecanicistas, que privilegiavam o formalismo excessivo e a pouca conexao com a realidade
dos estudantes (Freudenthal, 1968; Freudenthal, 1991). Desenvolvida principalmente por Hans
Freudenthal, a RME defende que a Matematica ndo € um corpo de conhecimento pronto e aca-
bado, mas uma construcdo humana que emerge da necessidade de organizar a realidade e
de resolver problemas. Nesse sentido, aprender Matematica implica fazer Matematica, formu-
lando e testando estratégias, comparando ideias e revisitando conceitos. Como afirma Van den
Heuvel-Panhuizen (2010), o termo realistico refere-se ao que é imaginavel e significativo para os
estudantes, e ndo apenas ao que é concreto ou cotidiano (Gravemeijer; Cobb, 2006; Doorman,
2005).

Assim, em vez de introduzir definicdes algébricas prontas para, depois, buscar aplica-
coes, inverter o percurso didatico passa a ser central: primeiro, apresentamos uma situacao
significativa; depois, junto aos estudantes, procuramos as estruturas Matematicas que surgem
nesse percurso. A formalizacdo, nesse processo, ndo desaparece, mas torna-se uma con-
sequéncia da atividade, € ndo um ponto de partida. Essa compreensao se tornou fundamen-
tal para o planejamento e a aplicagao da sequéncia didatica desenvolvida nesta pesquisa. Ao
trabalhar com criptografia, sistemas de mensagens codificadas, opera¢gdes com matrizes e o
uso de Python, buscamos criar cenarios de investigagdo nos quais a Algebra deixasse de ser
apenas um conteudo escolar e pudesse aparecer como uma ferramenta para pensar, prote-
ger, comunicar, decidir e argumentar.(Freudenthal, 1983; Freudenthal, 1991; Freudenthal, 1968;
Gravemeijer, 2008; Gravemeijer; Cobb, 2006; Doorman, 2005).

A perspectiva da Educagdo Matematica Realistica é estruturada intencionalmente por
seis principios que orientam o trabalho pedagégico. Conforme discute Silva (2024), em dialogo
com os estudos de Van den Heuvel-Panhuizen (2010), esses principios oferecem condicdes
para que a Matematica seja experienciada como uma atividade de descoberta, investigacao
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e reconstrugao de significados. Heuvel-Panhuizen (2000) sistematiza tais fundamentos, desta-
cando os principios da realidade, dos niveis, da interatividade, do entrelagamento, da atividade e
da orientagdo. Essa organizagao retoma e amplia as contribuicées de Treffers (1991), ao incluir
explicitamente o principio da orientagéo, reafirmando a importancia atribuida por Freudenthal
a ideia de reinvencdo guiada do conhecimento matematico (Freudenthal, 1973b; Freudenthal,
1991).

Assim, ao apresentar cada um desses principios, procuramos nao apenas descrevé-
los conceitualmente, mas também articula-los as escolhas que realizamos na elaboragéo e na
aplicagao da sequéncia didatica, compreendendo que teoria e pratica ndao se separam no ato
de ensinar: elas se constituem mutuamente. Essa articulagdo tem como propdsito mostrar que
a Algebra pode ser ressignificada quando trabalhada como atividade humana situada, apoiada
em significados que surgem do proprio contexto escolar. Como afirmam Doorman (2005) e
Gravemeijer (2008), uma das for¢gas da RME reside exatamente na possibilidade de integrar
conteudo e experiéncia, favorecendo a construgéo de formalismos a partir da agéo.

Considerando essas diretrizes estruturantes da RME, passamos a apresentar cada um
de seus principios, destacando como cada um deles fundamentou as decisdes pedagdgicas
desta pesquisa, comecando pelo Principio da Atividade.

4.1 Principio da Atividade: Matematica como Acao Humana

O primeiro principio que sustenta a Educagéao Matematica Realistica € o da Atividade,
que concebe a Matematica como um fazer humano. Esse principio destaca a importancia de
que o estudante participe ativamente da construgao do conhecimento, compreendendo, explo-
rando e representando situagdes que facam sentido para ele. Assim, a algebra deixa de ser
apresentada como um conjunto de técnicas e férmulas prontas e passa a ser vivida como uma
linguagem capaz de expressar ideias, resolver problemas e construir significados.

Ao compreender a Matematica como uma atividade humana, Freudenthal (1973b) ex-
plica que o conhecimento matematico néo é recebido passivamente, mas é produzido, reinven-
tado e negociado a partir das interagdes com situacdes significativas. Esse entendimento foi
fundamental para repensar nossa propria pratica docente, deslocando o foco da transmissao de
contelido para a criacao de oportunidades em que os estudantes pudessem fazer Matematica.
Nesse contexto, a RME define esse processo ativo de producdo Matematica como matema-
tizagdo, que envolve formular questdes, reorganizar informagdes, identificar estruturas, testar
hipéteses, escolher representagdes e construir significados. (Freudenthal, 1973b; Freudenthal,
1983; Freudenthal, 1991; Ferreira; Buriasco, 2023)

Ao planejar a sequéncia didatica, buscamos promover esse movimento. Quando os es-
tudantes investigaram a seguranga de suas senhas, exploraram a cifra de César ou codificaram
mensagens utilizando matrizes em Python (ver Capitulo 6), ndo apenas executaram procedi-
mentos, mas também mobilizaram ideias, compararam estratégias, tomaram decisdes e ressig-
nificaram o papel da &lgebra em suas vidas.
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Treffers (1987) distingue dois movimentos complementares no processo de matemati-
zagao. O primeiro é a Matematizacao Horizontal, quando o estudante parte de situagoes vi-
vidas ou imaginadas para representa-las matematicamente. Como aponta Freudenthal (1991),
no mundo da vida, o sujeito age e interpreta fenémenos, enquanto no mundo simbdlico, ele re-
fina essas interpretagdes. A identificacdo de varidveis, a organizacao de dados em matrizes e a
modelagem de sistemas de cifras, observadas na SD, ilustram esse processo inicial de passa-
gem do contexto aos simbolos. Conforme descreve De Lange (1999), isso envolve reconhecer
regularidades, esquematizar ideias e formular problemas.

O segundo movimento € a Matematizagcao Vertical, que consiste no aprofundamento
conceitual e na generalizagdo do conhecimento. De Lange (1999) destaca que esse avanco se
manifesta quando os estudantes passam a representar relagdes formalmente, a justificar propri-
edades e a articular modelos em novos contextos. Esse movimento, como discutem Gravemeijer
e Doorman (1999) e Drijvers (2003), ocorre progressivamente e esta entrelacado ao anterior. Na
pratica da SD, esse processo ficou evidente quando os estudantes reconheceram padrdes em
operagOes matriciais, compreenderam o papel dos determinantes e justificaram transformacgdes
algébricas.

Assim, concordando com De Lange (1999), a matematizagéo envolve atividades cogni-
tivas que vao muito além da aplicacao de férmulas: descobrir regularidades, reconhecer simi-
laridades entre diferentes situacoes, refinar modelos e generalizar relagbes Matematicas. Em
uma abordagem orientada pela RME, o significado antecede a formalizagdo, uma vez que é a
necessidade de resolver uma situagao que impulsiona a organizagao simbdlica das ideias.

Como sintetiza Treffers (1987, p. 71), atividades como construir, experimentar e classifi-
car fazem parte do processo de matematizacao tanto quanto simbolizar e formalizar. A distingao
entre os tipos de matematizacdo é analitica, pois, na pratica, tais movimentos se entrelacam
continuamente.

Ao longo da sequéncia didatica, a presenca do principio da Atividade revelou-se em cada
situacao, convidando os estudantes a investigar, justificar seus raciocinios e comparar estraté-
gias. Foi possivel observar que a aprendizagem se fortalece quando o aluno se reconhece como
autor de seus caminhos, quando erra, revisa e refaz, atribuindo sentido ao que constroi. Dessa
forma, a algebra se apresenta como uma forma de pensar e agir matematicamente, conectada

ao mundo e as experiéncias dos sujeitos.

4.2 Principio da Realidade: Aprender a partir do que faz sentido

Na perspectiva da Educacdo Matematica Realistica, o ponto de partida do trabalho em
sala de aula deve ser uma situagcao que o estudante possa compreender, imaginar ou reco-
nhecer como possivel em sua experiéncia. Freudenthal (1973b) defende que a Matematica é
uma atividade humana, construida na relagdo com o mundo, e que, portanto, o ensino nao deve
iniciar pela abstracao, mas pelo contato com aquilo que o aluno é capaz de tornar real em seu

pensamento. Assim, o termo realistico, no contexto da RME, ultrapassa o que é concreto ou
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cotidiano e passa a designar aquilo que pode ganhar significado para o sujeito (Freudenthal,
1991). Nessa mesma diregéo, Treffers (1991) ressalta que o trabalho matematico deve surgir de
problemas que tenham sentido para o estudante, mobilizando suas estratégias e seus modos
préprios de pensar.

A abordagem da criptografia permitiu concretizar esse principio de forma evidente, pois,
ao investigar a seguranca de suas senhas, decifrar mensagens e proteger informagdées em um
“jogo de espionagem”, os estudantes ndo apenas aplicaram matrizes ou sistemas lineares, mas
também reconheceram a necessidade desses conteudos para resolver situagées que faziam
sentido em suas experiéncias. A algebra deixou de ocupar o lugar de um conhecimento distante
e abstrato, passando a atuar como uma ferramenta Util e significativa. Esse deslocamento se
evidenciou no engajamento, na curiosidade e nas justificativas apresentadas pelos estudantes
ao tomarem decisdes durante as atividades.

Segundo Heuvel-Panhuizen (2000), o ensino orientado por situagdes realisticas orga-
niza um percurso no qual o estudante parte de um contexto significativo, que se traduz em
estruturas Matematicas e, somente entado, avanga para a formalizacdo. Esse movimento orien-
tou a sequéncia didatica: primeiro, um problema préximo a vivéncia do grupo; depois, a busca
por estratégias; e, por fim, a sistematizacdo dos procedimentos algébricos. Nesse processo, 0s
conhecimentos prévios dos estudantes ndo sado vistos como obstaculos, mas como um ponto
de partida legitimo para a construgao do entendimento.

A relagao entre acao e elaboracdo é aprofundada por Gravemeijer e Terwel (2000), ao
explicarem que o aprendizado se desenvolve quando o estudante revisita e analisa o proprio
percurso, reorganizando-o. A agéo realizada em um determinado nivel passa a ser objeto de
reflexdo em outro, aproximando-se das ideias de Freudenthal e Van Hiele sobre os niveis de
compreensdo: a experiéncia inicial ndo € descartada, mas reelaborada, convertendo-se em
uma estrutura conceitual.

E importante destacar que, embora a palavra realidade possa remeter ao concreto, seu
sentido pode ser mais amplo. O dicionario Houaiss (2009) associa o termo ao que é material
e observavel; Abbagnano (1982), ao que existe independentemente da mente humana; e Mora
(1971), ao que é atual e existente. Na RME, essa nocao é expandida para incluir aquilo que pode
se tornar real no pensamento do estudante, aquilo que ele pode imaginar, construir e sobre o
qual pode agir. Assim, uma situagcao é considerada realistica quando pode ser intelectualmente
vivida, ainda que n&o tenha sido experimentada concretamente.

Desse modo, na SD, a teoria nao foi estabelecida como ponto de partida, mas como
consequéncia necessaria da atividade. A formalizagdo surgiu quando os estudantes sentiram a
necessidade de comunicar e estabilizar aquilo que haviam construido. A aprendizagem das ma-
trizes e dos sistemas lineares deixou de ser uma memorizacdo de regras para se constituir como
uma producéao de significados sustentada por experiéncias reconhecidas como relevantes.

Trabalhar a partir de situagdes realisticas significou transformar a sala de aula em um es-
paco de investigacao, no qual a necessidade do contelido emergia do préprio problema. Nesse
movimento, teoria e pratica se encontraram, e aprender Matematica se tornou uma experiéncia
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com proposito, aprofundando a compreenséo da algebra a partir do que fazia sentido para o
estudante.

4.3 Principio de Niveis: dos significados informais a formalizacao

Ao refletir sobre o processo de aprendizagem em Matematica, especialmente no con-
texto da algebra, compreendemos que aprender ndo é um ato linear ou continuo, mas um per-
curso marcado por rupturas, reorganizacoes e reconstrucdes internas que o estudante realiza
ao longo de sua trajetéria. Aprender ndo é subir degraus prontos: é reorganizar-se (Freudenthal,
1973b; Freudenthal, 1991).

Um aspecto que se mostrou significativo em nossa pratica foi compreender que os pro-
cedimentos informais ndo sdo um erro a ser corrigido, mas sim um ponto de partida necessario.
O estudante precisa ter a oportunidade de experimentar, testar, representar, comparar e discutir
antes de se aproximar da formalizagdo. Quando esse tempo de elaboracao nao existe, a alge-
bra assume imediatamente uma feicao rigida, distante e artificial, é justamente nesse ponto que
muitos estudantes se perdem.

Freudenthal (1991, p. 96) afirma que “o que importa no processo de aprendizagem séo
as descontinuidades”. Ou seja, dificuldades e aparentes retrocessos podem representar mo-
mentos de reorganizacao interna em que o aluno ajusta suas compreensdes e reconfigura sua
relacdo com o conceito. Nessa perspectiva, a aprendizagem é viva e profundamente humana.
Para tornar essa transigao visivel, recorremos as fases de aprendizado propostas por Van Hiele
(1986), que, embora formuladas para a Geometria, dialogam com a progressao da compreen-
sao algébrica. Assim, a sequéncia didatica foi organizada de modo que:

1. O estudante se familiarizasse com uma situagdo (como a criptografia ou o problema
da fabrica);

2. Explorasse o contexto com apoio e troca com os colegas;
3. Comecasse a nomear, justificar e verbalizar suas compreensoes;

4. Por fim, pudesse agir com autonomia sobre o conhecimento formal.

Cada estudante inicia a atividade Matematica a partir de um nivel proprio de compreen-
sao, com estratégias que nem sempre sao formais ou convencionais, mas que sao legitimas,
coerentes e reveladoras da logica interna do sujeito. Conforme Drijvers (2000), essas estratégias
iniciais constituem a base para modelos mais estruturados, desde que o ambiente de aprendi-
zagem favorega esse processo. Portanto, reconhecer os diferentes niveis de desenvolvimento
dos estudantes é fundamental para a construcao de significados.

Ao valorizar as resolugdes informais dos estudantes como ponto de partida, a RME re-
conhece que a formalizagdo surge progressivamente no contexto de uma classe de situagdes
(Drijvers, 2000). A transi¢do entre niveis envolve descontinuidades (Freudenthal, 1991, p. 96),
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mas é justamente essa passagem que marca a matematizacdo: o deslocamento do contexto
para as ideias estruturadas. Para explicitar como isso pode ser organizado didaticamente, re-
corremos as Fases do Processo de Aprendizagem de Van Hiele (1986):

Quadro 2 - Fases do processo de aprendizagem segundo Van Hiele

Fase Descricao

Informacéao Familiarizagdo com o dominio de trabalho, em que o estudante
observa, manipula e explora objetos ou situagdes, criando refe-
réncias iniciais.

Orientacao Guiada Exploracao do conteldo por meio de tarefas intencionalmente es-
truturadas pelo professor, permitindo que o aluno investigue e re-
conheca relagdes importantes.

Explicitagao Momento em que o estudante verbaliza, descreve e nomeia as
relagdes identificadas, ampliando sua linguagem técnica e sua
consciéncia do préprio raciocinio.

Orientacao Livre Etapa em que o estudante passa a resolver problemas de forma
mais auténoma, experimentando diferentes estratégias e consoli-
dando significados.

Integracao Organizacgéao e consolidagao das relagdes construidas, compondo
uma rede coerente de significados que permite operar no novo
nivel de pensamento.

Fonte: Adaptado de Passos, Buriasco e Soares (2019).

A aplicacao desse principio na sequéncia didatica mostrou que, quando o estudante
pode experimentar e expressar suas ideias, o avango para niveis mais formais ocorre natural-
mente. As diferentes fases vivenciadas confirmam que a compreensao da algebra é dinamica,
pessoal e marcada por reorganizacdes constantes. Assim, mais do que ensinar regras, trata-se
de acompanhar trajetérias de pensamento em construgao, respeitando o tempo de elaboragéo
conceitual de cada estudante.

4.4 Principio da Interatividade: aprender com o outro e pelo outro

Na perspectiva da RME, a aprendizagem é entendida como um processo que acontece
no proprio contexto da pratica educativa. Freudenthal (1971) destaca que os problemas edu-
cacionais sao resolvidos no cotidiano da sala de aula e que essa construcao é lenta, social e
continua. Assim, a Matematica é concebida como uma atividade humana viva, que se desen-
volve em dialogo constante com o0 ambiente e com as pessoas que dele participam.

Nesse cenario, o Principio da Interatividade assume um papel central. Heuvel-Panhuizen
(2000) afirma que aprender Matematica € uma atividade social, realizada por meio de interagdes
entre o professor e os estudantes, bem como entre os préprios estudantes. As trocas, conver-
sas, justificacdes e argumentagdes que ocorrem durante a realizagdo das tarefas séo partes
constitutivas da aprendizagem, ndo elementos adicionais ou complementares ao ensino.
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Nelissen e Treffers (2010) distinguem-se dois tipos principais de interatividade: aquela
que ocorre na relacdo professor—estudante e a que se da entre os estudantes. No primeiro caso,
o professor pode intervir, valendo-se de diferentes recursos, como comunicagao oral, registros
escritos ou gestos, orientando o aluno a revisar e reorganizar sua producao (Silva, 2018). O
registro escrito, em particular, torna-se uma importante fonte de informagdes sobre os percursos
do pensamento, auxiliando nas intervencdes docentes que favorecem o desenvolvimento de
estratégias proprias (Santos, 2014).

A interacdo entre os estudantes também se configura como um espaco privilegiado de
aprendizagem. Kwon (2002) enfatiza que discussdes baseadas em conjecturas, explicacdes
e justificacdes possibilitam que os alunos avancem coletivamente, reformulem ideias e recons-
truam significados. Para De Lange (1999), essa comunicagao contribui tanto para a socializagao
de modos de pensar quanto para o fortalecimento das estratégias Matematicas no grupo.

Nessa mesma direcao, Artigue e Blomhgj (2013) destacam que abordagens baseadas
em investigacao, resolucao de problemas e reinvengao guiada pressupdem uma cultura de sala
de aula fundamentada na colaborac¢ao, na escuta e na valorizagao do raciocinio dos estudan-
tes. O professor, assim, atua como orientador atento, criando condigdes para que os alunos
expliquem, questionem, avaliem e integrem suas proprias ideias as de seus colegas.

Foi a partir desse entendimento que a sequéncia didatica foi planejada. Mais do que
organizar os estudantes em grupos, buscamos criar situagdes em que o dialogo se tornasse
condigdo para o avango na atividade. As tarefas exigiam que os estudantes confrontassem es-
tratégias, explicitassem seus raciocinios e reconstruissem caminhos a partir das contribui¢cdes
coletivas. Nesse processo, ideias antes implicitas tornaram-se discutidas e ressignificadas, for-
talecendo a aprendizagem.

Ao longo do desenvolvimento da SD, observamos que a aprendizagem Matematica se
consolida no encontro entre vozes, na escuta das justificativas e na reconstrugdo conjunta de
significados. A interatividade evidencia-se, portanto, como condigdo necessaria para que o co-
nhecimento se estabilize, ganhe profundidade e sentido. Além disso, muitas das conexodes esta-
belecidas nessas discussbes mostraram-se decisivas para articular conteudos e compreender
a algebra para além de técnicas isoladas, movimento que dialoga diretamente com o Principio
do Entrelagamento, a ser discutido a seguir.

4.5 Principio do Entrelacamento: a algebra em dialogo com o mundo

Ao longo do processo de planejamento e aplicagdo da sequéncia didatica, compreende-
mos que a algebra nao pode ser tratada como um campo isolado da Matematica, visto que seus
significados se consolidam na articulagdo com outros dominios. Esse entendimento se ancora
no Principio do Entrelagcamento da Educagao Matematica Realistica, segundo o qual diferentes
areas Matematicas dialogam entre si na experiéncia de aprendizagem, e esse dialogo é funda-
mental para que os conceitos ganhem sentido. Para Freudenthal (1991), a Mateméatica ndo se
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apresenta ao sujeito como um conjunto de blocos estanques, mas como uma rede de relagdes
construida a medida que o estudante elabora modelos e reorganiza suas compreensoes.

Os diferentes dominios do conhecimento matematico (nUmeros, geometria, algebra) nao
devem, portanto, ser vistos como areas isoladas, mas como campos fortemente integrados e
entrelagados. Conforme Freudenthal (1991), na RME essas conexdes sao essenciais ao desen-
volvimento conceitual; contudo, como destacam Buriasco e Silva (2017), podem surgir pontas
soltas ao longo do processo de ensino. Nesses casos, cabe ao professor retoma-las assim que
possivel, conectando os contelddos para que a aprendizagem avance de forma continua (Van
den Heuvel-Panhuizen, 2010).

No ensino tradicional, a algebra costuma ser abordada de forma dissociada da geome-
tria, da aritmética e de situacdes contextualizadas. Essa fragmentacao reforca uma percepcao
instrumental e mecéanica da disciplina, reduzindo-a a aplicacado de técnicas prontas. Ao assu-
mir o entrelacamento como referéncia, buscamos promover experiéncias nas quais a Algebra
aparecesse como uma linguagem capaz de modelar fen6menos, generalizar relagdes e pro-
duzir explicagdes significativas, o que esta alinhado a perspectiva de Buriasco e Silva (2017),
segundo a qual conexdes fortalecem a aprendizagem ao conferir coeréncia ao conhecimento
estudado.

Essa articulagdo entre dominios também se evidencia no movimento entre processos
de aprendizagem prospectivos e retrospectivos. Como discute Freudenthal (1991), inicialmente,
o estudante se apoia no conhecimento prévio e em estratégias informais (movimento prospec-
tivo). Posteriormente, revisita e reorganiza o que fez para formalizar, justificar e estabilizar as
compreensdes (movimento retrospectivo). Em nossa prética, esse ciclo foi essencial para que
conceitos intuidos, como o papel do determinante, se transformassem em conhecimento estru-
turado, conectando contetdos aparentemente distantes e “amarrando” sentidos construidos ao

longo da SD.

Embora a RME entenda que os dominios do conhecimento matema-
tico devam ser entrelagados, ainda assim admitem que possam exis-
tir “pontas soltas”, ou seja, contetidos que, por algum motivo, ndo po-
dem ser entrelagados aos demais. No caso de existirem pontas sol-
tas, o recomendavel é que sejam trabalhadas na primeira oportuni-
dade em que possam ser conectadas com outros contelddos para dar
continuidade ao entrelagamento (FREUDENTHAL, 1991 apud SILVA,
2015, p. 36).

O entrelagamento, portanto, expressa-se como uma postura pedagdgica, pois exige que
o professor reconhega a Matematica como um campo vivo e relacional, e ndo como uma
sequéncia linear de conteddos. Também requer sensibilidade para identificar conexées que
emergem espontaneamente nas produgdes dos estudantes e representam oportunidades de
avanco conceitual. Ao valorizar essas conexdes, observamos que os alunos passaram a com-
preender a algebra ndo como um conjunto de operacdes isoladas, mas como uma ferramenta
para interpretar e transformar situag¢des, tanto as Matematicas quanto as cotidianas.
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Dessa forma, o ensino deixa de ser um percurso fragmentado e passa a ser uma ex-
periéncia de significagbes interligadas. Nas discussdes, nas relagdes estabelecidas entre con-
ceitos e nas escolhas argumentativas dos estudantes, tornou-se visivel a constituicado de uma
rede de significados que sustentou o aprendizado da SD. O entrelagamento mostrou-se, assim,
fundamental para que a Algebra ganhasse sentido, consolidando sua compreensdo como um
conhecimento vivo e conectado ao mundo.

4.6 Principio da Orientacao: a Reinven¢cao Guiada como caminho

Entre os principios da Educacao Matematica Realistica, o que mais impactou nossa
pratica foi o Principio da Orientagao, pois ele desloca a compreensao da aprendizagem Mate-
matica da ideia de receber um conteudo pronto para a de reconstrui-lo em contexto. Aprender
Matematica significa fazer Matematica, isto é, organizar, modelar e formalizar ideias a partir de
situagdes que facam sentido para o estudante. A sala de aula torna-se, assim, um espaco em
que os estudantes podem atuar como autores de procedimentos e significados, e ndo apenas
como repetidores de algoritmos (Freudenthal, 1973b; Freudenthal, 1991).

Nesse cenario, a reinvengéo guiada apresenta-se como uma forma de ensino na qual
o estudante ndo é deixado para descobrir tudo sozinho, tampouco é conduzido de maneira
direta. Ela se situa em um equilibrio intencional, no qual o professor planeja caminhos possi-
veis, promove avangos, formula perguntas e organiza situagdes, sem antecipar resultados ou
solugdes. Conforme discutem Van den Heuvel-Panhuizen (2010) e Mendes (2014), o professor
orienta o processo por meio de tarefas que permitem que os estudantes avancem gradualmente
de estratégias informais a modos mais estruturados de pensar. Silva (2015) enfatiza que esse
percurso exige clareza sobre a trajetéria de aprendizagem, prevendo formas de intervengéo,
possibilidades de erro e momentos de retomada. Essa trajetéria ndo funciona como um roteiro
fechado, mas como uma estrutura flexivel que acompanha o movimento real da sala de aula e
se reorganiza conforme as interagdes e as produgdes dos estudantes.

Ao planejar e conduzir a SD, percebemos que orientar ndo significa esperar que o es-
tudante descubra tudo sozinho. A reinvengéo guiada se diferencia tanto da instrugéo expositiva
quanto da descoberta livre porque se constréi em um entrelugar cuidadoso, no qual as tarefas
sao preparadas para que o estudante avance, sem revelar o caminho antes da hora. Como des-
crevem Van den Heuvel-Panhuizen (2010) e Ferreira e Buriasco (2021), o professor organiza
intencionalmente os problemas, as perguntas e as intera¢des para que o aluno passe de estra-
tégias informais a modelos mais formais, construindo conhecimento a partir do que ele mesmo
elabora.

Ao longo da sequéncia didatica, foi possivel perceber também que, quando os estu-
dantes explicam seus raciocinios e confrontam diferentes formas de resolver um problema, a
algebra deixa de ser uma colegao de regras abstratas e torna-se uma linguagem que ajuda a
interpretar e transformar situagdes. A reinvencao guiada, portanto, ndo é apenas um método,

mas uma postura ética que valoriza o tempo do pensamento, o direito a davida e o processo de
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construcao de sentido. Ela exige um olhar atento as maneiras como os estudantes significam
0 que fazem, uma escuta sensivel aos caminhos que constroem e coragem para nao antecipar
respostas. A aprendizagem torna-se mais verdadeira porque nasce de dentro e ndo apenas se
impde de fora. E nesse ponto que a Algebra, tantas vezes vista como arida e distante, ganha
rosto, intencdo, proposito e sentido.

4.7 Ressignificando o ensino de Algebra pela RME

Ao considerar os principios da Educacao Matematica Realistica como orientadores da
pratica pedagédgica, torna-se possivel compreender o ensino de algebra para além da memo-
rizacdo de procedimentos. O Principio da Interatividade evidenciou que a aprendizagem se
fortalece na troca entre estudantes, na explicitagcdo de ideias e na argumentagédo. O Principio
do Entrelagamento mostrou que a Algebra s6 ganha sentido quando articulada com outros do-
minios da Matematica e com situagdes que refletem o mundo vivido. O Principio da Orientagéo,
por sua vez, destacou a importancia da reinvencao guiada como postura docente que acolhe e
sustenta o processo de elaboracdo conceitual, garantindo que a formalizacado seja consequén-
cia de experiéncias com propdsito.

Figura 2 - Principios da Educacao Matematica Realistica
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Fonte: Elaboracao Propria (2025).
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Ao longo deste capitulo, buscamos evidenciar como a Educagdo Matematica Realistica
orientou as escolhas pedagdgicas desta pesquisa, tanto na organizagao das tarefas quanto
na conducao das interacdes em sala de aula. A relagao entre sentido, orientacao e formaliza-
¢ao tornou-se mais clara a medida que as atividades se desdobravam e, nesse percurso, pude
perceber que a aprendizagem ndao é um momento pontual, mas um processo que se constroi
na convivéncia com problemas significativos e na constante reconstrucao de significados. A
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Figura 2 sintetiza os principios que embasaram o planejamento e a realizagdo da SD, eviden-
ciando como se entrelagam na prética e sustentam o processo de matematizagao vivido pelos
estudantes.

Com isso, reforgamos que a RME nao se limita a um conjunto de orientag¢des tedricas,
mas constitui uma perspectiva que reorganiza o sentido da pratica pedagégica e amplia a com-
preensao da algebra como conhecimento vivo, (til e acessivel aos estudantes do Ensino Médio.
Ao integrar interatividade, entrelagcamento, realidade, niveis e reinvencao guiada na estrutura da
sequéncia didatica, foi possivel reconhecer indicios concretos de aprendizagem, engajamento
e significagdo do conteudo.

Assim, encerramos este capitulo destacando que a RME representou o alicerce que
possibilitou repensar o ensino da Algebra neste trabalho, ao aproximar o que se ensina do
modo como os estudantes pensam e atribuem sentido ao que fazem. No capitulo seguinte, dis-
cutimos as metodologias ativas que contribuem para potencializar essa proposta, em especial
quanto ao protagonismo dos estudantes e ao uso de recursos tecnolégicos como mediadores
da aprendizagem.
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5 METODOLOGIAS ATIVAS: FERRAMENTAS E APLICAGOES NO ENSINO MEDIO

A educacéo brasileira tem passado por inumeras transformagoées significativas, especi-
almente impulsionadas pela Reforma do Ensino Médio. Instituida pela Lei n® 13.415/2017, essa
reforma surgiu a partir de uma medida proviséria aprovada em um contexto conturbado no ce-
nario politico e educacional brasileiro, introduzindo mudancgas na proposta da Lei de Diretrizes
e Bases (LDB) na etapa final da Educacao Basica, no que diz respeito a organizagao curricular
e ao financiamento, o que impacta diretamente tanto o trabalho pedagégico quanto a atuacao
docente e a propria formagao dos estudantes (Ferretti, 2018; Miranda; Carneiro, 2024; Garcia;
Noronha, 2025; Brasil, 2017).

Alinhada as mudangas promovidas pela Reforma do Ensino Médio, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) também trouxe a unificagdo dos conteudos a serem abordados no
Ensino Médio. Brasil (2018) define, de forma bem ampla, as competéncias e habilidades que os
estudantes devem desenvolver, fornecendo aos docentes diretrizes para que possam planejar
e conduzir praticas pedagdgicas de forma articulada e significativa. Dessa forma, o documento
nao apenas organizou o curriculo, mas também incentivou o uso de novas estratégias e meto-
dologias de ensino.

Em contrapartida, para alinhar todas essas mudangas no cenério educacional, vém
emergindo muitas propostas pedagogicas que buscam superar modelos tradicionais de ensino,
com destaque para as metodologias ativas. Entendidas como estratégias que colocam o estu-
dante no centro do processo de aprendizagem, essas metodologias favorecem a autonomia,
0 pensamento critico e a capacidade de tomar decisdes em situacdes reais por parte dos es-
tudantes (Borges; Alencar, 2014; Seabra et al., 2023). Ao promover o protagonismo do aluno,
aproxima-se do conhecimento escolar em conexdo com as praticas sociais, tornando o pro-
cesso formativo mais dindmico e significativo. Segundo Marques et al. (2021), a aprendizagem
de qualidade atualmente depende mais do relacionamento pessoal entre o professor, que atua
como facilitador, e 0 aluno do que de aspectos como habilidades pedagégicas, planejamento
curricular ou uso de recursos audiovisuais (Mello; Alves; Lemos, 2014; Bellaver, 2019).

A BNCC orienta a Educacao Basica por meio de dez competéncias essenciais, desta-
cando o papel das tecnologias digitais no processo de ensino-aprendizagem. A competéncia 4
enfatiza o uso de diferentes linguagens (verbal, corporal, visual, sonora e digital), além do conhe-
cimento das linguagens artisticas, Matematicas e cientificas, para que os estudantes possam
expressar ideias, compartilhar informagées e experiéncias e construir sentidos que favorecam
a compreensao mutua em contextos diversos. Por sua vez, a competéncia 5 coloca énfase no
protagonismo estudantil, estreitando a relagdo com metodologias ativas ao estimular o desen-
volvimento de habilidades para compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de forma ética,
reflexiva e significativa. Esse enfoque permite que os alunos se comuniquem, resolvam pro-
blemas e assumam responsabilidades no préprio aprendizado, fortalecendo sua autonomia e
participacao ativa nas praticas educativas (Brasil, 2018).
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Nesse sentido, mesmo diante de fortes criticas a BNCC, discutir as metodologias ativas
no ensino de Matematica mostra-se fundamental, sobretudo no Ensino Médio, etapa em que
muitos estudantes apresentam desinteresse ou dificuldade em compreender a aplicabilidade
dos conteudos. Ao propor situagdes de aprendizagem nas quais o estudante é desafiado a
investigar, experimentar e construir significados, o professor amplia as possibilidades de enga-
jamento e fortalece a relagao entre teoria e pratica, trazendo significado a experiéncia escolar e
a todo o processo de ensino e aprendizagem.

Dessa forma, neste capitulo, buscamos analisar algumas das principais metodologias
ativas aplicaveis ao ensino da Matematica no Ensino Médio, mostrando seus fundamentos e as
aplicagbes pedagdgicas utilizadas ao longo desta pesquisa. Inicialmente, serd apresentada a
metodologia Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo através da Resolucao de Problemas, destacando
sua contribuicao para a relagao entre conteudos e situagdes reais no contexto da RME. Em se-
guida, discutiremos a Sala de Aula Invertida (Flipped Classroom) e a gamificacéo, que reorga-
nizam a lgica tradicional de ensino e aprendizagem, valorizando a autonomia dos estudantes.
Também destacamos a interdisciplinaridade, com foco na criptografia, como um recurso capaz
de despertar o interesse dos alunos ao conectar a Matematica a situacoes praticas e contem-
poraneas. Além disso, sera explorado o uso do Python, uma linguagem de programacao que
possibilita a realizagdo de experimentos e simulagées Matematicas como metodologia ativa na
computacgao.

Posteriormente, ao finalizar o capitulo, iremos explorar as Sequéncias Didaticas, com-
preendidas como estratégias que permitem ao professor organizar o ensino de forma progres-
siva e contextualizada, diferentemente das aulas tradicionais. Assim, o conjunto dessas me-
todologias e da ferramenta SD sera apresentado como um repertério de praticas que nao sé
diversificam a atuagdo docente, mas também podem transformar o ensino da Algebra no En-
sino Médio sob a lente da Educagao Mateméatica Realistica.

5.1 Metodologia Ensino-Aprendizagem-Avaliacao através da Resolucao de Problemas:

Uma perspectiva no Ensino de Algebra

A resolugao de problemas consolidou-se, ao longo das ultimas décadas, como uma das
metodologias mais potentes para o ensino da Matematica, especialmente quando articulada ao
desenvolvimento de habilidades de raciocinio, argumentacédo e tomada de decisdo. Em um ce-
nario educacional marcado por demandas cognitivas cada vez mais complexas, a centralidade
dessa abordagem se torna evidente, pois desloca o foco da mera repeticdo de procedimentos
para um trabalho que exige mobilizagao de conhecimentos, andlise de situagdes e elaboragéo
de estratégias (Santos, 2022; Braga, 2020). Nesse sentido, compreender a resolugao de proble-
mas como metodologia , e ndo apenas como atividade, constitui um movimento essencial para
repensar o ensino da Algebra no Ensino Médio.

A resolucdo de problemas é uma competéncia fundamental no ensino e na aprendiza-
gem da Matematica, servindo como pilar tanto na Educacao Basica quanto no desenvolvimento
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de competéncias avancadas. No cenério educacional, ndo sé brasileiro, mas mundial, onde a
capacidade de resolver problemas complexos é cada vez mais valorizada, a énfase na metodo-
logia de resolucao de problemas no Ensino da Matemética tornou-se ainda mais proeminente,
visto que é uma das metodologias ativas mais eficazes para cultivar habilidades criticas e pen-
samento logico (Santos, 2022; Braga, 2020)

A metodologia de resolucao de problemas, no contexto do Ensino de Matematica, nao
apenas aprimora a compreensao dos conceitos matematicos, mas também desenvolve habili-
dades como a capacidade de aplicar conhecimentos adquiridos a situagdes novas e desconhe-
cidas em todos os niveis escolares (Santos, 2022)

Onuchic e Allevato (2004) destaca que a adocéao da resolucao de problemas como meto-
dologia de ensino s6 passou a ganhar destaque na década de 70, quando educadores matema-
ticos passaram a considera-la e questiona-la em suas praticas pedagdgicas. No entanto, diante
das mudancas sociais e tecnolégicas, os métodos utilizados naquela época estdo se mostrando
cada vez mais desatualizados e menos eficazes nas salas de aula do século XXI. Para elas, ha
duas principais razées que fundamentam a necessidade de reformular a abordagem do ensino
de Matematica em sala de aula: em primeiro lugar, é fundamental que os estudantes compreen-
dam a relevancia da Matematica, ndo apenas dentro do contexto escolar, mas também em suas
vidas e na sociedade em geral; em segundo lugar, é importante atender a demanda daqueles
que demonstram maior interesse pela Matematica. E importante ressaltar que:

sempre houve muita dificuldade para se ensinar Matematica. Apesar
disso todos reconhecem a importancia e a necessidade da Matema-
tica para se entender o mundo e nele viver. Como o elemento mais
importante para se trabalhar Matematica € o professor de Mateméa-
tica, e como este ndo esta sendo bem preparado para desempenhar
bem suas fungbes, as dificuldades neste processo tém aumentado
muito (Allevato; Onuchic, 2021, p. 213-214)

No entanto, a metodologia de resolucéo de problemas exige do professor uma prepara-
¢ao e um engajamento distintos dos convencionais na elaboracao e na execugao de atividades.
(Allevato; Onuchic, 2021) destacaram trés abordagens fundamentais para o uso da resolugéo de
problemas, consideradas essenciais na conducao de atividades pelo professor e com impacto
significativo na aprendizagem dos estudantes: ensinar “sobre” a resolugao de problemas; ensi-
nar Matematica “para” a resolucao de problemas; e ensinar Matematica “através” da resolugao
de problemas.

A primeira diz respeito as teorias da resolugdo de problemas. George Polya, segundo
Onuchic e Allevato (2004), é um importante representante dessa linha. Entretanto, ha uma
grande diferenca entre o aluno saber o contelido e conseguir resolver situacdes-problema, pois
0 primeiro esta associado a habilidade do objeto do conhecimento, desenvolvida para resolver
problemas e por sua vez, trata-se de uma atividade humana fundamental, segundo o proprio
Pélya (1995). A segunda, nada mais é do que o ato de formalizar o contelido apresentado aos
estudantes por meio de exercicios, sendo a pratica mais utilizada pelos docentes, principal-
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mente nas aulas de Matematica, e até mesmo nos materiais didaticos, como livros, slides e
materiais digitais.

Diante do pressuposto, a terceira abordagem, chamada Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacao de Matematica através da Resolucao de Problemas (MEAAMaRP),
ocorre quando o professor parte de um problema e, na sala de aula, os estudantes fazem
relagdes com diferentes habilidades e objetos do conhecimento, construindo, assim, novos con-
ceitos e aprendizagens. Segundo Allevato e Onuchic (2021), o professor precisa deixar de ser o
centro das atencdes e passar a dar aos estudantes maior responsabilidade pela prépria apren-
dizagem. Ja os estudantes, para que a metodologia funcione, precisam assumir e entender sua
responsabilidade e adotar uma nova postura em sala, o que nao é tao facil.

Além disso, de acordo com Demarchi, Ashtiani e Gongalves (2025), a articulagao entre
ensino, aprendizagem e avalia¢gdo deve ocorrer de maneira simultanea e integrada durante todo
0 processo, cabendo ao professor o papel de mediador durante a aplicacdo da metodologia em
sala de aula. A MEAAMaRP é estruturada em dez etapas, conforme propostas por Allevato e
Onuchic (2021, p. 47-51), sendo elas: (1) proposicao do problema gerador; (2) leitura individual
na qual o aluno recorre aos conhecimentos prévios; (3) leitura em conjunto onde, em pequenos
grupos, os alunos aprimoram as resolugdes; (4) alunos (em grupos) resolvem o problema; (5)
o professor incentiva e observa; (6) alunos apresentam a solugao; (7) em plenaria, professor
e alunos discutem ideias e concepgdes; (8) busca de consenso sobre as resolugdes; (9) o
professor formaliza o conteldo matematico; e (10) proposicao e resolucao de novos problemas,

conforme mostrado na figura:

Figura 3 — Etapas da MEAAMaRP
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Fonte: Adaptado de Allevato e Onuchic (2021).
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Deste modo, o professor desempenha um papel crucial para o sucesso da metodologia
de resolucéo de problemas. Intervencdes excessivas podem minar a iniciativa dos estudantes,
enquanto a auséncia de orientacdo pode gerar frustracdo ou estagnacdo. Assim, o trabalho
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do professor ndo se resume a corrigir ou validar respostas, mas também envolve interpretar
caminhos, valorizar diferentes estratégias e promover conexdes que sustentem a construgéo do
conhecimento matematico.

A literatura recente tem destacado que a resolucdo de problemas, quando tratada como
metodologia, ndo se restringe a escolha de boas tarefas, mas também envolve a construgédo
de uma cultura investigativa em sala de aula. Estudos como o de Silva e Allevato (2024) en-
fatizam que essa cultura se estabelece quando os estudantes se engajam em processos de
argumentacao, justificativa e validacao coletiva de ideias, superando uma visdo de aula cen-
trada na simples verificagao de respostas. Nessas praticas, o foco desloca-se para a produgao
de significados pessoais e compartilhados, ampliando o papel do erro, da divida e da negocia-
¢ao conceitual como elementos estruturantes da aprendizagem. Ao assumir essa perspectiva,
a MEAAMaRP passa a funcionar ndo apenas como uma técnica, mas como uma reorganizagao
profunda das interagdes que sustentam o trabalho matematico.

Além disso, pesquisas de Martins (2024) mostram que a resolucao de problemas mo-
difica a relagdo dos estudantes com o conhecimento matematico ao permitir que reconstruam
conceitos a partir da analise de diferentes estratégias. Essa diversidade de caminhos produz
um ambiente rico para o desenvolvimento da autonomia intelectual, pois evidencia que o raci-
ocinio matematico pode ser elaborado por mdltiplas vias, e ndo apenas pela aplicacdo direta
de algoritmos previamente ensinados. No ensino de Algebra, essa postura é particularmente
relevante, pois os estudantes frequentemente associam conteldos algébricos a procedimentos
rigidos. A metodologia, ao contrario, evidencia que a Algebra também & um terreno fértil para a
interpretacao, a modelagem e a comparacao de métodos, elementos essenciais a formacao de
um pensamento mais flexivel.

Pironel (2019) reforca ainda que o engajamento dos estudantes em situacbes desafia-
doras favorece uma aprendizagem mais persistente, uma vez que precisam recorrer a conheci-
mentos prévios, testar hipdteses e analisar resultados intermediarios. Esse percurso investiga-
tivo dialoga diretamente com as intengcdes da MEAAMaRP, na qual o problema nao é apenas o
ponto de partida, mas também o eixo que estrutura a aula. Ao resolver problemas, os estudantes
constroem vinculos mais fortes entre diferentes topicos matematicos, desenvolvem habilidades
de comunicacdo e aprendem a justificar suas decisées, aspectos fundamentais para consolidar
a algebra como linguagem de modelagem e ndo como um conjunto de técnicas isoladas.

Por fim, a articulagao apresentada por Silva e Allevato (2024) sobre o papel das discus-
sOes coletivas destaca a importancia das etapas de socializagao e de formalizagdo na MEAA-
MaRP. Nessas etapas, o professor atua como mediador, organizando, ampliando e estabilizando
as ideias emergentes, transformando estratégias intuitivas em conceitos matematicos mais es-
truturados. Esse momento é decisivo para o ensino da Algebra, pois permite que processos
inicialmente informais, como a identificacdo de padrdes, a comparacéo de procedimentos e 0
reconhecimento de estruturas, sejam gradualmente convertidos em linguagem simbdlica e em
propriedades gerais. Assim, o movimento entre exploragéo, discussdo e sistematizacao, carac-
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teristico da MEAAMaRP, assegura que o conhecimento algébrico se torne compreensivel, Gtil e
aplicavel pelos estudantes em situagées mais amplas.

Na sequéncia didatica desenvolvida nesta pesquisa, aplicamos a MEAAMaRP como nu-
cleo de uma das atividades de Algebra, buscando compreender como a resolugéo de problemas
poderia organizar tanto os conteddos quanto as interagoes entre os estudantes. As adaptagdes
que realizamos decorreram da observacao atenta da realidade da turma e dos objetivos mate-
maticos que pretendiamos desenvolver, preservando sempre o principio da relevancia intelec-
tual da tarefa.

Nesse movimento, percebemos que a metodologia ndo opera como um roteiro fixo, mas
como uma forma de conduzir a aula que dialoga diretamente com os principios da Educacao
Matematica Realistica. Assim como a RME, a resolucdo de problemas exige que o conheci-
mento surja da experiéncia, do confronto de ideias e da necessidade criada pela proépria situ-
acao, o que ampliou as oportunidades de matematizacéo e favoreceu a construgdo gradual do
pensamento algébrico. A articulagado entre a MEAAMaRP e a Educagdo Matemética Realistica
(RME) torna-se ainda mais evidente quando consideramos o papel central da matematizacao,
processo descrito por Treffers (1987) como movimento horizontal.

Nas atividades desenvolvidas, observamos que a resolugao de problemas favorece exa-
tamente essa transicao, ja que os estudantes iniciam explorando estratégias intuitivas, conecta-
das ao contexto, e gradualmente passam a utilizar propriedades, expressdes e representacoes
préprias da Algebra. Assim, tanto a MEAAMaRP quanto a RME convergem ao promover um per-
curso investigativo em que os problemas funcionam como motor para a constru¢do de conceitos

matematicos.

5.2 Flipped Classroom: O potencial da Sala de Aula Invertida

A Sala de Aula Invertida (SAIl) ou também chamada de Flipped Classroom tem ganhado
espago como uma das metodologias ativas mais discutidas na Educagao contemporénea, so-
bretudo por reorganizar de forma significativa a légica tradicional da aula expositiva. Diferente-
mente do modelo centrado na figura do professor e na transmissao direta do contetdo, a SAIl
propde que o estudante entre em contato inicial com os conhecimentos fora da sala de aula,
geralmente por meio de videoaulas, textos curtos ou materiais digitais, para que o tempo presen-
cial seja dedicado ao aprofundamento, a discussao e a resolucao de problemas em colaboracao
com os colegas e com a mediacdo do docente.

Esse movimento modifica a estrutura da aula e amplia as possibilidades de participagéo
dos estudantes. Em vez de dedicar grande parte do encontro presencial a explicacdes iniciais,
o professor passa a orientar atividades de maior complexidade cognitiva, tornando o processo
mais ativo, significativo e dindmico. Como destaca Valente (2014), a SAl desloca o foco da
aprendizagem para o estudante, criando condigdes para que ele assuma maior responsabili-
dade pelo proprio percurso, enquanto o professor atua como mediador, articulando intervencdes

que aprofundam o entendimento matematico.
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E importante considerar que o contexto educacional contemporaneo é marcado pela
presenga constante das tecnologias digitais na vida dos estudantes. Conforme aponta Santa-
ella (2010), os jovens de hoje estdo habituados a acessar informacdes de forma imediata por
meio de smartphones e computadores, o que torna metodologias centradas exclusivamente na
exposigao oral do professor pouco significativas e desmotivadoras. Essa geragdo, muitas vezes
criticada por dificuldades relacionadas ao pensamento abstrato, tende a apresentar desinte-
resse e baixo desempenho em areas como Ciéncias e Matematica, ndo pela falta de capaci-
dade, mas porque experiéncias negativas com metodologias tradicionais, como ja menciona-
mos neste trabalho, sdo excessivamente baseadas na memorizagao de regras e férmulas, o
que acaba afastando-os dessas areas ao ingressarem no Ensino Superior (Guerin, 2020).

Diante dessa realidade, torna-se urgente a busca por alternativas metodoldgicas que
promovam uma aprendizagem ativa, na qual os estudantes assumam um papel protagonista na
construcdo do conhecimento. As metodologias ativas, como destaca Moran (2018), atendem a
essa demanda ao colocar o aluno no centro do processo, estimulando sua participacao, autono-
mia e engajamento. Entre essas abordagens, a SAl tem ganhado destaque, especialmente nas
Ciéncias Exatas, por transformar a l6gica tradicional da aula e otimizar o tempo de interacao
pedagdgica.

A origem da SAl remonta as experiéncias iniciais de Mazur (2009), em Harvard, na dé-
cada de 1990, quando o autor comegou a explorar estratégias de aprendizagem ativa em cursos
de Fisica por meio do método Peer Instruction. Anos mais tarde, entre 2006 e 2007, Bergmann
e Sams, professores de Quimica no Ensino Médio do Colorado, comegaram a gravar e disponi-
bilizar videoaulas para estudantes que se ausentavam devido a competigdes esportivas, pratica
que rapidamente evoluiu para o modelo mais estruturado da Sala de Aula Invertida (Bergmann;
Sams, 2018). O sucesso dessas experiéncias contribuiu para a disseminagao da metodologia
em diferentes contextos, consolidando-a como uma proposta viavel e inovadora.

Como o préprio nome sugere, a SAl inverte a logica tradicional da sala de aula: o estudo
inicial dos conteudos ocorre fora do ambiente escolar, enquanto o tempo em sala é dedicado
a atividades de maior complexidade, como analise, debate, colaboragao e resolugédo de pro-
blemas. Nessa dinamica, o professor deixa de dedicar a maior parte do tempo a explicagoes
introdutorias e assume o papel de mediador, oferecendo feedback continuo e conduzindo situa-
¢Oes que promovem a aprendizagem ativa (Santiago; Carvalho, 2018). A viabilidade da SAl esta
diretamente relacionada ao acesso as tecnologias digitais, pois os materiais prévios, como as
videoaulas e leituras, costumam ser disponibilizados em Ambientes Virtuais de Aprendizagem
(AVA), permitindo que cada estudante organize seu ritmo de estudo

As pesquisas indicam que a SAI pode trazer beneficios importantes para o desenvolvi-
mento de habilidades, como autonomia, iniciativa, colaboracdo e resolucado de problemas. Ao
chegar a sala de aula mais preparado para interagir, o estudante aproveita melhor o tempo pre-
sencial, que passa a ser empregado em atividades praticas e dialdgicas, alinhadas as demandas
contemporaneas da Educacao e as orientagdes de documentos oficiais. O protagonismo estu-
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dantil, nesse contexto, deixa de ser um ideal abstrato e se materializa na pratica pedagégica
cotidiana, reforcando a pertinéncia dessa metodologia no ensino de Matematica.

No contexto do Ensino Médio e das transformagdes propostas pela Reforma e pela
BNCC, essa abordagem torna-se ainda mais pertinente. As competéncias gerais do documento,
especialmente as relacionadas ao uso critico das tecnologias digitais, ao protagonismo estu-
dantil e ao desenvolvimento do pensamento critico, dialogam diretamente com os principios da
Sala de Aula Invertida. A Competéncia Geral 5 enfatiza o uso de tecnologias digitais de maneira
ética e criativa, enquanto a Competéncia Geral 7 destaca a importancia da argumentacgéao, da
resolugcao de problemas e da participagdo ativa no processo educativo (Brasil, 2018). A SAl,
ao articular o estudo prévio com praticas colaborativas em sala, responde diretamente a essas
orientagdes.

Pesquisas recentes mostram que essa metodologia pode favorecer a aprendizagem em
Matematica. Nachtigall e Abrahdo (2025) observaram que a SAI contribuiu para o desenvolvi-
mento de crengas positivas de autoeficacia académica em estudantes de Licenciatura em Mate-
mética, fortalecendo a confianga diante de atividades mais complexas. Resultados semelhantes
sao apresentados por Cho et al. (2021), que, ao investigarem estudantes de Engenharia, identifi-
caram melhorias no desempenho e na percepcédo de aprendizagem quando o modelo invertido
foi adotado, especialmente porque o tempo presencial passou a ser utilizado para atividades
que exigiam maior raciocinio e aplicagao pratica dos conceitos.

No ensino de Matematica, a SAl desempenha um papel particularmente relevante, pois
reorganiza o tempo e 0 espacgo da aula, favorecendo o desenvolvimento do pensamento algé-
brico. Quando o estudante chega a sala com um contato prévio, mesmo que introdutério, com
definicdes, propriedades ou representagdes iniciais, o tempo presencial pode ser dedicado a
analise de padrdes, a comparacao de estratégias e a exploracao de fungdes e de matrizes em
diferentes registros. Esse arranjo metodolégico potencializa processos investigativos e dialoga
diretamente com a resolucédo de problemas, pois permite que a aula presencial seja um ambi-
ente de experimentagéo.

Dessa forma, a SAl cria condigdes para que a Algebra deixe de ser apresentada exclu-
sivamente de forma expositiva, tornando-se uma atividade cognitiva de exploracéo e argumen-
tacdo. Isso abre espaco para atividades que, no modelo tradicional, muitas vezes ndo cabem no
tempo da aula, como:

* resolucdo de problemas mais complexos;

atividades investigativas e de experimentagéo;
+ analise e comparacgao de estratégias entre colegas;
* uso de tecnologias digitais, como softwares matematicos e linguagem de programagao.

Ao aplicarem a Sala de Aula Invertida em conjunto com estratégias de gamifica¢ao, Jun-
ges et al. (2023a) observaram maior engajamento e envolvimento dos estudantes, reforcando
que a reorganizacao da aula contribui para tornar o ambiente mais atrativo e participativo.
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Entretanto, como ocorre com qualquer metodologia ativa, a implementacdo da Sala de
Aula Invertida apresenta desafios que devem ser considerados no planejamento pedagdgico.
Em revisao sistematica, Baig e Yadegaridehkordi (2023) apontam dificuldades associadas ao
acesso desigual as tecnologias, ao aumento da carga de preparacido docente e a resisténcia
inicial dos estudantes, que podem estranhar a necessidade de estudo prévio e de maior auto-
nomia. Tais fatores indicam que a adog¢ao da SAIl exige intencionalidade, clareza de objetivos e
a disponibilizacao de materiais acessiveis, garantindo condicées para que todos os estudantes
possam participar de forma equitativa.

Além disso, a Sala de Aula Invertida dialoga diretamente com as demandas da Edu-
cacao, especialmente no que diz respeito a autonomia intelectual, ao protagonismo estudantil
€ ao uso critico das tecnologias. Como apontam Moran (2018) e Valente (2014), a metodolo-
gia cria um ambiente propicio para que o estudante assuma maior responsabilidade sobre seu
processo de aprendizagem, enquanto o professor passa a atuar como mediador que observa,
intervém, questiona e orienta o aprofundamento conceitual. No caso da Matematica, essa con-
figuracado torna-se ainda mais relevante, pois permite trabalhar aspectos como raciocinio 16gico,
argumentacao e resolucéo de problemas de forma mais integrada.

Estudos como os de Cho et al. (2021), Nachtigall e Abrahdo (2025) e Junges et al.
(2023a) demonstram que a SAl favorece o engajamento, melhora a percepgao de autoeficacia,
amplia a participagao dos estudantes e contribui para uma compreensao mais sélida dos concei-
tos matematicos. Quando associada a praticas colaborativas ou recursos digitais, a metodologia
parece tornar a aprendizagem mais dindmica e significativa, estimulando o desenvolvimento de
habilidades que extrapolam o dominio técnico do conteudo.

Dessa forma, compreendemos a SAI como uma abordagem capaz de reconfigurar a
dindmica da sala de aula, tornando o processo de aprendizagem mais participativo e alinhado
as competéncias propostas pelos documentos curriculares nacionais. Ao deslocar o foco da
transmissao para a investigacao, a Sala de Aula Invertida contribui para que os estudantes se
apropriem dos conceitos matematicos de maneira mais reflexiva, critica e conectada as deman-
das atuais da formacgéo escolar. Essa compreensao fundamenta sua relevancia no ensino de
Matematica e sustenta sua escolha como uma das metodologias que integram esta pesquisa.

5.3 A Gamificacao

A gamificagd@o, por sua vez, tem se consolidado nos ultimos anos como uma das es-
tratégias mais promissoras entre as metodologias ativas, especialmente por criar ambientes de
aprendizagem mais motivadores, dindmicos e proximos das experiéncias cotidianas dos estu-
dantes. O termo, de acordo com Kapp (2012), refere-se ao uso de elementos prdprios dos jogos
em contextos ndo ludicos, com o objetivo de engajar, motivar e promover a aprendizagem. Essa
abordagem nao se limita ao simples uso de jogos educativos, mas envolve a integracdo de
mecanicas, dindmicas e estéticas tipicas do universo dos jogos na organizacao das atividades
pedagogicas.
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A popularizacdo da gamificacdo esta diretamente ligada a presenca das tecnologias
digitais na vida dos estudantes. Conforme discute Santaella (2010), os jovens estdo imersos
em ambientes altamente interativos e mediados por dispositivos méveis, o que impacta dire-
tamente suas formas de atencéo, motivacao e relacionamento com o conhecimento escolar.
Nesse sentido, a gamificacdo se apresenta como uma alternativa potente para aproximar os
estudantes das atividades académicas, dialogando com suas praticas socioculturais e promo-
vendo um aprendizado mais ativo.

Diversos autores destacam que a gamificacdo se fundamenta em principios motivacio-
nais capazes de promover o envolvimento continuo dos estudantes. Werbach e Hunter (2014)
identificam trés dimensdes basilares: motivacao, elementos de jogo e dindmicas. A motivacao
inclui fatores intrinsecos, como a curiosidade e a autonomia, e extrinsecos, como recompensas
simbdlicas. Os elementos de jogo correspondem as estruturas concretas utilizadas nas ativi-
dades, como pontos, medalhas, niveis, avatares e rankings. Ja as dindmicas dizem respeito ao
comportamento emergente no processo, Como cooperagao, competicdo e senso de progressao.
A combinagdo desses trés niveis possibilita experiéncias de aprendizagem mais envolventes,
sustentadas pelo desafio e pela participacao ativa.

No contexto da Educacao, especialmente na area da Matematica, esses elementos tém
potencial para transformar a relagdo dos estudantes com os conteddos. Conforme apontam
Alsawaier (2018), a gamificacdo estimula o engajamento cognitivo e emocional, contribuindo
para a permanéncia do estudante na tarefa e para o desenvolvimento do raciocinio matematico.
Além disso, estratégias gamificadas tendem a favorecer a autonomia, permitindo que o aluno
acompanhe seu préprio progresso e perceba que esta avancando gradualmente.

Os trabalhos analisados também destacam a importancia da gamificagdo para superar
desafios historicos do ensino de Matematica, como o desinteresse, a desmotivacéo e a per-
cepgao negativa da disciplina. Guerin (2020) argumenta que metodologias baseadas apenas
em repeticdo e memorizagdo podem afastar os estudantes das areas cientificas; diante disso,
abordagens mais interativas e contextualizadas, como a gamificacao, tém se mostrado capazes
de ressignificar a aprendizagem Matematica. Na mesma dire¢édo, Junges et al. (2023b) obser-
varam que a integracao entre gamificacao e atividades investigativas ampliou o envolvimento e
a participacao dos estudantes, favorecendo uma compreensao mais significativa de conceitos
matematicos.

A literatura também evidencia que a gamificagdo pode apoiar o desenvolvimento de ha-
bilidades socioemocionais, como colaboragao, persisténcia e tomada de decisao, especialmente
quando associada a desafios que exigem resolugcao de problemas. Carvalho e Santiago (2015)
destaca que, ao integrar narrativas, missdes e metas, o professor cria um ambiente em que o
estudante se sente protagonista, tomando decisbes e participando ativamente da construgcao
do conhecimento. Esse carater investigativo aproxima a gamificacdo das demais metodologias
ativas, reforcando seu potencial no Ensino Médio.

Outro aspecto relevante é que a gamificacao nao depende necessariamente de tecnolo-
gias sofisticadas; embora muitos recursos digitais possam potencializar a experiéncia, elemen-
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tos simples, como tabelas de progressao, cartdes de desafio, trilhas de aprendizagem e siste-
mas de pontuagéo, podem ser aplicados em aulas tradicionais. Zainuddin et al. (2020) apontam
que, quando articulada a objetivos pedagdgicos claros e acompanhada pelo professor, a ga-
mificacdo aumenta o interesse e a persisténcia dos estudantes, especialmente em contetddos
considerados abstratos.

No ensino de Matematica, esse potencial torna-se ainda mais evidente ao considerar-
mos o carater desafiador da disciplina e a necessidade de tornar os conceitos mais acessiveis
e atraentes. Amico, Moraes e Pra (2017) destacam que atividades gamificadas contribuem para
tornar a aula mais leve e interativa, estimulando a participagao e o pensamento estratégico. Em
pesquisas recentes, Castilho, Saraiva e Nogueira (2020) verificaram avangos significativos na
compreensdo de conteldos matematicos quando os estudantes participaram de trilhas gamifi-
cadas, nas quais resolviam desafios progressivos e recebiam feedback imediato.

No ensino de algebra, os elementos da gamificacdo podem ser incorporados de forma
estratégica para auxiliar a aprendizagem de conceitos fundamentais. Trilhas gamificadas podem
organizar progressdes de dificuldade em temas como operagbes com matrizes, resolugao de
equacdes ou anadlise de fungdes; quizzes adaptativos podem fornecer feedback imediato sobre
erros comuns; € desafios por missées podem envolver a interpretacdo de padroes numéricos
ou a construgdo de modelos algébricos a partir de situagdes reais.

Além disso, o uso de rankings cooperativos ou de medalhas, por meio de estratégias
criativas, incentiva o estudante a experimentar diferentes formas de resolug&o. Essas possibili-
dades dialogam diretamente com a proposta da nossa pesquisa, na qual estruturas gamificadas
contribuiram para tornar os conteudos algébricos mais acessiveis, motivadores e conectados as
praticas dos alunos.

Assim, entendemos que a gamificacao, ao integrar elementos préprios dos jogos com
objetivos pedagdgicos, representa uma estratégia para promover a aprendizagem Matematica
no Ensino Médio. Ao criar um ambiente dinamico, colaborativo e motivador, essa abordagem
favorece o protagonismo dos estudantes e contribui para tornar o processo educativo mais ali-
nhado as demandas contemporaneas.

5.4 Do Cédigo a Compreensao: Explorando Conceitos Matematicos com Python

A ampliacdo do uso de tecnologias digitais na escola tem transformado a forma como
0s estudantes interagem com conceitos matematicos, especialmente quando essas ferramen-
tas sado articuladas a praticas investigativas e metodologias ativas. Documentos curriculares
recentes reforcam que, para desenvolver o letramento matematico, o aluno precisa mobilizar
diferentes linguagens, representar ideias e resolver problemas de forma contextualizada. Nesse
sentido, ao incorporar a programagao como mediadora do conhecimento, criamos um ambiente
em que o aluno experimenta, testa hipoteses e observa relacbes Matematicas, assumindo uma
postura investigativa alinhada as orientagdes da BNCC. (Brasil, 2018).
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Assim, a insercao de tecnologias educacionais, como o0 Pensamento Computacional ou
até mesmo a linguagem de programacgdo, apresenta-se como uma étima alternativa pedagé-
gica. Essas abordagens interdisciplinares podem tornar o ensino mais contextualizado e inclu-
sivo, adaptando-se aos desafios do cotidiano. De acordo com Né6voa (2017), as escolas que
utilizam metodologias ativas conseguem criar ambientes mais significativos, pois se adaptam
as necessidades dos estudantes, o que impacta diretamente o indice de presenca escolar e 0
engajamento.

Esse movimento também dialoga com transformag¢des mais amplas no Ensino Médio
brasileiro. A inclusdo da Computagao como area estruturante, prevista em documentos recentes
e reforgada pela Politica Nacional de Educacao Digital, evidencia a importancia de se trabalhar
a cultura digital, a compreensao de cédigos e o desenvolvimento do pensamento computacio-
nal ao longo de toda a formacao escolar. Como mostram Brackmann (2025), esses eixos ndo
tratam a tecnologia como um elemento acessério, mas como um componente curricular capaz
de favorecer praticas pedagégicas mais contextualizadas e criticas.

Dessa forma, a inclusao da computacdo na Educacao Basica foi um grande avango na
formagao dos estudantes. Inicialmente prevista pelas Resolugdes CNE/CP 02/2017 e CNE/CP
04/2018, a disciplina comecou a ser incluida em todas as etapas de ensino, ganhando forca em
17 de fevereiro de 2022, com o parecer denominado Norma sobre Computacdo na Educacéo
Basica, complemento a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), juntamente com as Tabelas
de Habilidades e Competéncias, que foram aprovadas pelo Conselho Nacional de Educacéao
(CNE) por unanimidade.(Brackmann, 2025; Brasil, 2018)

No ambito da Matematica, a aproximagao entre a computacao e o pensamento matema-
tico vem sendo aprofundada por diversas pesquisas. Ashtiani e Demarchi (2025) destacam que
as competéncias previstas para o Ensino Médio ja incluem processos préprios do pensamento
computacional, como a decomposi¢ao, a organizacao de dados, a construgéo de algoritmos e
0 uso de fluxogramas. Esses elementos abrem espaco para que a programacgao auxilie os es-
tudantes a compreender a estrutura l6gica dos procedimentos matematicos, fortalecendo tanto
a formulagao quanto a resolugao de problemas em diversos contextos.

A Politica Nacional de Educacao Digital (PNED), sancionada pela Lei n® 14.533/23, com-
plementa esse movimento ao inserir computagéo, programagcao, robética e outras competéncias
digitais como componentes curriculares obrigatérios no Ensino Fundamental e no Ensino Médio.
Esse documento organiza a Educagao de Computagéo em trés eixos principais:

I. Cultura Digital, que estimula uma postura critica, ética e responsavel frente as tecno-
logias e a informagéo;

II. Mundo Digital, que envolve o uso consciente de artefatos digitais e a compreenséo de
codigos e dados;

lll. Pensamento Computacional, que desenvolve habilidades para modelar, resolver e
automatizar problemas de forma sistematica.

Esses eixos, conforme mostrados na Figura 4, oferecem aos docentes diretrizes e ca-
minhos mais claros para promover o uso reflexivo e criativo das tecnologias, favorecendo a
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integracao de metodologias ativas e a construcao de aprendizagens significativas (Brackmann,
2025)

Figura 4 — Eixos da Computacao na Educacao Basica
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Fonte: Adaptado de Brackmann (2025).

Segundo Ashtiani e Demarchi (2025), no &mbito das habilidades previstas para o En-
sino Médio, o pensamento computacional aparece explicitamente em algumas competéncias
da area de Matematica. Entre essas competéncias, incluem-se a analise e a representagcao de
algoritmos por meio de fluxogramas, quando pertinente, além do uso de elementos introduté-
rios de uma linguagem de programacao para transformar algoritmos descritos em linguagem
Matematica ou do cotidiano em instrucoes executaveis.

O letramento matematico, também previsto, esta definido em competéncias e habilida-
des, em que, por meio de conceitos, argumentos e fatos que favorecem a formulagao e a reso-
lugao de problemas, o aluno consegue reconhecer procedimentos e fatos matematicos funda-
mentais para compreender o mundo e desenvolver essas habilidades.(Brasil, 2018)

A incorporacao da linguagem de programagao Python ao ensino de Matematica no En-
sino Médio tem se mostrado um caminho consistente para ampliarmos as possibilidades pe-
dagogicas e promovermos uma aprendizagem mais investigativa. Silva, Didier e Bonfim (2024)
apontam que a programacao, quando integrada a Modelagem Matematica, favorece a mobi-
lizacdo de conteudos como légica, fungdes reais, célculo diferencial e equagdes diferenciais,
ampliando o entendimento estrutural da Matematica escolar. Os autores também destacam que
0 uso do Python em plataformas como o Google Colab permite a visualizacdo imediata dos
modelos construidos, o que potencializa a aprendizagem e da maior sentido ao estudo de fen6-
menos reais.
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Resultados semelhantes sdo apresentados por Pinargote-Zambrano, Lino-Calle e Vera-
Almeida (2024), cuja investigacao aponta que a simplicidade sintatica do Python e a robustez de
suas bibliotecas o tornam um recurso eficaz no ensino de algebra e na resolucao de equagdes.
Em nossas analises, reconhecemos que essa linguagem favorece ndo apenas a compreensao
procedimental, mas também a autonomia dos estudantes ao explorar algoritmos, testar hipéte-
ses e verificar resultados. Além disso, esses autores ressaltam que a crescente presenca do
Python nos meios académicos e profissionais reforca sua relevancia pedagégica, aproximando
0s conteudos matematicos das praticas de letramento digital necessérias a formagao contem-
poranea.

Observamos ainda experiéncias que reforcam a pertinéncia da relacao entre Matema-
tica e computagdo como estratégia para superar dificuldades histéricas de aprendizagem. Bran-
dao, Batista e Guarniz (2024) apresenta resultados de um projeto interdisciplinar que integrou
Python, Geometria Analitica e Algebra Linear, mostrando que essa abordagem contribuiu para
reduzir estigmas associados a Matematica e para ampliar a motivacdo dos estudantes.

Corroborando, Menezes (2019) afirma que o Python é uma linguagem de programagéo
simples e gratuita, que pode ser utilizada na maioria dos computadores por ser um software livre.
Isso permite que muitas pessoas tenham acesso e criem uma rede colaborativa ao desenvolver
projetos em bibliotecas online. Além disso, sua linguagem clara e concisa é acessivel ao Ensino
Médio e pode ser utilizada para solucionar diversos problemas em varias areas, incluindo a
Matematica.

Uma contribuicido adicional € apresentada por Araujo (2025), cuja proposta eletiva arti-
cula Python a BNCC, explorando o ensino de gréficos, tabelas e diferentes registros de repre-
sentacdo. A autora evidencia, ainda, que tal abordagem dialoga diretamente com as competén-
cias gerais da BNCC, especialmente as relacionadas a cultura digital, ao pensamento critico e
a resolucao de problemas.

Resultados semelhantes constam em experiéncias praticas relatadas em pesquisas re-
centes. Santos e Menezes (2025) evidenciam que a programacao permite ao estudante visuali-
zar operagdes que, no ensino tradicional, permanecem excessivamente abstratas. Ao acompa-
nhar a execucédo de um algoritmo, o aluno observa, passo a passo, o funcionamento da ideia
Matematica, desenvolvendo maior autonomia intelectual.

A medida que linguagens como Python se tornam recursos acessiveis e versateis no
contexto educacional, ampliam-se também as possibilidades de aproximar praticas computaci-
onais do desenvolvimento do pensamento matematico. Essa integragao nao se restringe ao uso
de ferramentas tecnoldgicas, mas envolve repensar modos de aprender, favorecendo a autono-
mia dos estudantes na exploragao de estratégias, na formulacédo de solugdes e na compreensao
de conceitos de forma investigativa. Assim, o trabalho com programagéo articula-se diretamente
aos principios do Pensamento Computacional, que desempenha um papel formativo mais amplo
no processo educativo.

O Pensamento Computacional valoriza novas formas de pensar e
explorar o conhecimento matematico e computacional, estimulando
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a criatividade e autonomia dos alunos. A integracao entre conhe-
cimentos computacionais e matematicos & essencial para resolver
problemas reais e tem grande potencial para impactos sociais. (Ash-
tiani; Demarchi, 2025, p. 4)

Essas discussdes mostram que o pensamento computacional amplia o repertério de es-
tratégias disponiveis ao estudante, permitindo que ele manipule, teste e valide procedimentos
matematicos de forma mais estruturada. Nesse cenario, a programagao surge como uma fer-
ramenta que favorece a experimentagao ativa e o raciocinio légico, aproximando os estudantes
tanto dos algoritmos quanto das representacbes Matematicas formais. Assim, integrar lingua-
gens de programagéo ao ensino da Matematica reforga as competéncias previstas na BNCC e
abre caminho para praticas pedagoégicas mais investigativas. (Brackmann, 2025; Araujo, 2025;
Brandao; Batista; Guarniz, 2024; Santos, 2021; Menezes, 2019)

Diante desse conjunto de evidéncias, reafirmamos que a integracdo entre Matematica
e Python cria condi¢oes favoraveis ao desenvolvimento de praticas pedagdgicas mais atuais.
Ao empregarmos a programagao como ferramenta de investigagdo, ampliamos a compreenséo
conceitual e fortalecemos o raciocinio l6gico. Reconhecemos, assim, que essa articulagdo nao
apenas diversifica 0 ensino, mas também contribui para que a Matematica, em especial a Al-
gebra, seja percebida como um instrumento para interpretar e transformar a realidade em que
estamos inseridos.

Nesse sentido, ao buscar envolver a linguagem de programacao na contextualizagédo de
Matrizes no Ensino Médio, encontramos no Python um grande potencial. Por ser uma linguagem
de facil assimilacao e de facil acesso online, ela foi escolhida pela docente para complementar
e incorporar uma das atividades da SD elaboradas por ela.

Com o intuito de tornar mais explicitas as relagdes entre o referencial teérico e as es-
colhas pedagégicas da sequéncia didatica, organizamos um quadro-sintese que articula cada
metodologia ativa estudada, Resolucado de Problemas (MEAAMaRP), Sala de Aula Invertida,
Gamificagao e o uso de Python, aos exemplos concretos desenvolvidos na intervengao. Esses
quadros visam mostrar como os principios tedricos se materializaram nas praticas, permitindo
visualizar a coeréncia interna do planejamento e a intencionalidade pedagdgica presentes em
cada etapa da SD.

Com o intuito de explicitar, de forma integrada, as relagbes entre os referenciais teori-
cos adotados e as escolhas pedagégicas que estruturaram a sequéncia didatica, elaboramos a
Figura 5, que sintetiza as metodologias ativas mobilizadas e os principios da Educacdo Matema-
tica Realistica (RME). O diagrama evidencia que cada metodologia (Resolucdo de Problemas,
Sala de Aula Invertida, Gamificacdo, uso de Python e Interdisciplinaridade) nao foi aplicada de
maneira isolada, mas sim entrelagada a elementos centrais da RME. Dessa forma, a figura per-
mite visualizar como as diferentes abordagens pedagdgicas convergem para um nicleo comum,
no qual a Matematica é compreendida como uma atividade humana, construida progressiva-

mente a partir de situagdes significativas e mediadas pelo didlogo e pela acao dos estudantes.
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Quadro 3 - Sintese das metodologias ativas mobilizadas e suas aplicacoes na Sequéncia

Didatica

Metodologia Ativa

Fundamentos Teoéricos

Aplicacées Concretas na SD

Resolucdo de Proble-
mas (MEAAMaRP)

Centrada na aprendizagem por
meio de situacdes desafiadoras;
promove a matematizagéo hori-
zontal e vertical; estimula a ar-
gumentacao, a comparagao de
estratégias e a formalizag¢éo pro-
gressiva.

Problema gerador envolvendo cripto-
grafia; analises em grupo; discussbes
coletivas; formalizagdo das proprieda-
des da multiplicagdo de matrizes; re-
tomadas conceituais em novos proble-
mas.

Sala de Aula Invertida
(SAl)

Desloca a instrucdo direta para
0 estudo prévio; fortalece a auto-
nomia e o protagonismo; amplia
o tempo dedicado as tarefas de
maior demanda cognitiva.

Criacao de oficinas; estudo prévio de
criptografia; encontro presencial vol-
tado a resolucao colaborativa, a analise
de padrdes, a experimentagao e ao uso
de tecnologias.

Gamificacao

Integra mecanicas (pontos, me-
dalhas), dindmicas (cooperacao,
competicao) e estética dos jogos
para promover motivacio, per-
sisténcia e engajamento.

Trilha gamificada com niveis progressi-
voS; quiz de verificagdo imediata; mis-
sbes de decodificacdo; medalhas por
estratégias criativas e colaborativas.

A interdisciplinaridade
(Matematica + Cripto-
grafia)

Relaciona conceitos matemati-
cos a contextos reais e culturais;
amplia o sentido e a relevancia;
favorece a resolugéo de proble-
mas complexos.

Estudo de cifras com matrizes; leitura
de situagdes reais de seguranca digi-
tal; analise de chaves; interpretacao de
codigos e de erros de decodificagéo.

Pensamento Computa-
cional e Python

Envolve decomposicao, abstra-
¢ao, algoritmos e reconheci-
mento de padrdes; programacao
como linguagem para modelar
processos matematicos.

Uso do Python para multiplicar matri-
zes, testar chaves, verificar resultados,
explorar erros e comparar as solucoes
manuais e computacionais.

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

A partir da leitura da Figura 5, torna-se possivel compreender a coeréncia interna da

nossa SD e a intencionalidade pedagodgica presente em cada uma de suas etapas. As intersec-

coes entre as metodologias ativas e os principios da RME revelam os processos de matemati-

zagao mobilizados ao longo das atividades, desde a contextualizagao inicial e a modelagem de

situagbes até a formalizagéo e a validacdo conceitual. Observa-se, ainda, que o protagonismo

discente, a autonomia, a investigacao e a validagdo social do conhecimento surgem como ele-

mentos recorrentes, reforcando a ideia de que as metodologias ativas funcionaram como media-

doras do processo de reinvencao guiada. Essa leitura € um aprofundamento do quadro-sintese

que apresentamos, no qual detalhamos como cada metodologia foi operacionalizada na pratica,

evidenciando suas contribuicbes especificas para o desenvolvimento do pensamento algébrico

no contexto da sequéncia didatica.
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Figura 5 — Metodologias ativas e RME na SD

Oficinas/
Avaliagdo Formativa

Flipped Classroom

Resolugdo
de problemas

Atividade 4 Interdisciplinaridade Atividade 1

Modelagem

Interatividade

Validagao

Python Gamificagdo

Atividade 3 Atividade 2

R~

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

5.5 O Papel das Sequéncias Didaticas

A utilizacdo de sequéncias didaticas na Educacdo Matematica nao apenas estrutura o
processo de ensino, mas também cria um ambiente de aprendizagem que promove o engaja-
mento ativo dos alunos. Para a Brasil (2018), as sequéncias didaticas sdo fundamentais para
desenvolver competéncias e habilidades ao longo das etapas de ensino, o que possibilita uma
aprendizagem mais significativa e contextualizada, especialmente quando integrada a modela-

gem Matemdtica:

0s processos matematicos de resolugdo de problemas, de investi-
gacao, de desenvolvimento de projetos e de modelagem podem ser
citados como formas privilegiadas da atividade Matematica, motivo
pelo qual s&o, ao mesmo tempo, objeto e estratégia para a aprendiza-
gem ao longo de todo o Ensino Fundamental. Esses processos de
aprendizagem sao potencialmente ricos para o desenvolvimento
de competéncias fundamentais para o letramento matematico (raci-
ocinio, representacdo, comunicacdo e argumentagdo) e para o pen-
samento computacional. (Brasil, 2018, p. 264, grifo nosso)

Ao verificar e analisar o conceito de Sequéncia Didatica, Zabala (1998) destaca que uma
sequéncia didatica nada mais € do que um conjunto de atividades estruturadas, ordenadas e
articuladas para a realizagao de alguns objetivos educacionais; estes, por sua vez, possuem um
comeco e um fim conhecidos tanto pelos alunos quanto pelo professor. Ainda de acordo com
o autor, uma SD bem planejada deve garantir a progressao l6gica dos conteldos, facilitando



90

0 aprendizado gradual e a compreenséao integrada do conteudo matematico. Além disso, ela
promove a autonomia dos alunos na aplicacdo pratica dos conhecimentos.

Dolz, Noverraz e Schneuwly (2011) conceituam a SD como um conjunto de atividades
escolares organizadas de maneira sistematica, pautadas em torno de um género textual, oral
ou escrito. Elas devem ser empregadas, como afirmam, em procedimentos pedagogicos com
o intuito de ajudar os estudantes na compreensao de géneros variados, capacitando o aluno a
comunicar-se de uma forma adequada.

Corroborando com os conceitos abordados sobre SD, Araujo (2013) acredita que a SD
€ uma forma de o docente organizar suas atividades de ensino em torno de tematicas centrais.
Estruturada em secdes, a primeira é onde o professor apresenta a situagao do estudo, ou seja,
mostra detalhadamente os objetivos a serem cumpridos e os objetos de conhecimento. Apés
essa primeira sessao, de acordo com o autor, ocorre uma producao inicial (diagnéstica), o que
permite analisar as habilidades ja adquiridas ou os conhecimentos prévios dos estudantes. A
partir disso, o trabalho com as SD é desenvolvido em oficinas ou médulos, com a quantidade
variando conforme os objetivos do docente. O professor finaliza com uma avaliagdo somativa
para analisar os resultados obtidos.

As SD possibilitam um ensino mais investigativo, pois, ao organizar os conteldos de
forma l6gica e articulada, permitem que o professor promova oportunidades para que os alunos
explorem e questionem os conceitos matematicos, promovendo uma aprendizagem mais ativa e
significativa. Além disso, a problematizacao e a contextualizacido dos contetdos tornam o apren-
dizado mais relevante, uma vez que os alunos podem notar a aplicagdo pratica da Mateméatica
em diversos contextos da vida cotidiana (Batista; Oliveira; Rodrigues, 2016)

Neste sentido, as SD tornam os alunos protagonistas de seu aprendizado, permitindo a
aplicagao criativa do conhecimento matematico. Alinhadas as BNCC, essas préticas elevam a
qualidade do ensino e, além disso, promovem uma aprendizagem significativa. Cabral (2017)
reforga essa ideia ao afirmar que:

O processo de ensinar e aprender precisa, necessariamente, passar
por essa dinamica, qual seja, de se elaborar o cenario didatico com
a finalidade de levar os alunos a perceberem, ainda que intuitiva-
mente, 0s padrdes, as regularidades que possibilitam a configuragdo
de modelos generalizantes.(Cabral, 2017, p. 41)

Embora as sequéncias didaticas sejam amplamente reconhecidas como uma aborda-
gem eficaz no ensino da Matematica, seu uso requer cuidados especificos. Vieira e Ohira
(2013), por exemplo, destaca a importancia do planejamento, da aplicacdo e da avaliacdo ao
longo de todo o processo. Assim, de acordo com Demarchi e Ashtiani (2024), no planejamento,
o professor deve selecionar conteldos relevantes para motivar os alunos. Durante a aplicagéao,
é fundamental monitorar o progresso dos alunos e adaptar as atividades conforme necessario.
E, no decorrer da aplicagéo, o professor deve avaliar o desempenho dos alunos em cada ati-
vidade de forma continua; isso permite ajustes necessarios para garantir uma aprendizagem
ativa. Em outras palavras, uma avaliagdo constante e integrada ao ensino ajuda o professor a
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ajustar o plano de ensino com base na eficicia dos contetdos e das metodologias, promovendo
um ambiente de aprendizagem mais dindmico e eficaz.

A luz das discussdes apresentadas neste capitulo, compreendemos que as metodolo-
gias ativas analisadas nao se configuram como recursos pontuais ou modismos pedagégicos,
mas como estratégias teoricamente fundamentadas e coerentes com as demandas contempo-
réaneas do ensino de Matematica no Ensino Médio. A Resolucao de Problemas, a Sala de Aula
Invertida (Flipped Classroom), a Gamificacao, a Interdisciplinaridade e o uso do Python revelam-
se complementares, pois compartilham principios comuns, como o protagonismo discente, a
investigagao, a interagao e a construgao progressiva do conhecimento. Quando relacionadas a
Educacao Matematica Realistica, essas metodologias favorecem processos de matematizagao
horizontal e vertical.

Nesse contexto, torna-se evidente que a efetivagdo dessas metodologias depende de
um planejamento intencional e de uma organizagao didatica que considere tanto os objetivos
matematicos quanto as demandas cognitivas envolvidas em cada tarefa. E justamente nesse
ponto que a Sequéncia Didatica assume um papel central, ao permitir a articulagéo entre con-
teldos de maneira progressiva, estratégias pedagdgicas e formas de avaliagdo. Assim, no ca-
pitulo seguinte, apresentamos os procedimentos metodoldgicos desta pesquisa, descrevendo
a construgdo da sequéncia didatica desenvolvida, as tarefas que a compdem, bem como a
categorizagao dessas tarefas em termos de objetivos, demandas cognitivas e potencial de ma-
tematizagdo. Esse movimento metodoldgico busca demonstrar como os referenciais teéricos
discutidos neste capitulo se materializaram em nossa pratica pedagdgica, sustentando as ana-
lises a serem aprofundadas posteriormente.
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6 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo, apresentaremos os aspectos metodolégicos desta pesquisa, realizada
com alunos do 22 ano do Ensino Médio de uma escola localizada em Ourinhos, no interior de
Sao Paulo. Com o objetivo de investigar o potencial das metodologias ativas e da Educac¢ao Ma-
tematica Realistica (RME) na reestruturacdo do ensino da Algebra, com énfase em matrizes e
suas operacgoes, utiliza-se a criptografia como ferramenta interdisciplinar. Estruturamos a inter-
vencgao pedagdgica em diferentes etapas, articulando atividades de avaliagdo formativa, oficinas
de aprendizagem, sequéncia didatica e aplicagéo de questionarios diagnosticos e avaliativos.

6.1 Tipo de pesquisa e abordagem

Nossa pesquisa caracteriza-se como uma abordagem predominantemente qualitativa,
com apoio em dados quantitativos de natureza descritiva, uma vez que busca compreender o
impacto das metodologias ativas no ensino da Algebra por meio da andlise interpretativa dos
registros produzidos pelos estudantes, relacionando-os aos indicadores numéricos simples que
auxiliam na identificacdo de tendéncias e variagbes no desempenho discente.

O eixo qualitativo fundamenta-se na Analise Textual Discursiva (ATD), conforme os pre-
ceitos de Moraes e Galiazzi (2011), possibilitando o exame aprofundado de diferentes materiais
produzidos ao longo da intervengao pedagdgica, tais como apresentacdes orais, registros es-
critos das oficinas, materiais didaticos elaborados pelos alunos e observagdes sistematizadas
em diario de campo.

Segundo Moraes e Galiazzi (2011), a ATD constitui-se como um processo de auto-
organizacao e de construgao de compreensdes sobre o fendmeno investigado, no qual emer-
gem novos entendimentos a partir do envolvimento construtivo, participativo e analitico do pes-
quisador. Os autores destacam que, na etapa de categorizacao, para que a analise seja con-
sistente, as categorias devem ser pertinentes e diretamente relacionadas aos objetivos da pes-
quisa, 0 que favorece a compreensao dos fendbmenos estudados. Essa abordagem permite
identificar os saberes prévios dos estudantes, suas dificuldades iniciais, modos de compreen-
sao e percepgdes acerca dos conteudos algébricos, aspectos que serdo discutidos por meio
das categorias emergentes a serem apresentadas posteriormente.

Desse modo, a ATD tem como objetivo apresentar ideias, conceitos e compreensdes
construidas ao longo da investigacao, por meio da elaboragdo de metatextos que atribuem no-
vos sentidos aos dados analisados. Esses metatextos sdo organizados de forma coerente e
estruturada a partir das categorias e subcategorias construidas durante a analise, constituindo,
conforme destacam os autores, descricdes e interpretagdes que representam um modo de teo-
rizagado dos fenGmenos investigados (Moraes; Galiazzi, 2011, p. 32).

A partir das informacgdes produzidas, dos dados construidos e das agdes desenvolvidas
no contexto investigado, a ATD serviu como subsidio para interpretar analiticamente os aconteci-

mentos observados e para construir categorias de andlise que contribuissem para uma compre-
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ensdo mais aprofundada dos processos de ensino e aprendizagem da Algebra, em consonancia
com os objetivos desta pesquisa, conforme apresentamos na se¢éo de analise e discusséo dos
dados.

O aspecto quantitativo, por sua vez, assume carater estritamente descritivo e foi de-
senvolvido com base na andlise dos Questionarios 2 e 3 (APENDICES B e C), que contem-
plam questdes objetivas, dissertativas e de escala. Esses dados foram utilizados para avaliar a
evolucao do desempenho dos estudantes em relagdo a contelldos como matrizes, operacdes
algébricas, determinantes, matriz inversa e processos de codificacdo. As andlises envolveram
procedimentos simples, tais como o calculo da média, da mediana, da dispersdo e do niumero
de acertos, permitindo a comparacao dos resultados obtidos antes e apds as intervengdes pe-
dagdgicas.

A reaplicacdo de algumas questbes permitiu identificar variagbes no desempenho dos
estudantes ao longo do processo, oferecendo indicios de avangos conceituais e contribuindo
para a compreensao da efetividade das metodologias ativas empregadas. Ressalta-se que nao
houve a utilizagcao de estatistica inferencial, uma vez que os dados quantitativos tiveram como
finalidade mapear tendéncias e apoiar a interpretacdo qualitativa, em didlogo direto com as
categorias emergentes da Analise Textual Discursiva.

Dessa forma, a relacao entre a andlise qualitativa e os dados quantitativos descritivos
permitiu uma compreensdo mais ampla do fenémeno investigado, sem atribuir aos dados nu-
méricos um papel explicativo central, mas sim complementar, reforcando a interpretacao dos
processos de ensino e aprendizagem da Algebra no Ensino Médio, a partir de praticas pedagé-
gicas centradas no estudante.

6.2 Contexto escolar e sujeitos da pesquisa

O publico-alvo desta pesquisa foi composto por estudantes do 22 ano do Ensino Médio
de um colégio localizado no municipio de Ourinhos, no interior de Sao Paulo. A turma é com-
posta por 14 alunos, com idades entre 15 e 16 anos. Para a realizacao dessas atividades, foram
previamente proporcionados 08 (oito) encontros presenciais no colégio, durante o préprio turno,
com duracéo de 2 (duas) aulas de 45 minutos cada.

Inicialmente, organizamos os estudantes em equipes predefinidas, de acordo com o
nivel de proficiéncia, de forma equilibrada, com o propésito de atuarem como protagonistas
no processo de aprendizagem por meio da metodologia Flipped Classroom. Cada equipe fi-
cou responsavel pela elaboracao e aplicagao de oficinas didaticas sobre contetdos de algebra,
como, por exemplo, operacoes basicas com matrizes, determinantes, matriz inversa, além de
conceitos introdutérios de criptografia, codificacao e decodificacao, incluindo a Cifra de César e
a Cifra de Hill. Apoiada nas lentes da RME, a intervengao inicial foi desenhada para que os es-
tudantes atuassem como protagonistas de sua aprendizagem. Para isso, a dindmica combinou
a aprendizagem cooperativa com a metodologia Flipped Classroom, ja que, com antecedéncia,
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cada equipe em casa se preparava para que, em seguida, assumisse a responsabilidade pelas
oficinas ofertada aos demais colegas, configurando também uma instrucao entre pares.

Cada oficina, de acordo com as nossas instrucdes, deve conter uma apresentacao teo-
rica, além de um roteiro estruturado com obijetivos, etapas e tempo estimado, bem como material
de apoio com exercicios praticos, com duracdo maxima de 45 minutos por oficina, aplicada em
duas sessdes distintas. A professora-pesquisadora atuou como mediadora, oferecendo orienta-
cao continua durante a preparacao das oficinas e observando a execucao das atividades pelos

alunos.

6.3 Organizacao das Intervencoes

O primeiro momento da intervencao consistiu em uma avaliacao formativa inicial, reali-
zada por meio da analise das oficinas construidas pelos préprios estudantes. Essa etapa teve
como objetivos mapear o repertério matematico prévio da turma, identificar formas de compre-
ender os contelidos de algebra e promover um ambiente de aprendizagem colaborativa. Todas
as producdes dos alunos, incluindo apresentagdes, roteiros e materiais didaticos, bem como
observacoes e relatos informais, foram registradas em um diario de campo pela professora-
pesquisadora, compondo parte do corpus de andlise da pesquisa.

Em seguida, aplicamos os questionarios digitais, divididos em trés etapas. O Questiona-
rio 1 (Apéndice A) teve carater avaliativo e buscou compreender a percep¢ao dos estudantes
sobre o planejamento, a execugao e o impacto pedagogico das oficinas, investigando quais
conceitos foram mais bem compreendidos, quais apresentaram dificuldades e como os alunos
avaliaram seu préprio desempenho e o trabalho em equipe.

Apods esse momento de avaliagao formativa, foi aplicado o Questionario 2 (Apéndice B),
de carater diagnéstico, que se concentrou nos conhecimentos prévios dos alunos em Algebra,
com foco em matrizes, operagdes, determinantes, matriz inversa e codificacido. Esse formula-
rio foi desenvolvido com a finalidade de entender quais habilidades foram identificadas como
fragilizadas, até entdo desconhecidas pelos alunos, além de verificar as percepgdes acerca
das metodologias ativas, de modo a moldar a aplicacdo da sequéncia didatica e amparar a
professora-pesquisadora quanto aos niveis de tarefas propostas, considerando vérios niveis de
esforgo cognitivo.

Apo6s esses momentos formativos e diagndsticos, aplicamos a sequéncia didatica ela-
borada especialmente para reestruturar o ensino de Algebra nesse contexto do ensino médio,
constituida por quatro atividades desenvolvidas por meio de tarefas Matematicas envolvendo
diferentes metodologias ativas, utilizando os principios da RME, focadas nas habilidades algé-
bricas, matrizes e suas operacdes, que foram trabalhadas ao longo de quatro encontros sema-
nais. Nesse momento de aplicagédo, as intervenc¢des pedagdgicas moldavam-se em diferentes
contextos e atividades, tendo como tematica central a criptografia. O interessante da nossa SD
€ que sua estrutura permite varias formas de aplicacdo em diferentes ordens, pois mescla me-

todologias ativas distintas e abordagens da EMR que valorizam a experimentacao dos alunos.
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Além disso, as tarefas que compbdem cada atividade da SD foram pensadas para aten-
der aos niveis de demanda cognitiva, conforme proposto por Stein e Smith (1998). Durante suas
pesquisas, as autoras evidenciaram quatro tipos de demandas: a memorizacéo, os procedimen-
tos sem conexao com significados, os procedimentos com conexao com significados e o fazer
Matematica. Também os classificaram de acordo com as demandas cognitivas, considerando
os dois primeiros de baixa demanda cognitiva € os dois Ultimos de alta demanda cognitiva,
conforme mostrado na tabela 4 e na figura 6.

Quadro 4 - Niveis de Demandas Cognitivas

Nivel Tipo de Tarefa Caracteristicas

Nivel Baixo Memorizacao Envolve a reproducéao de fatos, regras, férmu-
las ou definigdes. Sao tarefas que nao exigem
compreensao conceitual e ndo se relacionam
a procedimentos generalizaveis.

Nivel Baixo Procedimentos sem cone- | Sao tarefas predominantemente algoritmicas,
xdes com significado com foco na execugcdo mecanica de passos
conhecidos. Exigem demanda cognitiva limi-
tada e nao estabelecem relagdes com os con-
ceitos subjacentes ao procedimento.

Nivel Alto Procedimentos com cone- | Requerem a aplicagdo de procedimentos ar-
x06es com significado ticulados as ideias conceituais. Envolvem a
compreensao de relagdes, justificativas e co-
nexdes entre etapas, o que favorece o desen-
volvimento conceitual.

Nivel Alto Fazer Matematica Demandam pensamento complexo e néo al-
goritmico. Exigem a criacdo de estratégias,
a exploracdo de padrdes, a tomada de de-
cisdes e o automonitoramento, promovendo
uma compreensdo profunda das estruturas
Matematicas.

Fonte: Adaptado e traduzido de Stein e Smith (1998).

Ap0s a intervengao pedagdgica, aplicamos o Questionario 3 (Apéndice C), composto por
algumas questdes reaplicadas do Questionario 2 (Apéndice B), com o intuito de avaliar a pro-
ficiéncia dos estudantes e as mudancgas nos niveis de compreensao, engajamento e interesse.
Todos os questionarios foram aplicados de forma andnima e digital, utilizando os notebooks da
escola, e sua participacao foi voluntaria, em consonéncia com os principios éticos de pesquisa
com seres humanos.

No acompanhamento da intervengao, incluimos observagdes sistematicas, registros em
diario de campo e analises dos materiais produzidos pelos estudantes, o que nos permitiu ava-
liar tanto o engajamento quanto a apropriagao conceitual dos contetdos. Ressaltamos que a
intervencao buscou superar a desmotivacédo frequentemente observada no ensino de algebra
por meio de atividades contextualizadas, colaborativas e desafiadoras. Esperamos que essa
abordagem, ao articular teoria, pratica, tecnologia e protagonismo estudantil, contribua para



96

Figura 6 — Demandas Cognitivas de tarefas

Demandas Cognitivas]

Baixo Nivel

Procedimentos sem
Memorizagdo conexao com
significados

Fonte: Elaboracao propria (2025).

fortalecer o interesse pela Matematica, ampliar a autonomia intelectual dos alunos e fornecer
subsidios concretos para inovagdes pedagdgicas no ensino da Algebra no Ensino Médio.

Na préxima segao, apresentaremos a estrutura da sequéncia didatica desenvolvida pela
professora-pesquisadora, delineando cada tarefa Matematica composta e suas respectivas de-
mandas cognitivas, conforme descritas por Stein e Smith (1998). Segundo os autores, a de-
manda cognitiva de uma tarefa Matematica esté diretamente relacionada ao tipo de raciocinio
aplicado na sua resolugdo. Isso significa que os alunos podem se deparar com diferentes de-
mandas ao longo de uma sequéncia didatica, como, por exemplo, tarefas de memorizagéao,
conexdes com outros conteudos ou até mesmo tarefas que os fazem pensar e os estimulam de
maneira ndo habitual.

6.4 Elaboracao da Sequéncia Didatica e Categorizacao das tarefas

A sequéncia didatica desenvolvida abordou conteudos de matrizes e suas operagoes,
além de sistemas lineares, por meio de atividades diversificadas e de maneira interdisciplinar
com a criptografia. Ao longo da SD, foram utilizadas, em cada atividade, tarefas cujas demandas
cognitivas eram diversificadas, atendendo a todos os alunos de forma completa, além de utilizar
diferentes metodologias em cada uma das atividades da SD. Além disso, a estrutura desta SD
baseou-se nos principios da Educacao Matematica Realistica.
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6.4.1 Atividade 1: Por que proteger informacdes?

A primeira atividade da SD: “Por que proteger informagées?” explorou as senhas pes-
soais dos alunos, propondo a construcdo de um mapa mental sobre criptografia de ponta a
ponta, tipos de dados protegidos, bem como o tipo de Matematica envolvida no processo de se-
guranga da informagéo e as limitagdes dessa seguranga. Essa atividade foi desenvolvida com
a finalidade de introduzir o conteido de maneira interdisciplinar, em que a criptografia foi uma
ferramenta que serviu como apoio para contextualizar o conceito de matrizes dentro do cenario
atual de seguranca digital e, é claro, trazendo todo o sentido da Algebra para os alunos, pois

esta associado a realidade em que vivem diariamente.
Caracterizacao das tarefas

As tarefas da Atividade 1 foram constituidas como de alta demanda cognitiva, podendo
ser classificadas como Nivel 3 (tarefas que requerem planejamento, justificativa, uso de evi-
déncias de varias fontes e tomada de decisado critica em contextos reais), ou seja, Procedi-
mentos com Conexdes com significado, conforme evidenciado no quadro 4, segundo a taxo-
nomia de Stein e Smith (1998). A compreensao conceitual, no momento em que a professora-
pesquisadora questiona "o que é senha forte e dados pessoais”, e por ter aplicagdo em um
contexto real, torna esse nivel muito visivel, j& que os alunos precisam pensar em como ex-
plicar, por meio de um infografico, por quanto tempo um computador levaria para quebrar uma
senha, por exemplo. Além disso, envolve a andlise e a avaliacdo de evidéncias, como sites de
teste de senhas, violagdes de dados e comparacdes entre fontes.

A experimentacao de testar as senhas pessoais torna a tarefa ainda mais préxima da
realidade dos alunos. Além da constru¢do de argumentos e da tomada de decisdo ao debater
se é confiavel enviar dados por aplicativo de mensagem/e-mail, o planejamento e a organizagao
para apresentar a discussao em 15 minutos tornam a tarefa ainda mais adequada a realidade
dos alunos, instigando-os a pensar criticamente, usando a Matematica como base tedrica para
justificar a seguranca.

Uma sugestao de adaptacio dessa tarefa para um professor que queira utiliza-la em
outra série ou em um contexto diferente dos alunos participantes desta pesquisa seria reduzi-
la para o nivel 2 ou 1, ao solicitar apenas explica¢des conceituais basicas, como "o que € uma
senha forte"ou a execucédo de uma tarefa repetitiva (repeticao de passos para criar senhas), sem
exigir justificativas ou debates. Assim, essa tarefa teria um baixo nivel de demanda cognitiva,
podendo ser encaixada em outros contextos na sala de aula. E importante destacar que, durante
as aulas de Matematica, o professor pode utilizar tarefas de diferentes demandas cognitivas,
dependendo do contexto, do cenario, da idade ou do objetivo que se espera atingir com a tarefa.
Cabe ao discente realizar as adaptagbes necessaérias.

A Atividade 1 foi dividida em trés tarefas, e os alunos foram organizados em duplas. A
atividade foi iniciada com a leitura orientada de um trecho do texto "A Importancia de Senhas
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Fortes e de Uma Boa Gestdo de Senhas”, do Instituto Brasileiro de Ciberseguranga, no qual

foram discutidas praticas e recomendagdes para a criagdo de senhas seguras.

ATIVIDADE 1 da SD: POR QUE PROTEGER INFORMAGOES?

Leia o trecho do texto: “A Importancia de Senhas Fortes e de Uma Boa Gestao de Senhas”

do IBSEC (Instituto Brasileiro de Cyberseguranga):

Senhas fortes sdo essenciais para qualquer site ou conta que vocé utilize. Senhas longas

e complexas podem ser frustrantes, mas podem fazer toda a diferenca na prevengao do

roubo de seus dados.

Um infografico que explique quanto tempo um computador levaria para quebrar sua senha.

A melhor pratica é criar uma senha que utilize pelo menos uma letra maitscula, um nimero

e um simbolo. Além disso, ela deve ter no minimo 9 caracteres de comprimento, mas quanto

mais longa, melhor.

Se vocé nao tem certeza se criou uma senha forte, existem ferramentas online que podem

ajudar. Os dois sites abaixo permitem que vocé teste a forga de sua senha. Eles também

verificam se seus dados foram publicados em alguma violagcao de dados.

https://nordpass.com/secure-password/ e https://password.kaspersky.com/
Texto completo disponivel em: https.//ibsec.com.br/a-importancia-de-senhas-fortes-e-de-uma-

boa-gestao-de-senhas/ Acesso em 12 de maio de 2025.

Quao Segura é a Sua Senha?

Figura 7 — Seguranca de uma Senha

Tempo necessario para um computador quebrar uma senha
com os seguintes parametros

=

Numero de caracteres
© ® N O O & W N

=
- O

12

Somente letras
mindsculas

Pelo menos uma
letra maiuscula

Pelo menos uma
letra maidscula +
numero

Pelo menos uma letra
mailscula + numero +
caracter especial

3 dias

3 semanas

1 més 7 meses 5 anos
1 dia 5 anos 41 anos 400 anos
3 semanas 300 anos 2.000 anos 34.000 anos

Fonte: Security.org , statista

Fonte: Instituto Brasileiro de Ciberseguranca (2025).
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Tarefa 1: Discussao inicial

Em duplas, os alunos foram instigados a refletir sobre a fragilidade de suas senhas
pessoais. Com base neste texto, realizamos uma discussao inicial de aproximadamente 15
minutos. Esse momento teve carater diagnéstico e formativo, permitindo identificar as concep-
¢Oes intuitivas dos alunos, suas percepgoes de risco e suas experiéncias prévias relacionadas
a seguranca digital.

O que é uma senha forte? O que sdo dados pessoais?

Vocé confia no envio de dados pelo WhatsApp ou e-mail? Explique o porqué.

Tarefa 2: Criptografia de ponta a ponta

Na segunda tarefa, os alunos discutiram a criptografia de ponta a ponta. A partir da ob-
servacao de uma imagem ilustrativa do funcionamento desse tipo de criptografia, eles foram
provocados a refletir e a questionar a seguranga real. As respostas foram registradas coletiva-
mente em um mural virtual (Padlet), possibilitando a socializagdo das ideias, a comparacao de
diferentes pontos de vista e a construcao coletiva do conhecimento.

Em duplas, respondam: “Quando vocé envia uma mensagem no WhatsApp, quem pode
ler essa mensagem além de vocé e da pessoa que a recebe?” Insiram suas respostas no
PADLET acessando o QR Code ou o link: https:/padlet.com/tatielen1/whatsapp-e-a-seguran-a-
5gelblrfl29m17ws3.

Tarefa 3: Pesquisa Guiada

Em seguida, os alunos realizaram uma pesquisa dirigida na qual foram convidados a
elaborar um mapa mental com o tema central "Criptografia de ponta a ponta". Nesse mapa, os

alunos deveriam responder aos seguintes questionamentos:



100

Figura 8 — Criptografia de Ponta a Ponta
Hoje
@ As mensagens e ligagbes sdo protegidas
com a criptografia de ponta a ponta.
Somente as pessoas que fazem parte da

conversa podem ler, ouvir e compartilhar
esse conteldo. Saiba mais

-+ @ ¢

Fonte: Elaborado pelos autores (2025).

Figura 9 — QR Code do Padlet

Fonte: Elaborado pelos autores (2025).

1. O que significa “criptografia de ponta a ponta”? Explique com as palavras de vocés.
2. Quais dados sao protegidos?

3. Que tipo de Matematica esta envolvida? (chaves publicas e privadas, RSA, curvas
elipticas) Explique de maneira simples e didética.

4. Quais sao as limitagoes dessa seguranga?

As orientacdes da professora pesquisadora enfatizaram a organizagcédo das ideias, 0 uso
de cores e uma linguagem acessivel, uma vez que os mapas seriam discutidos posteriormente.
A elaboragédo desse mapa configurou-se como um recurso pedagégico fundamental para a sis-
tematizagéo das informacgdes, permitindo aos alunos visualizar rela¢des entre conceitos tecno-
I6gicos e matematicos.

Ainda que de forma introdutéria e nao formalizada, esse momento possibilitou perceber
que a seguranca da informacao se apoia em estruturas Matematicas, especialmente algébricas,
preparando o terreno conceitual para o estudo posterior de matrizes e suas operagdes. Dessa
forma, a Atividade 1 cumpriu o papel de problematizar o tema da criptografia, promover o pro-
tagonismo discente e atribuir significado ao estudo da Algebra, ao mostrar sua aplicacdo em
contextos atuais e socialmente relevantes, alinhando-se aos pressupostos das metodologias
ativas e da Educacao Matematica Realistica.
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6.4.2 Atividade 2: Agéncia de Espionagem Escolar

A segunda atividade da SD, intitulada “Agéncia de Espionagem Escolar: decifrando a
senha do cofre”, utilizou a gamificacdo como estratégia para aprofundar a compreensao de
operacdes com matrizes, determinantes e légica de codificacdo. Os alunos foram colocados em
um cenario investigativo, no qual precisavam solucionar problemas envolvendo matrizes a fim de
encontrar pistas que, ao serem interpretadas e organizadas, revelariam o préximo local a seguir.
As mensagens foram criptografadas utilizando a Cifra de César e, a cada decodificagao, os
alunos se deparavam com uma chave de codificagéo diferente. Essa abordagem promoveu uma
modificagdo nos conceitos algébricos ao inseri-los em uma situagéao-problema concreta e com
um propésito comunicativo claro, elevando o engajamento e o protagonismo dos estudantes.

A atividade foi composta por trés tarefas principais, cada uma com objetivos pedagégicos
distintos. Na Tarefa 1, os alunos receberam a narrativa da missdo e precisaram compreender
o enredo e o funcionamento geral da dindmica. Na Tarefa 2, as equipes sairam em busca das
pistas codificadas nos diferentes ambientes da escola, recolhendo as matrizes e registrando
as informagbes. Na Tarefa 3, 0s grupos reuniram as pistas coletadas e realizaram operagdes
com matrizes para decodificar as mensagens, calcular determinantes, quando necessario, e
identificar a senha final.

Na sala de aula teérica, cada dupla recebeu um envelope com um problema matricial.
Caso conseguissem resolver corretamente, ganhariam um enigma contendo uma dica criptogra-
fada por uma chave numérica, que indicaria para onde deveriam ir, buscando, assim, o proximo
envelope. A direcdo, a secretaria e a coordenacao do Colégio auxiliaram na distribuicao dos
envelopes aos alunos ho momento de sua chegada aos espagos pré-definidos.

Ap6s encontrar todos os envelopes, os alunos foram deslocados até o laboratério, um
espaco de interacao onde as mesas sdo dispostas de forma integrada, em equipes, seguindo
0s preceitos das metodologias ativas. L4, a professora-pesquisadora os esperava e entregava o
desafio final, composto a partir da lei de formagao até a matriz inversa. Esse desafio precisava
ser resolvido corretamente, gerando uma senha para abrir o cofre secreto. A atividade, além
do aprendizado construido, foi muito prazerosa, pois os alunos exploraram todos os espacos

escolares, sairam da sala de aula tradicional e experimentaram o novo.

Caracterizacao da tarefa

As tarefas da Atividade 2 da SD foram construidas sem se limitar a um Unico conceito,
abrangendo varias etapas e operagodes distintas que exigem que o estudante combine e aplique
multiplos procedimentos matematicos para alcangar a solucao final. Nesse sentido, elas sao
consideradas tarefas de alta demanda cognitiva, conforme Stein e Smith (1998).

A primeira tarefa da atividade 2 envolve a decodificacdo de mensagens utilizando a Cifra
de César e a resolucao de problemas envolvendo operagdes com matrizes. Embora a primeira
seja relativamente simples, ela exige mais do que a simples substituicdo de letras, pois solicita
que os alunos compreendam o principio da cifra, entendendo o processo inverso da codificagéo.
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Assim, ela se encaixa no Nivel 3 (procedimento com conexao com o significado) de acordo
com Stein e Smith (1998), ja que, embora o aluno siga um procedimento (subtrair a chave do
valor numérico da letra), o processo ndo é mecanico. Eles precisam entender a relagao entre
as letras e os numeros, além da légica de deslocamento ciclico, para que possam aplicar a de-
codificacao, ja que o alfabeto possui apenas 26 letras e, com 0s enigmas, precisam ultrapassar
esse limite, indo além da aritmética.

Ja a segunda tarefa, o calculo de operacées com Matrizes e a busca fisica das pistas,
encaixa-se de maneira hibrida entre os niveis e pode ser classificada como Nivel 2 (Procedi-
mentos sem conexao com significado), caso se limite a execu¢gao mecéanica de uma orien-
tacdo dada. Entretanto, quando os estudantes organizam estratégias de cooperacao, discutem
rotas, dividem tarefas e inferem pistas a partir do contexto, ocorre uma elevacédo para o Nivel
3, devido a tomada de decisao, a articulacao de informagdes e a resolucao de situagdes nao
lineares. Como ja foi mencionado anteriormente, essa tarefa foi pensada de maneira intencio-
nal pela professora-pesquisadora, mesclando os niveis da taxonomia de Stein e Smith (1998)
para que todos os alunos se sintam integrados no ambiente de aprendizagem, podendo juntos
construir os conhecimentos e fortalecer as habilidades algébricas.

Cabe destacar que tais caracteristicas nao surgiram de forma incidental. Estruturamos
as tarefas de modo a integrar diferentes niveis da taxonomia de Stein e Smith (1998), garantindo
nao apenas acessibilidade aos estudantes com diferentes niveis de proficiéncia, mas também
favorecendo oportunidades de avanco cognitivo. Dessa forma, a atividade estimula o pensa-
mento flexivel, o uso de raciocinios variados em contextos distintos e a mobilizacdo de pro-
cedimentos associados a resolucdo de problemas, fortalecendo habilidades fundamentais ao
pensamento algébrico.

ATIVIDADE 2 da SD: AGENCIA DE ESPIONAGEM ESCOLAR

Bom dia, meus queridos alunos. Sei que nao é bem assim que imaginavam, mas sim! Eu sou
uma Agente secreta!!! Especificamente, sou diretora de uma agéncia chamada Agéncia Es-
colar de Comunica¢do Secreta (AECS). Ninguém sabe ainda, mas o mundo est4 em risco, e
vocés, meus agentes (ops, alunos), precisam me ajudar a trocar informacoes secretas de forma
segura para evitar que dados vazem para espides e para abrir o cofre com as informacgdes sigi-
losas. A seguranga da comunicagdo depende de uma técnica antiga, porém ainda valiosa para
compreender os principios modernos: a Cifra de César.

Tarefa 1: Apresentacao da Missao

Cada dupla de alunos tera que encontrar um cédigo formado pelas letras escondidas na
escola para decodifica-lo. Essa mensagem tera que ser decodificada utilizando a tabela da Cifra
de César.

Passo a passo de como utilizar a Cifra de César nos enigmas



Quadro 9 — Cifra de César

Letra Numero Letra Numero Letra Numero
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A 0 K 10 U 20
B 1 L 11 V 21
C 2 M 12 w 22
D 3 N 13 X 23
E 4 o} 14 Y 24
F 5 P 15 4 25
G 6 Q 16
H 7 R 17
I 8 S 18
J 9 T 19
Fonte: Elaboracao prépria (2025).
1. Transforme as letras em numeros. Use atabela: A=0,B=1,C =2,...,7Z = 25.

Exemplo: a palavra “PAZ":

P=15A=0,7 = 25.

2. Some a chave secreta. Escolha um numero como chave de seguranga. Por exemplo,

chave = +3.

Atencéo: o alfabeto vai s6 até 25! Se o numero ultrapassar, recomece do zero.

P=15—15+3 =18,
A=0-0+3=3,

4 =25—25+3=28.

3. Converta os novos humeros em letras.

18=5,3=D, 28 =C.

Resultado final cifrado: SDC.

Exemplo de questao (Equipe 1)

Q4. (Charada) Eu sou quadrada, ndo sou identidade, mas se me multiplico por mim

mesma, continuo igual. Quem sou?

a) Matriz identidade

b) Matriz idempotente
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¢) Matriz nula
d) Matriz triangular

Exemplo de mensagem codificada com a dica de onde as duplas devem ir (QUADRA):

Mensagem cifrada (+2) que os alunos receberam:
Vgpjg gurcgq rctc eqttgt g rwnct, Qpfg c dgnc iquvc fg

swkect. Swcn é g nwict swg xgeé xck gpegpvtct?

Mensagem decodificada:
Tenho espaco para correr e pular, Onde a bola gosta de quicar. Qual é o lugar que vocé
vai encontrar?

Leis de formacao das Matrizes que estavam escondidas nos envelopes, necessarias para
o desafio final:

A = (aij)3x3, com a;; =1 + 2.
B = (b;j)3x3, com b;; = 2i — j.
C = (¢ij)3x3, com:
c; =1 sei=yp,
cij =0 sei#j.
Tarefa 2: Hora da Decodificacao!

Problema: Missao Secreta — Decifrando a Senha do Cofre

A agente secreta Tati recebeu trés mensagens codificadas na forma de matrizes A, B e
C, cada uma de tamanho 3 x 3. A senha do cofre esta escondida na diagonal principal da matriz
final. As matrizes sdo definidas por leis de formacao recebidas na missdo. A agente precisa
seguir 0s passos:

1. Somar A+ B = D,
2. SubtrairCde D = F,
3. Multiplicar £/ por um escalar k = 2, F' = 2F,

4. Verificar se F' é simétrica. Se nao for, calcule G = F + F'* para obter uma matriz
simétrica.

5. A senha secreta sdo os nimeros da diagonal principal da matriz final ' ou G.

Qual é a senha que abre o cofre?



105

6.4.3 Atividade 3: Gerando cédigos com Python

A terceira atividade da sequéncia didatica, intitulada “Gerando codigos com Python’,
teve como objetivo articular os conceitos algébricos de multiplicacdo de matrizes, determinantes
e criptografia que os alunos trabalharam até entdo, utilizando a linguagem de programacao
Python como ferramenta de validacdao e experimentagcao Matematica. A proposta aproximou
os estudantes de um contexto tecnoldgico presente na cultura digital, buscando promover a
compreensdo de como a Matematica opera no ambiente computacional, especialmente nos
mecanismos de codificacdo e decodificacdo de mensagens.

Essa atividade foi organizada em quatro tarefas principais. Na Tarefa 1, os alunos com-
pararam os resultados da multiplicacdo de matrizes realizada manualmente com os obtidos
pelo Python, refletindo sobre a confiabilidade e a funcionalidade do uso do computador nesse
processo. Na Tarefa 2, os estudantes modificaram os valores das matrizes iniciais e testaram
novamente os cddigos, construindo argumentos sobre a ndo comutatividade da multiplicagao
matricial. Trabalhando diretamente com criptografia, na Tarefa 3, os alunos transformaram men-
sagens em numeros, utilizando uma matriz-chave para codifica-las com o apoio do Python.
Finalizando, na Tarefa 4, calcularam os determinantes manualmente e compararam-os aos re-
sultados do cédigo, analisando o papel do determinante na inversibilidade das matrizes e sua
relacdo com a possibilidade de decifrar mensagens.

Caracterizacao da tarefa

As tarefas da Atividade 3 podem ser classificadas predominantemente como de alta de-
manda cognitiva, com destaque para o Nivel 4 (Fazer Matematica), conforme a taxonomia
de Stein e Smith (1998). Na Tarefa 1, os estudantes precisaram mobilizar seus conhecimen-
tos prévios, comparar representagées, justificar os resultados e interpretar as diferengas entre
o procedimento manual e o computacional. Essa tarefa situa-se no Nivel 3 (Procedimentos
com conexoes significativas), pois exige a articulacdo entre estratégias, a interpretacao de
resultados e a verbaliza¢do de justificativas.

Ja a Tarefa 2 exige que o aluno investigue propriedades Matematicas, explore novos
exemplos e reflita sobre as implicacdes da ordem das multiplicagdes. Ao comparar o resultado
de A.B e B.A os alunos refletem sobre uma propriedade nao trivial da Algebra Linear, carac-
terizando a tarefa como Nivel 4 (Fazer Matematica), pois demanda elaboracdo, generalizacédo
e construcdo argumentativa, algo que exige deles todo o potencial matematico investigativo.

Na Tarefa 3, relacionada a criptografia matricial, os estudantes realizaram a conversao
de letras em nimeros, construindo uma matriz-mensagem; em seguida, aplicaram uma matriz-
chave e analisaram o resultado no ambiente digital, utilizando a linguagem Python. Essa etapa
envolve a resolucao de problemas, a tomada de decisao, a criacdo de hipdteses, a validagao de
resultados e a articulagéo entre a linguagem Matematica e a linguagem de programacéao. Por
envolver interpretacéo, autoria e intencionalidade, a tarefa também se enquadra no Nivel 4.
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A Tarefa 4, ao propor o calculo manual de determinantes e a comparagcao com 0s re-
sultados do Python, seguida de reflexdao sobre a relagao entre determinante e inversibilidade,
caracteriza-se também como uma tarefa de Nivel 4, pois exige compreensao conceitual, argu-
mentagdo Mateméatica e conexdo com o contexto aplicado (criptografia).

Para justificar a classificagdo de alta demanda cognitiva, destaca-se que os alunos nao
apenas executaram procedimentos, mas também produziram significados, compararam estra-
tégias, interpretaram resultados, generalizaram as conclusdes e utilizaram a Matematica como
uma ferramenta de validagao e explicagdo. A autonomia na manipulacao das tarefas para mo-
dificar valores, explorar novas mensagens e testar hipéteses amplia ainda mais o carater inves-
tigativo da tarefa.

Uma sugestao de adaptacao dessa atividade para docentes que desejam aplica-la com
menor demanda cognitiva seria disponibilizar os cédigos prontos apenas para execug¢ao, sem
exigir reflexdo comparativa, justificativa ou criacdo autoral, pedindo apenas a verificagdo, ou
ainda utilizar o Python como uma "prova real” de alguma tarefa ja trabalhada em sala de
aula. Outra possibilidade seria retirar a etapa de adaptacdo das matrizes e solicitar apenas a
execucgao do script e a escrita do resultado, o que reduziria a tarefa ao Nivel 2 (Procedimentos
sem conexao com o significado). No caso de estudantes com menor familiaridade com a
tecnologia, poderia-se ainda fornecer as mensagens e suas matrizes ja prontas, transformando
a atividade em mera reprodugdo ou preenchimento, o que a aproxima do Nivel 1.

Assim como nas atividades anteriores, o papel da professora-pesquisadora foi funda-
mental para manter a tarefa em alta demanda, pois media¢des inadequadas, explicagbes an-
tecipadas ou a reducéo de escolhas podem transformar a atividade em uma simples repeticéo
de passos. A versdo aplicada nesta pesquisa foi planejada para promover protagonismo, explo-
racao conceitual, experimentagao tecnoldgica e raciocinio matematico com finalidade pratica,
preservando o carater investigativo e significativo da aprendizagem

ATIVIDADE 3 da SD: GERANDO CODIGOS COM PYTHON

Vocé j& aprendeu a multiplicar matrizes no caderno. Mas como seria se pedissemos ao com-
putador para fazer o mesmo célculo? Hoje, vamos usar o Python, uma linguagem de progra-
macao simples, para verificar as multiplicagbes de matrizes. Para usar o Python, acesse o site:
https://colab.research.google.com/ Cligue em “Novo Notebook” e digite/cole os cédigos abaixo.

Na Tarefa 1, os alunos realizaram, inicialmente, a multiplicacao de duas matrizes pre-
viamente fornecidas manualmente, registrando no caderno todo o procedimento envolvido no
calculo. Em seguida, acessaram o ambiente Google Colab e executaram um cédigo em Python
que realizava a mesma multiplicacdo matricial.

Durante a realizagao da tarefa, a professora-pesquisadora mediou discussbes sobre
possiveis erros de calculo manual, a importancia da organizagao das operagdes e a utilidade
do computador como instrumento de verificacao e validacao Matematica.
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Figura 10 — Cédigo em Phyton
o import numpy as np

# Criando duas matrizes
A = np.array([[2, 1],

[P": :]

m
1}

np.array([[1, 4
[2, &

# Multiplicacdo
C = np.dot(A, B)

print(“"Matriz A:")

print(A)

print(“"Matriz B:")

print(B)

print(“Resultado da multiplicacao A x B:")
print(C)

Fonte: Elaboracao proépria (2025).

Tarefa 1: Explorando Python

Faca a multiplicacdo A x B nesta folha, explicando o passo a passo. O resultado foi 0 mesmo
que o Python mostrou? Explique.

O objetivo desta tarefa foi possibilitar a comparacao entre os resultados obtidos ma-
nualmente e aqueles gerados pelo computador, levando os estudantes a refletirem sobre a
confiabilidade do uso de ferramentas computacionais na Matematica.

Tarefa 2: Criando sua prépria matriz

Na Tarefa 2, os alunos foram incentivados a ajustar os valores das matrizes iniciais A
e B, e a criar suas préprias matrizes. Apds essa modificacdo, executaram novamente o cédigo

em Python para calcular os produtos, registrando e comparando os resultados.
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Matriz A que eu usei:

Matriz B que eu usei:

Resultado em Python de A x B:

Resultado em Python de B x A:

Essa tarefa teve como objetivo levar os estudantes a investigar, de forma exploratéria, a
propriedade da ndo comutatividade da multiplicacdo de matrizes. O uso do Python permitiu am-
pliar o nimero de testes realizados em um curto espago de tempo, favorecendo a generalizagao
das conclusbes e a compreensdo conceitual dessa propriedade algébrica, que muitas vezes é
apresentada de forma apenas expositiva no ensino tradicional

Tarefa 3: Criptografia com Python

A Tarefa 3 introduziu a criptografia matricial, relacionando os conceitos algébricos com
a codificacdo e a decodificacdo de mensagens que os alunos ja tinham estudado em outras
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Figura 11 — Codigo em Python da Questao 3

import numpy as np

# Mensagem "AMOR"

# A=0, M=12, 0=14, R=17

mensagem = np.array([[0, 12]
7

[14, 17]])

# Matriz-chave (escolhida pela professora)
chave = np.array([[2, 1],

[1, 11D

# Multiplicacdo: mensagem x chave
codigo = np.dot(mensagem, chave)

print(“"Mensagem original (em ndmeros):™)
print(mensagem)

print("Mensagem codificada (em ndmeros):™)
print(codigo)

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

atividades. Inicialmente, os alunos executaram um cédigo em Python que transformava uma
mensagem em numeros, organizava esses valores em uma matriz-mensagem e realizava a
multiplicagcdo por uma matriz-chave, gerando uma matriz codificada.

Em seguida, organizados em duplas, os estudantes escolheram novas mensagens, res-
peitando o tamanho adequado para a formagdo de matrizes quadradas, converteram as le-
tras em numeros conforme a correspondéncia alfabética e construiram suas préprias matrizes-
mensagem. Utilizando o Python, multiplicaram essas matrizes pela matriz-chave e analisaram
os codigos secretos encontrados.

Na criptografia, podemos transformar uma mensagem em numeros e, depois, multiplica-
la por uma matriz-chave. O resultado € um cédigo secreto! Digite/copiar esse cédigo no Google
Colab, um servigo gratuito para escrever e executar coédigos em Python no navegador.

Qual foi a mensagem codificada que o Python gerou?

Em duplas, escolham uma nova mensagem com no maximo 4 letras.
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Transformem as letras em ndmeros (A = 0,B = 1,...,Z = 25). Monte uma matriz de

mensagens com esses numeros. Usem o Python para multiplicar pela mesma matriz-chave.

Escreva abaixo o codigo secreto (a matriz final):

Explorem novas palavras de tamanhos n2, por exemplo, 9, 16, . . . e descreva abaixo:

Essa tarefa permitiu aos alunos compreender, de forma pratica, como a Matematica esta
presente nos processos de criptografia digital, além de explorar a relagio entre o tamanho da
mensagem, a dimensao das matrizes e a complexidade do c6digo gerado.

Tarefa 4: Determinantes

Na Tarefa 4, os alunos retomaram o conceito de determinantes, calculando manualmente
o determinante de matrizes previamente propostas. Em seguida, utilizaram Python para verificar
os resultados obtidos,realizando a comparacao entre o célculo manual e computacional. Sejam
AeB;

123
2 1
A= , B=10 1 4
3 4

56 0
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Calcule, a mao, os determinantes das matrizes A e B:

Agora vamos verificar se o Python faz os mesmos célculos. Digite no Google Colab o seguinte
codigo:
Figura 12 — Célculo de determinante com Python
o import numpy as np
# Matriz 2x2

A = np.array([[2, 1]
[3, 4]

e

# Matriz 3x3

B = np.array([[1, 2, 3],
[el lJ ‘::P
5, 6, @8]])

-

# Determinantes
det_A = np.linalg.det(A)
det_B = np.linalg.det(B)

print("Determinante de A:", det_ A)
print("Determinante de B:", det_B)

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Compare os resultados: o que vocé calculou no caderno é igual ao que o Python mostrou?

A partir dessas comparagdes, a professora-pesquisadora conduziu uma discussao so-
bre o papel do determinante na criptografia, destacando que uma matriz-chave s6 pode ser
utilizada de forma segura quando seu determinante é diferente de zero, condicdo necessaria
a existéncia de matriz inversa. Os alunos analisaram exemplos de matrizes com determinante
nulo e refletiram sobre a impossibilidade de descriptografar mensagens nesses casos.
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Na criptografia com matrizes (como a que usamos para gerar cédigos secretos), a matriz-chave
s6 funciona se o seu determinante for diferente de zero. Isso porque,quando o determinante é
zero, a matriz nao tem inversa e, assim, seria impossivel descriptografar a mensagem. Se a

matriz-chave fosse:

Qual seria o determinante?

Essa matriz poderia ser usada como chave de criptografia?

Por que é importante que a matriz-chave tenha determinante diferente de 0?7

Essa tarefa teve como objetivo atribuir significado ao célculo de determinantes, frequen-
temente visto pelos alunos como um procedimento mecanico, mostrando sua relevancia em

contextos aplicados.
Tarefa 5: Reflexao

Por fim, na ultima tarefa da Atividade 3, os alunos refletiram sobre todo o processo de-
senvolvido ao longo da atividade, respondendo a questdes abertas relacionadas as vantagens
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do uso do Python em relacdo ao célculo manual, o que acontece quando trocamos a matriz-
chave na seguranga da criptografia e também nas dificuldades encontradas ao decifrar uma
mensagem codificada.

Qual é a vantagem de usar Python em vez de calcular tudo no papel?

Se trocarmos a matriz-chave, o cédigo secreto muda? Por qué?

O que vocé acha que seria mais dificil para um espido: descobrir a mensagem s6 olhando a

matriz codificada ou multiplicar as matrizes manualmente?

Nessa etapa, buscamos estimular a argumentagao, a sintese dos conhecimentos cons-
truidos e a percepgao da Matematica como uma ferramenta para a resolucdo de problemas
reais. As respostas dos alunos forneceram indicios importantes sobre a compreensao concei-
tual alcangada e subsidiaram a analise qualitativa dos dados da nossa pesquisa.

6.4.4 Atividade 4: A Fabrica de Alimentos

Sendo desenvolvida para aprofundar ainda mais o potencial algébrico dos estudantes,
a Atividade 4 utilizou a metodologia Ensino—Avaliagao—Aprendizagem através da resolugao de
problemas, seguindo os dez passos conforme descritos por Allevato e Onuchic (2021), desa-
fiando os alunos a resolver questées sobre matrizes e sistemas lineares e introduzindo novos
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conceitos de forma contextualizada. Intitulada “A fabrica de alimentos”, essa atividade da SD foi
estruturada a partir de um problema gerador envolvendo uma pequena fabrica de alimentos que
produz trés tipos de produtos: barra de cereal, iogurte proteico € mix de castanhas. Os dados
fornecidos permitiam ao estudante, de modo geral, organizar informacdes em equacgdes e siste-
mas lineares, possibilitando a interpretacao da situacao real e a conexao direta com conteudos
matematicos, como matrizes, sistemas lineares e nog¢des de lucro.

Na Tarefa 1, os alunos precisavam organizar os dados do problema gerador de modo
que ficassem mais claros e faceis de interpretar. Ja na Tarefa 2, o objetivo era descobrir qual
era o prego unitario de cada produto (barra de cereal, iogurte proteico e mix de castanhas), nao
estando evidente o modo de resolucdo, até porque a professora-pesquisadora iria introduzir
e formalizar um contetdo algébrico que ainda ndo havia sido abordado até entdo: Sistemas
Lineares 3 x 3. Na Tarefa 3, os alunos precisavam encontrar combinagdes lineares, ou seja,
combinacdes de compra de produtos cujo preco total fosse 55 reais. Essa era outra questao
aberta a inimeros modos de resolucdo, por meio da investigacdo Matematica. Por outro lado, a
Tarefa 4 exigia dos estudantes uma compreensao sistematica, calculando o lucro total ao longo
de trés dias, considerando os custos necessarios a produgao dos produtos.

Finalizando a Atividade 4 da SD, a Tarefa 5 é a décima etapa de proposicao de novos
problemas, conforme descrita na Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo através da
resolugcao de problemas Allevato e Onuchic (2021), apds a formalizagdo e o desenvolvimento
da metodologia com a turma. Essa atividade néo restringe as maneiras de criar um problema,
permitindo que o aluno utilize diferentes estratégias, habilidades e conteldos dentre os que

foram construidos durante a aula.

Problema Gerador

Uma pequena fabrica de alimentos produz trés tipos de produtos: Barra de cereais,
logurte proteico e Mix de castanhas. Para um controle interno, a empresa registrou as vendas
em trés dias seguidos e as receitas totais:

» Segunda-feira: Foram vendidos 5 barras de cereais, 2 iogurtes proteicos e 1 mix de
castanhas. A receita total foi de R$30,00.

» Terca-feira: Foram vendidos 3 barras de cereais, 4 iogurtes proteicos e 2 mixes de
castanhas. A receita total foi de R$46,00.

» Quarta-feira: Foram vendidos 4 barras de cereais, 1 iogurte proteico e 3 mixes de
castanhas. A receita total foi de R$43,00.
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Como vocé organizaria os dados do problema para facilitar a interpretacao? Explique bem isso!

Qual é o preco unitario de cada produto?

A geréncia da fabrica deseja estabelecer uma meta de receita de R$55,00 para a préxima
quinta-feira. D& um ou mais exemplos de combinagbes de vendas (numeros de barras de
cereais, iogurtes e mix de castanhas) que atingiriam essa meta. Existe apenas uma resposta
possivel? Explique seu raciocinio.

Considerando que o custo de producao de cada item é:
+ Barra de cereais: R$1,50
* logurte proteico: R$3,00
+ Mix de castanhas: R$6,00

Com base nos precos que vocé descobriu, qual foi o lucro total da fabrica em cada um dos trés
dias?
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Agora é a sua vez! Crie um novo problema envolvendo os conceitos que vocé aprendeu sobre

matrizes ou sistemas lineares.

Caracterizacao da tarefa

Essa atividade foi desenvolvida e organizada em diferentes tarefas, cada uma com um
objetivo pedagdgico especifico e distinto. Na Tarefa 1, os alunos deveriam organizar os dados do
problema para facilitar a interpretagcdo. Esse momento inicial ja exigia dos estudantes a leitura
e a sistematizacao da situacao, convertendo as informacdes em representacées Matematicas,
como tabelas ou sistemas de equagdes. Por essa razao, essa tarefa foi caracterizada como de
alta demanda cognitiva, podendo ser classificada como Nivel 3 (tarefas que utilizam procedi-
mentos com conexdes), ja que envolve a interpretacao do texto e a estruturagdo de um sistema
de equacdes ou de qualquer outra forma de organizagao, sem restringir a resolucao a apenas
memorizagao ou repetigao, por exemplo.

Na Tarefa 2, aparentemente, os alunos precisaram determinar o prego unitario de cada
produto. Neste caso, o nivel de exigéncia foi reduzido, pois bastava aplicar um procedimento al-
gébrico conhecido para resolver o sistema linear. Embora, a primeira vista, a Tarefa 2 pudesse
ser classificada como Nivel 2, por exigir apenas a aplicagdo de um procedimento algébrico
para a resolucdo de um sistema linear, sua classificagdo foi revista em funcdo da metodolo-
gia adotada. Como o conteudo ainda nao havia sido previamente formalizado pelo professor,
0s alunos precisaram interpretar a situacao-problema, modela-la matematicamente, mobilizar
conhecimentos prévios e atribuir significado aos resultados obtidos. O procedimento, nesse
contexto, ndo se configurou como mera aplicagdo mecénica de um algoritmo, mas como parte
de um processo de construcdo e compreensao conceitual. Desse modo, ao articular contexto,
modelagem e formalizagéo, a tarefa passou a envolver procedimentos com conexdes, sendo,
portanto, classificada como Nivel 3.

Corroborando com o principio de Stein e Smith (1998) e analisando as demandas cog-
nitivas, a Tarefa 3 ampliou a exploragdo ao propor que os alunos determinassem combinacdes
de vendas que atingissem uma meta de receita de R$ 55,00, questionando, ainda, se havia
apenas uma resposta possivel. Esse momento exigiu que os estudantes refletissem sobre a
multiplicidade de solugdes, analisassem a estrutura do sistema e justificassem seu raciocinio, o
que caracteriza, novamente, um nivel mais elevado de demanda cognitiva. Portanto, essa tarefa
foi classificada como Nivel 3 (procedimentos com conexdes), por envolver raciocinio critico e
articulagdo entre Matematica e contexto real.
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Na Tarefa 4, os estudantes calcularam o lucro da fabrica em cada um dos trés dias,
integrando os precos unitarios obtidos aos custos de produgéo fornecidos. A articulagdo de
informacoes e a interpretacao do resultado na realidade da fabrica tornaram essa tarefa também
de Nivel 3 (procedimentos com conexodes), pois exigiu que o aluno conectasse conceitos
matematicos a uma situagao pratica.

Por fim, na Tarefa 5, os alunos foram desafiados a criar um novo problema que envol-
vesse 0s conceitos estudados sobre matrizes ou sistemas lineares. Essa etapa demandou uma
compreensao conceitual profunda e autonomia na formulagao de situagdes-problema, exigindo
criatividade e generalizagao Matematica. Nesse sentido, essa tarefa foi classificada como Nivel
4 (fazer Matematica), uma vez que nao havia indicagéo prévia do procedimento a ser utilizado,
pelo contrario, exigia do estudante a mobilizacao autbnoma de conhecimentos para construir
um problema inédito.

Portanto, a Atividade 4 pode ser caracterizada como uma sequéncia investigativa que
inicia em niveis intermediarios de demanda cognitiva (tarefas de organizacao e de resolucéo al-
goritmica) e evolui progressivamente até o nivel de fazer Matematica. Essa progressao permite
ao estudante vivenciar diferentes dimensodes do pensamento matematico, articulando leitura, in-
terpretacao, resolucao e criacao de problemas no contexto da algebra. A Tabela 5 a seguir apre-
senta uma sintese da caracterizagao realizada em cada uma das atividades construidas para
a SD, bem como os niveis de demanda cognitiva identificados, de maneira geral, considerando
todas as tarefas que compdem cada atividade.

Quadro 5 - Sintese das atividades e niveis de demanda cognitiva segundo Stein e Smith (1998)

Atividade Metodologia Utilizada Demanda Cognitiva Niveis Identificados
1: Por que proteger | Investigacdo guiada; pro- | Alta demanda Niveis 3 e 4 (com momen-
informacg6es? ducéo colaborativa (mapa tos de nivel 1)
mental)
2: Agéncia de Es- | Gamificagdo; resolugdo | Alta demanda Niveis 3 e 4 (com momen-
pionagem Escolar / | colaborativa de desafios; tos de nivel 2)
Cifra de César aprendizagem baseada
em jogos
3: Gerando cddi- | Aprendizagem por inves- | Alta demanda Predominancia do nivel 4
gos com Python tigacdo; computacéo des- (com trechos de nivel 3)
plugada e plugada; uso de
tecnologia
4: Resolucao de | Ensino—Aprendizagem- Muito alta demanda Predominéancia do nivel 4
Problemas com | Avaliacdo pela Resolucao
matrizes e siste- | de Problemas
mas lineares

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Nao podemos deixar de analisar o processo de matematizagcéao dentro da SD, ja que é
um processo central da abordagem da RME, que se manifesta de duas formas: a matemati-
zagao horizontal, na qual os alunos transformam problemas de contextos reais ou imaginarios
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em representacdes Matematicas, e a matematizacao vertical, que envolve o desenvolvimento
de novos conceitos e formalizagdes dentro da propria Matematica (Ferreira; Buriasco, 2015).
As atividades propostas nesta SD buscam justamente essa progressao, comecgando pela orga-
nizacao de situagdes do cotidiano e, em seguida, aprofundando as propriedades e os modelos
matematicos.

Outros pilares da RME também estao presentes nas tarefas da SD, como, por exemplo, a
reinvencdo guiada e os modelos emergentes, que foram fundamentais para o desenvolvimento
dessas tarefas pela professora-pesquisadora. A reinvengédo guiada refletiu o papel da profes-
sora como orientadora que estimula os alunos a redescobrirem a Matematica, partindo de suas
estratégias informais rumo a solugdes mais formais (Ferreira; Buriasco, 2021; Marino, 2017).

Os modelos que surgiram, por sua vez, sdo representacdes e ferramentas utilizadas
(como tabelas, diagramas e, no nosso caso, a programagao em Python), que servem como uma
ponte entre a compreensao intuitiva e o conhecimento matematico formal Ferreira e Buriasco
(2023). Essa abordagem se alinha perfeitamente com a utilizacdo de metodologias ativas, pois
o protagonismo do aluno na resolugao de problemas auténticos e a interagao colaborativa sao
0s motores que impulsionam o processo de aprendizagem e a constru¢cdao de um entendimento
mais profundo em relacao a toda a estrutura da algebra.

A tabela abaixo apresenta uma sintese das principais caracteristicas da RME identifica-
das na construcao das atividades que compéem a Sequéncia Didatica, bem como a conexao
percebida com a pratica pedagédgica.

6.5 Instrumentos de coleta de dados: registros, observacoes e questionarios

Para compreender, de maneira rigorosa e sensivel, 0 processo de aprendizagem de-
sencadeado pela proposta que desenvolvemos, organizamos a coleta de dados com base em
trés instrumentos complementares: registros de observacgao, diario de campo e questionarios
mistos. A escolha por esses instrumentos esta diretamente relacionada ao carater qualitativo
€ quantitativo da pesquisa, bem como aos principios da Educacao Matematica Realistica e as
metodologias ativas que orientaram toda a interveng&o. Assim, buscamos criar um conjunto de
evidéncias que permitisse acompanhar tanto os processos de aprendizagem quanto os resulta-
dos obtidos pelos alunos.

O diario de campo constituiu-se como um dos elementos centrais de observacao. Nele,
registramos momentos de interagao, dividas recorrentes, estratégias espontaneas surgidas du-
rante as tarefas, modos de organizagao das equipes, falas significativas e indicios de com-
preensao ou resisténcia dos estudantes. Esses registros foram fundamentais para documentar
aspectos da aprendizagem que ndo constam nas respostas finais, mas que revelam percursos,
hesitagdes, reformulacdes e negociagdes conceituais, elementos fundamentais para uma ana-
lise orientada pela ATD, que valoriza o movimento interpretativo e a construgdo progressiva de
significados. As anotacdes também permitiram observar como os principios da RME, especial-
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Atividade

Caracteristicas da RME

Conexao com a Pratica Pedagogica

1: Por que proteger
informacé6es?

Matematizacdo Horizontal (or-
ganizagdo de dados reais); Con-
texto Realistico (seguranca di-
gital); Principio da Atividade
(aprender fazendo).

Favorece o papel do professor
como mediador, estimulando in-
vestigacao, argumentacéao e dis-
cussbes coletivas, em vez da
transmissao direta.

2: Agéncia de Espio-
nagem Escolar / Cifra
de César

Contexto Fantasioso (narrativa
de espionagem); Matematizacao
Progressiva (do informal ao for-
mal); Principio da Interativi-
dade (cooperacdo e negociagao
de significados).

A gamificacdo intensifica o en-
gajamento; o trabalho em grupo
apoia a construgcado colaborativa
de estratégias e promove autono-
mia investigativa.

3: Gerando coédigos
com Python

Matematizacado Vertical (forma-
lizagdo e generalizacdo); Con-
texto Computacional (uso de
Python); Principio da Orienta-
¢ao (o professor guia sem forne-
cer respostas).

A tecnologia atua como “an-
cora conceitual”, permitindo tes-
tar hipoteses, validar operagdes
e comparar solugbes manuais e
automatizadas.

4: Resolucio de Pro-
blemas com matrizes
e sistemas lineares

Matematizacéo Progressiva (do
problema para a formalizacido);
Contexto Real (modelo de fa-
brica de alimentos); Reinvencao
Guiada (producdo de justificati-
vas durante a resolugéo).

Estimula que os alunos se tor-
nem formuladores de problemas,
mobilizando a compreensao pro-
funda e aproximando-os da Mate-
matica como atividade humana.

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

mente a interatividade, a reinvengado guiada e a matematizacao, surgiram naturalmente ao longo
do trabalho dos grupos.

Além dos registros escritos, as observagoes sistematicas desempenharam um papel im-
portante na compreensao de como os estudantes se envolveram nas atividades da sequéncia
didatica. Durante as oficinas e tarefas, acompanhamos atentamente as trocas entre colegas,
as estratégias de organizacao das duplas, as justificativas apresentadas e a forma como lida-
vam com o0s desafios propostos. Em muitos momentos, a postura dos alunos evidenciou que o
problema deixava de ser apenas um enunciado a ser resolvido para se tornar um objeto de in-
vestigacdo. Essas observacgoes, articuladas ao diario de campo, possibilitaram uma leitura mais
sensivel do processo de construcao do pensamento algébrico, especialmente em situagdes gui-
adas, colaborativas ou investigativas, dimensdes que seriam dificeis de captar apenas por meio
de respostas escritas.

Como terceiro instrumento, utilizamos trés questionarios mistos (compostos por ques-
toes objetivas, dissertativas, rubricas avaliativas e itens de escala) aplicados em diferentes mo-
mentos da intervencao. Cada questionario teve um propdésito especifico e se articulou a etapa
correspondente da sequéncia didatica. O Questionario 1 buscou registrar a percep¢ao dos es-
tudantes sobre a experiéncia das oficinas elaboradas por eles mesmos, permitindo identificar
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aspectos como o envolvimento, a compreensao, as dificuldades iniciais e a qualidade das intera-
¢cOes entre as equipes. Ja o Questionario 2 teve carater diagndstico e investigou o conhecimento
prévio dos alunos sobre matrizes, operagdes, determinantes, matriz inversa e codificacao, além
de levantar suas percepcdes sobre metodologias ativas e suas expectativas em relagdo ao es-
tudo da algebra.

O Questionario 3 foi aplicado apds a intervengao e retomou alguns itens do Questiona-
rio 2, a fim de possibilitar uma analise comparativa dos resultados. Essa reaplicacao permitiu
observar indicios de evolugao conceitual, identificar habilidades que permaneceram frageis e
avaliar o impacto da sequéncia didatica na compreensao dos conteudos trabalhados. A analise
dos questionarios 2 e 3, além de dialogar com os dados qualitativos obtidos por meio de obser-
vagoes e do diario de campo, compde a parte quantitativa da pesquisa, oferecendo indicadores
objetivos sobre os avancos e as dificuldades dos estudantes. Essa integragéo entre diferentes
tipos de dados é coerente com a abordagem mista adotada, permitindo maior profundidade na
interpretacao e maior consisténcia na validagdo dos resultados.

Entendemos que, em pesquisas que envolvem adolescentes, a espontaneidade das res-
postas depende de um ambiente de confianca e da garantia de que nao havera qualquer forma
de julgamento. Ainda que anbnimos, os questionarios forneceram informacgées valiosas sobre
como os estudantes reconhecem seus proprios processos de aprendizagem, suas percepgoes
sobre as metodologias utilizadas e seu envolvimento com os desafios propostos.

A conjugacao dos trés instrumentos: observagao sistematica, didrio de campo e ques-
tionarios mistos resultou em um corpus rico, diversificado e adequado aos propositos desta
investigagao. Enquanto os registros qualitativos permitiram compreender as dindmicas internas
da sala, a construcao de estratégias e os modos como os estudantes se relacionaram com as
tarefas, os questionarios complementaram essa analise ao fornecer dados objetivos sobre a
compreensdo conceitual e o impacto efetivo da intervencdo. Dessa forma, os instrumentos de
coleta ndo apenas documentam o percurso realizado, mas também sustentam a andlise que
apresentarei no capitulo seguinte, articulando teoria, pratica e reflexdao a luz da RME e das
metodologias ativas adotadas.
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7 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Apresentamos, neste capitulo, a analise dos dados obtidos ao longo da intervencao pe-
dagogica da SD, articulando os registros escritos, as observacgoes sistematicas, os materiais
produzidos pelos estudantes e as respostas aos questionarios aplicados ao longo do desenvol-
vimento da pesquisa. A interpretacdo dos dados foi orientada pela Analise Textual Discursiva
(ATD), conforme proposta por Moraes e Galiazzi (2011). O processo foi desenvolvido de forma
recursiva e sistematica, unindo momentos de desconstrugdo, organizagao e reconstrucao teo-

rica dos dados. As etapas foram assim operacionalizadas:

1. Unitarizacéao:

Realizamos, inicialmente, uma leitura detalhada dos registros escritos, dos questiona-
rios, das produgdes Matematicas e do diario de campo, destacando trechos que ex-
pressavam percepgoes, estratégias, dificuldades e modos de compreender a atividade
Matematica. Esses fragmentos foram tratados como unidades de significado, preser-
vando a intencionalidade do discurso dos estudantes. Ao longo desse processo, volta-
mos diversas vezes aos materiais, refinando, ampliando e reorganizando as unidades
a medida que surgiam novos sentidos.

2. Categorizacao

As unidades de significado foram agrupadas, de forma proviséria e aberta, em conjun-
tos de maior abrangéncia, originando categorias emergentes. Essa etapa ndo se deu
de forma linear, mas em ciclos sucessivos de analise, nos quais as categorias foram
renomeadas, unidas, subdivididas ou reconfiguradas a medida que as leituras avan-
¢cavam e as relacdes estabelecidas entre os dados se consolidavam. Esse movimento
resultou em redes de sentidos que expressam aspectos centrais da aprendizagem, das
estratégias utilizadas pelos estudantes e das relagdes estabelecidas com as tarefas da
SD.

3. Producédo de metatextos

A partir das categorias consolidadas, elaboramos metatextos interpretativos que unem
os sentidos identificados aos referenciais teéricos da pesquisa, especialmente aos prin-
cipios da Educacao Matematica Realistica (RME) e a taxonomia de demandas cogni-
tivas de Stein et al. (1998). Esses metatextos ndo constituem meras descricbes dos
dados, mas representam uma reconstrugcdo compreensiva e interpretativa, buscando
explicitar movimentos de matematiza¢do horizontal e vertical, surgimento de modelos,
formas de engajamento e processos de reinvenc¢ao guiada mobilizados pelos estudan-
tes.

Essa triplice movimentacao entre os processos da ATD (unitarizagdo, categorizacao e
producdo de metatextos) orienta toda a andlise apresentada nos eixos a seguir. As tabelas
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incluidas ao longo do capitulo fazem parte do processo de categorizacdo e tém a funcao de
sintese organizadora entre dados, categorias e interpretacdes produzidas. Assim, cada eixo
analitico representa um movimento de reconstrucao teérica sustentado nos pressupostos me-
todoldgicos da ATD.

A discussédo dos dados esta organizada em trés eixos complementares. O primeiro eixo
relne as evidéncias qualitativas provenientes das oficinas iniciais, das interacées observadas
e dos registros do diario de campo, destacando como os alunos mobilizaram saberes prévios,
negociaram significados e construiram representacdes proprias antes da formaliza¢do dos con-
ceitos algébricos. O segundo eixo trata da analise dos resultados do Questionario 2, mostrando
0s conhecimentos prévios, as percepgoes e os pontos de fragilidade conceitual dos alunos. Por
fim, no terceiro eixo, analisamos as produ¢des Matematicas desenvolvidas ao longo da sequén-
cia didatica, relacionando-as as demandas cognitivas de cada tarefa e aos principios da RME
que se manifestaram na pratica.

Ao organizar esta analise, buscamos compreender de forma abrangente como os alu-
nos deram sentido as atividades propostas, de que maneira enfrentaram os desafios impostos
pela criptografia e pelas operagdes algébricas, e como o trabalho colaborativo e investigativo
favoreceu a construcao de significados matematicos mais sélidos. Dessa forma, este capitulo
tem como proposito evidenciar os movimentos de aprendizagem observados, as dificuldades
que surgiram e as potencialidades do uso integrado de metodologias ativas e da RME para uma
possivel ressignificacdo do ensino de Algebra no Ensino Médio.

7.1 Eixo 1: Avaliacao das Oficinas: percepg¢oes, envolvimento e indicadores iniciais de

aprendizagem

A analise do Questionario 1, aplicado apds as oficinas propostas e conduzidas pelos
proprios estudantes, permitiu compreender como esse primeiro momento da intervengéo con-
tribuiu para identificar saberes prévios, modos de organizagao, engajamento e indicios iniciais
de compreensao conceitual. A partir da leitura integrada das respostas, do diario de campo e
das observagbes registradas, surgiram categorias que expressam nao apenas a opiniao dos
alunos sobre a experiéncia, mas também elementos estruturantes do pensamento algébrico e
das interagdes promovidas pelos principios da Educacao Matematica Realistica.

7.1.1 Percepcao geral das oficinas: Autoavaliagao

A andlise do Questionario 1 revela um conjunto de percepcbes bastante consistente
entre os estudantes, sobretudo quanto ao valor formativo das oficinas elaboradas e aplicadas
pelas proprias equipes. O instrumento, estruturado como uma rubrica avaliativa de 0 a 7 pontos,
permitiu que os alunos realizassem tanto uma autoavaliacdo quanto uma avaliagdo do trabalho
do grupo, além de registrar comentarios espontdneos que reforcam o carater reflexivo dessa
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etapa inicial da intervencéo. Esse movimento de avaliagao critica, tanto de si quanto do coletivo,
evidencia um processo de metacognigao que se alinha diretamente ao principio da atividade da
RME, ao reconhecer o aluno como agente de sua prépria aprendizagem.

De maneira geral, todos os estudantes afirmaram ter considerado as oficinas “muito in-
teressantes” e relevantes para compreender os conteudos de Matrizes e Criptografia. O Aluno
A, por exemplo, avaliou sua equipe com nota 7 e destacou que “nos esforcamos e conseguimos
explicar bem cada parte, mesmo quando tivemos que reorganizar rapidamente nossa apresen-
tacdo”. Esse tipo de comentario indica ndo apenas engajamento, mas um entendimento claro
de que ensinar exige reorganizar ideias e antecipar dificuldades, o que reforga o papel da ma-
tematizagao horizontal presente nesse momento: ao explicar para o outro, o estudante é levado
a sistematizar conceitos que antes estavam dispersos.

O Aluno B, embora tenha atribuido nota maxima a equipe, reconheceu fragilidades: “me-
recemos 7 porque trabalhamos bem, mas ficamos um pouco confusos na parte pratica”. Obser-
vagcdes como essas mostram que o aluno identifica os limites e as potencialidades do grupo,
aspecto fundamental nos processos colaborativos caracteristicos das metodologias ativas. Ja o
Aluno C, ao justificar a nota 6 que atribuiu a si mesmo, afirmou: “acho que merecgo 6, pois deixei
de ajudar em algumas partes e poderia ter participado mais das explicacées”. A sinceridade
desse comentario evidencia a dimensao ética e reflexiva que se desenvolve nas atividades de
coautoria, uma vez que o estudante analisa sua prépria participagdo no processo.

Outro comentario significativo foi feito pelo Aluno D, que avaliou sua equipe com nota
7, mas destacou: “fizemos uma confusdo na parte pratica, mas conseguimos nos organizar e
explicar novamente, acho que isso ajudou a turma a entender melhor”. Esse episédio relata um
momento tipico de reinvencao guiada: ao se depararem com um erro, os estudantes reorgani-
zaram a apresentacao e reconstruiram o caminho conceitual necessario para conduzir a oficina,
movimentando-se entre representagdes informais e formais, o que caracteriza a matematizagéo
vertical.

Ja o Aluno E escreveu: “a parte que explicamos sobre criptografia foi a mais dificil, mas
acho que deu para entender porque ensaiamos antes”. Esse trecho evidencia a consciéncia
do estudante sobre o esforgco cognitivo necessario para explicar um conteddo novo e reforga a
importancia da preparagao prévia, elemento essencial na metodologia de sala de aula invertida
que fundamentou este primeiro momento da intervencgao.

A autoavaliagdo por meio da rubrica também evidenciou que os estudantes compre-
enderam a responsabilidade de conduzir uma oficina. A maioria atribuiu notas entre 6 e 7 a
prépria equipe, justificando suas escolhas com argumentos que revelam processos de organi-
zagao, debate interno, negociagao conceitual e revisdo do material produzido. Esses elementos
sa0 centrais na construgao do pensamento algébrico, sobretudo porque envolvem a mobiliza-
cao de estratégias, o confronto entre diferentes formas de representar e a tomada de deciséao,
aspectos que marcaram a experiéncia dos grupos durante a elaboragao das oficinas.

Do ponto de vista pedagdgico, os comentarios reforgam que a atividade permitiu que
os estudantes transitassem entre diferentes formas de matematizagdo: ao revisar o contetido
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para preparar a oficina, atuaram no plano vertical; ao observar como os colegas reagiam a
explicacao, transitaram novamente para a matematizacao horizontal, reconstruindo exemplos,
reformulando explicacées e adequando a linguagem. Esse movimento dialético (caracteristico
da RME) ficou evidente nos registros e nas falas, que demonstram a apropriacdo gradual dos
conceitos trabalhados.

A autoavaliacao realizada pelos estudantes revelou maturidade e consciéncia critica so-
bre o préprio desempenho. Muitos reconhecem que poderiam ter se organizado melhor, que
a explicacao poderia ter sido mais clara ou que a distribuicao de papéis na equipe poderia ter
sido mais equilibrada. Essas reflexdes vao ao encontro do principio da orientagao, pois eviden-
ciam que o aluno passa a assumir responsabilidade pelo préprio aprendizado e pela construcao
coletiva do conhecimento.

Além disso, varios alunos afirmaram que, ao assistirem as oficinas dos colegas, per-
ceberam diferentes formas de abordar o mesmo contetdo. Essa percepcgao reforca a ideia de
que o ambiente criado favoreceu o desenvolvimento de modelos emergentes, uma vez que os
estudantes transitaram por representacdes variadas (tabelas, esquemas, constru¢des proprias,
exercicios autorais) que contribuiram para estruturar a compreensao do conteddo.

De maneira geral, as respostas associadas ao papel docente demonstram que a experi-
éncia das oficinas funcionou como uma poderosa pratica reflexiva, permitindo que os estudantes
compreendessem, em profundidade, elementos centrais do trabalho pedagégico: planejamento,
dominio conceitual, clareza, escuta, mediacao, reformulacao, observacéo e responsabilidade
em relacdo ao outro. Para a equipe da pesquisa, esses comentarios foram significativos, pois
demonstraram que a intervencdo nao so favoreceu o aprendizado de Matematica, mas tam-
bém despertou nos alunos uma percepg¢ao mais humanizada, complexa e realista sobre o que
significa ensinar Matematica. A aprendizagem nao se limitou ao contetdo algébrico, envolveu
também a compreensao da acdo docente como uma pratica intelectual, ética e relacional.

7.1.2 Contribuigbes para a aprendizagem

As oficinas foram avaliadas pelos estudantes como um espaco que possibilitou ampliar
a compreensao de conteudos relacionados a matrizes, determinantes e nogdes introdutérias
de criptografia. Essa percepcao aparece tanto nas respostas diretas quanto no modo como os
alunos justificam suas notas para cada equipe. Identificamos, por exemplo, comentarios que
apontam melhorias na leitura de tabelas, no entendimento da lei de formagao, no dominio das
operagdes matriciais e na maior familiaridade com a l6gica dos processos de codificagao.

Esse conjunto de indicativos dialoga diretamente com o objetivo pedagogico da interven-
cao: permitir que os alunos mobilizem conhecimentos prévios, articulem informacgbes e cons-
truam significados progressivamente. De acordo com Stein e Smith (1998), quando os estu-
dantes precisam explicar, justificar ou reorganizar contelidos para ensinar os colegas, transitam
entre tarefas de procedimentos com conexdo e momentos de fazer Matematica, especialmente
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quando sao desafiados a criar materiais, problemas e exemplos. Os resultados das respostas
mostram exatamente esse movimento ascendente.

Para além da autoavaliacdo das equipes, muitos estudantes refletiram sobre o papel
que o professor desempenha em processos de aprendizagem mais ativos e dindmicos. As fa-
las revelam nao apenas como eles compreendem a funcado do docente em um ambiente de
metodologias ativas, mas também como percebem essa atuacao quando assumem, ainda que
provisoriamente, o lugar de quem ensina. Essas percep¢oes ajudam a iluminar, sob o olhar
dos préprios alunos, a transformacgéo da relagdo pedagogica que pretendemos promover com a
abordagem adotada.

O Aluno A, por exemplo, ao justificar a nota que atribuiu a propria equipe, afirmou: “Agora
eu entendo por que o professor insiste que a gente explique com calma. E dificil pensar na hora
e organizar tudo para os outros entenderem.” Essa fala mostra uma compreensao concreta da
complexidade do trabalho docente: ensinar nao é apenas transmitir, mas organizar ideias, prever
duvidas e construir caminhos acessiveis para que o outro compreenda. E um indicativo claro
de que experienciar o papel de mediador favoreceu uma percep¢ao mais profunda do trabalho
pedagdgico, reforgcando um dos pilares centrais da RME, o principio da orientacdo: o professor
ndo impde procedimentos, mas orienta um percurso.

O Aluno C também reforgou essa percepgao ao escrever: “Quando a gente foi explicar,
percebi que alguns colegas ficaram confusos e precisei repetir. A professora faz isso toda hora e
eu nunca tinha parado para pensar.” Aqui aparece, de forma muito natural, a nogéo de interativi-
dade como processo e ndo apenas como participacao, mas como ajuste constante do discurso,
reformulagdo e escuta ativa. O estudante identifica que explicar ndo é um monélogo, mas um
didlogo, e que a compreensao do outro exige atencao e responsividade. Essa consciéncia é um
traco caracteristico de praticas fundamentadas na RME, nas quais o professor precisa acom-
panhar as estratégias informais dos alunos e ajusta-las para conduzir a matematizagdo mais
formal.

O Aluno F destacou outro aspecto: “A gente estudou bastante antes da oficina porque
dava medo de falar errado. A professora faz parecer facil, mas agora eu vi como ela precisa
saber o conteudo e ainda explicar claro.” A reflexao evidencia que, ao vivenciar o papel docente,
o aluno percebe que a clareza nao é um produto espontaneo, mas resultado de estudo, preparo
e intencionalidade. O reconhecimento da necessidade de dominio conceitual reforca a ideia
de que o professor atua como uma ponte entre diferentes niveis de formalidade, articulando o
conhecimento matematico com a linguagem acessivel aos estudantes, justamente o0 movimento
de matematizagdo vertical, quando ideias informais vdo sendo transformadas em estruturas
conceituais mais robustas.

O Aluno H acrescentou uma dimensao ainda mais importante:“A parte mais dificil foi
ajudar os colegas quando eles perguntaram. A professora sempre faz isso, vai de mesa em
mesa. Agora eu entendi que ensinar ndo € so falar Ia na frente”. Essa fala sintetiza um ponto
essencial das metodologias ativas: o professor ndo é apenas apresentador de contelidos, mas
também mediador das interacées. Ele se desloca, observa, intervém quando necessario, solicita
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justificativas, questiona estratégias e ajuda o pensamento do aluno a avangar. Ao assumir essa
postura, mesmo de forma parcial e controlada, os estudantes perceberam que grande parte da
pratica docente ocorre no acompanhamento proximo e ndo apenas na exposicao.

Outro comentario relevante veio do Aluno B, que disse: “Percebi que a professora ndo da
a resposta. Ela pergunta outra coisa pra gente pensar. Eu tentei fazer igual na hora da oficina.”
A resposta revela um entendimento claro da légica das metodologias ativas e da RME: orien-
tar nao é fornecer solucdes, e sim promover caminhos investigativos. Esse aluno reconhece,
ainda que intuitivamente, a importancia das perguntas orientadoras e da reinvencao guiada,

que permitem que o estudante avance, por conta propria, em seu processo de compreensao.

7.1.3 Dificuldades identificadas

Embora a maior parte dos estudantes tenha avaliado positivamente as oficinas, o con-
junto das respostas do Questionario 1, articulado aos registros do diario de campo, revelou um
conjunto importante de dificuldades que surgiram durante a preparacdo e conducao das ativi-
dades. Esses indicios ndo apontam apenas para fragilidades conceituais, mas também para
dimensdes metacognitivas e organizacionais que influenciaram diretamente a forma como cada
equipe estruturou sua explicacao e dialogou com os colegas.

Uma das dificuldades mais recorrentes refere-se a compreensao do determinante de
matrizes. Varios alunos mencionaram, tanto nas respostas abertas quanto nas conversas in-
formais observadas durante as oficinas, que “sabiam fazer a conta” quando acompanhavam
0 passo a passo no quadro, mas que sentiam inseguranca ao tentar reproduzir a operagao
sozinhos. Essa dificuldade também ficou evidente quando alguns grupos, ao apresentarem
exemplos proprios, hesitavam ou acabavam recorrendo a métodos mecénicos, sem articular
o significado do determinante em um processo mais amplo de resolucdo. Na perspectiva de
Stein e Smith (1998), trata-se de momentos em que tarefas inicialmente planejadas para alta
demanda cognitiva acabaram sendo reduzidas pelos proprios estudantes a niveis de memoriza-
cao ou procedimentos sem conexao, revelando que a formalizacao conceitual ainda ndo estava
consolidada.

Outra dificuldade identificada foi a organizagédo do raciocinio durante a explicagdo. Em
varios episédios relatados no diario de campo, observei que as equipes, ao iniciarem a apresen-
tacao, se perdiam na ordem dos conteudos, alternavam exemplos sem coeréncia ou se confun-
diam ao justificar etapas intermediérias. Esse comportamento apareceu nas falas dos proprios
estudantes, como quando o Aluno B afirmou que “a parte pratica ficou confusa”, ou quando
o Aluno D relatou que ‘precisamos reorganizar tudo no meio da apresentagcdo porque perce-
bemos que ninguém estava entendendo”. Esses registros ajudam a compreender que, embora
dominassem partes isoladas dos procedimentos, ainda estavam desenvolvendo a capacidade
de estruturar argumentos matematicos completos, habilidade essencial para a matematizacao
vertical proposta pela RME.
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A questao do tempo também se mostrou uma dificuldade significativa. Diversos estu-
dantes afirmaram que tiveram “pouco tempo para ensaiar”, “menos tempo do que o esperado
para explicar tudo” ou que “a equipe se apressou para ndo estourar o tempo”. Esses relatos evi-
denciam que a experiéncia ultrapassou a simples gestao temporal, mobilizando uma percepcao
mais ampla sobre a importancia do planejamento na pratica docente. Ensaiar, antecipar duvidas
e estimar o tempo necessario para cada etapa da explicagdo sdo dimensdes constitutivas da
profissionalidade do professor. Embora essa reflexdo ndo configurasse um objetivo central da
proposta, ela surgiu como um desdobramento formativo da atividade, contribuindo para que os
estudantes percebessem a complexidade envolvida no ato de ensinar.

Por fim, muitos estudantes mencionaram inseguranca ao elaborar exemplos e exercicios
proprios. Alguns afirmaram que “ndo sabiam se o exercicio estava certo”, outros relataram medo
de propor exemplos que os colegas nao conseguissem resolver. Essa dificuldade é crucial, pois
revela que criar tarefas exige uma mobilizacao conceitual muito superior a simples execucao de
procedimentos. Do ponto de vista da RME, trata-se de um momento essencial de reinvengéao
guiada: ao criar seus préprios exemplos, os estudantes transitam entre estratégias informais,
experimentacdes e tentativas de formalizagdo, ainda que nem sempre com total seguranca.
Esse movimento é justamente o espaco onde emergem tensdes produtivas para a aprendiza-
gem, e foi a partir dele que direcionei as escolhas fundamentais da sequéncia didatica aplicada
posteriormente.

De modo geral, as dificuldades identificadas nesta etapa inicial ndo representam falhas,
mas sim indicadores importantes do estagio de desenvolvimento conceitual dos estudantes.
Essas evidéncias apoiaram diretamente o planejamento da sequéncia didatica, permitindo sele-
cionar tarefas que explorassem de forma intencional os conceitos que se mostraram frageis, ao
mesmo tempo em que ampliavam a complexidade dos desafios propostos. Assim, as oficinas
ndo apenas revelaram o que os alunos sabiam, mas, sobretudo, 0 que ainda precisavam cons-
truir, cumprindo plenamente seu papel dentro da I6gica da investigacao guiada e nos processos
progressivos de matematizacdo que orientam a Educacao Matematica Realistica.

7.1.4 Sintese interpretativa do eixo

Os dados do Questionario 1 revelam que as oficinas desempenham um papel funda-
mental na intervencdo: atuam como etapas exploratérias, diagnésticas e formativas. Essa etapa
inicial permitiu mapear o repertério conceitual dos estudantes, compreender suas dificuldades
e observar como cada equipe se organizava para explicar e justificar ideias Matematicas. O
conjunto das respostas revelou indicios claros de engajamento, cooperacdo e surgimento de
estratégias préprias, elementos centrais tanto das metodologias ativas quanto da Educacao
Matematica Realistica.

Do ponto de vista analitico, a leitura que realizei permite afirmar que as oficinas serviram
como um primeiro movimento de matematizacao horizontal, evidenciando que os alunos mobili-

zaram experiéncias e conhecimentos prévios para organizar os conteidos da Algebra. Embora
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tenham surgido dificuldades, especialmente no tratamento formal dos conceitos, esses registros
foram essenciais para orientar a construcao e aplicagao da sequéncia didatica, etapa na qual
0s processos de matematizacéo vertical se tornariam mais robustos.

Em sintese, os dados analisados neste eixo revelam que as oficinas criaram um es-
pacgo de aprendizagem colaborativa, interpretativa e ativa, possibilitando que os estudantes se
reconhecessem como protagonistas do processo. Esse movimento inicial sustentou as etapas
posteriores da intervencgao e contribuiu diretamente para o fortalecimento do pensamento algé-
brico na turma.

Para aprofundar a organizagédo das unidades discursivas identificadas no Questionario
1, elaboramos uma sintese que relne as falas representativas dos estudantes, as categorias
emergentes da ATD e os metatextos interpretativos construidos a partir delas. Essa sistema-
tizacdo permite visualizar como as percepgdes dos alunos se conectam aos movimentos de
aprendizagem observados durante as oficinas, bem como aos principios da RME e as dimen-
sOes formativas das metodologias ativas.

A leitura integrada do Quadro 7 mostra que as percepc¢des dos estudantes ndo se limi-
taram a avaliagdes pontuais das oficinas, mas revelaram processos cognitivos e interativos mais
amplos. As falas mostram que os alunos reconheceram a complexidade do trabalho docente,
valorizaram a interatividade, revisitaram os conteldos e desenvolveram estratégias proprias
de organizacdo e de explicagdo. Esses elementos, ao serem categorizados e interpretados,
permitiram-me identificar indicios claros de matematizacao horizontal e vertical, bem como mo-
delos que serviram de apoio a compreensdo conceitual. Assim, a tabela funciona como um
mapa analitico que orienta o desenvolvimento do metatexto do eixo, articulando os dados qua-
litativos as bases tedricas da RME e as metodologias ativas que estruturaram a intervengao.

7.2 Eixo 2: Analise do Questionario Diagndstico: conhecimentos prévios, percepcoes e

pontos de fragilidade conceitual

O Questionério 2, aplicado antes do inicio formal da sequéncia didatica, teve o obje-
tivo de identificar o repertério conceitual dos estudantes em relagao aos conteudos de Matrizes,
operacOes matriciais, determinantes, matriz inversa e nocoes iniciais de codificagdo. Além disso,
esse instrumento buscou mapear percepcdes sobre metodologias ativas, sentimentos em rela-
¢ao a aprendizagem da algebra e expectativas diante das atividades planejadas. Os resultados
produzidos pelos alunos revelaram um conjunto consistente de indicios que permite compreen-
der tanto as potencialidades quanto as fragilidades conceituais que orientaram a construgdo da
intervengao pedagdgica.

A analise do Questionario 2 foi estruturada em duas dimensées complementares: (i) o
desempenho matematico, observando como os estudantes lidaram com itens de diferentes ni-
veis de demanda cognitiva; e (ii) as percepgoes registradas nas respostas abertas, que revelam
expectativas, insegurangas e modos de compreender a prépria aprendizagem. A uniao desses
dois conjuntos de dados permitiu desenvolver categorias analiticas a luz da ATD, relacionando-
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Quadro 7 — Cruzamento entre percepcoes dos estudantes, categorias emergentes da ATD e
metatextos interpretativos

Percepcoes dos estu-
dantes (Questionario 1)

Categorias emergen-
tes da ATD

Metatextos interpretativos

"Agora eu entendo por
que o0 professor insiste
que a gente explique com
calma.” (Aluno A)

Reconhecimento da
complexidade do ensi-
nar

Os estudantes passam a perceber
que a pratica docente envolve planeja-
mento, antecipacao de duvidas e orga-
nizacao cognitiva, elementos antes in-
visiveis para eles.

“Quando fomos explicar,
alguns colegas ficaram
confusos, entdo precisei
repetir.” (Aluno C)

Interatividade e ajuste
do discurso

A explicagao revela-se um processo di-
alégico e adaptativo, evidenciando o
principio da interatividade da RME e o
ajuste constante da linguagem.

“A professora ndo da a
resposta; ela pergunta ou-
tra coisa pra gente pen-
sar.” (Aluno B)

Mediag&o orientadora

O aluno reconhece que a mediagéo pe-
dagdgica intencional estimula a inves-
tigagdo e a autonomia, alinhando-se a
reinvencao guiada da RME.

“Estudamos bastante por-
que dava medo de falar
errado. Agora vejo como
a professora precisa sa-
ber o conteudo e explicar
claro.” (Aluno F)

Consciéncia da ne-
cessidade de dominio
conceitual

Ensinar requer dominio matemético e
clareza comunicativa, mostrando que
a docéncia exige preparo intelectual, e
n&o improviso.

“A parte mais dificil foi aju-
dar na hora das duvidas.
A professora faz isso sem-
pre e eu ngo via.” (Aluno
H)

Docéncia como acom-
panhamento e suporte

O estudante reconhece que ensinar en-
volve circular, observar estratégias e
orientar o raciocinio do outro, e nao
apenas expor conteudo.

“Fizemos confusdo, mas
depois reorganizamos a
explicagdo e deu certo.”
(Aluno D)

Reconstrugdo de es-
tratégias e autonomia

A reorganizagado revela um movimento
de matematizacdo horizontal seguido
de verticalizagado, caracterizando um
processo central da RME.

“A parte pratica foi dificil,
ficamos perdidos no co-
mecgo.” (Aluno B)

Dificuldades de forma-
lizacédo

O aluno evidencia fragilidades concei-
tuais e uma transicao entre estratégias
informais e modelos formais, o que jus-
tifica a necessidade da SD.

“A explicagdo dos colegas
me ajudou a entender de
um jeito diferente.” (Aluno
E)

Modelos emergentes e
diversidade de repre-
sentacdes

A comparacdao de abordagens distin-
tas favorece a construgcdo de modelos
emergentes e amplia a compreensao
conceitual.

Fonte: Elaboracao prépria (2025).
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as aos principios da Educacao Matematica Realistica (RME) e as demandas cognitivas de Stein
e Smith (1998).

7.2.1 Desempenho conceitual e padrdes das respostas

As questdes objetivas e dissertativas do Questionario 2 evidenciam que os estudantes
possuiam um conhecimento inicial fragmentado sobre matrizes e operag¢des basicas. A maioria
dos alunos mostrou familiaridade com o reconhecimento de uma matriz pela ordem e pela dis-
posicao de linhas e colunas, mas apresentou dificuldades quando o item exigia raciocinio mais
elaborado, especialmente em questdes envolvendo a multiplicacdo de matrizes, o calculo do
determinante e a compreensao do papel do determinante na inversibilidade. Esse aspecto se
evidenciou nas respostas, nas quais os estudantes recorriam a procedimentos memorizados,
muitas vezes incompletos ou desconectados entre si, o0 que indica que os conceitos fundamen-
tais ndo estavam consolidados.

Um padréo recorrente nas respostas foi a tentativa de “aplicar a conta” sem justificar,
interpretar ou relacionar as etapas entre si. Na taxonomia de Stein e Smith (1998), esse mo-
vimento caracteriza tarefas de procedimentos sem conexéao, evidenciando que, embora alguns
alunos se lembrem do algoritmo, ndo conseguem articular seu significado conceitual. A ausén-
cia dessa articulacao era especialmente visivel em itens que solicitavam explicacdes escritas,
nos quais muitos estudantes deixaram a resposta em branco ou apresentaram justificativas va-
gas, como ‘porque a conta da isso” ou “é assim que faz”. Essas respostas indicaram que os
estudantes estavam distantes da etapa de matematizacéo vertical, ainda operando com base
em estratégias informais ou parcialmente memorizadas.

Outro ponto importante refere-se ao célculo do determinante de matrizes 2 x 2 e 3 x 3.
Em diversos casos, observamos que os estudantes aplicavam corretamente apenas a primeira
parte do procedimento, mas se perdiam ao combinar termos ou ao interpretar o resultado. Isso
se repetiu nas justificativas, revelando que o significado do determinante, enquanto medida de
transformacao, condicao de invertibilidade ou um objeto matematico com propriedades proéprias,
ainda nao estava presente no repertério da turma. Essa fragilidade conceitual foi importante
para a estruturacao da sequéncia didatica, especialmente das atividades que buscavam reduzir
a mecanizacao e fortalecer o pensamento relacional.

Quanto a multiplicagdo de matrizes, a dificuldade foi ainda maior. Muitos estudantes
tentaram multiplicar termo a termo, confundindo a multiplicagdo de matrizes com a multiplicagéo
escalar, o que expressa uma compreensao superficial do objeto matematico. Esse equivoco é
comum em turmas do Ensino Médio, mas aqui serviu como um indicador preciso do ponto de
partida para nossas acbes pedagogicas. A Matematica realizada pelos estudantes ainda se
concentrava em niveis de baixa demanda cognitiva, com pouca interpretagéo e quase nenhuma
mobilizacao de estratégias flexiveis,o que justificou a escolha por atividades de alta demanda
cognitiva ao longo da SD, visando justamente promover transicdes para niveis mais elevados

de raciocinio.
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7.2.2 Percepcdes iniciais sobre a Algebra e metodologias ativas

Além das questées Matematicas, o Questionario 2 incluiu itens abertos que permitiram
analisar como os estudantes percebiam o préprio processo de aprendizagem, suas expectativas
em relagdo a sequéncia didatica e suas experiéncias anteriores com o ensino de Algebra. As
respostas revelaram sentimentos mistos: enquanto alguns alunos demonstraram entusiasmo
pela tematica da criptografia, outros expressaram inseguranga e até desmotivagao, especial-
mente pela imagem de que a algebra seria um conteddo dificil ou distante da realidade.

O Aluno A, por exemplo, afirmou: “Nunca entendi muito bem matrizes, mas acho inte-
ressante aprender com criptografia.” Essa fala revela tanto uma fragilidade conceitual quanto
uma motivagao potencializada pela escolha tematica, mostrando a importancia de contextos
realisticos que conectam a Matematica a experiéncia vivida, conforme propoe a RME.

O Aluno C registrou: “Tenho dificuldade em seguir 0s passos das contas, me perco
facil, mas gosto quando a atividade é pratica.” A fala indica que a dificuldade nao se restringe
ao conceito, mas envolve a organizacdo do raciocinio e a autonomia (aspectos diretamente
relacionados ao principio da atividade). A fala também reforca a necessidade de tarefas que
promovam a experimentagao e a reconstrucao de estratégias.

Ja o Aluno F destacou: “Acho legal usar tecnologia, porque ajuda a conferir se fiz certo.”
Essa percepgcao mostra abertura para o uso de ambientes digitais como suporte a matematiza-
¢ao, algo que se confirmou posteriormente nas atividades com Python. A tecnhologia surge aqui
como um modelo alternativo, oferecendo apoio para transitar entre representagdes informais e
formais. Por outro lado, o Aluno H escreveu: “Algebra me confunde porque muda muita coisa.
Preferia algo mais devagar.” Essa fala expressa uma demanda por mediagbes mais claras, ali-
nhadas ao principio da orientacido da RME. Também indica que, antes da intervengao, a Algebra
era percebida como um campo abstrato, distante e pouco acessivel,justamente o cenario que

busquei ressignificar com a SD.

7.2.3 Indicios de matematizacdo horizontal

A andlise do Questionario 2 também revelou que, apesar das dificuldades, os estudantes
mobilizaram alguns conhecimentos prévios que serviram de ponto de partida para a interven-
¢ao. Em questdes que exigiam a interpretacdo de tabelas, as relagbes entre entradas de ma-
trizes ou a leitura de informagdes estruturadas, os estudantes apresentaram maior seguranca.
Em termos da RME, esses momentos refletem processos iniciais de matematizagcao horizon-
tal, nos quais o aluno reorganiza elementos familiares em representacées Matematicas mais
estruturadas. Esses indicios foram essenciais para orientar a constru¢do das atividades: per-
cebi que havia espaco para transformar as estratégias informais dos alunos em caminhos de
formalizagdo por meio da reinvencdo guiada. Essa € justamente a I6gica da SD proposta: criar
situacdes-problema conectadas ao cotidiano e, ao mesmo tempo, suficientemente desafiadoras
para promover a evolugao do pensamento matematico.
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7.2.4 Metatextos interpretativos da ATD no Eixo 2

A partir das unidades de significado identificadas nas respostas ao Questionario 2, ela-
boramos metatextos interpretativos que auxiliam na compreensdo dos modos como os estu-
dantes se relacionavam com os conteldos algébricos antes da intervengcédo. Esses metatextos,
produzidos a partir do processo de unitarizacdo e categorizagdo da ATD, mostram que o co-
nhecimento inicial da turma estava fragmentado, sustentado por procedimentos memorizados,
incompletos ou parcialmente compreendidos. A recorréncia de expressdes como “acho que é
assim”, “ndo lembro direito”, “me confundo no meio”, ou, ainda, “sei a formula, mas nao sei ex-
plicar”, revela que a maior parte dos estudantes operava predominantemente em niveis baixos
de demanda cognitiva, conforme a taxonomia de Stein e Smith (1998), situando-se entre tarefas
de memorizagao e procedimentos sem conexao.

Uma interpretacgéo inicial, baseada nos dados, refere-se a auséncia de significado con-
ceitual nas respostas envolvendo determinantes e a multiplicacdo de matrizes. Os alunos de-
monstraram conhecer partes do algoritmo, mas ndo conseguiam relacionar as etapas nem
justificar a finalidade do procedimento. Esse distanciamento entre execugcdo e compreensao
expressa um quadro tipico de matematizagao interrompida, em que o estudante manipula sim-
bolos sem atribuir significados as operacoes realizadas. Na perspectiva da RME, esse com-
portamento indica que os alunos ainda ndo desenvolveram modelos capazes de sustentar a
passagem para niveis mais formais do pensamento algébrico.

O metatexto interpretativo relevante diz respeito aos sentimentos expressos em relacao
a algebra. Muitos estudantes associaram essa area a dificuldade, a confusao e ao medo de er-
rar, revelando uma dimensao afetiva que impacta diretamente o engajamento e o desempenho.
Comentarios como “Algebra me deixa nervoso”, “é muita coisa para lembrar”, ou “ndo entendo
quando muda o jeito” sinalizam percepgcbes que atuam como barreiras internas a construgao
do raciocinio matematico. Entretanto, essas dificuldades nao surgem como resisténcia pura. Ao
lado da inseguranga, surgem indicios de abertura, curiosidade e desejo de compreender, espe-
cialmente quando a tematica da criptografia € mencionada. Esse contraste mostra que, embora
conceitualmente fragilizados, os estudantes estavam em posicao favoravel para experimentar
movimentos de reinvenc¢ao guiada, desde que inseridos em tarefas desafiadoras, contextualiza-
das e cuidadosamente mediadas.

A andlise também revelou que os alunos ja& mobilizavam alguns elementos da mate-
matizagao horizontal, principalmente em questées que envolviam a interpretacado de tabelas,
a organizagao de informagdes ou o reconhecimento de estruturas matriciais. Esses indicios,
mesmo que incipientes, funcionam como sementes conceituais que poderiam ser desenvolvidas
ao longo da sequéncia didatica. A SD, portanto, foi planejada para transformar essas represen-
tagdes iniciais, ainda informais e desarticuladas, em modelos progressivamente mais formais,
seguindo o principio da matematizacao vertical.

Finalmente, os metatextos mostram que o Questionario 2, mais do que apontar lacu-
nas, permitiu compreender o “ponto de partida epistemolégico” dos estudantes, um cenario
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marcado por conhecimentos dispersos, insegurancga afetiva, falta de argumentacao e procedi-
mentos automatizados, mas também por abertura, interesse e disposi¢cdo para aprender em
ambientes colaborativos e investigativos. Essa leitura foi essencial para orientar as escolhas
didaticas que estruturaram a intervencao, garantindo que cada tarefa da sequéncia didatica dia-
logasse diretamente com as necessidades conceituais e afetivas evidenciadas pelos alunos na
etapa diagnostica.

A leitura das respostas abertas do Questionario 2 permitiu identificar um conjunto de
percepcdes que dialogam diretamente com a literatura sobre metodologias ativas e com os
principios da RME. Muitos estudantes reconhecem que aprendem melhor quando participam
de atividades praticas e tém a oportunidade de manipular exemplos, discutir com colegas ou
utilizar tecnologias como apoio. Um exemplo dessa percepcao aparece na fala do Aluno F:
“Acho legal usar tecnologia, porque ajuda a conferir se fiz certo”, revelando a compreensao do
ambiente digital como um modelo emergente que apoia a transicao entre estratégias informais
e formaliza¢des Matematicas mais estruturadas.

Outros estudantes destacam que o modo como a mediagcao docente ¢é realizada influ-
encia diretamente sua compreensado. O Aluno C afirmou que “as aulas da professora Tati sdo
maravilhosas, ela tem muita paciéncia”, enquanto o Aluno B observou que “a professora explica
super bem, dtima professora, s6 é meio rapido”. Essas falas evidenciam que os estudantes re-
conhecem o papel da orientacdo e percebem a clareza, a calma e a mediacao intencional. Ao
mesmo tempo, apontam a necessidade de ritmos mais compativeis com o tempo necessério a
reinvengao guiada.

As dificuldades conceituais também surgem de forma consistente nos relatos, especial-
mente no que diz respeito as operacdes matriciais e a organizacao do pensamento algébrico.
O Aluno B escreveu: “Tenho algumas dificuldades em todas as opgdes, mas principalmente nas
expressées algébricas”, enquanto o Aluno D afirmou sentir “dificuldade em todos os conteu-
dos, principalmente trigonometria e matrizes”. Essas falas reforcam que, antes da intervencao,
0s estudantes operavam majoritariamente com procedimentos sem conexdo, sem articular pro-
priedades, justificativas ou significados, o que confirma a necessidade de propor situagdes de
aprendizagem baseadas em problemas e em matematizagéo progressiva.

Além disso, o interesse associado ao uso da criptografia aparece como um elemento
motivador, como demonstra o Aluno A ao afirmar: “Nunca entendi muito bem matrizes, mas
acho interessante aprender com criptografia”. Essa expectativa positiva refor¢a a pertinéncia da
escolha de contextos realisticos da SD, confirmando que temas significativos podem funcionar
como porta de entrada para reorganizar conhecimentos e promover 0 engajamento cognitivo.

Esses elementos, ao serem analisados pela ATD, formaram unidades de sentido que
se agruparam em trés categorias principais: (i) abertura as metodologias ativas € ao aprender-
fazendo; (ii) reconhecimento da mediacao docente como fator determinante para a compreen-
sao; e (iii) fragilidades conceituais profundas no campo da Algebra. Os metatextos interpretati-
vos decorrentes desse processo evidenciam que os estudantes estavam em uma etapa inicial
de matematizacao horizontal, com estratégias dispersas e pouco sistematizadas, o que fun-
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damentou a necessidade de uma sequéncia didatica capaz de promover transicbes reais para

niveis mais complexos de pensamento algébrico.

7.2.5 Sintese interpretativa do eixo

A andlise mostra que os estudantes iniciaram a intervengdo com um conjunto signifi-
cativo de fragilidades conceituais, principalmente relacionadas a compreensao de operagdes
matriciais, determinantes e inversibilidade. Esses resultados justificaram a escolha de tarefas
de alta demanda cognitiva, planejadas para promover uma transicdo gradual dos procedimen-
tos mecénicos para um raciocinio matematico mais elaborado.

Do ponto de vista qualitativo, as percepg¢des dos alunos reforcam que a escolha da
criptografia como eixo integrador foi decisiva para mobilizar o interesse e o engajamento. As
falas revelam expectativas positivas, reconhecimento das dificuldades e abertura a novas formas
de aprender, alinhando-se as perspectivas da RME, que valorizam a Matematica como atividade
humana e conectada a realidade. Assim, o Questionario 2 cumpriu seu papel tanto diagndstico
quanto formativo, pois apontou lacunas conceituais, revelou percepg¢des importantes sobre o
ensino da Algebra e forneceu subsidios centrais para o planejamento da sequéncia didatica
que compds o nucleo da intervengao.

Em conjunto, essas unidades de sentido mostram que os estudantes se encontravam em
um estagio inicial de matematizacao, articulando conhecimentos dispersos e pouco sistemati-
zados, mas demonstrando uma abertura investigativa suficiente para que a sequéncia didatica
pudesse operar como um movimento de reinvencdo guiada. Esse quadro confirma que a inter-
vengao nao se iniciou em um vazio conceitual, mas em um territério marcado simultaneamente
por fragilidades e potencialidades. A partir desse diagndstico inicial, a sequéncia didatica foi
planejada para transformar as estratégias informais observadas e potencializar o desenvolvi-
mento de modelos emergentes que sustentassem a formalizacao posterior. No eixo seguinte,
analisamos as producdes Matematicas geradas ao longo das tarefas da SD, explicitando como
0s movimentos de matematizacdo ganharam forma nas resolugdes apresentadas pelos estu-
dantes.

7.3 Eixo 3: Analise da Sequéncia Didatica, evidéncias de aprendizagem, evolucao con-

ceitual e mobilizacao de estratégias

A sequéncia didatica desenvolvida ao longo da intervengao constituiu o ndcleo estrutu-
rante deste trabalho, articulando metodologias ativas, principios da Educacao Matematica Rea-
listica (RME) e tarefas de diferentes niveis de demanda cognitiva, conforme descrito por Stein
e Smith (1998). A andlise deste eixo apresenta como os estudantes mobilizaram estratégias,
construiram significados e avangaram conceitualmente a partir das quatro atividades aplicadas,
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Quadro 8 — Cruzamento entre percepc¢coes dos estudantes, categorias emergentes da ATD e
metatextos interpretativos (Eixo 2)

Percepcoes dos estudan-
tes (Questionario 2)

Categorias
tes da ATD

emergen-

Metatextos interpretativos

“Nunca entendi muito bem
matrizes, mas acho interes-
sante aprender com cripto-
grafia.” (Aluno A)

Interesse motivado pelo
contexto

O estudante reconhece suas difi-
culdades, mas demonstra abertura
para aprender quando o contetdo é
apresentado em situagdes realisticas,
alinhando-se a RME.

“Tenho dificuldade em se-
guir os passos das contas,
me perco facil.” (Aluno C)

Fragilidade na organiza-
¢ao do raciocinio

A resposta revela a auséncia de es-
truturas internas para conectar proce-
dimentos, indicando que o aluno opera
em niveis baixos de demanda cognitiva
(Stein et al., 1998).

“Acho legal usar tecnolo-
gia, ajuda a conferir se fiz
certo.” (Aluno F)

Tecnologia como modelo
emergente

A fala mostra que o estudante percebe
0s recursos digitais como apoio para
validar estratégias, favorecendo a tran-
sicao entre representacdes informais e
formais.

“Algebra me confunde por-
que muda muita coisa. Pre-
feria algo mais devagar”
(Aluno H)

Inseguranga conceitual
e afetiva

Demonstra que a percepcdo da Alge-
bra como dificil esta ligada ao ritmo e
a falta de mediagao clara, reforgando a
necessidade do principio da orientacao
na RME.

“Tenho algumas dificulda-
des em todas as opgoes,
principalmente expressées
algébricas.” (Aluno B)

Falta de dominio dos
fundamentos

Expressa fragilidades gerais na base
algébrica, indicando que o estudante
opera com memorizacdo fragmentada
€ ndo com compreensao relacional.

“Se a explicagéo for pratica,
eu entendo melhor.” (Aluno
C)

Preferéncia por ativida-
des investigativas

Mostra que o aluno aprende melhor em
ambientes que favorecem a manipula-
¢ao, a experimentagéo e a construgéo
ativa—pilares das metodologias ativas.

“Nao lembro direito como
faz multiplicagdo de matri-
zes.” (Aluno D)

Conhecimento procedi-
mental incompleto

Indica matematizacéo interrompida: o
estudante lembra partes do algoritmo,
mas nao compreende sua légica, o que
impede a formalizagao (RME).

“A parte de determinante
sempre me confunde.”
(Aluno E)

Auséncia de significado
conceitual

O determinante aparece como um cal-
culo mecénico, sem interpretagéo, o
que evidencia a necessidade de ativi-
dades que promovam modelos emer-
gentes.

Fonte: Elaboracgéao propria (2025).
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observando tanto os registros escritos quanto as interacées em sala, o diario de campo e as
producbes Matematicas.

A leitura interpretativa foi orientada pela Analise Textual Discursiva, permitindo acom-
panhar processos de reorganizacdo conceitual, surgimento de modelos e estratégias informais
que evoluiram para formalizagdes mais robustas, além de indicios claros de matematizagéo
horizontal e vertical. Este eixo, portanto, mostra como os estudantes se engajaram com situa-
cOes contextualizadas, como articularam conceitos de Matrizes e Criptografia e de que forma os
diferentes tipos de tarefas influenciaram o desenvolvimento de suas compreensdes algébricas.

Diante do exposto,organizamos a discussao em quatro partes: (i) analise da Atividade
1 e das estratégias iniciais de contextualizacdo e investigagao; (ii) analise da Atividade 2 e das
evidéncias de pensamento relacional em tarefas gamificadas; (iii) analise da Atividade 3, com
foco no uso da tecnologia e na articulagao entre procedimentos manuais e computacionais; e
(iv) andlise da Atividade 4 e do papel da resolugao de problemas na consolidacao das estruturas
formais da Algebra.

7.3.1 Anélise da Atividade 1

A Atividade 1 inaugurou a sequéncia didatica, funcionando como um primeiro movimento
de insercao dos estudantes em um contexto realistico relacionado a seguranca digital, ao uso
cotidiano de senhas e as percepgdes sobre criptografia de ponta a ponta. Embora ainda nao
envolvesse procedimentos algébricos formais, essa atividade cumpriu um papel decisivo na
I6gica da RME, pois possibilitou que os alunos mobilizassem conhecimentos prévios, construis-
sem significados iniciais e expressassem concepgoes espontaneas sobre protecao de dados e
privacidade, elementos que, posteriormente, seriam reorganizados nos processos de matema-
tizacado horizontal e vertical.

A analise das respostas escritas na folha da ATIVIDADE 1: Por que proteger informa-
¢bes?, articulada as interagoes registradas no Padlet e aos registros do diario de campo, permi-
tiu identificar um conjunto diversificado de unidades de significado relacionadas a compreensao
inicial sobre seguranca digital, ao funcionamento das senhas e aos limites da criptografia utili-
zada em aplicativos como o WhatsApp. Esses fragmentos, destacados no processo de unitari-
zacao, foram agrupados em categorias emergentes que expressam a forma como os estudantes
interpretam, explicam e justificam fendmenos que envolvem tecnologia, risco e Matematica.

As respostas dos alunos revelam concepgdes ainda intuitivas sobre segurancga digital,
fortemente ancoradas em experiéncias pessoais, em vivéncias de vulnerabilidade ou em nar-
rativas presentes no cotidiano escolar e na midia. Embora tais concepgdes possam, em uma
perspectiva tradicional, ser interpretadas como imprecisas ou pouco sistematizadas, na abor-
dagem da RME elas assumem um papel formativo central. Longe de representarem limita¢oes,
configuram-se como pontos de partida legitimos para os processos de matematizacao, pois evi-
denciam modelos espontaneos que podem ser progressivamente reelaborados e transformados
em estruturas conceituais mais robustas ao longo das atividades posteriores.



Figura 13 — Alunos realizando a Atividade 1

™

Fonte: EIabdragéo propria (2025).
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Quadro 9 — Categorias emergentes da ATD na Atividade 1

Unidades de Significado
(exemplos)

Categoria Emergente

Metatexto Interpretativo

“Senha forte é uma senha
dificil acesso”; “ndo pode
ter nome nem data”; “pre-
cisa de letra mailscula e

simbolo.”

Concepgoes intuitivas de
seguranga

Os alunos mobilizam conhecimentos
do senso comum para definir segu-
ranga, com base em regras praticas e
experiéncias anteriores, revelando mo-
delos iniciais que podem sustentar pro-
cessos de matematizacgao.

“Nao confio no WhatsApp
porque ja tive meus dados
transferidos”; “vocé pode
ser hackeado a qualquer

. 4

hora”; “e-mail da medo.”

Percepcao de vulnerabili-
dade e desconfianca

A experiéncia pessoal funciona como
critério epistemolégico, produzindo in-
terpretacoes afetivas que influenciam
a compreensdo de mecanismos mate-
maticos de protecao.

“Acho que o WhatsApp Ié
as mensagens”; “a IA fica
vendo tudo”; “um robd pa-
recido com a nuvem Ié as
conversas.”

Confusao entre criptogra-
fia, vigilancia e tecnologia

Os estudantes misturam conceitos téc-
nicos e representagdes populares, re-
velando compreensao fragmentada so-
bre criptografia e apontando entradas
para a reinvengao guiada.

“O WhatsApp € seguro
porque ativo a configu-
racdo”; “seguro porque
mando mensagem para
mim mesma”; ‘as redes
sociais sabem tudo.”

Senso comum como mo-
delo explicativo inicial

As explicagbes se baseiam em vivén-
cias cotidianas, caracterizando a etapa
inicial de matematizacao horizontal.

As imagens do Padlet (Figuras 13-14) sintetizam visualmente o carater exploratério e

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

coletivo da Atividade 1. As contribui¢des ali registradas evidenciam que os estudantes mobiliza-
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Figura 14 — Padlet construido pela turma
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Fonte: Elaboracao prépria (2025).

ram hipoteses espontaneas sobre quem teria acesso as mensagens enviadas pelo WhatsApp,
oscilando entre explicacoes técnicas, percepcoes afetivas e interpretacdes de senso comum.
Observamos respostas como “ninguém’”, “os pais tém controle”, “a IA vé”, “um robd parecido
com a nuvem [€” e diversas representagdes icbnicas de vigilancia digital. Esses enunciados
revelam a coexisténcia de concepgdes fragmentadas, porém ricas em intencionalidade, o que
forma um campo discursivo heterogéneo. Na perspectiva da ATD, esse conjunto de manifesta-
¢cbes constitui um nucleo importante de unidades de significado, pois permite identificar tensoes,
contradi¢cdes e modelos imaginarios que antecedem a construcao de conhecimentos matemati-
cos mais formais. Do ponto de vista da RME, o Padlet evidencia o surgimento de modelos iniciais
e a negociagao de significados em ambiente colaborativo, caracterizando um movimento claro
de matematizacao horizontal que se tornard mais robusto ao longo da sequéncia didatica.

O surgimento dessas categorias revela uma paisagem conceitual marcada por percep-
cOes ainda frageis, porém ricas em potencial investigativo. A primeira categoria evidencia que o0s
estudantes ja possuem critérios para identificar senhas fracas ou fortes, embora fundamentados
em regras praticas e ndo em modelos matematicos relacionados a andlise combinatéria ou ao
espaco de busca. Esse aspecto é fundamental para a légica da RME, pois permite transformar
regras empiricas em estruturas formais ao longo das atividades subsequentes, especialmente
quando forem introduzidos conceitos de codificacao e operagdes matriciais.

A segunda categoria indica que as percepgdes afetivas, o medo de vazamentos, a in-
seguranca em relacdo aos e-mails e a desconfianga em relacao aos aplicativos compdem uma
parte importante do campo de significacdo do estudante. Reconhecer essa dimensao € cen-
tral para compreendermos a aprendizagem da Matematica em contextos tecnoldgicos, que nao
ocorre apenas pela via cognitiva, mas também pelas vias experiencial e emocional.
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A terceira categoria, que reune falas que confundem criptografia com monitoramento ou
inteligéncia artificial, destaca-se por apresentar erros produtivos no sentido da ATD, pois revela
pontos de tenséo cognitiva que, ao serem trabalhados, podem gerar reorganizagdes conceituais
significativas. Esses equivocos funcionam como indicadores da necessidade de introduzir, nas
atividades seguintes, modelos matematicos formais relacionados a chaves publicas, privadas e
operacdes ndo comutativas.

A quarta categoria evidencia que muitos estudantes interpretam a seguranca digital com
base em raciocinios de senso comum, tomando decisdes por analogia ou pela repeticao de dis-
cursos circulantes nas redes sociais. A l6gica da RME permite que tais estruturas espontaneas
sirvam de ponto de partida para processos de matematizagcéo vertical, que reorganizam essas
concepgbes com base em relacbes Matematicas mais formais.

As interagbes no Padlet ampliaram os dados qualitativos, permitindo observar como os
alunos negociam significados coletivamente. Comentarios como "Controle dos pais", "Ninguém",
"Acho que a IA vé", "Naaddooo" ou "imagens de robbs e nuvens" acrescentam camadas dis-
cursivas que nao constam nas respostas escritas. Tais elementos revelam que os estudantes
constroem compreensoes hibridas, combinando elementos técnicos, culturais e afetivos.

A leitura dessas categorias, construidas a partir das respostas escritas e das interacoes
no Padlet, evidencia que os estudantes chegaram a sequéncia didatica mobilizando modelos es-
pontaneos, por vezes fragmentados, mas ricos em significados prévios. Para compreender de
forma mais ampla como esses modelos foram organizados e expressos pelos grupos, torna-se
importante observar também as producgdes visuais elaboradas na etapa de pesquisa direcio-
nada. Os mapas mentais produzidos em dupla ndo apenas reforgam as unidades de significado
identificadas na analise textual, como também revelam modos particulares de sintetizar infor-
magcdes, selecionar elementos considerados essenciais e articular explicagdes iniciais sobre
criptografia. Assim, a leitura desses mapas amplia o entendimento sobre o ponto de partida
conceitual da turma, oferecendo indicios valiosos sobre como os estudantes estruturam e re-
presentam suas ideias antes dos movimentos de matematizacao formal que ocorrerdo nas ati-
vidades seguintes.

Em sintese, a Atividade 1 revela que os estudantes chegam a sequéncia didatica com
um repertério heterogéneo de concepcdes sobre seguranca digital, permeado por intuigdes,
medos e conhecimentos fragmentados. Tais concepgdes constituem o ponto de partida para a
reinvengao guiada proposta pela RME. A partir delas, sera possivel construir modelos matemati-
cos mais robustos ao longo da sequéncia, evidenciando como operagdes algébricas e sistemas
criptograficos garantem ou limitam a protecéo de informacdes.

A producao dos mapas mentais acrescentou novas camadas interpretativas a analise da
Atividade 1, uma vez que tornou visivel a forma como os estudantes organizam e selecionam
as informacgdes ao serem convidados a sintetizar o tema da criptografia de ponta a ponta. Em-
bora orientados por perguntas diretas, os mapas revelam muito mais do que respostas pontuais:
mostram como os alunos constroem modelos explicativos iniciais, mobilizam repertérios cultu-
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rais e produzem sentidos proprios para fenémenos tecnoldgicos que, posteriormente, seriam

revisitados no processo de matematizacao.

Figura 15 — Mapa mental produzido por uma das duplas
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Fonte: Elaboracéao propria (2025).

De modo geral, os mapas mentais elaborados em duplas evidenciaram quatro nucleos
recorrentes, a definicdo de criptografia, os tipos de dados protegidos, a Matematica envolvida
e as limitagbes do processo. No entanto, a maneira como esses tdpicos foram representados
revela nuances importantes. Nas definigdes, por exemplo, € marcante a presenga de metéforas
associadas a ideia de protecao fisica, como “funciona como um cadeado digital” ou “s6 quem
tem a chave consegue abrir’, 0 que demonstra que os estudantes usaram imagens concretas
para explicar uma estrutura Matematica abstrata. Na l6gica da RME, essas metaforas consti-
tuem modelos informais potentes que, mais adiante, podem ser reorganizados em direcao a
modelos mais formais, especialmente quando forem introduzidos conceitos de chave publica,
chave privada e operacdes ndo comutativas.

A secédo sobre dados protegidos também revela um interessante movimento de ampli-
acao conceitual. Embora as respostas esperadas incluissem mensagens, fotos e documentos,
alguns grupos adicionaram elementos como localizagao, transagdes bancarias e arquivos envi-
ados na nuvem, indicando que acionam experiéncias digitais reais para atribuir sentido ao tema.
Esse movimento alinha-se ao principio da atividade, pois evidencia que a aprendizagem surge
da interacao entre vivéncias cotidianas e novos conceitos.

A parte dedicada a Matematica envolvida foi, talvez, a que mais evidenciou a presenga
de modelos hibridos. Os alunos mencionam RSA, curvas elipticas e chaves publicas e priva-
das, mas ainda o fazem por meio de explica¢cdes metaféricas ou parcializadas, como “desenhos
matematicos que formam curvas” ou “numeros gigantes que dificultam quebrar o cédigo”. Es-
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Figura 16 — Mapa mental com explicagdes metafdricas
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Fonte: Elaboracao propria (2025).

sas formulacdes, conforme mostradas na Figura 16, longe de representarem erros no sentido
tradicional, configuram-se como erros produtivos que revelam pontos a serem retomados na
reinvencdo guiada. Elas mostram que os estudantes ja comecaram a identificar alguma relagao
entre Matematica e criptografia, ainda que de maneira bem inicial, o que caracteriza um estagio
primario de matematizagcéo horizontal.

As limitagGes da criptografia, por sua vez, foram descritas de maneira surpreendente-
mente critica. Os alunos mencionam desde os riscos associados a virus e invasdes diretas no
dispositivo até vulnerabilidades relacionadas a exposi¢cao de metadados, como horarios de en-
vio e contatos envolvidos. Algumas duplas ainda destacaram que nenhum sistema é capaz de
impedir que o préprio usuario compartilhe a mensagem ou faga capturas de tela. Essa pos-
tura mais analitica revela que, mesmo antes da abordagem formal dos conteldos algébricos,
os estudantes ja conseguem construir interpretagcdes mais amplas sobre seguranca digital, de-
monstrando autonomia interpretativa e capacidade de estabelecer relagées entre tecnologia,
risco e comportamento humano.

A analise dos mapas mentais, portanto, refor¢a as categorias previamente identificadas
e amplia a compreensao do ponto de partida epistemoldgico dos estudantes. Em sintese, os
mapas mentais confirmam que a Atividade 1 cumpriu seu papel investigativo e introdutério ao
mobilizar conhecimentos prévios, despertar curiosidade e provocar interpretacdes multiplas, ela
estabeleceu as bases conceituais e afetivas para que as etapas seguintes da sequéncia dida-
tica pudessem promover avangos reais na compreensao Matematica dos estudantes, conforme
esperado por nds durante a construcao e elaboracao da SD.
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A leitura integrada das concepcdes expressas na Atividade 1, tanto nas respostas escri-
tas quanto nos mapas mentais, mostra que os estudantes mobilizaram um amplo conjunto de
conhecimentos prévios, percepgodes intuitivas e modelos espontaneos sobre seguranca digital e
criptografia. Com esse panorama inicial, vamos avancar para a Atividade 2, planejada como um
movimento de aprofundamento, no qual os estudantes seriam desafiados a operar em contextos
gamificados que exigem maior coordenagao entre estratégias, argumentagao e analise. Assim,
se a Atividade 1 permitiu mapear sentidos e construir significados iniciais, a Atividade 2 inau-
gura um novo patamar de demanda cognitiva, favorecendo a transicao de modelos informais
para estruturas mais articuladas de pensamento matematico na Algebra.

7.3.2 Anélise da Atividade 2

A Atividade 2 representou um momento decisivo da nossa sequéncia didatica, pois co-
locou os estudantes diante de um desafio investigativo que unia, de forma integrada, elementos
de criptografia, opera¢cdes matriciais e resolugcdo colaborativa de problemas. Diferentemente da
Atividade 1, que foi extremamente exploratéria, esta etapa exigiu agdes sistematicas de calculo,
tomada de decisdo, comparagao de resultados e verificagao de coeréncia, constituindo um mo-
vimento claro de transi¢cdo entre a matematizagao horizontal e vertical, conforme os principios
da RME. O carater ludico e investigativo da caga ao tesouro funcionou como um mobilizador de
engajamento, permitindo observar indicios significativos de autonomia, raciocinio estratégico e
coordenagédo de procedimentos.

Figura 17 — Envelopes do Caca ao Tesouro

Fonte: Elaboracao prépria (2025).
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Os primeiros momentos da Atividade 2 foram marcados por um intenso processo de in-
vestigacdo e mobilizagdo de conhecimentos prévios, no qual cada dupla recebeu um envelope
com mensagens criptografadas a serem decodificadas pela Cifra de César. Ao se depararem
com o desafio, os estudantes rapidamente recorreram a estratégias de tentativa, comparagéo
entre padrdes e raciocinio l6gico para deslocar letras, identificar regularidades e reconstruir o
texto original. Esse processo evidencia um claro movimento de matematizacdo horizontal, no
qual os estudantes, apoiados em conhecimentos espontaneos sobre cédigos e na experiéncia
adquirida na Atividade 1, reorganizaram informagdes, formularam hip6teses e testaram possibi-
lidades até obterem mensagens compreensiveis. A cifra funcionou, portanto, como uma ponte
interdisciplinar entre Matematica e Criptografia, permitindo que operacdes simples de translagao
no alfabeto fossem imediatamente ressignificadas como procedimentos matematicos inseridos
em uma narrativa investigativa.

A medida que as duplas decodificavam as mensagens e avancavam pelos diferentes es-
pacos da escola, sala de aula, quadra, secretaria, sala da direcao, a caga ao tesouro assumiu
um caréater dindmico. O deslocamento fisico entre os ambientes, associado a necessidade de
interpretar corretamente cada pista para localizar o préximo envelope, ampliou o envolvimento
dos estudantes. A Matematica deixou de se apresentar como um conjunto de operagdes isola-
das e passou a integrar uma situagao-problema que exigia l6gica, precisao e comunicacao entre
os membros da dupla. Esse percurso investigativo reforgou o principio da atividade ao permitir
que os alunos experimentassem a Matematica como pratica viva, contextualizada e funcional,
atribuindo sentido as operagoes realizadas e reconhecendo a criptografia como ferramenta con-
creta para resolver desafios reais no contexto da narrativa proposta.

O percurso da atividade revelou, inicialmente, um desafio inesperado, pois as duplas
demoraram a perceber que as leis de formacao das matrizes estavam impressas no verso dos
envelopes encontrados na busca. Esse episédio, embora pare¢a apenas uma questao opera-
cional, mostrou como os estudantes precisavam reorganizar constantemente suas estratégias
diante de situacbes abertas. Essa reorganizacdo caracteriza, na perspectiva da ATD, um mo-
mento de tensdo produtiva, no qual os alunos reconhecem lacunas, reorientam suas acdes e
passam a operar com maior intencionalidade.

Uma vez iniciadas as operacdes matriciais no colaboratério, foi possivel observar traje-
torias distintas entre as duplas. A primeira dupla, composta por estudantes com maior famili-
aridade com os conteudos matematicos, rapidamente compreendeu a légica da decodificacao
e chegou a senha correta, demonstrando fluidez no uso das operagbes de soma, subtragao,
multiplicacdo por escalar e identificacao de simetria.

Outras duplas, porém, apresentaram erros especificos que revelaram seu modo de com-
preender a Matematica envolvida. Uma dupla ndo inverteu corretamente o sinal da diagonal se-
cundaria; outra errou um célculo inicial que impactou toda a construgao da matriz; outra ainda
confundiu o conceito de simetria com a ideia de nimeros opostos, produzindo uma matriz in-
correta. Do ponto de vista qualitativo, tais erros ndo se configuram como falhas isoladas, mas
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Figura 18 — Encontrando as leis de formacao
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Fonte: Elaboracao pi‘()pria {2025).

como expressdes de modelos parciais de compreenséo, que se tornam visiveis justamente em
tarefas de alta demanda cognitiva.

Surpreendentemente, as duas Ultimas duplas, compostas por estudantes que expres-
sam maiores dificuldades em Matematica e que costumam realizar calculos com mais cautela,
conseguiram, por meio de persisténcia e conferéncia sistemética dos procedimentos, chegar a
senha correta. Esse resultado reforca a hipotese de que tarefas bem estruturadas, desafiado-
ras e contextualizadas podem favorecer o desenvolvimento do pensamento matematico, mesmo
entre alunos que historicamente se percebem pouco competentes nesse campo. O carater moti-
vador da narrativa investigativa contribuiu para sustentar o esforgo cognitivo prolongado dessas
alunas, evidenciando o papel do engajamento como componente essencial da aprendizagem.

As falas registradas no diario de campo, “vamos, nds precisamos ganhar essa caga ao
tesouro”, “nossa, a professora podia dar mais aulas assim” e “meu Deus, sera que acertei a
senha?” revelam uma dimensao afetiva que se articula ao processo cognitivo. O desejo de su-
perar o desafio, a ansiedade produtiva diante dos célculos e a satisfagdo em compreender o
enigma reforcam que o engajamento nao foi apenas instrumental, mas genuino. Na perspec-
tiva da RME, essas manifestacdes indicam que a Matematica se tornou significativa por estar
vinculada a uma situacao realistica e desafiadora, na qual o erro fazia parte do processo e a
verificagao coletiva era central.

Do ponto de vista da aprendizagem, observamos no diario de bordo que essa atividade
mobilizou conhecimentos produzidos anteriormente nas oficinas pelos préprios alunos, tanto na
participagao quanto na elaboragédo. Os alunos comegaram a atribuir significado as operagdes
matriciais ao perceberem sua funcio na decodificacdo da senha, conectando Matematica e
criptografia de forma interdisciplinar. Conceitos como matriz transposta, simetria e leis de for-
magao deixaram de ser meros procedimentos e passaram a desempenhar um papel explicativo

na situacao-problema, caracterizando um avango importante na matematizagéo vertical.
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O momento de socializacao final, antes da divulgacdo da equipe vencedora, também
se mostrou formativo. Ao comparar os resultados e perceber que trés duplas haviam chegado
ao mesmo numero, os estudantes iniciaram espontaneamente um processo de revisao coletiva
dos calculos. Essa etapa foi particularmente rica: cada grupo passou a identificar onde errou,
explicar suas estratégias e reconhecer inconsisténcias. Houve reformulagdo de procedimentos,
conferéncia mitua e explicacdes entre pares, elementos que, segundo Stein e Smith (1998),
caracterizam tarefas de fazer Matematica, nas quais o aluno revisita ideias, justifica decisdes e
busca coeréncia interna.

A partir das observacgdes registradas no diario de campo, das falas espontaneas dos
estudantes durante a caga ao tesouro e das producdes Matematicas obtidas ao final da ativi-
dade, foi possivel identificar um conjunto consistente de unidades de significado relacionadas as
estratégias utilizadas, as dificuldades enfrentadas e aos modos de mobilizagdo conceitual que
surgiram ao longo do desafio. Essas unidades, apds o processo de unitarizacdo e categoriza-
¢cao, organizaram-se em categorias que revelam como os estudantes articularam conhecimen-
tos prévios, raciocinio légico, operacoes matriciais e nogdes iniciais de criptografia para concluir
a tarefa. O quadro a seguir sintetiza esse movimento, reunindo exemplos representativos das
falas dos alunos, as categorias emergentes e os metatextos interpretativos construidos a partir
da ATD, permitindo visualizar como a atividade promoveu avangos significativos nos processos
de aprendizagem e na compreensao das relagdes entre Matematica e Criptografia.

Por fim, os comentarios emocionados dos estudantes, como “essa é uma aula que vou
levar para sempre, nunca vou me esquecer”, reforcam o impacto formativo da atividade. A Ati-
vidade 2 ndo apenas permitiu observar o desenvolvimento conceitual, mas também promoveu
experiéncias positivas de aprendizagem Matematica, fortalecendo a autoconfianga dos alunos
e ressignificando seu vinculo com a disciplina.

Assim, a Atividade 2 evidenciou avangos relevantes na mobilizagdo de estratégias, na
compreensdo conceitual e na articulacdo da Matematica e do contexto. Os registros mostram
que os estudantes conseguiram, em diferentes niveis, operar com modelos emergentes, reor-
ganizar procedimentos e participar ativamente de um processo investigativo. A caga ao tesouro
cumpriu, portanto, um papel estruturante na sequéncia didatica, consolidando elementos essen-
ciais para que os movimentos de matematizacdo se tornassem mais robustos nas atividades
subsequentes.

A vivacidade do percurso investigativo que observamos nesta atividade também eviden-
ciou que os estudantes estavam preparados para transitar para desafios de maior complexidade
conceitual e tecnolégica. O modo como mobilizaram estratégias préprias, revisaram os proce-
dimentos, compararam resultados entre si e entre as duplas e reconheceram 0s erros como
parte do processo formativo mostrou que ja haviam desenvolvido uma postura investigativa que
ultrapassava a simples execucao de algoritmos.

Esse amadurecimento abriu caminho para a préxima atividade da SD, a Atividade 3, na
qual a introducdo do Python ndo apenas ampliou as possibilidades de representacao e vali-
dacédo dos célculos, mas também convidou os estudantes a estabelecer novas relagbes entre
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Unidades de Significado
(exemplos)

Categoria Emergente

Metatexto Interpretativo

“Yamos, nds precisamos
ganhar essa caca ao te-
souro!”

Engajamento motivado
pela narrativa

A competicdo e o enigma funcionam
como motores de envolvimento cogni-
tivo, ampliando a disposicdo dos es-
tudantes para mobilizar conhecimentos
matematicos de forma ativa.

“Nossa, a professora podia
dar mais aulas assim.”

Valorizagdo da aborda-
gem investigativa

A fala revela que a contextualizagéo e
o carater ludico favorecem o sentido
atribuido a Matematica, fortalecendo o
principio da atividade da RME.

“Meu Deus, sera que acertei
a senha?”

Ansiedade produtiva e
verificagéo

O aluno expressa tensao cognitiva ti-
pica de tarefas de alta demanda, indi-
cando apropriagao do processo de con-
feréncia e de validacédo dos resultados.

Dificuldade em localizar as
leis de formagdo no verso
dos envelopes

Reorganizacéo de estra-
tégias

A necessidade de reinterpretar pistas e
reorganizar a¢des evidencia momentos
de matematizacdo horizontal, em que
o estudante ajusta seu percurso inves-
tigativo.

Erros na diagonal secunda-
ria; calculo incorreto inicial;
confuséo entre matriz sime-
trica e nimeros opostos

Erros produtivos

As dificuldades funcionam como indi-
cadores de modelos parciais de com-
preensao, permitindo identificar fragili-
dades conceituais e orientar a reinven-
¢ao guiada.

Duplas com maior dificul-
dade realizando os calculos
com calma e chegando a
senha correta

Persisténcia e fortaleci-
mento da autonomia

O resultado revela que tarefas con-
textualizadas podem sustentar o es-
forco prolongado e favorecer avangos
mesmo entre estudantes que se perce-
bem com baixo desempenho.

Discussao coletiva e revisdo
mutua dos calculos entre as
duplas

Interatividade e valida-
¢ao social

O confronto entre estratégias e a con-
feréncia colaborativa reforgcam o papel
do didlogo na construgdo conceitual,
alinhando-se ao principio da interativi-
dade da RME.

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

algoritmos matematicos e procedimentos computacionais, inaugurando um novo patamar de

abstracdo e de dialogo entre diferentes linguagens.

7.3.3 Analise da Atividade 3

A Atividade 3 representou, na nossa sequéncia didatica, 0 momento em que os es-
tudantes passaram a transitar explicitamente entre os procedimentos manuais e 0 ambiente
computacional, organizando o que haviam construido nas Atividades 1 e 2 com o pensamento
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Figura 19 — Explorando o Python no Google Colab

Questao 1: Explorando Python

Faca a multiplicagdo A x B nesta folha explicando o passo a passo. O resultado foi
o mesmo que o Python mostrou? Explique.

Resposta:

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

computacional e a légica de programacao. Essa atividade introduziu uma nova linguagem, o
Python, que atuou simultaneamente como ferramenta de validag&o, de exploragéo e de amplia-
cao conceitual. Assim, além de realizar operacdes matriciais, os estudantes puderam observar
como o computador processa algoritmos, como organiza estruturas Matematicas e como imple-
menta, de forma automatizada, regras que eles préprios haviam executado manualmente nas
etapas anteriores.

Desde o primeiro contato com o codigo no Google Colab, observamos um movimento
de curiosidade e comparagao entre 0os processos realizados a mao e o resultado fornecido
pelo Python. Na questado 1, quando multiplicaram matrizes no ambiente computacional, a maior
parte dos estudantes reagiu com entusiasmo ao perceber a rapidez e a precisao dos resultados.
Comentarios como "é mais pratico e rapido”, “ndo tem chance de dar errado” ou “reduz erros
humanos” evidenciam nao apenas o reconhecimento da eficiéncia da ferramenta, mas também
um deslocamento epistémico importante: os alunos passaram a considerar o cédigo como um
meio legitimo de conferéncia, reforgando a Matematica como um sistema de regras que pode
ser reproduzido tanto pelo pensamento humano quanto por um algoritmo.

Esse deslocamento articula-se as categorias emergentes das atividades anteriores. Se,
na Atividade 1, observamos concepgdes intuitivas sobre seguranca e uma forte presenca de
metaforas e modelos espontaneos, na Atividade 2 os estudantes ja mobilizavam estratégias
estruturadas para resolver problemas reais. Agora, na Atividade 3, vemos um passo adicional,
a incorporacao da tecnologia como parte do processo matematico, ampliando os significados
atribuidos as operacdes e favorecendo uma compreensao mais profunda de suas propriedades.

A questao 2 aprofundou essa articulagao, pois os alunos criaram suas préprias matrizes
e testaram a multiplicagdo em Python. Esse momento foi particularmente rico porque deu visi-
bilidade as estruturas internas das matrizes. Os estudantes perceberam, durante a exploragao,
que certas dimensdes ndo permitiam a multiplicagdo, que apenas matrizes quadradas possuem
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1. Qual foi a mensagem codificada que o Python gerou?

— b 1

2. Em duplas, escolham uma nova mensagem (méximo 4 letras).

Transformem as letras em nimeros (A=0, B=1, ..., Z=25).
Montem uma matriz mensagem com esses nimeros.
Usem o Python para multiplicar pela mesma matriz-chave.
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Figura 20 - Criptografando com Python
Fonte: Elaboracao prépria (2025).

determinante e que pequenas alteragdes nas entradas modificavam profundamente a codifica-
cao. Esses achados, que surgiram da experimentacao, configuram um movimento investigativo
que vai além da execugdo mecénica e evidencia uma demanda cognitiva elevada, conforme
caracterizado por Stein e Smith (1998). Ao testarem possibilidades e compararem resultados,
os alunos acessaram propriedades estruturais que muitas vezes ndo aparecem de forma tao
explicita em tarefas tradicionais.

A questéao 3 foi o ponto de maior integrag@o entre Matematica e criptografia. Alguns alu-
nos utilizaram a prépria folha para escrever o alfabeto e conseguiram realizar a mensagem em
nameros. Nesse primeiro momento da questao, a maioria das duplas relacionou-se a Atividade
2 do cacga ao tesouro, retomando a Cifra de César e a criptografia. Além disso, ao organizarem
palavras em estruturas quadradas, discutirem o significado de n? e relacionarem a codificacéo
a multiplicagdo por uma matriz-chave, os estudantes ampliaram a compreensao do funciona-
mento da criptografia por matrizes. Foi interessante observar que algumas duplas relacionaram
o formato quadrado a jogos como Sudoku, evidenciando que recorreram a modelos informais
para dar sentido as estruturas algébricas. Nesse momento, alguns alunos travaram em relagao
a informagéo n?, mas logo associaram a matriz e conseguiram continuar a atividade.

A compreensao da necessidade de uma matriz-chave possuir um determinante diferente
de zero apareceu fortemente nas respostas dos estudantes, que apontaram argumentacoes
como ‘para poder decodificar’, “para garantir que a mensagem faca sentido” ou ainda “porque
S0 assim tem inversa”. Esses enunciados mostram que os estudantes ndo apenas identificaram
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a condicao algébrica, mas também compreenderam sua fungao no sistema criptografico, reve-
lando uma compreensao funcional da algebra. Trata-se de um avanco expressivo em relagéo
as concepgodes iniciais da Atividade 1 e mesmo as estratégias operatérias da Atividade 2, pois
agora a Matematica aparece como parte constitutiva do problema, e ndo apenas como uma
ferramenta de resolucgéo.

Por fim, a questao 5, voltada a reflexdo sobre a experiéncia com programacao, revelou
um aspecto metacognitivo importante. Os estudantes reconheceram que a tecnologia acelera
processos, reduz erros e aumenta a seguranca. No entanto, também mencionaram que o pro-
gramador precisa saber o que esta fazendo, o que sugere uma compreensao implicita de que
a Matematica permanece o nulcleo estruturante do algoritmo. Essa percepcéo reforca a ligacao
entre diferentes linguagens e modos de representacdo, ampliando a autonomia conceitual dos

alunos.
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Fonte: Elaboracao prépria (2025).

A partir das falas, das interagdes registradas no diario de campo e das produg¢des em
Python, identificamos um conjunto de categorias emergentes que sintetizam o movimento con-
ceitual desta atividade. O quadro a seguir relne as principais unidades de significado, suas
categorias interpretativas e o metatexto correspondente.

Essa atividade representou um momento muito importante de ampliagdo conceitual na
nossa SD. Se, na Atividade 1, observamos o surgimento de modelos intuitivos e, na Atividade
2, a mobilizacao de estratégias em um contexto gamificado, nessa atividade, testemunhamos
a consolidacdo desses modelos por meio da programagao, que operou como uma ponte en-
tre o raciocinio manual e o raciocinio algoritmico. Esse processo permitiu que os estudantes
compreendessem a Matematica tanto em sua dimensao operacional quanto em sua dimensao
estrutural, favorecendo a articulagédo entre a linguagem natural, a linguagem algébrica e a lin-
guagem computacional.
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Quadro 11 — Categorias emergentes da ATD na Atividade 3

Unidades de Significado | Categoria Emergente Metatexto Interpretativo
(exemplos)

Expressdes que destacam | Tecnologia como ferra- | O uso do Python é reconhecido como

rapidez, precisdo e redu¢do | menta de validagao meio de conferir calculos e aumentar

de erros a confiabilidade dos resultados, funcio-
nando como extensao cognitiva dos es-
tudantes.

Afirmagbes de que a troca | Compreensado funcional | Os estudantes identificam que a estru-
da matriz-chave altera toda | da matriz-chave tura algébrica da matriz influencia di-
a codificacao retamente a criptografia, reconhecendo
relagdes importantes para a matemati-
zacao vertical.

Associagbes espontaneas | Modelos informais como | Os estudantes utilizam referenciais vi-

com formatos conhecidos, | apoio interpretativo suais e culturais para compreender di-
como Sudoku, ou com a mensoes, organizacdo e condigdes de
necessidade de compatibili- multiplicagéo, evidenciando a constru-
dade entre matrizes ¢ao de significados.

Justificativas que relacio- | Entendimento da inversi- | A propriedade algébrica passa a ter um
nam determinante ndo nulo | bilidade sentido funcional, compreendida como
a possibilidade de decodifi- condicdo indispensavel para a operagcao
car mensagens criptografica.

Dificuldade inicial em inter- | Tensao produtiva e reor- | As dlvidas e os impasses iniciais im-
pretar o significado de n? e | ganizagéo conceitual pulsionam revisdes de pensamento, fa-
reorganizacdo das estraté- vorecendo a construgdo progressiva de
gias durante a tarefa conceitos por meio da exploragao com-

putacional.

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

7.3.4 Analise da Atividade 4

A Atividade 4 marcou o encerramento da sequéncia didatica e constituiu um momento de
muita aprendizagem, pois uniu a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliagao por resolugao
de problemas, conforme proposta por Allevato e Onuchic (2021), a consolidagao dos conteu-
dos de matrizes, determinantes e sistemas lineares trabalhados nas atividades anteriores. Ao
propor uma situacao contextualizada envolvendo a analise da produgao e das vendas de uma
fabrica, os estudantes foram convidados a mobilizar diferentes formas de representacdo Mate-
matica, escolher estratégias, confrontar procedimentos e justificar resultados, promovendo um
movimento claro de matematizacgao, tanto horizontal quanto vertical.

Para preservar o carater ético da pesquisa e garantir 0 anonimato dos participantes,
nesta atividade, adotamos um sistema de identificacdo baseado em letras. Cada estudante
recebeu, aleatoriamente, uma letra do alfabeto no inicio da aula, o que permitiu formar duplas
e um trio, sem qualquer associagao direta a identidade real dos alunos. Assim, organizamos as
equipes como BA, GM, IJ, KH, LF e o trio CDE. Essa estratégia permitiu a confidencialidade
e a integridade dos participantes. Além disso, essa forma de nomeagao contribui para tornar
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a analise mais clara e objetiva, permitindo identificar padrdes e contrastes entre as estratégias
mobilizadas por cada grupo sem expor os estudantes individualmente.

Iniciamos seguindo rigorosamente as dez etapas metodoldgicas da Resolucdo de Pro-
blemas. Apos a leitura individual, cada dupla assumiu, no item a) da atividade, a tarefa de
organizar os dados do enunciado da maneira que julgasse mais adequada. Esse primeiro movi-
mento revelou um aspecto extremamente rico da atividade, pois identificamos uma diversidade
de modelos elaborados pelas duplas. Enquanto alguns estudantes estruturaram as informa-
¢bes em tabelas, buscando clareza visual, outros optaram por organizar os dados em matrizes
3 x 3, evidenciando ja uma leitura algébrica da situagao. Houve ainda quem montasse quadros,
utilizasse fileiras de descri¢des textuais ou recorresse diretamente a linguagem dos sistemas
lineares. Essa pluralidade de representacdées mostra que os estudantes, ao longo da sequéncia
didatica, internalizaram nao apenas conteudos, mas também modos de “fazer Matematica”,
escolhendo representacdes adequadas aos seus préprios modos de compreender a situacao.

Figura 22 — Representac6es do item a do problema gerador

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

A escrita dos estudantes reforca essa interpretacao. As produgdes revelam que a esco-
lha dos modelos de representagdo nao foi aleatéria, mas fundamentada em critérios préprios
de organizacao e significado. A dupla BA, por exemplo, registrou que “organizamos em tabela,
pois é mais facil visualizar as informagdes”, enquanto a dupla GM afirmou que “organizamos
em matriz porque vemos a quantidade de cada produto nos dias”. Ja o trio CDE destacou que
‘preferimos imagens, facilita a compreens&o”, evidenciando uma busca intencional por recur-
sos graficos que Ihes permitissem estruturar e interpretar melhor o problema. Esses registros



152

Figura 23 — Resolucao item b da dupla IJ

'b. Qual o prego unitario de cada produto?

Fonte: Elaboracao propria (2025).

mostram que os estudantes ndo apenas dominaram diferentes formas de representacdo, mas
também as selecionaram com intencionalidade, o que demonstra o amadurecimento progres-
sivo da postura investigativa construida ao longo da sequéncia didatica. Antes de iniciar qual-
quer calculo, eles precisaram interpretar, selecionar, estruturar e justificar seus procedimentos,
um movimento que caracteriza, de forma exemplar, a matematizacao horizontal em direcéo a
vertical.

No item b) do problema gerador, que solicitava a determinag¢ao do preco unitario de cada
produto, surgiu um conjunto ainda mais expressivo de estratégias. A diversidade de caminhos
percorridos demonstra como cada dupla mobilizou conhecimentos prévios, mesclou métodos
formais e acionou intuicbes Matematicas para resolver a tarefa.

A dupla FL registrou: “mix = 10, iogurte = 5 e barra = 2, fizemos por l6gica”, eviden-
ciando um raciocinio combinatério coerente, ainda que nao baseado em métodos algébricos
tradicionais. A dupla KH, por sua vez, relatou: “comecei o escalonamento, mas ndo consegui
terminar”, revelando dominio parcial do método, porém, dificuldade na execugcao completa. Ja
a dupla BA destacou: “ndo sei o método que me levaria ao preco unitario”, o que evidencia
fragilidades conceituais que se tornaram visiveis justamente pela natureza aberta da tarefa. Em
contraste, as duplas GM, IJ e o trio CDE optaram por métodos mais estruturados, como subs-
tituicdo ou escalonamento, demonstrando maior familiaridade com a resolugdo de sistemas. A
figura 23 evidencia a resolugado por escalonamento feita pela dupla IJ, mostrando como eles
estruturaram a algebra para a solugao do problema.

Essa coexisténcia de abordagens indica que os estudantes operaram em diferentes ni-
veis de formalizagao. Parte da turma ja transitava com seguranga por técnicas algébricas conso-
lidadas, enquanto outros se apoiavam em raciocinios intuitivos, porém alinhados ao sentido da
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tarefa. Essa heterogeneidade é valiosa do ponto de vista didatico, pois evidencia tanto avancos
quanto necessidades de reinvenc¢ao guiada no processo de construgao conceitual.

Figura 24 — Resolucodes do item ¢ do problema gerador
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Fonte: Elaboracgéao propria (2025).

O item c), que explorava possiveis combinagbes que totalizassem R$ 55,00, eviden-
ciou avangos importantes no desenvolvimento do raciocinio algébrico da turma. A dupla LF,
por exemplo, afirmou que "ndo existe uma unica solugdo, ha infinitas combinagdes”, enquanto
a dupla KH registrou tentativas de modelagem, como 11y = 55, e avangou para expressoes
mais estruturadas, como 5x + 3y + 3z = 55, demonstrando compreensao das relagdes entre as
variaveis, como mostra a Figura 24. Essas produgdes mostram que os estudantes comegaram
a reconhecer a existéncia de multiplas solugdes em sistemas e a explorar condicbes de com-
patibilidade entre quantidades, o que representa um avango conceitual relevante no campo da
algebra. Mesmo néo formalizando ainda, esses alunos do Ensino Médio estavam explorando as
combinacoes lineares, fundamentais para a existéncia e a resolucao de equacodes diofantinas
lineares da forma ax + by = ¢, em que a, b e c sdo inteiros, e procuravam solugdes inteiras
para x e y, exatamente a equagédo a qual muitos chegaram. E esse foi um dos contetdos da
disciplina de Aritmética ofertada pelo PROFMAT.

Ja o item d) solicitou o calculo do lucro, conectando o raciocinio algébrico a interpreta-
¢ao de dados, a proporcionalidade e a tomada de decisdo. Neste momento, observamos uma
diversidade significativa nas estratégias e nos graus de formalizagao adotados pelas equipes.
A dupla IJ conseguiu relacionar corretamente custo e receita e, de maneira bem organizada,
chegou ao lucro total da fabrica, evidenciando dominio das operag¢des envolvidas. A equipe

KH também alcangou a resposta correta e apresentou uma desenvoltura notavel ao recorrer
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Figura 25 — Resolucéao do item d da dupla LF

d. Censiderando que o custo de produgio de cada item é:
i. Barra de cereal: R$1,50
ii. logurte proteico: R$3,00
iii. Mix de castanhas: R$6,00

Com base nos precas que vocé descobriu, qual foi ¢ lucro total da fabrica em cada

um dos trés dias?

Fonte: Elaboracéao propria (2025).

a equacgles diofantinas para justificar o raciocinio, demonstrando uma compreensao profunda
das relagdes numéricas do problema. A dupla LF igualmente obteve éxito, utilizando como re-
feréncia os valores determinados no item (b), o que evidencia coeréncia interna na construcao
do resultado e do pensamento algébrico, conforme vemos na Figura 25.

O trio CDE iniciou o célculo, mas, por ndo ter concluido o item (b), ndo conseguiu fina-
lizar o problema. Ainda assim, tentaram avancgar com base na I6gica e na atribuicao de valores
que julgavam possiveis, o0 que revela esforgo interpretativo, mesmo sem dominio completo das
informacdes necessarias. Ja as duplas BA e GM ndo conseguiram concluir a tarefa, pois nao
chegaram a um valor unitario para os produtos. No entanto, suas falas "se a gente soubesse
0 precgo dos produtos, conseguiriamos fazer" indicam que compreenderam a relacao estrutural
entre custo e lucro, mesmo sem que esse vinculo tivesse sido explicitado previamente em aula.
Esse conjunto de manifestacdes reforca que, ainda diante das dificuldades, os estudantes ope-
raram de modo consciente, recorrendo a partes do enunciado e reconhecendo dependéncias
conceituais essenciais para resolver o problema.

Esse cenario mostrou-se necessério para a socializagao coletiva, etapa fundamental da
metodologia de Resolugéao de Problemas. Ao levar suas solugdes a lousa, cada dupla nao ape-
nas apresentava um resultado, mas também reconstruia seu percurso, explicitando decisdes,
justificativas e seus proprios modos de organizar a informacao. Esse momento permitiu-nos ob-
servar, com maior nitidez, como utilizavam os conceitos matematicos para argumentar e validar
suas escolhas.

A comparacao entre estratégias tornou-se, entdo, um ponto alto da aula, pois as dife-

rengas nas representagdes, métodos e interpretagdes revelaram vantagens, limites e até certa
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elegancia nas solugdes produzidas. Como professora-pesquisadora, foi nesse dialogo que pude
perceber com mais clareza como a Algebra vinha sendo construida ao longo da sequéncia di-
datica e como, nesta atividade, se consolidava de forma significativa. Ja ndo liddvamos com
estudantes repetindo procedimentos, mas com sujeitos que pensavam matematicamente, arti-
culavam ideias e justificavam seus caminhos, demonstrando autonomia e motivagao para resol-
ver o problema proposto.

Apo6s a plenaria, avangamos para o momento de sistematizacao, etapa central na meto-
dologia, em que as diferentes estratégias apresentadas pelos grupos sao discutidas, compara-
das e organizadas coletivamente. Nesse dialogo, escolhemos, junto aos estudantes, o0 modelo
de representacdo que se mostrou mais eficiente para interpretar e resolver o problema, o que
evidenciou, de forma muito clara, o quanto a sequéncia didatica havia ampliado sua capaci-
dade de transitar entre tabelas, matrizes, sistemas lineares e diferentes leituras numeéricas da
situagdo. Esse processo de escolha nao foi apenas técnico, foi formativo, pois permitiu que
os alunos nos mostrassem critérios de clareza, economia de passos e coeréncia Matemética,
demonstrando maturidade na argumentacao.

A partir dessa consolidagdo coletiva, introduzimos formalmente o método de Cramer,
associando-o as necessidades que surgiram da resolucao de sistemas lineares de ordem trés
apresentados na tarefa. Embora a maior parte da turma néo tivesse contato prévio com esse
procedimento, observamos uma rapida incorporagcao do método as justificativas e aos calculos
realizados, indicando que a introdugao ocorreu em um momento de alta pertinéncia cognitiva,
em que os estudantes ja tinham sentido a demanda por sistematizar um procedimento novo.

O impacto desse momento tornou-se ainda mais evidente dias depois, quando, durante
uma avaliagdo somativa institucional da escola, diversos alunos recorreram espontaneamente
ao método de Cramer para resolver sistemas semelhantes. Esse movimento mostra que a
aprendizagem nao se restringiu ao contexto da atividade, mas consolidou-se como uma fer-
ramenta integradora ao repertério dos estudantes, sinalizando apropriacao genuina e nao mera
reproducao mecanica de algoritmos.

A etapa final da metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacao pela Resolucao de Pro-
blemas (a décima etapa) prevé que, apds a formalizacao coletiva, os estudantes criem seus
proprios problemas, evidenciando autonomia, compreensao conceitual e capacidade de trans-
por o conhecimento para novos contextos. Apds a consolidagao dos conteudos da Atividade 4,
dedicamos duas aulas exclusivamente a essa producéo individual, com o intuito de observar
como os alunos reinterpretariam a Algebra resignificada ao longo da SD. Os problemas elabo-
rados revelaram nao apenas dominio técnico, mas também criatividade, leitura Matematica do
cotidiano e ampliagao expressiva da capacidade de modelagem.

Entre os doze problemas criados, identificamos uma diversidade de temas e estrutu-
ras algébricas: uma fabrica de embalagens que exigia multiplicacdo de matrizes; uma banca
de vendas modelada por sistemas lineares 3 x 3; situagdes envolvendo precos de alimentos,
tratadas com sistemas 2 x 2; problemas de lucro e organizacao de dados em tabelas, cuja re-
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Figura 26 — Problema elaborado pelo aluno C
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solugéo previa multiplicagéo matricial; e até modelagens de érbitas de astros, com um sistema
linear complexo criado por um aluno envolvido na Olimpiada Brasileira de Astronomia.

Outros estudantes apresentaram problemas sobre papelarias, arquitetura, animais de
estimacao, empresas de maquiagem, agricultura e metas de vendas, utilizando escalonamento,
substituicao, operagdes com matrizes e andlise de lucro. O problema exposto na Figura 26 foi
um dos que se destacaram por se encaixar em uma tarefa de alta demanda cognitiva, mostrando
que esse aluno C conseguiu chegar ao nivel de fazer Matematica, de acordo com a RME.

Essa variedade evidencia um movimento claro de matematizacao horizontal e vertical,

pois os estudantes nao apenas aplicaram contetdos da SD, mas também os reorganizaram
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em novos cenarios, atribuindo significado préprio as estruturas algébricas. Observamos proble-
mas de niveis distintos de complexidade, alguns simples e diretos, outros elaborados e tecni-
camente sofisticados, mostrando que cada aluno mobilizou sua compreensao de forma autoral.
Além disso, muitos recorreram espontaneamente a multiplicacdo de matrizes, a interpretacéao
de determinantes e ao uso de sistemas lineares, demonstrando que tais conceitos haviam sido
efetivamente incorporados ao seu repertério matematico. Essa etapa final reforcou que a SD
promoveu nao apenas a aprendizagem procedimental, mas também o desenvolvimento de uma
postura investigativa, criativa e autbnoma diante da Algebra.

A analise da Atividade 4, realizada a luz da Analise Textual Discursiva, evidenciou um
conjunto expressivo de reorganizagoes conceituais, mobilizacao de estratégias e ampliacdo da
autonomia Matematica dos estudantes. Como essa atividade foi estruturada segundo as dez
etapas da metodologia Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo através da Resolugdo de Problemas,
observamos o surgimento de unidades de significado que nado se limitam aos procedimentos
algébricos, mas revelam modos de pensar, justificar e interpretar situacées reais mediadas por
Matrizes e Sistemas Lineares. O processo de unitarizagdo mostrou que cada dupla operou a
partir de modelos préprios, construidos ao longo da sequéncia didatica, resultando em repre-
sentacdes diversas e motivadas por critérios de funcionalidade e compreenséo.

Ao observar as produgdes escritas, as falas espontaneas e as resolugdes apresenta-
das na lousa, pudemos identificar que os estudantes transitaram por diferentes niveis de de-
manda cognitiva, conforme proposto por Stein e Smith (1998). Em muitos momentos, os alunos
mobilizaram procedimentos com conexdes significativas (Nivel 3), sobretudo ao interpretar o
problema gerador, organizar os dados e justificar as escolhas de representacdo. Em outros
momentos, especialmente ao resolver sistemas por substituicdo, légica ou escalonamento, ob-
servamos indicios de fazer Matematica (Nivel 4). Essas diferentes abordagens confirmam que
a atividade sustentou tarefas de alta demanda cognitiva e promoveu avangos importantes na
matematizagdo horizontal e vertical, conforme previsto pelos principios da RME. Além disso, o
percurso desta atividade permitiu que os alunos associassem conhecimentos algébricos a con-
textos reais, 0 que se tornou muito evidente nas justificativas relacionadas aos prec¢os unitarios,
ao célculo do lucro e a criagao de novos problemas.

Como professora-pesquisadora, pude acompanhar de perto cada uma dessas movi-
mentagdes conceituais e perceber o quanto a mediacdo desempenhou um papel central para
garantir a validade pedagédgica das metodologias ativas adotadas e sua articulagdo com os prin-
cipios da RME. Em diversos momentos, minha interven¢do néo foi a de apresentar solugdes,
mas a de provocar perguntas, apoiar reorganizacdes, incentivar comparacoes e favorecer a
explicitacao de raciocinios. Ao atuar como mediadora, asseguramos que 0s estudantes perma-
necessem protagonistas do processo, construindo significados proprios, justificando escolhas e
identificando relagbes Matematicas cada vez mais sofisticadas.

Essa postura intencional sustentou a complexidade cognitiva das tarefas, evitou redu-
cbes procedimentais e manteve o foco na compreensao conceitual, permitindo que a Resolu-
cao de Problemas se consolidasse como uma possivel metodologia para a ressignificacao da



Quadro 12 — Categorias emergentes da ATD na Atividade 4

Unidades de Significado
(exemplos)

Categoria Emergente

Metatexto Interpretativo

Organizamos em tabela por-
que facilita a visualizagido
(BA); Usamos matriz para
ver as quantidades por dia
(IJ); Preferimos imagens, fica
mais facil entender (CDE).

Diversidade de mode-
los de representacéo

Os estudantes selecionam representa-
¢bes segundo critérios de funcionali-
dade e de significado proprio, indicando
autonomia na escolha de ferramentas
Matematicas e maturidade na etapa de
matematiza¢do horizontal.

Fiz por l6gica (KH); Comeca-
mos o escalonamento, mas
nao terminamos (LF); Ten-
tamos substituicdo, mas néo
lembravamos tudo (GM).

Pluralidade estratégica
e diferentes niveis de
formalizacao

A coexisténcia de estratégias revela
trajetorias distintas de formalizagao al-
gébrica e diferentes niveis de avango
rumo a matematizacao vertical.

Nao sei qual método leva ao
preco unitario (BA); Sem sa-
ber o preco, ndao consegui-
mos continuar (GM).

Lacunas procedimen-
tais e consciéncia das
proprias dificuldades

As falas evidenciam consciéncia meta-
cognitiva e reconhecimento de depen-
déncias conceituais necessarias a pro-
gresséo da resolugéo.

Existem infinitas combina-
g¢bes (KH); 11y = 55 (LF);
5x + 3y + 3z = 55 (J).

Construcao do racioci-
nio algébrico e multi-
plas solugbes

Os estudantes incorporam a ideia de
compatibilidade algébrica e multiplici-
dade de solugbes, indicando avango
conceitual em sistemas lineares.

Dupla IJ chegando ao Ilu-
cro total; Dupla KH utili-
zando equagdes diofantinas;
Dupla LF relacionando itens
do enunciado.

Associacao entre alge-
bra e interpretacéo fi-
nanceira

A articulacdo entre custos, receitas e
expressdes algébricas amplia a com-
preensdo das relagcbes Matematicas
aplicadas a contextos reais.

Se soubéssemos 0 preco,
conseguiriamos fazer (BA,
GM).

Reconhecimento  de
dependéncias concei-
tuais

Os estudantes demonstram compreen-
der a logica estrutural do problema,
reconhecendo as etapas necessarias
para a concluséo.

Problemas criados envol-
vendo arquitetura, astro-
nomia, papelaria, cinema,

vendas e agricultura.

Autonomia criativa e
modelagem Matema-
tica

A criacdo de novos problemas revela a
internalizacdo da logica algébrica e a
capacidade de transposi¢ao para con-
textos diversos.

Resolucdes levadas a lousa,
argumentacdes coletivas e
comparagao entre métodos.

Interatividade e valida-
¢ao social do conheci-
mento

A socializagao das estratégias eviden-
cia o desenvolvimento da argumenta-
¢do Matematica e a consolidagéo da
aprendizagem coletiva.

Fonte: Elaboracgéao propria (2025).
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Algebra. Assim, as categorias emergentes apresentadas a seguir sintetizam esse processo for-

mativo e destacam as principais aprendizagens construidas pelos alunos ao longo da Atividade

4.

Com o objetivo de sintetizar e relacionar os principais movimentos analiticos identifica-

dos ao longo da nossa Analise Textual Discursiva, elaboramos uma representagéo grafica que
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integra as quatro atividades da sequéncia didatica, os niveis de demanda cognitiva das tarefas
e 0s processos de matematizagado horizontal e vertical mobilizados pelos estudantes. Essa vi-
sualizacdo ndo tem a fungéo de reduzir a complexidade da analise, mas de torna-la inteligivel
Ccomo um percurso progressivo realizado por etapas, separadas por tarefas de diferentes niveis
dentro da SD, nas quais diferentes dimensdes da aprendizagem algébrica se interconectam e
se fortalecem mutuamente.

A construcdo desse diagrama apoia-se diretamente nos pressupostos da RME, especi-
almente na compreensao de que a aprendizagem Matematica ocorre por meio de movimentos
continuos entre contextos significativos, modelos informais e estruturas formais. Ao longo da
nossa sequéncia didatica, foi possivel observar que os estudantes ndo avancaram de forma
linear, mas sim por meio de idas e vindas entre niveis de demanda cognitiva, retomadas con-
ceituais e reorganizacdes de estratégias, o que justifica a representacdo por meio de setas
interligadas.

Além disso, o diagrama dialoga com a taxonomia de demandas cognitivas de Stein e
Smith (1998), evidenciando que cada atividade da SD mobilizou predominantemente determi-
nados niveis de demanda, sem, contudo, restringir os estudantes a um Unico patamar. Ao con-
trario, as tarefas foram planejadas e vivenciadas de modo a sustentar a complexidade cognitiva,
favorecendo transi¢des entre procedimentos com conexdo e momentos de fazer Matematica,
especialmente nas Atividades 3 e 4.

Figura 27 — Diagrama relacionando ATD, demandas cognitivas e RME

Categorias da ATD presentes nas tarefas da SD
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Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Como ja dissemos em nossa categorizacdo de tarefas no Capitulo 6, cada tarefa pode
ser adaptada as demandas cognitivas de acordo com a manipulagéo e a a¢ao docente durante
a aplicacao e desenvolvimento dessas tarefas; entretanto, nosso diagrama mostra exatamente
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como foi a relacdo em nossa experiéncia de ensino e aprendizagem. Assim, a figura a seguir
sintetiza o Capitulo 7, relacionando os resultados empiricos da ATD, os referenciais teéricos
da RME e a progressao das aprendizagens algébricas observadas ao longo da sequéncia di-
datica.A leitura integrada da Figura 27 permite compreender a sequéncia didatica como um
percurso de aprendizagem, no qual as atividades ndo se encerram em si mesmas, mas se
alimentam conceitualmente entre si.

Dessa forma, o diagrama sintetiza ndo apenas a progressao conceitual observada, mas
também o papel central da mediacao docente ao longo de todo o processo. Como professora-
pesquisadora, atuei de forma intencional para sustentar a complexidade das tarefas, evitar re-
ducobes procedimentais e favorecer a reinvengao guiada, assegurando coeréncia entre as me-
todologias ativas adotadas e os principios da RME. Essa relacdo foi fundamental para garantir
a validade pedagdgica da intervencdo e promover uma ressignificacao efetiva do ensino de
Algebra no Ensino Médio.

7.4 Analise quantitativa dos dados

Nesta se¢cdo apresentamos a analise quantitativa descritiva dos dados obtidos a partir
dos Questionarios 2 (diagnéstico) e 3 (pds-intervencao), considerando exclusivamente as ques-
tdes que se repetiram em ambos os instrumentos. O objetivo dessa analise nao é estabelecer
generalizagdes estatisticas, mas observar variagdes no desempenho dos estudantes antes e
apés o desenvolvimento da sequéncia didatica, de modo a complementar e dialogar com as
analises qualitativas apresentadas nos eixos anteriores.

A comparacao entre os dois questionarios permite identificar como os estudantes res-
ponderam a questdes relacionadas a conteudos centrais da sequéncia, tais como determinante
de matrizes, identificacdo de elementos, leitura e interpretacdo de matrizes, condi¢cdes de exis-
téncia de operacdes matriciais e aplicagdo de matrizes em situacdes-problema contextualiza-
das. As Tabelas 11 e 12 apresentam o numero absoluto de acertos por questao no Questionario
Diagndstico (Q2) e no Questionario Pés-intervengao (Q3), respectivamente.

Os dados do Questionario Diagnostico indicam um desempenho inicial marcado por
grande heterogeneidade. Observamos um maior numero de acertos em questdes que exigiam
reconhecimento direto ou procedimentos mais familiares, como a leitura de matrizes e a deter-
minacao de variaveis em expressodes algébricas. Em contrapartida, questdes que demandavam
maior ligagcdo conceitual, como o célculo de determinantes, a identificagéo precisa de elemen-
tos e a aplicagdo de matrizes em contextos mais complexos, apresentaram baixo namero de
acertos, confirmando as fragilidades conceituais ja discutidas qualitativamente no Eixo 2.

Ao observar os dados do Questionario Pos-intervengao, notamos um aumento no nd-
mero de acertos em todas as questdes. Esse crescimento € especialmente evidente em itens
que, no diagndéstico, haviam apresentado desempenho mais baixo, como determinante de ma-
trizes, identificacdo de elementos e questbes contextualizadas. Esse resultado sugere que os
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Quadro 11 — Frequéncia de acertos por questao no Questionario
Diagnostico (Q2)

Questao N2 de acertos

Determinante de matriz 3
Elemento de uma matriz A(i,j)

Analise de afirmativas (V/F) a partir de matriz de temperaturas
Condicbes de existéncia de operagdes matriciais

Leitura e interpretacéo de matriz

Soma de elementos de uma matriz com lei de formagao

Determinagéo de variaveis em contexto algébrico

W O A N DD OOWDPND

Aplicacdo de matrizes em situagao-problema contextualizada

Fonte: Elaboracao propria (2025).

Quadro 12 — Frequéncia de acertos por questao no Questionario
Pos-intervencao (Q3)

Questao N¢ de acertos
Determinante de matriz 11
Elemento de uma matriz A(i,j) 12
Analise de afirmativas (V/F) a partir de matriz de temperaturas 9
Condicbes de existéncia de operagdes matriciais 5
Leitura e interpretagdo de matriz 10
Soma de elementos de uma matriz com lei de formacgéo 6
Determinagéo de variaveis em contexto algébrico 11
Aplicacao de matrizes em situagao-problema contextualizada 7

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

estudantes passaram a operar com maior seguranga conceitual e a estabelecer relacées mais
consistentes entre procedimentos e significados matematicos ao longo da sequéncia didatica.

Com o intuito de visualizar, de forma integrada, a variagao no desempenho dos estudan-
tes entre 0 momento diagnéstico e o pés-intervencgao, apresentamos, no Grafico 1, um grafico
de linhas que compara o numero de acertos por questao nos Questionarios Q2 e Q3. Esse
tipo de representagao permite observar, de forma mais imediata, 0 comportamento dos dados
ao longo das diferentes questdes analisadas, evidenciando tendéncias gerais de crescimento,
estabilidade ou variacdo no desempenho, sem recorrer a inferéncias estatisticas.

Para sintetizar essa comparacéo, foram calculadas medidas descritivas simples consi-
derando o conjunto de acertos por questao em cada momento avaliativo. No Questionario Di-
agnostico (Q2), a média de acertos foi de 4,125, com mediana de 3, indicando que metade das
questdes apresentou trés ou menos acertos. No Questionario Pés-intervencao (Q3), a média
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Grafico 1 — Frequéncia de acertos: Q2 x Q3

n®acertos Q2 == n°acertos Q3

Questdo 1 Questio 2 Questdo 3 Questdo 4 Questdo 5 Questdo 6 Questdo 7 Questdo B

Fonte: Elaboracao prépria (2025).
elevou-se para 8,875 e a mediana para 9,5, indicando um deslocamento expressivo do desem-
penho para patamares de acerto e de dominio conceitual algébrico.

Quadro 13 — Comparacao descritiva entre os resultados do Questionario
Diagnéstico (Q2) e o Questionario Pos-intervencao (Q3)

Métrica Estatistica Q2 Q3
Média de acertos 413 | 8,88
Mediana 3 9,5
Amplitude 7 7
Desvio padrao 2,15 1,67
Coeficiente de variacao (%) 51,99 | 18,78
Numero total de acertos 33 71

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Em relacdo a disperséo, a amplitude manteve-se constante nos dois questionarios, com
valor igual a 7. No entanto, essa constancia nao indica estagna¢ao, mas sim um reposiciona-
mento do conjunto de dados, uma vez que, no diagndstico, os acertos se concentravam em
valores mais baixos, enquanto, no pés-intervencao, passaram a se distribuir em faixas mais
elevadas, indicando um avanco global na apropriacao dos contetudos trabalhados.

Outro aspecto particularmente relevante dessa comparacao descritiva refere-se ao com-
portamento do coeficiente de variacdo. No Questionario Diagnéstico (Q2), o valor de 51,99%
indica elevada dispersao relativa dos acertos, revelando um grupo heterogéneo, com desem-
penhos bastante desiguais entre os estudantes. J4 no Questionario Pds-intervencéo (Q3), o
coeficiente de variacao reduz-se para 18,78%, evidenciando uma diminuigao significativa da
variabilidade relativa dos resultados.
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Essa reducao sugere que, além do aumento no niumero médio de acertos, houve uma
maior homogeneizacdo do desempenho do grupo, indicando que a aprendizagem promovida
pela sequéncia didatica ndo se concentrou em poucos estudantes, mas se distribuiu de forma
mais equilibrada entre os participantes. O Gréafico 2 apresenta o grafico de dispersao que
relaciona, para cada questao analisada, o numero de acertos no Questionario Diagnédstico (Q2)
e no Questionario Pés-intervengao (Q3).

Grafico 2 — Dispersao entre Q2 e Q3

n®acertos @2 @ n°acertos O3

Questdo 1 Questio 2 Questdo 3 Questdo 4 Questdo 5 Questdo 6 Questdo 7 Questio B

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Sob a perspectiva pedagégica, esse comportamento aponta para um processo de apren-
dizagem mais inclusivo, no qual diferentes perfis de estudantes avangcaram em direcao a niveis
semelhantes de dominio conceitual. Esses resultados quantitativos corroboram as analises qua-
litativas desenvolvidas ao longo do capitulo, especialmente quanto a consolidacao de conceitos
algébricos e a ampliacdo da capacidade dos estudantes de interpretar, justificar e aplicar ope-
racoes com matrizes em diferentes contextos. Assim, os dados numéricos servem de apoio a
interpretacao qualitativa, reforgando os indicios de que a sequéncia didatica contribuiu para uma
reorganizacao conceitual mais consistente no ensino e na aprendizagem da algebra.

Com o objetivo de tornar essa conexdo mais explicita, apresentamos a seguir um
quadro-sintese que ilustra a relagdo entre a ATD, a RME, as metodologias ativas e as evi-
déncias quantitativas analisadas. Esse quadro-sintese reforca que a analise quantitativa nao se
configura como um eixo independente, mas como um elemento de sustentagcéo e validagcao das

interpretacoes construidas pela ATD ao longo do processo investigativo.

7.4.1 Limites e escolhas metodoldgicas da analise quantitativa

Nesta pesquisa, a analise quantitativa dos dados foi conduzida a partir de uma abor-
dagem descritiva, assumida de forma intencional e coerente com os objetivos investigativos do
estudo. Optamos por nao realizar procedimentos de estatistica inferencial, uma vez que o foco
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Quadro 13 — Relacao entre ATD, RME, metodologias ativas e evidéncias quantitativas

Eixos da ATD

Categorias /
Metatextos
Interpretativos

Principios da
RME

Evidéncias
Quantitativas
(Q2 — Q3)

Interpretacao Integrada

Conhecimentos

Procedimentos

Matematizacéo

Baixo numero de

Os dados quantitativos

matriz-chave e
inversibilidade

ciente de variagao

prévios e fra- | mecanicos, horizontal; uso de | acertos em de- | confirmam o ponto de par-
gilidades inseguranca modelos informais | terminante, iden- | tida identificado pela ATD:
conceituais conceitual, di- tificagdo de ele- | conhecimentos fragmen-
ficuldade de mentos e aplica- | tados e pouco conceitua-
justificar ¢bes contextuali- | dos.
zadas no Q2
Engajamento Erros produ- | Atividade; intera- | Aumento consis- | O crescimento dos acer-
e reconstrugédo | tivos, reorga- | tividade; reinven- | tente de acertos | tos dialoga com o surgi-
de estratégias | nizacao de | ¢ao guiada nas questdes | mento de estratégias mais
procedimentos, inicialmente mais | estruturadas, observadas
persisténcia frageis nas tarefas investigativas.
Construgao de | Compreensao Matematizacéao Elevacdo da mé- | A consolidacdo conceitual
significados al- | funcional de | vertical; modelos | dia e da mediana; | identificada  qualitativa-
gébricos determinante, emergentes reducdo do coefi- | mente reflete-se na maior

estabilidade dos resulta-
dos no pés-intervengao.

Autonomia e
aplicacado em
novos contex-

Justificativas
escritas, criacao
de problemas,

Orientacdo; reali-
dade como fonte
de sentido

Crescimento
nos acertos em
questdes contex-

Os dados quantitativos re-
forcam que os estudantes
passaram a aplicar a alge-

tos argumentacao tualizadas bra de forma mais consci-
Matematica ente e contextualizada.

Sintese forma- | Ressignificagdo | Integragdo RME + | Deslocamento A andlise quantitativa

tiva da SD da Algebra e | metodologias ati- | global do desem- | funciona como evidén-
do papel do | vas penho para faixas | cia complementar da
estudante mais altas reorganizagdo conceitual

descrita pela ATD.

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

da investigacdo nao esteve na generalizagdo de resultados para uma populacdo mais ampla,

mas na compreensao dos processos de aprendizagem mobilizados pelos estudantes ao longo

do desenvolvimento da sequéncia didatica.

Os dados quantitativos tiveram, portanto, a fungdo de complementar e sustentar as anali-

ses qualitativas realizadas por meio da ATD, oferecendo indicadores numéricos que possibilitam

observar variagées no desempenho, padroes de resposta e movimentos de reorganizagdo con-

ceitual antes e apds a intervengédo pedagdgica. Nesse sentido, os resultados estatisticos nao

sao tratados como evidéncias isoladas, mas como elementos que dialogam com as categorias

emergentes, os metatextos interpretativos e as evidéncias qualitativas construidas ao longo do

capitulo.

Essa escolha metodolégica alinha-se a pesquisas em Educagao Matematica que privi-

legiam a analise de processos, significados e trajetérias de aprendizagem, especialmente em

contextos educacionais especificos e com grupos delimitados de participantes. Assim, a ausén-
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cia de inferéncia estatistica ndo configura uma limitagcao do estudo, mas uma decisdo coerente
com a natureza qualitativa da pesquisa e com o objetivo de compreender, de forma aprofun-
dada, como os estudantes ressignificam conceitos algébricos a partir de propostas didaticas
fundamentadas na Educagao Matematica Realistica e em metodologias ativas.

Concluimos que os resultados apresentados neste capitulo indicam que a sequéncia
didatica possibilitou aos estudantes transitar de modelos intuitivos e fragmentados para estru-
turas algébricas mais formais, confirmando o potencial das metodologias ativas e da Educacéao
Matematica Realistica como caminhos viaveis para o desenvolvimento e aprimoramento tanto

do pensamento algébrico quanto do ensino da Algebra.
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8 CONSIDERAGCOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Ao longo desta pesquisa, buscamos compreender como diferentes metodologias ativas,
em especial a Resolugcao de Problemas (MEAAMaRP), a Sala de Aula Invertida, a gamificacao
e 0 uso de Python, podem contribuir para o desenvolvimento do pensamento algébrico no En-
sino Médio. Os resultados apresentados demonstraram avancos importantes no engajamento
dos estudantes, na compreensao de conceitos algébricos e na mobilizacao de diferentes estra-
tégias de resolucéo, indicando que a abordagem adotada dialoga de forma consistente com os
principios da Educagao Matematica Realistica.

Os registros produzidos durante a Sequéncia Didatica, assim como as percepgoes ex-
pressas nos questionarios, revelam que a combinagado entre metodologias ativas e o uso de
tecnologias, como a linguagem Python, contribuiu para um ambiente mais dindmico, capaz de
apoiar tanto a formalizacdo Matematica quanto a exploracao intuitiva de ideias. Esses achados
reforcam o potencial pedagégico da proposta e sua pertinéncia diante das demandas contem-
poraneas impostas a Educacao Bésica.

Entretanto, reconhecemos que os resultados desta pesquisa apontam para possibilida-
des de aprofundamento que extrapolam o escopo do nosso trabalho. Uma perspectiva futura
relevante consiste em realizar uma analise estatistica inferencial comparativa entre o Questi-
onario 2 (diagndstico) e o Questionario 3 (pds-intervengao), com o objetivo de investigar, com
maior precisao, as trajetorias individuais de aprendizagem dos estudantes. A aplicacao de testes
estatisticos adequados permitiria verificar a significancia das diferengas observadas por meio
de medidas como o valor-p dos testes de hipotese e de propor¢ao, bem como estimar o tama-
nho do efeito das intervencdes pedagdgicas propostas. Tal abordagem possibilitaria identificar,
com maior rigor, quais obstaculos conceituais foram superados, quais permaneceram e em que
medida as metodologias ativas e os principios da Educagao Matematica Realistica impactaram
o desenvolvimento das habilidades algébricas ao longo da sequéncia didatica.

Esse tipo de analise poderia contribuir para a consolidagéo de indicadores mais robus-
tos de aprendizagem, para a validagao quantitativa dos resultados obtidos e para o refinamento
de futuras intervengdes pedagdgicas, ampliando o didlogo entre abordagens qualitativas inter-
pretativas e métodos estatisticos inferenciais no campo da Educacao Matematica. Ressalta-se,
contudo, que tal aprofundamento demandaria um desenho metodoldgico especifico, com amos-
tra ampliada e controle mais rigoroso das variaveis, o que reforga seu carater de continuidade
investigativa.

Além disso, pesquisas futuras podem ampliar o escopo das atividades envolvendo
Python, especialmente por meio da criagdo de rotinas computacionais que facilitem a visua-
lizacao de propriedades algébricas, como transformacdes matriciais, operacdes elementares e
interpretacdo geométrica de sistemas lineares. Outra possibilidade consiste em aprofundar o
estudo das relagGes entre gamificagao e algebra, produzindo instrumentos avaliativos gamifica-
dos ou trilhas de aprendizagem voltadas a exploracao de estruturas algébricas mais complexas.
Estes desdobramentos podem contribuir de maneira significativa para o campo da Educacao
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Matematica, especialmente no que se refere a formacao de estudantes criticos, criativos e ca-
pazes de transitar entre diferentes representacées Matematicas.

Também consideramos relevante desenvolver investigacées que explorem a formagéao
continuada de professores, uma vez que a implementagcao consistente de metodologias ativas
requer seguranga conceitual, dominio didatico e apropriacao das bases tedricas que susten-
tam praticas investigativas. Estudos que articulem a formagao docente, o RME e as tecnologias
digitais podem fortalecer o repertério pedagdgico dos professores e ampliar o alcance das pro-
postas apresentadas e do trabalho.

Em sintese, esta pesquisa reafirma a concepg¢ao do ensino da Matematica como um
processo dindmico, investigativo e culturalmente situado. Ao integrar problemas significativos,
ambientes colaborativos e o0 uso critico de tecnologias digitais, o estudo contribui para a cons-
trucado de praticas pedagogicas que valorizam a diversidade dos estudantes e a Matemética
como instrumento de interpretacéo e transformacéo da realidade. Longe de encerrar o debate,
os resultados aqui apresentados ampliam o horizonte de possibilidades para novas investiga-
¢cOes e praticas docentes comprometidas com uma educacgao mais critica e humana.
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APENDICE A - Questionario Avaliativo — Momento Inicial



179

Questionario 1 - Avaliacao Geral da Oficina

(Favor nao se identificar)

— PODE DEIXAR DE RESPONDER QUAISQUER PERGUNTAS —

Projeto de Pesquisa: Enire Matrizes e Codigos: Uma Sequéncia Didatica Baseada em
Demandas Cognitivas para a Ressignificagdo do Ensino de Algebra

Pesquisadores:
Prof. Dr. Alireza Mohebi Ashtiani — UTFPR (Orientador)
Professora Tatielen Demarchi

Vocé achou a oficina (do seu grupo ou dos demais) interessante?
() Sim, muito interessante () Sim, interessante () Nao achei tdo interessante () Nao
achei interessante

Vocé acha que a oficina contribuiu para melhorar seu entendimento sobre matrizes e criptogra-
fia?

() Sim, muito () Sim, parcialmente () Nao percebi diferencas

Qual nivel de compreensao vocé acha que atingiu apds a oficina, considerando que nunca
tinha ouvido falar nesse contetdo?
() Otimo ()Bom () Regular () Insuficiente

Trabalho em Equipe e Metodologia

A divisdo de responsabilidades no seu grupo funcionou bem?
() Sim, todos participaram igualmente
() Sim, mas poderia melhorar

() Né@o, houve muita desigualdade

()

Né&o, néo funcionou
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Vocé acha que a apresentacao e a explicagdo para a turma foram claras e coerentes?
() Sim, todos entenderam facilmente

() Sim, mas poderia ser mais clara

() Nao, muitos nao entenderam

() Néo sei responder

Vocé acha que elaborar e aplicar uma oficina para a turma ajudou no seu entendimento do
conteudo?

() Sim, muito

() Sim, parcialmente

() N&o percebi mudangas

Se tivesse que aplicar novamente uma oficina desse tipo, 0 que poderia melhorar no seu
planejamento e execugao?

Contetudo Abordado

Qual conceito de matrizes ou criptografia foi mais facil de entender? Por qué?

Qual conceito de matrizes ou criptografia foi mais dificil de entender? Por qué?
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O quanto vocé se preparou ou estudou para essa avaliagao formativa?

Qual foi a parte da oficina (elaborag&o ou apresentacdo) que vocé mais gostou? Por qué?

Se pudesse sugerir mudangas para tornar as préximas oficinas mais atrativas e proveitosas, o
que sugeriria?
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Notas e Feedback

Que nota vocé daria para vocé mesmo e para o seu desempenho nessa avaliagao?
Escala de 1 a 5, em que 1 representa o menor nivel e 5 0 maior nivel.

O1r 02 ()3 (O4 (5
Que nota vocé daria para a sua equipe € o trabalho desenvolvido?

Deixe aqui o seu comentario sobre a sua equipe e qual nota vocé acha que merece, conside-
rando estudos, dedicacao, participacao e colaboracao:




APENDICE B - Questionario Diagnéstico — Pré-intervencio
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Questionario 2 (Diagnostico)

(Favor nao se identificar)

— PODE DEIXAR DE RESPONDER QUAISQUER PERGUNTAS —

Projeto de Pesquisa: Enire Matrizes e Codigos: Uma Sequéncia Didatica Baseada em
Demandas Cognitivas para a Ressignificagdo do Ensino de Algebra

Pesquisadores:
Prof. Dr. Alireza Mohebi Ashtiani — UTFPR (Orientador)
Professora Tatielen Demarchi

1. Como vocé avalia seu interesse pelas aulas de Matematica até o momento?
() Muito interessado () Interessado () Pouco interessado () Desinteressado

2. Vocé saberia explicar o que é a Algebra e quais contelidos ela abordou até o momento no
Ensino Médio?

3. Vocé acredita que aprende melhor quando a matematica é trabalhada com situagdes praticas
ou do cotidiano?
()Sim ()Néao () Indiferente

4. Vocé acredita que a Algebra pode ser usada em situagdes reais, como no mundo digital ou
na tecnologia?
() Sim () Nao

Se sim, cite um exemplo (se souber):
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5. Vocé ja ouviu falar sobre criptografia?
()Sim ()Jaouvi,masnaoseioqueé ()Nao

6. Na sua opinido, o que é criptografia?

7. Vocé ja trabalhou com matrizes em matematica?
()Sim () Nao () Nao tenho certeza

8. Vocé sabe realizar alguma operacao com matrizes?
() Sim () Nao

Se sim, quais?

[1Soma

[ 1 Multiplicagéo por escalar
[ ] Multiplicagéo de matrizes
[ ] Determinantes
[1Inversa

9. Vocé acredita que compreender como as matrizes funcionam pode ajudar a entender o
mundo digital (imagens, mensagens, dados etc.)?
()Sim ()Nao () Nao sei



186

10. Vocé considera que os contetidos de Algebra aprendidos em sala de aula tém relagao com
sua vida cotidiana?
() Sempre ()Asvezes ()Quasenada () Nunca

Explique:

11. Como vocé se sente em relacédo a resolucao de problemas mais abertos e desafiadores em
matematica?
() Muito confortavel () Confortavel () Um pouco inseguro () Muito inseguro

Explique:

12. Vocé considera interessante aprender matematica por meio de uma metodologia diferente
da tradicional?
()Sim ()Néo () Indiferente

Explique como isso poderia afetar sua aprendizagem:

13. Vocé acredita que compreender bem os contetidos de Algebra pode ajudar na preparagédo
para o vestibular e a universidade?
()Sim ()Nao () Nao sei
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14. Como vocé avalia sua motivacao atual nas aulas de matematica?
()Alta () Média () Baixa

Explique:

15. Vocé ja trabalhou em equipe ou em dupla para resolver problemas matematicos?
() Sim, e gosto muito

() Sim, mas prefiro trabalhar sozinho(a)

() Nunca trabalhei assim

16. Se tivesse que explicar para alguém o que sao matrizes, o que vocé diria?

17. Qual a sua expectativa em relagéo as proéximas aulas que envolverao matrizes e codificagdo
de mensagens?
() Muitoalta ()Boa () Neutra () Baixa

18. Vocé ja pensou que a matematica pode ser usada para proteger informagdes ou criar
cédigos secretos?
()Sim () Nao () Nunca pensei nisso

19. O que vocé acha da ideia de usar mensagens secretas (criptografia) como tema para
aprender Algebra?
() Muito interessante () Interessante () Pouco interessante () Ruim
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20. Vocé acha que conseguira aprender mais sobre matrizes e Algebra com essa nova
proposta?
()Sim ()Nao () Talvez

21. O que vocé espera aprender com esse projeto?

22. Considere a matriz A abaixo:

Qual é o determinante de A?

O1 00 O-1 (2 ()4

23. Sendo a matriz A = (a;;)3x5, cOM a;; =i + 7, qual é o elemento ay3?

Os 06 (O7 (O1 ()

24. A temperatura corporal de um paciente foi medida trés vezes ao dia (manh3, tarde e noite),
durante cinco dias. Cada elemento a,; representa a temperatura no instante ¢ do dia ;.

35,6 36,4 38,6 38,0 36,0

36,1 37,0 372 40,5 40,4

35,5 35,7 36,1 37,0 39,2
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Julgue as afirmativas:

| — No momento as1, a temperatura era 36,1.
Il — As temperaturas em ass € as; Sa0 iguais.
[l — No momento ass, a temperatura era 39,2.

25. Se A é uma matriz 3 x 4 e B uma matriz n X m, entao:

() existe A+ B se, e somentese,n =4em =3
() existe AB se, e somentese,n =4em =3
() existem AB e BA se,e somentese,n=4em =23
() existem, iguais, A+ Be B + A se, e somente se, A =B
() existem, iguais, AB e BA se, e somente se, A = B

26. Sejam as matrizes A e B:

-1 2 0

Se BT é a matriz transposta de B, o elemento asy de (A + BT) é:

Oz (4 (6 ()8 ()10

27. Seja A= ((Zij)3><4 tal que:
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1+ 7, sei =7
aij:
21 —2j, sei#j

A soma asy + ass é:

O-2 00 (2 ()4 ()6

28. O valor de z, y, z e t, respectivamente, é:

1,1,1e1

()

()1,-1,2e1
()O0,1,1e2
()-1,1,-1e1
()1,-1,2¢e -1

29. Uma industria utiliza borracha, couro e tecido para fabricar trés modelos de sapatos:

10
C= |50

30

Escreva a matriz que representa o custo final de cada modelo de sapato e explique como vocé
resolveu:
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30. Em qual area da Matematica vocé apresenta maior dificuldade?
() Nimeros e Algebra

() Geometria e Medidas

() Trigonometria

() Probabilidade e Estatistica

Explique, com suas proprias palavras, alguns contetdos dentro dessa area que vocé nao con-
seguiu assimilar ou que acredita que deveria se aprofundar:




APENDICE C - Questionario Avaliativo e Reflexivo — Pés-intervencio
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Questionario 3 (Pds-intervencao)

(Favor nao se identificar)

— PODE DEIXAR DE RESPONDER QUAISQUER PERGUNTAS —

Projeto de Pesquisa: Enire Matrizes e Codigos: Uma Sequéncia Didatica Baseada em
Demandas Cognitivas para a Ressignificagdo do Ensino de Algebra

Pesquisadores:
Prof. Dr. Alireza Mohebi Ashtiani — UTFPR (Orientador)
Professora Tatielen Demarchi

1. Qual seria sua avaliacao final sobre o uso das matrizes e da criptografia como ferramentas
para o ensino da Algebra?
() Excelente ()Bom () Razoavel () Ruim

2. Vocé acredita que aprendeu mais utilizando este novo modo de ensinar Matematica?
()Sim () Nao () Indiferente

3. Vocé ficou convencido(a) de que a Algebra tem aplicagdes importantes no cotidiano e no
mundo digital?
() Sim () Nao

Explique o que vocé aprendeu sobre essas aplicagoes:

4. Vocé acha que compreender operagdes com matrizes ajudou a entender a ideia de codifica-
cao e decodificagdo de mensagens?
() Sim () Nao
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5. Vocé considera que os contetidos de Algebra trabalhados se relacionam com a realidade?
() Sempre ()Asvezes ()Quasenada () Nunca

6. O que achou das atividades envolvendo criptografia com matrizes?
() Muito interessantes () Interessantes () Pouco interessantes () Ruins

7. Vocé se sentiu mais motivado(a) nas aulas de Matematica durante a realizacédo das ativida-
des?
() Sim () Nao

Explique o que mais gostou nesse modelo de aula:

8. Vocé considera interessante o uso de metodologias diferentes da tradicional para aprender
Algebra?
()Sim ()Nao () Indiferente

9. Vocé acredita que foi mais facil compreender conceitos algébricos por meio da proposta
pratica de codificagao?
()Sim ()Néao () Indiferente

10. Vocé acha que poderia aprender outros conteudos de Matematica utilizando esse tipo de
metodologia?
()Sim () Nao

Justifigue sua resposta:
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11. Apés essa experiéncia, como esta seu interesse em buscar novos conhecimentos matema-
ticos?
() Aumentou () Diminuiu () Continua o mesmo

12. Como vocé avalia o grau de complexidade das atividades com matrizes e criptografia?
() Muito facil () Facil () Médio () Dificil () Muito dificil

13. Vocé ficou satisfeito(a) com os resultados que alcangou com esse projeto?
()Sim ()Néo () Indiferente

14. O que mais chamou sua atencdo durante as aulas e oficinas? (Pode marcar mais de uma
alternativa)
) Problemas propostos
Aplicagao pratica da Algebra

(
()
() Uso de mensagens secretas (criptografia)
() Trabalho em grupo

()

Outros:

15. O que achou de trabalhar em equipe ou em duplas durante as atividades?
() Gosteimuito () Gostei () Nao gostei () Achei péssimo

16. Quais foram as maiores dificuldades que vocé enfrentou nesse projeto?
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17. O que significou, para vocé, participar deste projeto?

18. Considere a matriz

Qual é o determinante de A?

O1r 00 O-1 ()2 ()4

19. Sendo a matriz A = (a;j)3x5, com a;; = i + j, qual é o elemento as3?

05 06 (O7 (O1 ()

20. A temperatura corporal de um paciente foi medida, em graus Celsius, trés vezes ao dia
(manhg, tarde e noite), durante cinco dias. Cada elemento a;; da matriz abaixo corresponde a
temperatura observada no instante 7 do dia j.

35,6 36,4 38,6 38,0 36,0

36,1 37,0 37,2 40,5 404

35,5 35,7 36,1 37,0 39,2
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Julgue as afirmativas a seguir em Verdadeiro (V) ou Falso (F):

I — No momento as1, 0 paciente estava com temperatura de 36,1.
Il — As temperaturas dos momentos as3 € as; S&0 iguais.

[l — No momento ass, a temperatura era de 39,2.

()V=V-V ()V-F-V ()V-F-F ()V-V-F ()F-V-F

21.Se A é uma matriz 3 x 4 e B uma matriz n x m, entdo:

existe A + B se,esomentese,n=4em =3
existe AB se, e somentese,n =4em =3

()

()

() existem AB e BAse,esomentese,n=4em =3

() existem, iguais, A+ Be B + A se, e somentese, A = B
()

existem, iguais, AB e BA se, e somente se, A = B

22. Sejam as matrizes:

-1 2 0

Se BT ¢ a matriz transposta de B, ent&o o elemento ayy de (A + BT) é:

Oz (4 (6 ()8 ()10

23. Seja a matriz A = (a;;)3x4 tal que

A soma dos elementos asy + a3y é:

O-2 (00 ()2 ()4 ()6
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24. O valor de z, y, z e t, respectivamente, é:

1,1,1e1

()
()y1,-1,2e1
()O0,1,1e2
()y-1,1,-1e
()y1,-1,2e -1

25. Uma industria utiliza borracha, couro e tecido para fabricar trés modelos de sapatos.

2 1 1 10
Q=11 2 0| C=|50

2 0 2 30

Escreva a matriz que fornece o custo final, em reais, dos trés modelos de sapatos e explique
com suas palavras como resolveu:

26. Vocé acredita que a atividade com criptografia foi relevante para aprender Algebra?
()Sim () Nao

Por qué?
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27. Qual foi o maior aprendizado que vocé teve com este projeto?

28. Se tivesse que explicar para outra pessoa o0 que aprendeu sobre matrizes e criptografia,

como faria?

29. Gostaria de aprender outros conteudos de Matematica utilizando essa metodologia? Vocé
acredita que ela poderia ser aplicada em outras disciplinas?
()Sim () Nao

Justifique:
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30. De maneira geral, como vocé avalia a experiéncia com matrizes, criptografia e Algebra
aplicada?
() Excelente ()Boa () Razoavel () Ruim

Deixe seu relato (feedback) final sobre o projeto:
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