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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo abordar questfes relativas a aplicacdo de Programacéo
Linear com problemas de otimizacdo na tentativa de apresentar um modelo de ensino
contextualizado de conteudos desenvolvidos com alunos do ensino médio. Com o intuito de
dar maior clareza ao tema, foi feito inicialmente um breve histérico inerente a problemas de
Otimizacdo e Programacéo Linear. Em seguida apresentou-se as fases da modelagem de um
problema partindo de situacGes praticas relacionadas a diversas areas do conhecimento. Por
considerar que é importante explorar todas as relacBes existentes entre problemas de
Programacao Linear e contelidos matematicos, foi exposto os resultados de estudos realizados
sobre métodos de resolucdo de problemas de Programacdo Linear, entre eles o método de
Resolucao Grafica e o Algoritmo Simplex. Finalmente, a partir dos conceitos e propriedades
inerentes a estes métodos, foi feito uma adaptacdo dessas técnicas de resolucdo. Isso para que
alunos do Ensino Médio fossem capazes de compreendé-las e principalmente, utiliza-las
como suporte para aquisi¢do e dominio de conteddos matematicos.

Palavras-chave — Contextualizacdo, Matematica, Programacdo Linear, Otimizacgéo



ABSTRACT

This work aims to address issues relating to the application of linear programming problems
with mathematical optimization as a teaching strategy contextualized content developed along
with high school students. In order to give greater clarity to the issue, It was initially made a
brief story about the problems of Mathematics and Optimization Linear Programming. Then
it presented the phases of modeling a problem starting from practical situations related to
various areas of knowledge. Considered important by exploring all existing relations between
Linear Programming problems and mathematical content it was exposed the results of studies
on methods of solving Linear Programming problems, including the method of Graphics
Resolution and the Simplex Method, although the latter has been demonstrated in a very
modest way. Finally, the concepts and methods inherent Graphic Resolution and Simplex
properties, was made an adaptation of resolution techniques. This so that high school students
were able to understand them and mainly use it as bracket for the acquisition and mastery of
math concepts.

keywords: Contextualized, Mathematic, Linear Programming, Optimization
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1 INTRODUCAO

Conforme definicdo dada pela coordenacdo da SBM — Sociedade Brasileira de
Matematica - o Programa de Pds-Graduacdo, PROFMAT — Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional — iniciado em 2011, é um curso semipresencial, com oferta
nacional, realizado por uma rede de Instituicbes de Ensino Superior, no contexto da

Universidade Aberta do Brasil.

O PROFMAT visa atender professores de Matematica em exercicio no
Ensino Basico, especialmente na escola publica, que busguem
aprimoramento em sua formacdo profissional, com énfase no dominio
aprofundado de conteldo matematico relevante para sua atuacdo docente. O
Programa opera em ampla escala, com o objetivo de, em médio prazo, ter
impacto substantivo na formacdo Matematica do professor em todo o
territério nacional. Os objetivos do PROFMAT sdo consistentes com a
missdo estatutaria da SBM de "Estimular a melhoria do ensino de
Matematica em todos os niveis" e também vem ao encontro da Proposta de
Lei PL-8035/2010 (Plano Nacional de Educacéao), que coloca como um dos
objetivos nacionais para o decénio 2011 - 2020, "Formar cinquenta por cento
dos professores da educacgdo basica em nivel de p6s-graduacao lato e stricto-
sensu e garantir a todos, formacdo continuada em sua area de atuacdo". O
Programa é coordenado pelo Conselho Gestor e pela Comissdo Académica
Nacional, que operam sob a égide do Conselho Diretor da Sociedade
Brasileira de Matematica, e é executado pelas Comissdes Académicas das
Instituicdes Associadas. (Sociedade Brasileira de Matematica, 2011)

Assim, este trabalho, que faz parte desse programa de PoOs-Graduacdo, tem como
objetivo apresentar uma proposta de Ensino e Aprendizagem da Programacgdo Linear no
Ensino Medio, por meio da exploracdo de situacOes-problema que possam ser resolvidos
pelos metodos de Resolugdo Gréafica e o Algoritmo Simplex, que sera abordado utilizando
conceitos relacionados as matrizes, determinantes, inequacdes e sistemas de inequacbes
lineares e geometria analitica.

A justificativa e os objetivos para a presente proposta serdo abordados ao longo da
secdo 1.2, a partir de experiéncias pessoais adquiridas em sala de aula, aliadas ao estudo
tedrico de tendéncias e metodologias atuais em ensino de Matematica desenvolvido ao longo
deste trabalho.

Para embasar professores e alunos no estudo do tema proposto, serdo apresentados no
Capitulo 2 alguns fundamentos acerca da Programacdo Linear. Esse estudo fara uma

abordagem explorando aspectos historicos e aplicados. Isso de fato possui grande relevancia


http://www.camara.gov.br/sileg/MostrarIntegra.asp?CodTeor=831421
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para aproximar e valorizar a constru¢cdo do conhecimento matematico na perspectiva da
Programacdo Linear. Além disso, ao longo do capitulo serdo apresentadas algumas referéncias
bibliogréaficas que possibilitardo um maior aprofundamento do assunto.

Para dar maior clareza ao processo de modelagem e resolucdo de problemas de
Programacdo Linear, serdo apresentadas no Capitulo 3, algumas situagdes-problema
denominadas de: O problema da Venda de Bolos e O problema da Mistura de Racéo. Para a
resolucdo dos mesmos, sera feito um detalhamento de dois méetodos de resolugdo, 0 Método
de Resolucdo Grafica e o0 Método Simplex.

Cabe destacar que embora pareca que ha uma repeticdo de falas no Capitulo 4 em
relacdo ao capitulo anterior, eles possuem abordagens diferentes. No Capitulo 3 espera-se
mostrar a aplicacdo do passo a passo da modelagem de problemas de Programacdo Linear e
métodos especificos de solucdo de tais problemas, conforme ja foi mencionado. Ja o Capitulo
4 terd o propdsito de sugerir formas alternativas de exploracdo destes problemas com alunos
de Ensino Médio, mostrar a relacdo destes problemas com contetdos trabalhados neste nivel
de ensino e, principalmente, apresentar técnicas de solucdo que, embora estejam
fundamentadas em definicBes e propriedades mais rigorosas, ndo Sdo necessarias para 0
ensino de sua aplicacéo direta.

Finalmente, serdo dadas as conclusfes obtidas com a elaboragdo deste trabalho em
relacdo a aplicacdo da proposta, procurando sempre verificar algumas reflexdes sobre o
processo de ensino e aprendizagem em Matematica. Desde ja, acredita-se que esta proposta de
inclusdo da Programacdo Linear no Ensino Médio pode despertar o interesse dos discentes
que, com certeza, sentem necessidade de explorar conteudos de maneira mais contextualizada
e mais aplicada como meio de desenvolver a sua autonomia e criatividade na resolugéo de
problemas.

Acredita-se que faz parte da funcdo de educador, principalmente o de Matematica,
repensar constantemente o curriculo da Educacdo Basica. Ha tempos se questiona a validade
de uma série de conteudos matematicos que sdo ministrados nessa fase do ensino e ndo ha
mais duvidas de que o educador deve buscar estratégias e sugerir alternativas para que seus
alunos encontrem em suas aulas alguma relagdo com o cotidiano, alargando seu lastro de
conhecimento.

Além disso, questdes relacionadas a compreensdo das dificuldades encontradas pelos
alunos em Matematica e a natureza destas dificuldades, fazem parte da rotina de educador que
deve oferecer uma formacao inicial mais sdlida nessa ciéncia a fim de preparar os seus alunos

para um mundo cada vez mais tecnoldgico e informatizado.
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O proprio Ministério da Educacdo, por meio dos PCNEM (Pardmetros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio), documento que organiza a atual estrutura do Ensino Médio

no Brasil, ressalta que

Em nossa sociedade, o conhecimento matematico é necessario em uma
grande diversidade de situagcBes, como apoio a outras areas do
conhecimento, como instrumento para lidar com situac@es da vida cotidiana
ou, ainda, como forma de desenvolver habilidades de pensamento.
(PCNEM-Brasil, parte 111, 2006).

Além disso, no que se refere as habilidades basicas e competéncias especificas a serem
desenvolvidas pelos alunos nas trés areas do conhecimento que contemplam esse nivel de

ensino e suas tecnologias, 0s PCNEM destacam ainda que

Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem
envolver de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos
praticos, contextualizados, que respondam as necessidades da vida
contemporanea, e o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e
abstratos, que correspondam a uma cultura geral e a uma visdo de mundo.
(PCNEM-Brasil, parte 111, 2006)

Diante de tais objetivos, ao refletir sobre uma proposta de ensino de Matematica
voltada para o Ensino Médio, o professor depara-se com a missdo de oferecer aos estudantes
dessa modalidade de ensino, a oportunidade de adquirir conhecimentos que lhes permitam
posicionar-se diante das situacdes do seu cotidiano ou dar continuidade e aprofundar seus
estudos. De posse de tais conhecimentos, habilidades e competéncias, ¢ fundamental que os
estudantes sejam capazes de tomar decisfes, modelar e buscar a solugéo de problemas reais
em diferentes contextos e em diversos niveis de complexidade.

Convictos de que, atualmente, o ato de saber tomar decisGes € fundamental para o
desenvolvimento humano e que faz parte da tarefa de educar, criar um ambiente propicio ao
surgimento de situacfes que oportunizem isso € de extrema importancia. Portanto, este
trabalho tem como proposta levar alunos e professores do ensino médio a trabalharem a
Matematica de maneira diferente do famoso esquema, “defini¢do — exemplos — exercicios”,
que ainda é proposto nos programas de ensino e livros didaticos. Essa forma de trabalho, que
vem desde tempos mais remotos, geralmente forma no aluno um tipo de pensamento
mecanico e inflexivel, uma vez que grande parte dos contetdos é desenvolvida com repeticéo
e memorizagdo de formulas e propriedades. E evidente que a experiéncia que se adquire com

a préatica de determinada atividade leva & memorizacdo de alguns conceitos matematicos que
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sem sombra de divida auxiliam e sdo de fato importantes na resolucéo de problemas, mas isso
deve ser consequéncia e ndo estratégia de ensino. Em se tratando da Matematica, deve-se ir
mais além. Mais do que valorizar a repeticdo como forma de fixacdo de conceitos, €
necessario criar mecanismos que levem os alunos a pensar, analisar possibilidades e
interpretar respostas e solucdes de problemas.

Nesse contexto, acredita-se que a Pesquisa Operacional, que se trata de uma ciéncia
aplicada, em que a Matematica é utilizada como ferramenta no processo de tomada de
decisdo, tem papel fundamental no processo educativo. Isto se da uma vez que ela fornece
uma abordagem cientifica muito atil na tomada de decisGes, podendo ser utilizada no
cotidiano e em diversas areas do conhecimento como, por exemplo, na Engenharia, na
Economia, nas Finangas, na Medicina e na Administracéo.

Além disso, a experiéncia de anos de trabalho em salas de aula do Ensino Médio vem
demonstrando que um dos grandes desafios encontrados no trabalho com contetdos
matematicos esta justamente na interpretacdo e modelagem de situacdes-problema
relacionadas ao cotidiano das pessoas que vivem em sociedade. A esse respeito, Trindade [25]

destaca que:

A Matematica, usualmente, é entendida como um corpo de conhecimentos,
mas pode ser também vista como uma atividade humana, como um dentre 0s
modos possiveis de gerar conhecimento. Acredito que mais do que aplicacdo
de férmulas ou procedimentos repetitivos, 0 que se exige do ser humano na
sua luta pela sobrevivéncia é que tenha capacidade de lidar com diferentes
problemas e representacdes, que possa argumentar sobre os procedimentos
utilizados bem como formular problemas e avaliar criticamente os resultados
obtidos. Numa perspectiva assim, tem-se um aprender Matematica fazendo
Matematica (...). (TRINDADE, [25])

Portanto se a funcdo maior da Matematica é justamente ajudar na compreensdo e
resolucéo de problemas praticos do dia a dia, ndo se justifica trabalhar esta ciéncia exata se ela
ndo faz sentido para aluno e nem mesmo o auxilia na melhoria da sua qualidade de vida.
Acredita-se que em se tratando do desafio de desenvolver nos alunos a habilidade para a
leitura, interpretacdo e andlise de problemas matematicos, 0 uso de topicos de Pesquisa
Operacional pode de fato contribuir, uma vez que a tarefa de modelar situacfes praticas é um
de seus maiores potenciais.

Neto [13] faz uma citacdo do PCN que destaca também o papel da Modelagem
Matematica na metodologia de ensino.
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A Modelagem Matemaética, percebida como estratégia de ensino, apresenta
fortes conexdes com a ideia de resolucdo de problemas apresentada
anteriormente. Ante uma situagdo-problema ligada ao “mundo real”, com
sua inerente complexidade, o aluno precisa mobilizar um leque variado de
competéncias: selecionar variaveis que serdo relevantes para 0 modelo a
construir; problematizar, ou seja, formular o problema tedrico na linguagem
do campo matematico envolvido; formular hipdteses explicativas do
fendmeno em causa; recorrer ao conhecimento matematico acumulado para a
resolucdo do problema formulado. (NETO, [13]).

E importante ressaltar que nesta proposta ou opcéo didatica o professor ocupa lugar de
destague. Ndo como o centro das atencbes ou detentor do conhecimento, mas como um
facilitador, um orientador do aluno em face de um problema a ser resolvido, ajudando-o a
reunir e organizar um conjunto de saberes matematicos para a formalizacdo e sistematizacdo
do conhecimento.

Se em linhas gerais, tudo o que ja foi mencionado anteriormente ainda ndo € o bastante
para convencer algum professor de que realmente h& vantagens em se trabalhar com a
Pesquisa Operacional no Ensino Médio, podem-se fornecer objetivos e justificativos ainda
mais especificos.

Ao se trabalhar com conteddo tais como equacdes de retas em geometria analitica,
inequacdes, matrizes, determinantes e sistemas de inequacdes lineares nessa fase da Educacéo
Bésica, os professores encontram sérias dificuldades em justificar o ensino desses conteudos.
Muitos deles, impacientes e descontentes com 0s questionamentos, que sempre surgem por
parte dos alunos, ou ainda por ndo terem respostas prontas e elaboradas, dizem apenas que tais
contetidos véo ser cobrados nos processos seletivos de vestibulares ou que serdo importantes
para o estudo de contetdos futuros na educacéao superior.

Sabe-se que j& se discute atualmente uma proposta de reformulacdo do curriculo
matematico, principalmente no sentido de enxuga-lo, ou seja, priorizar o ensino de contetdos
basicos na Educacdo Basica deixando para o nivel superior conteudos mais complexos e
especificos de algumas areas do conhecimento. Diante disso, talvez muitos professores
fossem questionar ou até mesmo criticar a ideia de inserir mais um topico de Matematica para
ser trabalhado no Ensino Médio. A ideia ndo é a de ampliar ainda mais a lista de habilidades
ou competéncias para a Matematica do Ensino Médio por meio da introducdo de novos
conteudos, mas explorar os ja existentes em culminancia com problemas de Programacéo
Linear. Pode-se ainda, na tentativa de tornar essa proposta de trabalho insignificante ou
descartavel, apelar para o fato de que o Quadro Curricular do Ensino Médio, sugerido por

diversos Sistemas de Ensino, contempla um namero bastante reduzido de horas/aula semanais
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de Matematica, algo que de fato dificulta a inclusdo de novos contetdos ou até mesmo o
aprofundamento daqueles ja existentes.

Na tentativa de auxiliar as escolas que acreditam na viabilidade da proposta e passam
por dificuldades parecidas com o que foi citado anteriormente, sugere-se que seja adotada
uma experiéncia que vem sendo implementada desde 2008 no Colégio Nossa Senhora das
Gragas — Instituto das Irmé&s Sacramentinas de Nossa Senhora. Esta escola da rede particular,
conveniada ao Sistema Positivo de Ensino, localizada na cidade de Patos de Minas, MG, que
atende cerca de 800 alunos, da Educacdo Infantil ao Ensino Médio, inconformada por nédo
conceder incentivos e ou por ndo estar valorizando de maneira significativa os esforgos de
alunos dedicados ao estudo constante, resolveu implantar em 2008, o GEA — Grupo de
Estudos Avancados. Este projeto que culminou com a reestruturacdo do Projeto Politico
Pedagogico e Pastoral da escola, acontece em horario extra turno envolvendo todas as areas
do conhecimento. Assim ndo ha prejuizos para o desenvolvimento das aulas curriculares e
ainda contribui para atender e valorizar de forma significativa os alunos que apresentam um
rendimento escolar acima da média e que querem algo mais em termos de conhecimento e
estudo além do que lhe é oferecido no dia a dia da sala de aula.

Sendo assim, diante do exposto e em resposta aos diversos questionamentos que
podem evidentemente surgir em relacdo a viabilidade ou ndo desta proposta de trabalho,
espera-se finalmente que fique claro que a mesma ndo contraria as tendéncias educacionais
atuais e nem mesmo visa sobrecarregar ainda mais o curriculo matematico da Educacéo
Basica com conteldos insignificantes. O que se propde é justamente dar sentido ao estudo de
alguns conteddos ja presentes nas Matrizes de Referéncias para o Ensino Médio e desenvolver
nos alunos a habilidade para lidar com situacfes-problema que estdo presentes em varias

situacOes do seu cotidiano.
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2 PESQUISA OPERACIONAL E MODELAGEM MATEMATICA

Pretende-se neste capitulo, apresentar nogfes bésicas e fundamentos historicos da
Pesquisa Operacional, sua relacdo com problemas de modelagem matematica, definir os
passos para a formulacdo de modelos de otimizacéo e, finalmente, expor alguns exemplos de

aplicacdo desses modelos na solucgéo de situacGes praticas.

2.1 ASPECTOS HISTORICOS DA PESQUISA OPERACIONAL

Desde os primordios da civilizacdo, 0 homem tenta de todas as formas aperfei¢oar o
processo de entendimento e compreensdo do mundo em que vive. Isso se deu diante da
necessidade de aprimorar as técnicas de producdo de alimentos e as formas de seguranca
contra diversos fatores de risco, e principalmente, para melhorar a sua capacidade de
observacao e descricdo de diversos fenbmenos naturais, sociais e econémicos.

Para mostrar a construcdo do conhecimento, com suas necessidades e dificuldades,
acredita-se que o estudo da Histéria da Matematica tem um papel importante na pratica
educativa, uma vez que permite integrar a Matematica a diversos campos do saber bem como
levar os alunos a compreender a origem do pensamento e sua evolucdo. D’ Ambrosio [12]
afirma que um dos maiores erros que se pratica em educagdo, em particular na Educacao
Matematica € a tentativa de desvincular essa ciéncia das demais atividades humanas.

Em relacdo a Programacdo Matematica, a histéria mostra que a busca pelo 6timo
encontra as suas raizes na Antiguidade. Euclides (século 11l a.C), por exemplo, no seu livro
I11, procurava encontrar a maior e a menor distancia de um ponto a uma circunferéncia, e no
livro IV descreveu uma forma de encontrar um paralelogramo de area maxima com um
perimetro conhecido. Além disso, outros problemas que s6 foram elucidados nos séculos
XVII e XVIII, como os que desenvolveram métodos de célculo para resolver problemas de
maximizar ou minimizar areas também foram propostos por ele desde tempos mais remotos.

Em Goldbarg et al. [8], verifica-se que o termo Pesquisa Operacional (PO) surgiu pela
primeira vez na Inglaterra, em 1934, para tratar os estudos da eficiéncia de técnicas de
operacdes advindas de experimentos com interceptacdo de radar. Mais tarde, com a influéncia
da Segunda Guerra Mundial, esse termo volta a ser usado para se referir a analise cientifica do

uso operacional de recursos militares de maneira sistematica. Nos Estados Unidos, por outro
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lado, a Pesquisa Operacional se disseminou para as universidades onde o treinamento
especifico na nova disciplina se iniciou.

Goldbarg et al. [8] compara a Pesquisa Operacioanal a uma ciéncia e tecnologia de
decisdo, em que o componente cientifico esta relacionado a ideias e processos que auxiliam na
articulacdo e na modelagem de problemas de decisdo. Acrescenta, ainda, que para o
desenvolvimento do componente cientifico, a Matematica possui um papel relevante, uma vez
que a busca de uma visdo bem estruturada da realidade, a observacéo de leis ou relacbes que
regem fendbmenos, processos ou sistemas fisicos, quimicos, biolégicos, econdmicos ou
sociais, sao fundamentalmente instrumentos da modelagem matemaética. Por outro lado, o
componente tecnoldgico esta relacionado a processos computacionais que por meio de
softwares e hardwares servem para coletar, organizar, analisar e comunicar dados.

Winston [27] também define PO como sendo uma abordagem cientifica para tomada
de decisdes, que busca a melhor forma de se construir e operar um sistema onde 0S recursos
geralmente sdo limitados para alocagdo. Neste caso, sistema significa organizacdo de
componentes interdependentes que trabalham em conjunto para cumprirem uma meta do
sistema.

Mais tarde, a Pesquisa Operacional recebe uma nova abordagem de planejamento via
Programacdo Linear que se consolidou com George Dantzig, em 1947, com o
desenvolvimento do Método Simplex, capaz de resolver qualquer problema de Programacéo
Linear. Dantzig desenvolveu esta técnica quando trabalhava na Brand Corporation no projeto
SCOOP (Cientifica Computai-o off Oprimem Programas) para a Forca Aérea Americana,
desenvolvendo técnicas de otimizacdo para problemas militares. O referido algoritmo Simplex
utiliza uma quantidade muito grande de calculos, no entanto, nos primeiros anos de uso, ele se
apoiou exclusivamente na resolugdo manual. Com o surgimento do computador, em 1951, a
Programacdo Linear encontrou seu aliado natural e foi se expandindo de uma maneira
extraordinaria. Desde entdo, a Pesquisa Operacional tem sido aplicada, por setores publicos e
privados, as mais diversas areas de producéo e logistica, incluindo industrias de alimentacéo,
automoveis, aviagdo, computadores, eletrénica, metaltrgica, mineracdo, telecomunicacdes,
entre outras; além de organizacgdes de servi¢o, como bancos, hospitais, bibliotecas, agéncias
de viagens e turismo, energia, etc.

Ap0s se ter uma ideia do processo evolutivo da Pesquisa Operacional e principalmente
das formas de utilizacdo dessa ciéncia na resolucdo de problemas, é importante destacar que
estes s6 poderdo ser resolvidos com a utilizacdo das ferramentas oferecidas pela PO ap6ds a

aplicacdo de uma série de etapas exigidas pelos métodos de resolucdo apropriadas para cada
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situacdo. Desse modo, serd feito nos topicos a seguir, uma descricdo detalhada de algumas
etapas de resolucdo de problemas de PO, que se inicia pela modelagem, que é sem duvida a

primeira e mais importante na arte de se resolver problemas.

2.2 O PROCESSO DE MODELAGEM

O mundo globalizado estd sofrendo uma extraordinaria mutacdo no sentido de
expandir a consciéncia critica das pessoas. Assim, instaurou-se na sociedade atual um
crescente debate na busca pelo aumento da produtividade e da qualidade de produtos e
servicos como forma de melhorar a qualidade de vida das pessoas. Desse modo, é
fundamental para qualquer gestor, dos mais variados campos da atividade humana, investir
em um instrumental cada vez mais sofisticado para 0 apoio na tomada de decisdo. Isso ira
proporcionar emprego eficiente para os fatores de produgdo, maiores retornos dos
investimentos realizados, satisfacdo das necessidades e expectativas das pessoas envolvidas
em um processo produtivo e aumento do bem-estar da sociedade. Diante de um conjunto tdo
grande de objetivos, saber definir, compreender e estruturar um problema é fundamental para
0 processo de modelagem.

De forma bastante geral, Goldbarg et al. [8] resume o processo de modelagem e de
construcdo de modelos na Otica operacional pelos passos sugeridos no fluxograma abaixo,

tracando 0s seus objetivos, as variaveis de decisdo e controle e os niveis de detalhes.

Figura 2.1 — Fluxograma — O processo de modelagem de um problema de PO

Definigio do Problema

v

Fomulagdo e Construgdo
do Modelo Inicial

! <>

Simulagdodo Modelo Validagdo do Modelo _E F Y

v

Reformulagio do Modelo

Aplicagdo do Modelo

Fonte: Pesquisa Operacional — Otimizacdo Combinatdria e Programagdo Linear — Goldbarg et al., [8], p.8
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Desse modo, o estudo de PO pode ser dividido em seis fases: definicdo do problema,
construcdo do modelo do sistema, calculo da solucéo através do modelo, teste do modelo e da
solugéo, estabelecimento de controles da solucéo e implantagdo e acompanhamento.

No processo de modelagem, o termo formulacédo é muito empregado para exprimir o
processo de construcdo de modelos de otimizacdo. Nesse sentido, formular consiste em
traduzir a realidade empirica para sentencas ldgicas e dados objetivos, permitindo, a partir dai,
0 estabelecimento de um modelo matematico do sistema. Deve-se ter claro ainda, que a
formulacdo de um problema envolve uma grande carga de conhecimentos cognitivos e o
sucesso do mesmo depende de sua correta traducdo. Além disso, a adequacdo do processo de
modelagem escapa de elementos puramente técnicos uma vez que também envolve a
capacidade criativa do elaborador do modelo.

Para modelar um problema em PO, Goldbarg et al. [8] menciona que é importante
definir as funcbes de desempenho, aqui denominadas de funcbes objetivo; os tipos de
variaveis a serem utilizadas; as restricdes do problema, tanto as quantitativas quanto as de
natureza logica e as hipdteses de representacéo e técnicas de solucdo (exatas, heuristicas’,
entre outras).

Para a construcdo desses modelos, Arenales et al. [2] citam Programacdo Linear
(Otimizagédo Linear), Programacao Linear Inteira (Otimizacdo Discreta), Programacdo N&o
Linear (Otimizacdo N&o Linear), Programacdo em Redes (Otimizacdo em Redes) e Teoria das
Filas.

Em se tratando do processo de traducdo de um modelo de otimizacao, é possivel que o
mesmo apresente erros e falhas de formulagdo e comunicacéo visto que as formulas, equagdes
e expressdes matematicas envolvidas na resolucdo do problema nédo aparecem prontas e
acabadas na natureza. Frequentemente, uma avaliagdo das conclusdes ou decisOes inferidas
mostra que elas ndo sdo adequadas e que a definicdo do problema e sua modelagem
matematica precisam de reviséo e, entdo, o ciclo se repete. Dai se justifica fazer uso constante
da intuicdo, experiéncia, criatividade, poder de sintese e do estudo de técnicas precisas e
capazes de permitir o estabelecimento do modelo de um problema. Convém destacar que na

fase de validacdo e sustentacdo do modelo, deve-se comparar 0 seu comportamento com a

1 . . A . .

Para Goldbarg et al. [8], heuristica trata-se de um métodos ou técnicas cientificas, ndo necessariamente exatas,
que admitem sacrificar o ideal de perfei¢do sugerido pela otimizagdo em troca de melhorar a eficiéncia de um
processo de busca de solucéo
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realidade, interpretar a sua solucdo e avaliar se 0 mesmo deve ser reformulado visando

aproximéa-lo ao maximo do comportamento do sistema real.

2.3 MODELANDO PROBLEMAS ATRAVES DE PROGRAMACAO LINEAR

Dentre os varios métodos e processos aperfeicoados com o objetivo de equacionar e
dar solucdo aos problemas de decisdo, a Programacdo Linear se apresenta como modelo
basico para o entendimento de varios outros problemas de Programacao Matematica.

De acordo com Goldbarg et al. [8], como qualquer modelo em geral, 0 modelo de
Programacdo Linear ndo se aplica a todos os casos e situagfes. A sua aplicacdo estad
condicionada pela verificacdo de algumas hipoteses e limitagdes.

A primeira delas € o que se define de proporcionalidade. Nos modelos de Programacéo
Linear os custos e quantidades de recursos consumidos na produgdo sdo proporcionais as
quantidades produzidas, isto é, em cada atividade, as quantidades de bens que entram e saem
sdo sempre proporcionais ao nivel da mesma. Assim, assume-se, por exemplo, que o lucro de
cada atividade € proporcional ao nivel de producdo x;, sendo o lucro unitario ¢; o coeficiente
de proporcionalidade.

Além da proporcionalidade deve ser sempre possivel, em problemas de Programacéo
Linear, desenvolver dada atividade em qualquer nivel ndo negativo. Isto é importante de ser
observado em um problema de PL, pois muitas vezes as variaveis que entram na formulacéo
do problema ndo podem assumir valores negativos, fazendo com que, em geral, a ndo
negatividade das varidveis seja considerada uma restricdo natural. Além disso, qualquer
proporcao de um dado recurso deve sempre poder ser utilizado. Note que a solucédo étima de
algum modelo de PL pode apresentar valores fracionarios para qualquer uma de suas
variaveis. Assim, por exemplo, se uma variavel representar o nimero de cadeiras a ser
produzida por uma empresa, ela poderia tomar um valor fracionario na solucdo 6tima, e 0
arredondamento desses valores para valores inteiros mais proximos pode levar a erros
bastante grosseiros, o que nao e desejavel.

Uma ultima caracteristica de problemas de Programacdo Linear, € que todas as
fungdes, seja a funcdo objetivo ou qualquer das restricdes, é a soma das contribuicGes
individuais das respectivas atividades, ou seja, todas as funcbes sdo lineares. A condicdo de
aditividade, existente em todos os modelos de PL, consiste em considerar as atividades do

modelo como entidades totalmente independentes, ndo permitindo que haja interdependéncia
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entre as mesmas. Diante do exposto, é de se imaginar que o lucro total de uma empresa sera
sempre igual & soma dos lucros obtidos em cada uma das atividades. No entanto, Puccini [18]
alerta para o fato de que isso nem sempre é verdade. Para explicar sugere o seguinte exemplo.
Considere uma empresa que deseja produzir dois produtos, bastante similares, manteiga e
margarina. Se tal empresa produzir apenas manteiga, o seu lucro serd c;x;, sendo ¢, o lucro
unitario da manteiga e x; 0 seu nivel de producdo. Se a mesma empresa produzir apenas
margarina, o seu lucro sera c,x,, sendo c, o0 lucro unitario da manteiga e x, 0 nivel de
producdo. Caso a empresa resolva produzir margarina e manteiga e colocar no mercado 0s
dois produtos, 0 modelo de PL garante que o lucro total serd igual a c¢;x; + c,x,. O que ndo
foi levado em conta é que os valores de c; e ¢, ndo deverdo ser iguais aos anteriores, pois €
possivel que o preco da margarina interfira no preco da manteiga, desde que tais produtos
sejam competitivos.

Embora a verificagdo destas hipéteses pareca reduzir consideravelmente o campo de
aplicacdo da Programacdo Linear, Goldbarg et al. [8], Arenales et al [2], Puccini [18], entre
outros, mostram exemplos de inUmeras situacGes reais que podem ser adequadamente
descritas por modelos lineares. Além disso, mesmo que tais situagcdes ndo sejam verificadas
aproximadamente, existem técnicas que permitem converter, com sucesso, essas situaces
noutras equivalentes e susceptiveis de tratamento linear.

Apbs verificadas todas as restricdes e limitagdes no que se refere ao processo
modelagem de problemas de Programacdo Linear, é importante destacar ainda, que em todos
esses problemas tem-se o interesse em determinar o valor de algumas variaveis, denominadas
variaveis de decisdo. Em relagdo as variaveis do problema, vale destacar que se elas
pertencerem ao conjunto dos numeros inteiros, tem-se uma subclasse da Programacéo Linear
chamada Programacéo Inteira (PI) ou Programacdo Linear Inteira (PLI). Ao contrério da PL
que se pode encontrar a solucdo Otima em um tempo razoavel, muitos problemas de
Programacdo Inteira sdo considerados mais dificeis por demandar maior tempo de solugéo. Se
as variaveis forem binarias, ou seja, assumirem somente os valores 0 (zero) ou 1, tem-se um
outro caso especial da PI. Por outro lado, quando somente algumas das variaveis séo inteiras e
outras continuas, tem-se a "Programacdo Inteira Mista" (PIM).

Outra exigéncia no processo de modelagem de problemas de PL é que ainda no
processo de formulagéo, deve-se distribuir de forma eficiente alguns recursos limitados para
otimizar resultados, em geral maximizar lucros ou minimizar custos. Em se tratando de PL,
esse objetivo é expresso através de uma funcgéo linear, denominada de funcé@o objetivo. Além

disso, € necessario também que se definam quais as atividades que consomem recursos e em
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que proporcdes 0s mesmos sdo consumidos. Essas informagdes sao apresentadas em forma de
equacOes e inequacgdes lineares, uma para cada recurso, que em conjunto forma o que se
denomina restricdes do modelo. Finalmente, o que se busca, num problema PL, € o valor
Otimo da funcdo objetivo, isto é, a maximizacao do lucro ou a minimizagdo dos custos. A essa
solucdo da-se o nome de solucdo 6tima. Assim, a Programacdo Linear se incube de achar a
solugdo 6tima de um problema, uma vez definida o modelo linear, ou seja, a fungéo objetivo e
as restricdes lineares.

Apds se ter clareza das caracteristicas, bem como das fases em que se divide o
processo de modelagem de um problema de PL, convém apresentar a forma que em geral
estes problemas aparecem modelados. Em Goldbarg et al. [8], um problema de Programagéo

Linear € apresentado como se segue:

Otimizar Z = Z}Llcj X;

Sujeito a:

n
Zaijxj = bi i = 1,2,3,...,p
j=1

n

Zaijxj =b i=p+1,p+2,..m
j=1

x20,j=123,..,q

Xj € R, j=q+1,q+ 2,..,n
onde

Z é a funcao objetivo;

x sdo as variaveis de decisao;

M ={1,2,3,...,m}, é o conjunto dos indices das restricdes do problema;
N = {1,2,3,...,n}, € o conjunto dos indices das varidveis;

A= {a i j} é a matriz de restricoes;

x = (x;),j € N é o vetor coluna den componentes;

¢ =(cj),j € N éovetorlinha den componentes;

b = (b;),i € M é o vetor coluna dem componentes.

O modelo apresentado anteriormente, denominado de forma mista, ndo é a unica

maneira de representar a matriz A. Utiliza-se ainda duas formas alternativas de formular um
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problema de PL, que é a forma candnica e a forma padréo. Desse modo, 0 modelo acima pode

assim ser apresentado:

Forma Canénica
Otimizar Z = cx
Sujeito a
Ax < bou (Ax = b),

x=0

Forma Padrao
Otimizar Z = cx
Sujeito a
Ax=b

x=>0,sendob >0

Vale ainda destacar nesse topico, que um problema de PL, pode sem perda de
generalidade ser reescrito em cada uma das formas apresentadas anteriormente, mas para isso,
devem ser seguidas algumas operacOes elementares. Estas consistem basicamente em realizar
mudancas no critério de otimizacao, isto &, transformacdo de problemas de maximizacdo em
minimizagdo e vice-versa; transformacdo de uma variavel livre (x; € R), em variavel nao-
negativa e, finalmente, transformacéao de desigualdades em igualdades e vice-versa.

Na mudanga do critério de otimizacdo, maximizar f(x) corresponde a minimizar
—f(x) do mesmo modo que minimizar f(x) corresponde a maximizar —f(x). Para a
transformacdo de uma variavel livre (x; € R), em variavel ndo negativa, é suficiente substitui-
la por duas variaveis auxiliares, ou seja, basta fazer x,, = y; —y,,comy; = 0ey, > 0.Jana
transformacédo de desigualdades em igualdades e vice-versa faz-se necessario introduzir uma
varidvel de folga x,,,; de tal modo que a restricdio x; + x, +x3 +--+ x, <b €
representada na forma x; + x, +x3 + -+ x, +x,41 = b € arestricdo x; + x, +x3 +
-+ x, = b érepresentada na forma x; + x, + x3 + -+ x, —x,41 = b, em que se tem
Xn+1 = 0.

Em geral, o que foi exposto anteriormente constitui as principais caracteristicas,

restricbes e hipoteses do processo de modelagem de problemas de PL. No proximo tdpico
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serdo apresentados e discutidos alguns problemas onde se espera demonstrar todas as fases da

modelagem.

2.4 PROBLEMAS INICIAIS

Para demonstrar o0 passo a passo da modelagem de problemas de Programacéo Linear,
far-se-a a apresentacdo de alguns exemplos praticos bem simples, que geralmente constitui a
base de qualquer proposta de trabalho relacionada a problemas de otimizacao.

O primeiro deles, denominado “ O Problema da Venda de Bolos”, por envolver
apenas duas varidveis serd resolvido graficamente e o segundo exemplo, também muito
comum nos trabalhos de Pesquisa Operacional, trata-se de um problema de misturas, que tera

sua solucdo encontrada por meio da aplicacdo do Método Simplex.

Exemplo 1 — O Problema da Venda de Bolos - Uma panificadora dispée de 90 kg de
farinha, 25kg de acucar e 20kg de manteiga, produzindo dois tipos de bolos A e B. Para a
producdo de uma dizia de bolos do tipo A sdo gastos 6kg de farinha, 1kg de acucar e 1kg de
manteiga e para a producdo de uma duzia de bolos do tipo B sdo gastos 3kg de farinha, 2kg de
acucar e 1kg de manteiga. Supondo que o lucro resultante da producdo de uma ddzia de bolos
do tipo A é de 20 reais e o lucro resultante da producdo de uma dazia do tipo B € de 30 reais,
quantas duzias de bolos do tipo A e do tipo B deve produzir a panificadora para maximizar

seu lucro?

O primeiro procedimento a ser adotado ¢ efetuar uma cuidadosa leitura do problema, a
fim de verificar os dados (informag6es) Uteis, as restri¢cdes, bem como o objetivo do problema
e aquilo que se deseja solucionar. Nesse caso, 0 que se deseja, é determinar a quantidade de
duzias de bolo de cada tipo (A e B) que a panificadora deve produzir para maximizar o seu
lucro. A tabela a seguir apresenta os dados do problema como meio de facilitar a

compreenséo das informacdes.

Tabela 2.1 — Discriminag¢ao das quantidades e custos dos ingredientes utilizados na fabricacdo dos bolos

Tipo Farinha (kg) Acucar (kg) Manteiga (kg) Lucro (R$)
A 6 1 1 20
B 3 2 1 30
Disponivel 90 25 20

Fonte: Elaborado pelo autor
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O primeiro passo para resolver o problema é identificar as variaveis. Desse modo,
considere que x; seja a quantidade de duzias do bolo do tipo A e x, a quantidade de ddzias
do bolo do tipo B. Definida as varidveis, um segundo passo é a identificacdo da funcéo
objetivo. Para isso é importante perceber que o objetivo do problema consiste em encontrar o
lucro méaximo obtido com a venda de bolos, que consequentemente, dependera da quantidade
de dizias de bolos do tipo A e B produzidas e vendidas. Assim, a funcdo objetivo

correspondente a este problema é dada por:

Max f(xq,x;) = z = 20x; + 30x,.

As restrices para esse problema, que precisam ser tratadas sob a linguagem
matematica, tem a ver com as quantidades de materiais, tais como farinha, agclcar e manteiga,
que a panificadora tem disponivel para a producdo dos tipos A e B de bolos. Assim, tais

restricdes sdo dadas pelas inequacdes correspondentes, conforme a seguir:

Farinha: 6x; + 3x, <90
Aclcar:  xq + 2x, < 25

Manteiga: xq + x, < 20.

E claro que nesse problema, x; >0 e x, >0, uma vez que as quantidades, em
quilos, de bolo do tipo A e do tipo B a serem produzidas devem ser ndo negativas.

Escrevendo o problema na forma candnica, obtém-se:

Max f(x1,x3) =z = 20x; + 30x;,
Sujeitoa  6x; + 3x, <90
X, + 2x, <25
x1+x, <20

x1206x220.

A resolugdo completa deste problema sera omitida nesta parte do trabalho por julgar
gue nesse momento, tem-se 0 interesse por apenas mostrar a sua modelagem do ponto de vista

da Programacao Linear. Isso reafirma a importancia deste método de resolucdo de problemas
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definidos por fungdes e restri¢des lineares. Assim, neste problema, a melhor solugdo é dada

por x; = 11,6 e x, = 6,67 que resulta em:

Z = 20x, + 30x, > z = 20(11,67) + 30(6,67) = 433,50.

Isso significa que a panificadora deve produzir e vender 11,67 duzias do bolo tipo A e
6,67 dlzias do bolo tipo B para maximizar o seu lucro, que nesse caso sera de R$433,50.

Note que neste exemplo, a solugdo 6tima é dada por numeros reais. Neste caso,
quando busca-se solugdes inteiras para um problema, existem métodos de resolucdo que
tratam especificamente de encontra-las, como o algoritmo Branch-and-Bound, que ndo sera
tratado neste trabalho. Demonstracdes mais rigorosas e exemplos mais complexos e
completos deste método podem ser encontrados em Goldbarg et al. [8] e Arenales et al. [2].
Como nédo se trata de apresentar o0 método Branch-and-Bound para a resolucéo do problema
da “Venda de Bolos”, podera ser feito um arredondamento na solu¢do do mesmo, embora iSSO
ndo seja a opcdo mais adequada, uma vez que pode levar a erros na interpretacdo da solugédo
do problema.

A fim de verificar outra situacdo de modelagem de problemas de PL, seréd apresentado
outro exemplo, que desta vez contempla um problema de mistura. Em geral, estes modelos
consistem na obtencédo ou fabricacdo de um produto, denominado de mistura, combinando-se
materiais disponiveis na natureza ou no mercado. A mistura é produzida a partir de
ingredientes que possuem 0s componentes desejados no novo produto. Na fabricacdo de um
tipo de racdo animal, por exemplo, os componentes (proteinas, vitaminas, calcio, etc.) devem
satisfazer determinadas especificagdes que neste caso sdo normas estabelecidas por pesquisas
em nutricdo animal. A composicao de cada ingrediente é conhecida, isto €, as proporc¢ées dos
componentes de cada ingrediente sdo dadas, como também o seu custo unitario. Deseja-se
determinar a quantidade de cada ingrediente que deve ser utilizado de modo a obter uma

mistura com a composic¢do especificada e com o menor custo possivel.

Exemplo 2 — O problema da Mistura de Racgdo - Suponha que uma agroindustria deve
produzir um tipo de racdo para determinado animal. Essa racdo é produzida pela mistura de
farinhas de trés ingredientes basicos: 0sso, soja e resto de peixe. Cada um desses trés
ingredientes contém diferentes quantidades de dois nutrientes necessarios a uma dieta
nutricional balanceada: proteina e calcio. O nutricionista especifica as necessidades minimas

desses nutrientes em 1kg de racdo. Cada ingrediente é adquirido no mercado com certo custo
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unitério ($/kg). Os dados do problema séo apresentados na Tabela 2.5.2, com destaque para a

ultima coluna que apresenta a quantidade minima exigida de cada nutriente na rag&o.

Tabela 2.2 — Distribuicdo dos percentuais de nutrientes contidos em ingredientes utilizados na fabricacéo de
racdo e custo destes ingredientes)

Nutrientes Osso Soja Peixe Racao
Proteina 0,2 0,5 0,4 0,3
Calcio 0,6 0,4 0,4 0,5
Custos ($/kg) 0,56 0,81 0,46

Fonte: Pesquisa Operacional, Arenales et al. [2]

Inicialmente, deve-se constituir 0 modelo de Programacdo Matematica referente ao
problema que corresponde, basicamente, na definicdo das varidveis de decisdo. Nesse
exemplo em particular deve-se determinar em que quantidades os ingredientes devem ser
misturados de modo a produzir uma racdo que satisfaca as restricdes nutricionais com custo
minimo. Assim, defina-se a variavel de decisdo x;, j = {osso,soja,peixe}como a
quantidade, em quilogramas, do ingrediente j que deve ser utilizado em uma unidade (1 kg)

da racdo. Com isso, o custo de 1 kg da mistura sera dado por:
f(xosso:xsoja ’ xpeixe) = 0'56xosso + 0'81xsoja + 0r46xpeixe-
Evidentemente, nos programas lineares as variaveis de decisdo deverdo estar sujeitas a
algumas limitagBes. Neste exemplo, tais varidveis, conforme ja foi observado acima, devem
satisfazer as restricdes nutricionais exigidas para o produto. Dessa forma, as restricGes de
composicao séo dadas por:
e Restricdo associada ao percentual minimo de proteina na mistura:
Oﬁzxosso + O'SXsoja + OA'Xpeixe = 0,3
e Restricdo associada ao percentual minimo de célcio na mistura:

O;6xosso + 0;4'xsoja + 0;4'xpeixe = 0;5

Observe que nas restricdes de composicdo sdo usadas algumas desigualdades ao invés

de igualdades. Isso se justifica, pois sdo exigidos apenas percentuais minimos dos
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componentes na mistura. Além disso, cabe destacar que a soma dos ingredientes resulta em
uma unidade da mistura e que estes podem ser utilizados ou néo.

Entao:

Xosso T Xsoja T Xpeixe = 1

Xosso = O' xsoja =0e xpeixe = 0.
O modelo matemético completo resulta em:

Min f(Xoss0r Xsojar Xpeixe) = 0,56Xoss0 + 0,81%s0jq + 0,46Xpeixe
Sujeito a
0,2x0550 + 0,5X50jq + 0,4Xpeixe = 0,3
0,6x0550 + 0,4%X50jq + 0,4Xpeixe = 0,5
Xosso T Xsoja T Xpeixe = 1

Xosso =0, xsoja =0e xpeixe = 0.

O modelo anterior ainda poderia, sem perda de generalidade, ser reescrito na forma

padréo como segue:

Min f(Xoss0r Xsojar Xpeixe) = 0,56X 550 + 0,81%50jq + 0,46Xpeixe
Sujeito a
0,2x4550 + 0,5X50jq + 0,4Xpeixe — %1 = 0,3
0,6x0550 + 0,4%X50jq + 0,4Xpeixe — X2 = 0,5
Xosso T Xsoja T Xpeixe T X1+ Xz =1

Xosso = 0, Xspja = 0, Xpeixe = 0,%1 = 0,x, = 0.

Observe que foram introduzidas duas variaveis de folga x; e x, como forma de
substituir as desigualdades resultantes das restricdes em igualdades.

Mais uma vez a resolucdo completa sera omitida como aconteceu no problema da
“Venda de Bolos”. Maiores detalhes da resolu¢do, em que se utiliza o Método Simplex, serdo
apresentadas também no préximo capitulo e com mais rigor em Arenales et al. [2], onde

encontra-se uma versao do problema. Desse modo, ao resolvé-lo, Arenales et al. destaca que a
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*

melhor solugdo para esse problema pode ser dada por x5s50 = 0,5, X5/ = 0 € Xpeixe = 0,5.

Isso significa que a racdo deve ser constituida de 50% de farinha de osso e de 50% de restos

de peixe.
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3 CONCEITOS E METODOS DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE
PROGRAMACAO LINEAR

Este capitulo é baseado em Arenales et al. [2] e Goldbarg et al. [8], e tem como maior
objetivo apresentar métodos interativos para problemas de Programacdo Linear como
Resolucao Gréafica (Geométrica) e o Método Simplex.

Para isso, far-se-4 uso de conceitos, definicGes e propriedades com o intuito de dar
maior clareza aos enunciados e etapas de aplicacdo destes métodos na resolucdo dos

problemas apresentados no capitulo anterior.

3.1 RESOLUCOES GRAFICAS DE PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR

Para Neto [13], a regido factivel de um Problema de Programacao Linear € o conjunto
de todos os pontos que satisfaz todas as restricbes. Cada restricdo do tipo a;x; + byx, =
c; define uma reta no plano xy. Cada restricdo da forma a,x; + by,x, = ¢, OU  a,x; +
b,x, < c, define um semi-plano que inclui a reta da fronteira a,x; + byx, = c,. Assim, a
regido factivel é sempre uma intersecdo de um namero finito de retas e semi-planos para este
caso.

Para um problema de maximizacdo, a solucdo 6tima de um Problema de Programacéo
Linear € um ponto na regido factivel que faz com que a funcdo objetivo tenha o maior valor.
Da mesma forma, para um problema de minimizacdo, uma solucdo 6tima é um ponto na
regido factivel que apresenta o menor valor na funcéo objetivo considerando a regiao factivel.

Uma regido factivel é dita limitada se puder ser englobada por um circulo, e é dito
ilimitada, caso contrario. Se a regido factivel é vazia, o Problema de Programacéo Linear ndo
possui solugdo. Os pontos de fronteira de uma regido factivel que séo as interse¢des de dois
segmentos de retas de fronteira sdo chamados de pontos extremos.

Considere o teorema a seguir:

Teorema 1 — Se a regido factivel de um problema de Programacdo Linear € ndo vazia e
limitada, entdo a funcdo objetivo atinge tanto um valor méximo quanto um valor minimo e
estes ocorrem em pontos extremos da regido factivel. Se a regido factivel € ilimitada, entdo a
funcdo objetivo pode ou ndo atingir valores maximos ou minimos, contudo, se atingir um

maximo ou minimo, este ocorrerd em pontos extremos.
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Um problema de Programacdo Linear com duas varidveis pode ser resolvido
geometricamente. Esse método, de acordo com Boldrini e outros [9], é conhecido como
Método Geomeétrico de Resolugdo em Programacao Linear.

Para melhor ilustrar as figuras que explicitam o passo a passo da resolucdo grafica do
“Problema da Venda de Bolos”, sera utilizado o Geogebra, um software matematico livre
desenvolvido por Markus Hohenwarter, da Universidade Austriaca de Salzburg em 2001 que
possui ferramentas de geometria dindmica para construcdo de pontos, retas, segmentos e
seccdes conicas.

A utilizacdo deste software neste trabalho e também no ensino da resolugdo de
problemas de Programacdo Linear se justifica por acreditar-se que a tecnologia oferece
ferramentas que auxiliam na visualizacdo de procedimentos, conceitos e propriedades
matematicos antes explorados apenas sob o ponto de vista das operacbes algébricas. Para
Vieira [26], um software educacional ndo possui apenas o papel de facilitador do processo de
aprendizagem, mas seu objetivo maior estd em ajudar a desenvolver habilidades e construir
processos de conceituacdo para que o individuo possa participar da sociedade do
conhecimento. Além disso, Magina [11] afirma também que a tecnologia e 0 computador,
quando utilizados de maneira adequada, € um instrumento que contribui na construcdo de um
cenario, criando para o aluno uma ponte entre 0s conceitos matematicos e o mundo real. Para
maiores detalhes sobre a constucdo de retas, poligonos e demais aplicagdes do software
geogebra em constru¢@es matematicas veja PEREIRA [14].

Retomando ao Exemplo 2.5.1, “O problema da Venda de Bolos”, tem-se as seguintes
condigdes:

Max f(x1,x3) =z = 20x; + 30x;,
Sujeito a
6x; + 3x, <90
X, + 2x, < 25
x1+2x, <20

x1=0ex, =0.

A seguir serd dado o passo a passo da sua resolugdo através do meétodo geométrico:
1° passo: Identificar o conjunto dos pontos que satisfazem as restricbes do problema
determinando a intersecéo das regides definidas por cada uma das inequacdes.

Para determinar a regido do plano xy que satisfaz a restricdo 6x; + 3x, < 90, traca-

se a reta 6x; + 3x, = 90 identificando quais dos semi-planos determinados por ela
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compreende o conjunto dos pontos (x,y) que satisfaz a inequacgdo. Para identificar esse semi-
plano, escolhe-se um ponto qualquer P e verifica-se se ele satisfaz a desigualdade. Se o ponto
tomado satisfizer, significa que todos os pontos desse semi-plano satisfaz a inequacdo. Caso
contrario, o outro semi-plano, que ndo contém P, satisfaz tal inequacdo. A Figura 3.1, abaixo,

apresenta a reta 6x; + 3x, = 90.

Figura 3.1 — Reta 6x; + 3x, = 90

$y=X2

Bx1+ 3x2=090

Fonte: Elaborado pelo autor

Tomando o ponto P(0,0) verifica-se que ele satisfaz a inequacdo 6x; + 3x, < 90, ou
seja, 0 semi-plano apresentado na Figura 3.2 contém os pontos que satisfazem essa inequacéo.

Vé-se que a regido abaixo da reta 6x; + 3x, = 90 satisfaz a desigualdade.
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Figura 3.2 — Semi-plano que satisfaz a inequacéo 6x; + 3x, < 90

\ Y =Xz

kil

o8 4

m..

15+

104

6x1 +3x2< 90
=
a X = X1
0 s 10 1\

Fonte: Elaborado pelo autor

Tracando em seguida a reta x; + 2x, = 25 e executando o mesmo procedimento
para determinar o semi-plano que compreende 0s pontos que satisfazem a segunda restricao
que € dada por x; + 2x, < 25, verifica-se que ponto P(0,0) também satisfaz a inequacéo e,

portanto, o semi-plano desejado é dado pela Figura 3.3.

Figura 3.3 — Semi-plano que satisfaz a inequacdo x; + 2x, < 25

y =Xz
\-
10 4
54 a
X1+ 2X2< 25
o X = X1
5 0 5 10 15 20 25\

Fonte: Elaborado pelo autor
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Dando sequéncia a este tipo de resolucgdo, far-se-4 0 mesmo para a terceira restricao
dada por x; + x, < 20, tragando a reta x; + x, = 20 e em seguida determina-se 0 semi-
plano correspondente a restricdo como foi feito para as duas primeiras restri¢des. Dai obtém-

se a Figura 3.4 abaixo.

Figura 3.4 — Semi-plano que satisfaz a inequacéo x; + x, < 20

y = X2
20
N+y=20
x4y << 20 104
o X =X1
-20 -10 i 10 23\
-0 4

Fonte: Elaborado pelo autor

Finalmente, considerando também que neste caso, x = x; = 0e y = x, = 0 obtém-se
a Figura 3.5, que mostra a intersecdo de todos os semi-planos dados pelas restricdes do
problema da “Venda de Bolos”. Esta regido consiste de pontos que satisfazem

simultaneamente todas as restri¢cbes do problema, por isso, € chamada de regido factivel.
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.Figura 3.5 — Regido factivel do problema “Venda de Bolos

SD\_V=X2

X1 +x2=20

254

20

X1 +2%2=25

Fonte: Elaborado pelo autor

2° passo: Determinar o ponto da regido factivel que da como resultado maior lucro.

Pode-se atribuir valores a funcdo objetivo z = 20x; + 30x,, por exemplo, z =2, e
verificar se a reta, chamada de curva de nivel?, intercepta a regido factivel.

Veja que, se z, =0 e 2z, €R, qualquer ponto da reta 20x; + 30x, =z, que
intercepta a regido factivel, satisfaz as restricbes e tem lucro z = z,. Sendo assim, como
procura-se a maximizacao do lucro, basta encontrar a curva de nivel com o maior valor z, de
que esteja na regido factivel.

Considerando que Lucro = z = z, = 20x; + 30x,, e fazendo z, respectivamente,
igual a 100; 200; 350; 400; 450 e 600, obtém-se a Figura 3.6, que apresenta algumas curvas

de nivel (retas tracejadas) para a funcdo objetivo.

2 para maiores detalhes no que se refere ao conceito de curvas de niveis ver ANTON [1].
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Figura 3.6 — Curvas de nivel da fungao objetivo
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Fonte: Elaborado pelo autor

Esse conjunto de retas paralelas, que se obteve ao substituir z, por valores na funcéo
objetivo, indica, intuitivamente, que 0 maximo ocorre em um ponto extremo ou em um
segmento de reta da regido factivel. Para maiores detalhes da demonstragdo ver Pereira [15].
Vale a pena ressaltar que é possivel realizar algumas interacdes, por meio do software
Geogebra, deslizando a reta sobre a regido factivel e assim visualizar o valor da funcédo
objetivo de acordo com a posi¢do ocupada por ela em cada instante.

Veja ainda, Figura 3.7, que a reta 20x; + 30x, = 433,50 intercepta o ponto
C(11,67; 6,67) daregido factivel.
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Figura 3.7 — Curva de nivel da solugdo 6tima)

y =Xz

Fonte: Elaborado pelo autor

E importante observar que se o valor do lucro z, for aumentado para valores maiores
que 433,5 a curva de nivel 20x; + 30x, = z, ndo interceptard a regido factivel, conforme
pode ser visto na Figura 3.5 com z, = 450 e z, = 600.

Analisando todas as possibilidades, dadas na Figura 3.6 e posteriormente na Figura
3.7, percebe-se que o lucro maximo ocorre no ponto C(11,67; 6,67), que € chamado de
solucdo 6tima. Observe ainda que esse ponto € um dos vértices da regido factivel.

Assim, no problema da “Venda de Bolos”, conclui-se que para que o lucro obtido pela
panificadora com a venda de bolos seja maximo, serd necessario que sejam produzidos e
vendidos 11,67 dazias do bolo tipo A e 6,67 dizias do bolo tipo B.

Note ainda nesse problema, que como a regido factivel € formada por infinitos pontos,
torna-se inviavel resolver tal problema testando todos os pontos dessa regido. Assim, é
interessante aplicar o Teorema 1, calculando o valor da funcdo objetivo apenas nos pontos
extremos da regido factivel. Conclui-se, a partir disso, que o0 ponto que apresentar o maior
valor para a funcdo objetivo é a solugdo do problema. Nesse caso, se 0 problema tiver
solucéo, ela deve ocorrer em um ponto extremo da regido factivel.

Para mostrar que de fato os pontos extemos (Figura 3.8), fornecem alguns valores para
a funcdo objetivo, e neste caso, um deles possivelmente representa a solu¢do 6tima para o

problema, construiu-se a Tabela 3.1.
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Figura 3.8: Pontos extremos da regido factivel do problema “Venda de Bolos”

204

104

Fonte: Elaborado pelo autor

Tabela 3.1 — Busca da solugdo 6tima do problema “Venda de Bolos” pela verificagdo de pontos
extremos da regido factivel

Par ordenado d%;izzté%agjlgi d%lzjiaazté%ag;g ?3 Lucro Maximo
(%15 x3) Xq X3 z = 20x; + 30x;,
A(0; 0) 0 0

B(0; 12,5) 12,5 375,00

C(11,67;6,67 ) 11,67 6,67 433,50

D(15; 0) 15 0 300

Fonte: Elaborado pelo autor

Nesta Tabela, verifica-se os valores assumidos pela funcdo z = 20x; + 30x, nos
pontos extremos (A, B, C e D), e ainda que, dentre eles, o ponto € = (11,67; 6,67), fornece
o melhor valor para a funcéo objetivo, neste caso 433,50.

E possivel mostrar que a curva de nivel da funcio objetivo intersecta a regido factivel,
se esta for limitada, em seu maior valor ou num ponto extremo (solugdo 6tima Unica) ou numa
reta fronteira (solugdes infinitas). Se a regido factivel for ilimitada pode-se ter uma solucéo
ilimitada, se a funcdo objetivo crescer na direcdo da regido ilimitada num problema de
maximizacao ou se a funcdo objetivo decrescer na dire¢do da regido ilimitada.

Nos problemas de maximizacdo e quando a funcdo objetivo crescer na direcdo
contraria ao lado da regido que é ilimitado tem-se pelo menos uma solugdo 6tima. Da mesma
forma, nos problemas de minimizacdo e quando a funcdo objetivo decrescer na direcéo

contréria ao lado em que a regido € ilimitada tem-se pelo menos uma solucéo 6tima.
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Diante disso, pode-se concluir que em um Problema de Programacdo Linear (PPL),
acontece sempre que, o PPL tem uma Unica solugdo 6tima ou tem multiplas solugdes 6timas
ou € inviavel, neste caso a regido viavel é vazia e nao existe solucdo ou ainda que o PPL ¢
ilimitado, isto &, existem pontos na regido viavel cujo valor da funcdo objetivo é
arbitrariamente alto no caso de problema de maximizacdo e arbitrariamente pequeno no
problema de minimizagdo. Para maiores detalhes da demonstragdo do Teorema 1 e da
exemplificacdo dos 4 casos descritos anteriormente, veja Goldbarg et al. [8] e para melhor

visualizacdo dos casos mencionados acima veja as figuras a seguir.

Figura 3.9 — Regido de factibilidade ilimitada e solugdo 6tima Unica (minimizacéo)

Fonte: Arenales et al. [2], p. 63.

Figura 3.10 — Regido factivel limitada e infinitas solucfes 6timas, conjunto limitado de solugGes 6timas
(minimizacg&o)

X,

Z

A

Fonte: Arenales et al., [2] p. 63.



Figura 3.11 —Mudiltiplas solugdes 6timas (maximizacéo)

multiplas
solugdes
otimas

Fonte: Arenales et al. [2], p. 64.

Figura 3.12 — Regido factivel ilimitada e infinitas solugGes 6timas, conjunto ilimitado de solugdes 6timas

(minimizacg&o)

C

Fonte: Arenales et al. [2], p. 64.
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Figura 3.13 — Regido factivel ilimitada e ndo existe solugdo 6tima, (solu¢do 6tima ilimitada) ( minimizagéo)

X

A

nao existe
solugdo Otima

Fonte: Arenales et al. [2], p. 65.
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Figura 3.14 — N&o existe solucdo 6tima

X,

A

ndo existe solugdo

Fonte: Arenales et al. [2], p. 65.

Tudo o que foi exposto anteriormente, serviu apenas para ilustrar o passo a passo da
resolucdo de um problema de PL mediante a utilizacdo do método da Resolucdo Gréfica, que
com certeza € um dos mais simples métodos de resolucdo. No entanto, devido as suas
limitacBes, principalmente no que se refere ao numero de variaveis de um problema,
acreditou-se que seria conveniente que outros métodos de resolugdo de problemas de PL
fossem demonstrados neste trabalho. Neste caso, dentre todos os métodos, escolheu-se o

Algoritmo Simplex, o qual sera apresentado com maiores detalhes na proxima secéo.

3.2 0 METODO SIMPLEX

Criado por George Dantzig, o Metodo Simplex é um algoritmo que se utiliza de
ferramentas disponiveis pela Algebra Linear para se determinar, por método iterativo, a
solucdo 6tima de um problema de Programacdo Linear. De modo geral, pode-se dizer que
esse metodo é formado por um grupo de critérios que servem para a escolha de solucGes
béasicas que melhorem o desempenho de um modelo, e também de um teste de otimalidade, ou
seja, diante de um problema de PL, sdo estabelecidas inequagdes que representam restri¢coes
para as varidveis e, a partir dai, testam-se possibilidades para otimizar o resultado da forma
mais rapida possivel.

E importante ressaltar que para entender perfeitamente o funcionamento do algoritmo
Simplex na busca da solucdo 6tima para um problema de PL, é necessario observar algumas

definigdes e enunciar alguns teoremas fundamentais que constituem a base desse método.
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Definicédo 1 - Define-se como base de uma matriz 4,, uma submatriz quadrada de m vetores
linearmente independentes em R™. As variaveis associadas a essas colunas sdo chamadas de

variaveis basicas.

Assim, fazendo uma reorganizacao nas colunas da matriz A da forma A = [B N] em

que:

Bxm representa a matriz basica formada por m colunas da matriz A e é invertivel, uma vez
que as colunas dessa matriz sdo linearmente independentes * (LI). Dessa forma, a matriz B
sera tal que B = [ag, ap, -~ @B, isto é, By, B, ..., B; sdo os indices das colunas da

matriz A que pertencem a B, chamados indices basicos;

® Npx(n-m) representa a matriz ndo-basica formada pelas n — m colunas restantes da matriz
A dadapor N =[ay, ay, = 9Nj],istoé, Ny, Ny, ..., N; séo os indices da das colunas da

matriz A que pertencem a N, chamados indices ndo-bésicos;

e i é 0 conjunto dos indices correspondentes das varidveis basicas €;

e j éoindice das varidveis ndo bésicas.

Definigdo 2 - Seja uma particdo basica B uma matriz associada a matriz A. O vetor composto
de x5 = B~1bh e xy = 0 é chamado de solucéo basica, a qual passa a ser chamada de solugéo

béasica factivel se todas as variaveis basicas sdo ndo negativas.

Com o intuito de fixar as defini¢bes apresentadas, serd retomado o problema da
mistura enunciado no capitulo anterior. Naquele problema, pretendia-se determinar o
percentual minimo de ingredientes (farinha de 0sso, soja e peixe) que deveria compor 1 kg de
racdo de modo que a mistura atendesse aos padrdes estabelecidos pelas normas da nutri¢éo

animal.

¥ para maiores informagdes acerca do conceito e propriedades sobre vetores linearmente independentes, ver
Boldrini [3].
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De acordo com o enunciado do problema e sendo x;, x, e x5, variaveis basicas
respectivamente, os percentuais de farinha de 0sso, soja e peixe que devem compor a mistura,

tem-se, como ja mostrado anteriormente, a seguinte funcdo objetivo na forma padréo:

Min f(xq,x5,x3) = 0,56x; + 0,81x, + 0,46x, + 0x, + Oxs
Sujeito a
0,2x; + 0,5x, + 0,4x; —x, = 0,3
0,6x; +0,4x, + 0,4x3 — x5 = 0,5
X1 t+x,+x3+x4,+x5=1

=20, x20,x3 =20, x, =20, x5 =0.

Neste exemplo, pode-se realizar a seguinte particdo da matriz de restricoes:

Azx3 = [B3x3|N3x2], em que,

02 05 04
B=1[4%, 4, ap|=[a; a az]= (06 04 0,4,
1 1 1

-1 0
N =[A, an,]=[as as]= [ 0 —1].
1 1

. XL . . _ [ o - o
Considerando uma solucdo basica factivel x = L?B] emque X =B 'h>0e Xy =
N

0, uma solucdo geral, usando a mesma parti¢éo basica é
X = [))EB] tal que x; = B~'b — B~ 1Nxy
N
A funcdo objetivo f(x) pode ser expressa considerando a particdo bésica:
f(x)=cTx =[ck chlx=clxg+ chxy, com

cXL: coeficientes das varidveis basicas na fungdo objetivo;

cX: coeficientes das varidveis ndo-basicas na funcéo objetivo.
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Restringindo x ao sistema Ax = b tem-se:
f(x) =cE(B™*b — B Nxy) + chxy = c5B™*b — cEB™*Nxy + chxy.
Na expressdo acima, o primeiro termo corresponde ao valor da funcéo objetivo em X:
f(R) =ckxg + iy = cE(B71b) + cL(0) = cEB~1b.
No problema da mistura apresentado tem-se:
ch=[c1 ¢ ¢3]=[056 0,81 046] e ch=[ca ¢s]=[0 O]

Para melhorar a representacao da fungéo objetivo como funcgdo das varidveis basicas e
ndo basicas e facilitar a compreenso, o termo cfB~1, serd nomeado de vetor multiplicador
simplex e identifica-lo como o vetor f3,,.4, isto é, BT = ctB~1.

Utilizando o vetor multiplicador simplex e f(x) na expresséo,
f(x) =cEB™*b — cEBNxy + chxy,
segue-se que:
f(x) = f(®) = B"Nxy + cyxy = f(&) + (cy—B"N)xy,
ou, ainda, considerando que:
T _pTN = (Cn,,C . ,C — RT(ay,,a . ,a =
cy — BN = (Cnys Cnyo 1 CNp—m) — B (ANy» ANy 1 ANy ) =
(CN1 - ﬁTaNl, CNZ — ,BTCLNZ, ey CNn—m — ﬁTaNn_m) e Xy = (lef xNzy ’an—m)

obtém-se:

f) =f(&) + (cn, _ﬁTaNl)le + (cw, —ﬁTaNZ)XN2 + -+ (e, — ﬁTaNn_m)an_m
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Definicdo 3 — Os coeficientes ¢y; = (ch —ﬁTaNj) das variaveis ndo béasicas na funcédo

objetivo descrita acima s&o chamados custos relativos ou custos reduzidos.

A partir desta definicéo, a expressao
f) = f@&) + (cy,—Ban)xn, + (cn,—Bay,)xy, + -+ (CNn_m - ﬁTaNn_m)xn—m-
pode ser reescrita por:
f(x) = f(X) +Eyxn, +Cnyxy, +-+Cn, XN,

Utilizando novamente o problema da mistura para ilustrar o célculo do vetor

multiplicador simplex e os custos relativos tém-se o sistema BT 8 = cy que é equivalente a:

0,281 + 0,682 + 83 = 0,56
0,58, + 0,48, + B = 0,81.
0,481 + 0,482 + 83 = 0,46

Resolvendo-se este sistema obtém-se:

3,5
Bl = 3,5, BZ =4 (5] B3 = _2,54‘ com B = \ 4 ]
—2,54

Com o vetor multiplicador simplex calculado, podem-se determinar facilmente os
custos relativos para todas as varaveis ndo basicas.

Assim tem-se que:
-1
j=1: ey, =¢ =c,—BTa,=0-(3,5 4 —254). 0 | =35+0+2,54=6,04,
1
0
j=21éy,=C=cs—PBTas=0—-35 4 —254).[—-1]|=0+4+254=6,54
1
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Propriedade 1 — Dada uma particdo basica A = [B N] em que a solucdo basica associada
X =B7'b =0 esendo BT = cgB~" o vetor multiplicador simplex, se (cy; —BTay;) = 0,
j=1,2,..,n—m,isto &, todos os custos relativos sdo ndo-negativos, entdo a solucdo basica

é Otima.

No problema da mistura, apresentado como exemplo no capitulo anterior, percebe-se

que os custos relativos, ¢y, = ¢4 = 6,04 e ¢y, = €5 = 6,54 sdo positivos.
Assim sendo, a solucdo bésica do sistema:

0,2x1 + 0,5x2 + O,4X3 = 0,3
0,6x1 + O,4‘X2 + O,4‘X3 = 0,5
X1 + Xy + X3 = 1

dada por x; =0,5; x, =0 e x3 = 0,5 é 6tima. Portanto, como apresentado no capitulo
anterior, a racdo deve ser constituida de 50% de farinha de osso, de 50% de restos de peixe e
por zero percentual de soja, uma vez que 0s nutrientes contidos neste ingrediente serdo
encontrados em niveis suficientes nos demais e pelos resultados apresentados nessa secéo,
essa composicao da racdo é a que tem o0 menor custo de producao.

E importante ressaltar que a propriedade anterior fornece uma maneira simples de
verificar a otimalidade de uma solucdo béasica factivel. Entretanto, pode-se ter uma solugédo
6tima sem que a condicdo de otimalidade seja verificada. Neste caso, é sempre possivel
identificar outra particdo basica para a mesma solucdo que satisfaca a condicdo de
otimalidade.

Para os casos em gue a condicao de otimalidade é violada, isto €, quando existe um k
tal que, éy = cyx — BTay, <0 para algum j = k,o fundamento de Método Simplex
fornece uma estratégia para perturbar a solucdo basica factivel de modo a diminuir o valor da

funcdo objetivo. Tal estratégia consiste em alterar uma variavel ndo basica por:

Xy, = €20, variavel com custo negativo
Xy, = 0,j=1,2,345 ...n—m,i#k

Assim, a funcéo objetivo dada por:
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f(x) = f(J’C\) + éleNl + éNszz + .-+ éNn—men—m '
sera equivalente a:

fG)=fE) +én,. 0 ++cey. 0 ++8y, . 0 = f(X)+ceye<fQR)

le xNk an_m

Na expressdao acima, tem-se que se cy, < 0. Entdo na medida em que € — oo,

f(x) - —oo. Esta é a justificativa para a escolha da variavel ndo bésica a ser perturbada como
aquela que apresenta 0 menor custo relativo mais negativo. Assim sendo, deve-se tomar e
como o maior valor possivel de modo que a solucdo perturbada se mantenha factivel.

Dessa forma, como as variaveis ndo basicas sdo alteradas pela estratégia simplex, as
varidveis basicas xz também sofrem alteracdes de modo que o sistema Ax = b seja satisfeito.

Tal alteracéo das varidveis basicas é dada por:
xg = B™'b — B™'Nxy = X3 — B~ 'ay, ¢ e fazendo B~'ay, = y entdo:
— B—lb _
Xgp = YE.

Definicdo 4 - O vetor y = B‘la,\,k ¢ denominado de direcdo simplex, o qual fornece os

coeficientes de como as variaveis basicas sdo alteradas pela estratégia simplex.

Como y = B~'ay,, a multiplicacdo de ambos os termos da igualdade por B resulta no

sitema By = ay,, cuja solugdo fornece a dire¢do simplex.

Considerando-se a ndo negatividade das variaveis basicas tem-se de modo geral que:

Xp, = X, —Y;-€ =0, i=12,..,m

Assim,

e sey; <0, entdo xg, = 0, paratodo ¢ = 0

- . 25,
e sey; >0, comoxp =Xz, —y;.€ =0, entdo e < —.

Yi
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. . . *B .. F3:3
Logo o maior valorde e €, & = y—’ = minimo {y—l tal que y; > 0}.
l i

. ~ . xBl ;s . Q?Bi
Se y; <0 partodo i =1,2,..,m, entdo: € = > = minimo {y— tal que y; > O}
l i

ndo se aplica, isto & ndo ha limitante superior para & 0 que siginifica que a solucdo
perturbada pela estratégia simplex sera sempre factivel para todo valor de € > 0. Como a
funcdo objetivo decresce com o crescimento de ¢, entdo f(x) — oo, com € — oo, conforme ja

foi destacado anteriormente. Dai conclui-se que o problema ndo tera solugdo 6tima.
~ A fBl s . fBi
Retomando a expressdo & = S, = minimo {y— tal que y; > 0}, com o valor de
l i

Py x\ -7z z = =7 ~ Ve - -, =
&= % a variavel basica xp, se anula e a variavel ndo-basica xy, torna-se positiva.
l

De fato, da expressao,

xB = B_lb - B_IN.XN = 23 - B_laNkS
tem-se:

’ . -7 7 - 2 fal 9 xAB
e [ —ésima variavel basica: x5, = £, — y,€ = X5, — ¥ (y_ll) =0

e k—ésima variavel ndo-basica: xy, =&, isto €, a nova solugdo tem a seguinte

caracteristica:

Xp, - Xg, X, |0 . Xy, e ],
——

=g

1

{

ou seja, n —m variaveis sao nulas: xy,, ..., xp,, ..., Xy,_,, @S quais podem ser consideradas

nédo-basicas o que resulta em uma nova parti¢cao basica com os indices trocados:

B; & N,
isto &, a variavel x, torna-se basica e a variavel xp, ndo-basica. Assim, nota-se que a matriz

bésica e ndo-basica ¢ alterada por apenas uma coluna:

— LA—
B = [aBl, e, Qg ...,aBm] - B’ = ag,, ay, y e, Qg

L. N——r
l—ésima coluna

— [—
N = [aNl, s ANy ...,aNn_m] - N =lay,, -, ag, P SYRR

L. N
k—ésima coluna
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De modo mais simples, diz-se que x,, entra na base e xp, sai da base.

A matriz B’ definida anteriormente é invertivel, de modo que A = [B'N’] é uma
particdo basica. A solucdo basica associada a nova particdo € aquela obtida pela estratégia
simplex:

° xy, =¢
o xp, =X —yifemquei=12..,mi=#l
que é uma solucdo bésica factivel por construcéo.

Apds esses passos, percebe-se gque a estratégia simplex produz uma nova particdo
béasica factivel para a qual a funcéo objetivo tem um valor menor:

fl) =f@&) +éye < f(R).

Esse procedimento pode ser repetido quantas vezes forem necessarias, isto €, enquanto
a condicdo de otimalidade ndo for verificada. Em resumo, este procedimento consiste
basicamente no Método Simplex.

Visando melhor entendimento do Algoritmo Simplex, é conveniente aplicar 0 passo a
passo deste método na resolucdo de outra situacdo problema na qual a solugdo 6tima nédo é
encontrada na primeira iteragdo. Para isso, considere uma situagdo inspirada em Loesch [10]

apresentada a seguir.

Exemplo 3. Suponha que um agricultor deseja cultivar duas variedades de cereais
denominados de A e B, em uma area restrita a um hectare, sendo que cada are cultivado pelo
cereal A produz 8 sacas, enquanto cada are cultivado pelo cereal B produz 10 sacas. Para o
plantio, cada are cultivado com o cereal tipo A precisa de 3 homens-hora de trabalho, e 0
cultivado pelo cereal tipo B precisa de 2 homens-hora, sendo que se dispde de até 240
homens-hora de trabalho para o cultivo. O custo da méo-de-obra é de 200 u.m (unidades
monetarias) por homem hora. A demanda maxima é limitada pelo mercado consumidor a 480
sacas de cereal tipo A, vendido a 150 u.m por saca, e 800 sacas de cereal tipo B, vendido a
120 u.m por saca. De que forma o agricultor pode planejar sua producdo de modo a

maximizar seu lucro?

Sera desde ja aplicada a modelagem do problema seguindo todos 0s passos que ja
foram previamente apresentados no Capitulo 2. Para o presente problema, as variaveis
decisorias podem ser consideradas de duas maneiras: em termos de quantos ares serdo

cultivados por cada variedade de cereal, ou, entdo, em termos de quantas sacas de cada tipo de
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cereal devem ser produzidas. Por conveniéncia, serd considerado o modelo matemaético
construido a partir da primeira maneira. Assim, sejam x; a quantidade de ares cultivados pelo
cereal tipo A e, x, a quantidade de ares cultivados pelo cereal tipo B.

Passando a formulacdo da fungdo objetivo, essa deve ser elaborada de modo a
maximizar o lucro do agricultor expresso por (receitas — custos). As receitas Sdo provenientes
da venda das sacas produzidas dos cereais tipo A e B, e, 0 unico custo neste problema é
originado pelo pagamento de méo-de-obra. De acordo com os dados apresentados no

encunciado do problema tem-se que:

e Receita = (8 x 150)x; + (10 x 200)x, = 1200x; + 1200x, €;
e (Custo = (3%x200)x; + (2x%x200)x, = 600x; +400x, .

Tomando-se agora Lucro = receita — custo, tem-se que:

Lucro = 1200x; + 1200x, — (600x; + 400x,) = Lucro = 600x; + 800x, .

Para a formulacao das restricbes do problema, mais uma vez deve-se levar em conta 0s
dados contidos no enunciado além de considerar que um hectare de terrra disponivel para o
cultivo corresponde a 100 ares.
Assim, a area cultivada pelo cereal tipo A mais a rea cultivada pelo cereal tipo B

devem ocupar parte ou toda essa area de 100 ares, 0 que produz a restri¢éo:

X1 + Xo < 100.

Ja o consumo de homens-hora, mede-se por 3x; para o cultivo do cereal tipo A, pois
cada are cultivado pelo cereal tipo A precisa de 3 homens-hora e o cultivo do cereal tipo B
por 2x, homens-hora, pois cada area cultivado pelo cereal tipo B precisa de 2 homens-hora. O
total serd a soma dessas quantias que ndo devera exceder 240 u.m. Desse modo, obtém-se a
restricao:
3x; + 2x, < 240.

A quantidade total de sacas do cereal tipo A é de 8x;, pois cada are produz 8 sacas.
Essa quantidade produzida sera ndo superior a demanda maxima do mercado consumidor, e

assim 8x; < 480, ou equivalentemente a x; < 60. Para a demanda maxima do cereal tipo B,
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tem-se que 10x, < 800 ou ainda x, < 80. Além do mais essas quantidades ndo podem
assumir valores negativos, pois ndo ha nenhum sentido nisso.
Finalmente, de posse da fungdo objetivo e das restricbes do problema chega-se ao

seguinte modelo:

Max Z = 600x; + 800x,
Sujeito a
x1 +x, <100
3x1 + 2x, < 240
x1 < 60
x, <80

X1, Xy = 0.

Como foi mencionado e justificado no Capitulo 2, nos problemas de PL tem-se que
maximizar f(x) é equivalente a minimizar —f(x).

Entéo, invertendo o sinal de f(x), obtém-se a fun¢do W, cujo modelo na forma padréo

Min W = —600x; — 800x,
Sujeito a
X1+ x5 +x3 =100
3x1 + 2x, + x4 = 240
x, + x5 = 60
X, +x6 = 80

X1, X3, X3, X4, X5, Xg = 0.

Inicialmente tome como solucdo basica aquela em que se consideram as variaveis de

folga como as variaveis basicas da solucéo inicial. Dai surge a seguinte parti¢ao:

o O O -
o O +—» O
o —» O O
O O O
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N =lay; ayz]=[%

Q

N

e

I
o r w
P O N

CZ;:(CBl Cpz Cpz Cpy) =(c3 ¢4 ¢5 ¢c)=(0 0 0 0),

Czj\; = (cy1 cn2) = (c1 ¢) = (600 800),

Solugdo bésica: x5z = (x3 x, x5 x¢) = (100 240 60 80).

Com essa solucdo basica inicial, tem-se que o valor da funcdo objetivo avaliada, é

dado por:

W = 0(100) + 0(240) + 0(60) + 0(80) =0

Dando continuidade a resolucdo do problema, para o céalculo do vetor multiplicador

simplex, considere BT = €. B~1. Dai tem-se:

1 000
01 00
T=cI.B'=(0 0 0 0. =0 0 0 O
B B ( ) 0010 ( )
0 0 01
Para o calculo dos custos relativos, tem-se:
1
] ) 3
] = 1: Chn1 —C1 = €1 — ﬁTal = —600 — (O 0 0 O) 1 = - 600,
0
1
2
j=2: cyg=6;=c;—BTa,=—-800—(0 0 O O0). 0 = —800.
1



54

Com essa particdo, ¢; e ¢, Sao negativos e portanto ndo satisfazem a condicdo de
otimalidade.

Utilizando a estratégia simplex e com a aplicacdo da Regra de Dantzig tem-se que x,
deve ser perturbada por apresentar o menor custo relativo. Logo x, entra na base.

Para o célculo da direcio simplex seja o0 sistema By =ay, com

y=01 ¥y2 ¥3 Ya). Daisegueque:

100 0][y,] 1 1
010 0lly,| |2 2

1= =y=| .|
001 0fly,| [0 0
000 1|ly,| |1 1

gue mostra como as variaveis basicas se modificam sendo xgz; = Xg; — y;€. Assim tem-se:
e X =x3=100—¢
® Xpy =Xx4 =240 — 2¢
® Xp3 =Xx5 =60

® Xps =X =80—c¢.

O valor maximo para € deve ser tal que as variaveis basicas sejam sempre nao

negativas. Assim:

XB1 XB2 XB4

100 240 80 £p
[ tb2 =) =g0 =",
Y1 Y2 Ya

} = minimo {—,—,
1 2 1
Com o valor de € = 80, a variavel Xz, = x4 Se anula, isto é x, = 0. Por outro lado, a
variavel ndo bésica x, torna-se positiva sendo x, = € = 80.
Isso resulta em uma nova particdo basica com os indices trocados. As matrizes basica

e ndo basica sdo alteradas por apenas uma coluna.

B'=lagy ap, aps apl=[as a, as a,]=

o O O -
o O +— O
O, O O
O N -
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N'=lay; apz]l=[01 a¢]=

O r W
O O O

Observe que a matriz B’, definida anteriormente ¢ invertivel de modo que A" = [B’ N']
é uma particdo basica. Assim, a solucdo basica associada a nova particdo € aquela obtida pela
estratégia simplex:

o Xy =&

L xBl‘:jC\Bl‘_ylé, l=1,,m,l¢l

que é solucdo factivel por construcéo.

Assim tem-se que a nova solucao bésica é dada por:

Xp = (Xg X4 Xsg XZ) = (20 80 60 80)

Com essa nova solugdo obtém-se o valor da funcéo objetivo com

W = 0(20) + 0(80) + 0(60) — 800(80) = —64000.

A partir desse ponto os passos voltam a se repetir. Assim para o célculo do vetor

multiplicador simplex (B") considere o sistema seguinte, tal que:

1 0 0 0][A, 0
e G = f,'=0, #,=0, B,=0e fB,=-800
001 0/|p, 0 ' ’ ! '
120 1||p,] |-800

que fornece ' =(0 0 0 —800).

Para o célculo dos custos relativos considere B’ tal que,
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1
y . 3
j'=1 cyy=6=c¢,—BTa,=—600—(0 0 0 —800). | =600,
0
=2 cyg=6=cs—PBTa,=0—(0 0 0 —800).| | =0+800=800.

, O O O

Com essa particdo ¢, é negativo e, portanto, ndo satisfaz a condicdo de otimalidade.
Utilizando a estratégia simplex novamente, tem-se que x; deve ser perturbada entrando na
base.

Calculando-se novamente a direcdo simplex considere o sistema By’ = ay; com

yV=0"17 ¥ ¥s3 ¥

100 1]y,] [t

010 2|y,| |3
[721=|7|=y=0 3 1 0)

001 0fy,| |1

000 1]|y,| |0

Com o célculo de y’ tem-Se:

o xp, =x3=20-¢
o xp, =x, =80—3¢
o Xxp3=x5=60-—¢

L] Xgg = Xo = 80
Para o célculo de €' considere que,

~  XB; , . Xp1 Xp2 X3 , .
& = — = minimo }— ,— ,—t{ = minimo —,—
i Vi Y2 V3

Sendo €' = 20, a varidvel Xz, = x5 se anula, isto é, x; = 0. Por outro lado, a variavel

x; = &' = 20 se torna positiva.
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Dai tem-se uma nova particdo basica com os indices trocados:

B" =lap, ap, apz apd=[a; a, as ay]=

o W
o O - O
o b O O
R O N -

N" =lay; anz]=[a3 as] =

O O O -
O O O

Novamente tem-se que a matriz B"" é invertivel de modo que A" = [B” N"'] € uma
particdo basica. Assim, a solucdo basica associada a nova particdo é aquela obtida pela
estratégia simplex que é dada por xg = (x; x4 x5 x,)=(20 20 40 80). Com

essa nova solucdo obtém-se o valor da funcéo objetivo com

W = —600(20) + 0(20) + 0(40) — 800(80) = —76000.

Com essa nova particdo, calcula-se novamente o vetor multiplicador simplex (") e os

custos relativos ¢; e ¢4 que resultam respectivamente em:

B" =(—600 0 0 —200),¢;=600e ¢;=800.

Com os custos relativos ¢; e g ndo negativos observa-se que a condicdo de
otimalidade é satisfeita e assim obtém-se finalmente a solucdo factivel otima dada por
x; = 20 e x, = 80 que fornece o valor 76.000 para a fungéo objetivo.

Conforme o0 que apresentado até o momento, foi possivel perceber que foram
apresentados conceitos, propriedades, teoremas e principalmente o passo a passo da resolucao
de problemas de Programac&o Linear por meio da aplicacdo do método da Resolugdo Grafica
e Algoritmo Simplex. Ainda sim, por mais que estes métodos sejam bastante Uteis, para a
resolucdo de problemas com muitas variaveis eles se tornam praticamente inviaveis de serem
feitos calculos manualmente. Para estes problemas, a resolucdo dos mesmos requer 0 uso de
ferramentas mais A&geis e praticas. Tais ferramentas, denomidadas de ferramentas

computacionais, serdo comentadas na proxima secao.
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3.3 FERRAMENTAS COMPUTACIONAIS

Nas secOes anteriores foram apresentados dois métodos de resolugdo de problemas
de Programacdo Linear, o0 método da Resolugdo Grafica e o Método ou Algoritmo Simplex.
Conforme se observou, para explicar o passo a passo da resolugédo de problemas de PL usando
tais métodos, utilizou-se de problemas relativamente simples envolvendo um ndmero bastante
limitado de variaveis e restricoes.

Isso pode ser justificado por dois fatores bem convincentes. Primeiramente, se
objetivo deste capitulo foi o de mostrar como se da o processo de modelagem e resolugédo de
problemas de PL para alunos de nivel médio, evidenciando o Método da Resolugdo Gréfica e
Algoritmo Simplex, o habitual seria utilizar problemas simples e de facil compreensédo pelo
aluno. Além disso, um segundo fator que influenciou na escolha dos exemplos resolvidos foi
o fato de que problemas com muitas variaveis e restricdes demandam muito tempo e esforco
para a resolucdo, o que na fase da aprendizagem pode levar ao desinteresse, cansaco fisico e
mental para quem se dispdem a resolvé-los.

Dantzig (1997), menciona que em 1947, uma versdo do Problema da Dieta, um dos
mais tradicionais problemas de PL, contendo 9 restricdes e 77 varidveis, considerado um
problema de grande porte para a época, foi resolvido usando calculadoras de mesa em 120
dias de trabalho. Isso fornece uma ideia do esforco empreendido para aqueles que o
resolveram.

Sendo assim, partindo do pressuposto que a maioria dos modelos de problemas
relacionados a Programacéo Linear, originarios de diversas areas do conhecimento, envolve
grande quantidade de variaveis e restricdes, € evidente que a resolucdo manual de problemas
com essas caracteristicas se tornou ao longo do tempo praticamente invidavel. Foram nessas
circunstancias que se desenvolveram os sistemas ou ferramentas computacionais, que mesmo
com suas limitacbes e dificuldades de operacdo, possuem contribui¢des valiosas para o
processo de modelagem e resolucéo de problemas de PL.

Em geral, os sistemas ou ferramentas computacionais possuem algumas
classificagfes. Andrade [21], por exemplo, as dividem em dois grupos, as de modelagem e as
de resolucéo, sendo que no primeiro bloco estdo as linguagens de modelagem. No bloco das
ferramentas de resolucdo entram novamente as linguagens de programacdo, usadas para a

implementacdo de algoritmos e os sistemas de resolugdo comerciais e de pesquisa.
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E importante ressaltar que para o devido funcionamento de tais ferramentas de
modelagem e de resolucdo de problemas de PL, foi necessario que se criassem diversas
estratégias visando combinar linguagem matematica e computacional.

Em relacdo ao exposto, Rangel [19] destaca que:

O objetivo inicial para o desenvolvimento das linguagens algébricas de
modelagem foi o de facilitar o processo de comunicacdo de dados entre o
usuario e os sistemas de resolugdo. A evolugdo das linguagens ampliaram
estes objetivos e 0 seu uso facilita a construgdo e a documentacdo de um
modelo de otimizacéo e serve de interface com sistemas de resolucéo, ndo
apenas para fornecer dados e receber a solugdo do exemplar resolvido, mas
também para interagir do ponto de vista algoritmico com o sistema. (Rangel,

[19])

Fica evidente, através das ideias descritas anteriormente, que o dominio de algumas
habilidades matematicas, sobretudo as relacionadas aos conhecimentos algebricos, foram
necessarias e cruciais para o desenvolvimento de tais sistemas computacionais, pois é através
das linguagens algébricas que se estabelece uma comunicacdo entre o idealizador de um
problema com um sistema computacional que fornece a sua modelagem e resolucéo.

Em relacdo as linguagens de modelagem, existem atualmente, varios tipos
disponiveis com diferentes habilidades. O objetivo deste trabalho ndo é fazer uma descricao
detalhada delas, ou mesmo fornecer um manual de uso. O que se pretende neste momento €
apenas citar algumas dessas ferramentas de modelagem e resolucdo de problemas de PL,
apresentando algumas de suas principais caracteristicas. Além disso, espera-se também com
essa modesta exposicdo, reafirmar a importancia dessas linguagens para o processo de
construcdo e validacdo de modelos de otimizacéo.

Deste modo, iniciando a apresentacdo destas ferramentas computacionais, vale
destacar que dentre as vérias existentes, ha trés bastante usuais: MPL (Mathematical
Programming System), a AMPL e a XPRESS-MOSEL, que juntas ilustram bem as
possibilidades de uso das linguagens de modelagem em geral. Vale destacar que estas trés
linguagens sdo citadas pelo fato de que hoje em dia, todas elas estdo disponiveis gratuitamente
para download (em versdes resumidas).

No que diz em respeito a linguagem MPL, esta se trata de um aplicativo bastante
simples desenvolvida para o sistema operacional Windows em que sua operacao bésica segue
0 padrdo de outros aplicativos para este sistema operacional, como por exemplo, WORD,
EXCEL.
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Em relagdo as linguagens XPRESS-MOSEL e AMPL, ambas permitem uma boa
manipulacdo de conjuntos e indices, e fornecem um conjunto de comandos para interacéo
algoritmica entre o modelo e os sistemas de resolucdo. Isso as torna mais praticas, acessiveis e
principalmente indicadas para quem esta tendo um primeiro contato com a modelagem.
Apesar de bem distintas, estas duas possuem uma estrutura préxima das linguagens de
programacédo estruturadas, que permitem a insercdo de algoritmos que manipulam as
estruturas definidas para descrever o modelo, o que pode ser muito util quando se modela
algumas classes de problemas de otimizacdo linear inteira, como corte de estoque, roteamento
e dimensionamento de lotes, por exemplo. Possuem dois modos de uso, via interface gréfica
ou através de linhas de comando, e estdo disponiveis para varias plataformas.

Em particular, a linguagem XPRESS-MOSEL permite ainda que o modelo seja
manipulado dentro de um codigo escrito na linguagem. Além disso, ela pode ser vista como
uma linguagem de modelagem e como uma linguagem de programacgdo, pois possui
comandos que facilitam a declaracdo e manipulagdo de um modelo matematico (definicdo de
variaveis e restricdes), bem como comandos para controle (selecdo e loops) que permitem a
codificacdo de algoritmos e manipulacédo de sistemas de resolucéo.

Em relagdo a linguagem AMPL, deve-se destacar que esta possui uma sintaxe bem
proxima da descricdo algébrica dos modelos de otimizacdo que se estdo habituados a usar.
Como o XPRESS-MOSEL, o AMPL também é uma linguagem procedural, isto é o0s
comandos sdo compilados ao invés de interpretados. Possui uma interface grafica para
ambiente Windows, porém com menos recursos do que as interfaces do MPL e do XPRESS-
MOSEL.

Apesar das ferramentas de modelagem descritas anteriormente, MPL, AMPL e
XPRESS-MODEL, facilitarem a interagdo entre um modelo e um sistema de resolucdo, elas
sdo linguagens para descrever, documentar e analisar um modelo de otimizacdo, ndo é um
sistema para resolver problemas de otimizag&o. Para validar um modelo de otimizagédo é
necessario analisar se a solugdo obtida fornece uma resposta adequada. Para isso, existem
diversos sistemas computacionais comerciais e de pesquisa desenvolvidos para este fim.
Neste caso podem-se citar dois sistemas: CPLEX e 0 XPRESS-MP. Estes dois sistemas estéo
disponiveis (em versdes resumidas) via www, e podem ser acoplados as linguagens de
modelagem ja descritas neste trabalho.

Além da versdo standalone, os dois sistemas possuem biblioteca de sub-rotinas de
apoio (entradas de dados, manipulacdo de dados, otimizacdo, etc.) que permitem ao usuario

desenvolver técnicas de resolucdo sem a necessidade de codificar uma grande quantidade de



61

sub-rotinas, tornando o processo de testar novos algoritmos mais agil e robusto. Estes dois
sistemas tem sido usados na literatura como padréo de referéncia para a analise comparativa
de novas técnicas de solugédo de problemas de otimizacdo linear e linear inteira.

Tendo sido apresentados alguns dos sistemas computacionais existentes para a
modelagem e resolucdo de problemas de PL, com as suas principais caracteristicas, convém
destacar mais uma vez, que em nenhum momento nesta sec¢éo, teve-se a preocupagdo em
explicar o funcionamento ou apresentar os principais comandos destes sistemas. O que se
objetivou, conforme ja exposto anteriormente, foi apenas torna-las ainda mais divulgadas e
conhecidas.

Enfim, apos se ter mostrado as principais propriedades, definicdes e estratégias de
resolucdo de problemas de PL, via Resolucdo Grafica e Método Simplex, e algumas
ferramentas computacionais, sera feito na proxima secdo, a resolucdo de algumas situacoes-
problema visando a aplicacdo de problemas de PL no processo de ensino e aprendizagem de
contetdos de Ensino Médio. Para isso, sera dada uma nova abordagem destes métodos de
resolucdo, mas desta vez evidenciando e justificando algumas passagens de modo a torna-los
mais acessiveis a leitura e compreensdo por parte de alunos e até mesmo professores ndo

acostumados com a aplicacdo desses métodos em situagBes-problema.
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4 APLICACAO DE PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR NO ENSINO
MEDIO

Diante do que foi exposto até o momento, é importante deixar claro que embora
tenham sidos abordados nos capitulos anteriores conceitos e propriedades relacionados a dois
métodos de resolucdo de Problemas de Programacéo Linear — Resolucdo Gréafica e o Método
Simplex — e muitos outros ainda poderiam ter sido mencionados e, haja vista a grande
dimensdo desta area do conhecimento, far-se-a neste capitulo, uma abordagem explicitados
sobre a proposta de insercdo de Problemas de Programacdo Linear com duas variaveis no
Ensino Medio.

Como se objetiva apenas apresentar a Modelagem Matematica como ferramenta
essencial na resolucdo de problemas e estratégia de enriquecimento do processo
ensino/aprendizagem de alguns contetdos — Funcdes, Sistemas de Inequacdes Lineares e
Geometria Analitica — presentes nesta etapa da Educacdo Basica, 0os exemplos e situacdes
expostos mais adiante, serdo resolvidos por meio de pequenas adaptacdes destas técnicas.
Acredita-se que desse modo, a compreensdo das mesmas se tornem acessiveis aos alunos
desta modalidade de ensino. Além disso, cabe destacar, que nesta fase do trabalho a atencéo
deverd se concentrar na forma como esses problemas podem ser explorados por alunos do
ensino médio e ndo no passo a passo da resolucdo de problemas de PL via Resolucdo Gréfica
ou Método Simplex, pois isso ja foi bem explicitado anteriormente.

E importante ressaltar ainda, que embora se tenha a intencdo de abordar problemas
mais simples, ndo se pode deixar de explorar ao maximo todas as possibilidades que as
situagBes-problema ou exercicios oferecem e nem mesmo perder de vista as principais ideias e
conteudos abordados por eles. Além disso, ndo se pode esquecer de que tais abordagens
deverdo estar em consonancia com a finalidade do Ensino de Matematica e com as
competéncias e habilidades que se pretende construir no nivel Médio conforme os Parametros

Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM).

4.1 RESOLUCQES GRAFICAS DE PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR NO
ENSINO MEDIO

Durante a resolucdo de um problema de Programacdo Linear pelo método da
Resolugdo Gréfica, utilizam-se procedimentos simples, de facil compreensdo e que séo
baseados em ideias e tdpicos de fungdes, sistemas de inequacdes lineares e geometria analitica

que sdo sugeridos pela Proposta Curricular da Educagdo Basica. Tais topicos serdo apontados
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a partir das etapas da modelagem e de resolugdo na Programacdo Linear para 0 caso
bidimensional.

Na fase da modelagem, ao construir um modelo de problema de Programacao Linear,
logo se depara com uma funcéo objetivo f: R* - R do tipo f(xl,xz) = C1X1 + C3X5, COM ¢;
e c,, a qual deve-se otimizar. Fazendo f (x1,xz) = z obtém-se a equagéo linear c;x; + cyx, =
z, que do ponto de vista da Geometria Analitica, trata-se da equacdo geral de uma reta no
plano, que sera denominada por r. Além disso, fazendo x; =x e x, =y, pelo fato que
alunos do ensino médio estdo mais familiarizados com essa nomenclatura, e escrevendo y em

cq

funcdo de x obtém-se y = f(x) =ax+ b, sendo a = —— e b =Ci, que neste caso
2 2

representa uma funcéo afim.

Para muitos educadores matematicos, a resolucdo de problemas consiste em permitir
que os alunos utilizem seus conhecimentos e desenvolvam a capacidade de administrar as
informagdes ao seu redor. Além disso ressaltam que diversos conteudos matematicos sdo
desenvolvidos a partir de problemas que se origina em situa¢des sociais propostos atraves de
um enunciado verbal, contendo informacdes sobre uma situacdo definida, em que se deseja
obter um estado final .

Onuchic (1999) destaca que:

“ ... sem duvida, ensinar por meio da resolugdo de problemas é a abordagem
mais significativa e fundamentada com as recomendagGes dos NCTM -
National Council of Teachers of Mathematics e dos Parametros Curriculares
Nacionais, pois conceitos e habilidades matematicas sdo aprendidos no
contexto da resolucao de problemas.”

Além dele, Poffo [19] destaca ainda que:

Com a resolucdo de problemas, os alunos adquirem a oportunidade de
ampliar seu conhecimento, desenvolver seu raciocinio l6gico, enfrentar
novas situacdes e conhecer as aplicacfes da . O mesmo sucede para o
professor, pois trabalhar com a resolucdo de problemas permite atingir os
objetivos de aprendizagem definidos, além de tornar a aula mais interessante
e motivadora.

Sendo assim, para introduzir o estudo de Geometria Analitica: equacfes de retas e
condigcdes de paralelismo, o problema do agricultor, apresentado no exemplo 3, € um
excelente modelo que, embora tenha dados ficticios, pode perfeitamente se adaptar a diversas
situacOes reais envolvendo maximizagdo de rendimentos obtidos com a producdo de

determinados produtos.
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Ao iniciar o estudo de retas em Geometria Analitica, geralmente o professor parte
sempre da representacdo algébrica da equacdo geral de retas, que nos livros didaticos
aparecem na forma ax + by + c = 0. Observe que ao se formular a funcdo objetivo do
problema do agricultor, que com certeza ja envolve uma série de habilidades matematicas, o
aluno ird se deparar com a fungdo objetivo Max: Z = 600x; + 800x,, em que x; € x,
correspondem as quantidades de ares de cultivo com os cereais do tipo A e B, e Z indica o
lucro obtido com a venda de sacas desses cereais, conforme ja apresentado na fase da
modelagem do problema no Capitulo 3. Nessa funcdo, x;, x, e Z podem ser perfeitamente
substituidos por x, y e c. Fazendo isso, obtém-se uma reformulacdo para a fungéo objetivo

que agora passa a ser escrita na forma

Max: Z = 600x; + 800x, — ¢ = 600x + 800y

Em posse dessa nova reformulacdo, caso o professor questione sobre qual deve ser a
area, em ares, que o agricultor deve cultivar para se obter um lucro de 76.000 (u.m) com a
venda dos cereais, fazendo uma analise da funcdo objetivo reformulada conclui-se que

¢ = 76.000. Dai obtém-se novamente que:

¢ =600x + 800y —» 76.000 = 600x + 800y — 600x + 800y — 76.000 =0

Simplificando a equacdo acima obtém-se 3x + 4y — 380 = 0 que representa uma
equacéo geral de retacoma = 3,b =4 e c = —380.
Nesse momento, mais uma vez o professor poderd fazer uso do software Geogebra

para demonstrar geometricamente esse fato (Figura 4.1).
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Figura 4.1 — Janela de apresentagdo o programa Geogebra com a representacao grafica da equacéo 3x + 4y —
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Fonte: Elaborado pelo organizador

Caso ndo seja possivel utilizar o software Geogebra para ilustrar essa situacao, pois
nem todas as escolas, principalmente as do sistema publico de ensino, possuem recursos
computacionais instalados nas salas de aula, um esboco da reta podera ser facilmente
construido atribuindo alguns valores para a variavel x, calculando os valores correspondentes
da varidavel y e representando os pares ordenados no plano cartesiano, em quadros

disponiveies, conforme mostra a Figura 4.2 abaixo.

Figura 4.2 — Representacéo grafica da equacdo 3x + 4y — 380 = 0 construida em quadro branco.
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Fonte: Elaborado pelo organizador
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Essa € de fato uma boa maneira de ilustrar para alunos do Ensino Médio que de fato
toda expressao algébrica da forma ax + by + ¢ = 0 representa geometricamente uma reta no
plano.

Dando sequéncia a formulacdo do modelo do problema, na descri¢do das restricdes
das variaveis de decisdo, obtém-se inequacdes e posteriormente equacdes lineares que, juntas,
formam um sistema. As inequagdes ou equacOes irdo definir, respectivamente, retas e
semiplanos, sendo que a interseccdo destes elementos representam a regido factivel ou
conjunto viavel do problema.

Partindo para o estudo das restricdes do problema, que de acordo com a modelagem

feita no Capitulo 3, sdo dadas por

x1 +x, <100
3x1 + 2x, < 240
x1 < 60
x; <80

X1, %2 20

novamente o professor se depara com uma nova oportunidade de explorar mais contetdos
matematicos. Olhando isoladamente para cada uma das restricdes acima, nota-se que sao de
inequacdes com duas variaveis.

Geralmente, no 1° ano do Ensino Médio, as inequa¢bes com uma varidvel sao
utilizadas para se estudar o sinal de uma funcéo, algo que é feito na reta real.

Dessa vez, de posse de uma inequacdo com duas varidveis, por exemplo
3xy + 2x, < 240 que é equivalente a 3x + 2y < 240, o professor podera mostrar que
diferentemente das inequacBes com uma varidvel, cuja solucdo é representada por um
intervalo de nimeros reais, 0 conjunto solucdo de uma inequacdo com duas variaveis é dado
por um conjunto infinito de pontos que juntos determinam um semi-plano. Mais uma vez

justifica-se 0 uso do Geogebra para ilustrar essa situagéo (Figura 4.3).
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Figura 4.3 — Janela de apresentacdo o programa Geogebra para a representacdo do conjunto solucéo da

inequacdo 3x + 2y < 240.
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Analisando-se as restricdes em conjunto, obtém-se a relacéo

( %1 +2x, <100 ( x+y <100
!3x1+2x2S24O !3x+2y£240

X1 <60 ou, equivalentemente x <60 (1)
L X, <80 L y <80

X, %Xy =0 x,y=0

que em Matematica, define-se como um sistema de inequagdes com duas varidveis.
Evidentemente, o conjunto solugdo para este sistema sera dado pela intersecdo de varios semi-
planos, cada um deles determinado por uma das restricdes do problema. Na resolugdo do
problema em Programacgdo Linear essa intersecdo € denominada de regido factivel, que é
determinada por um conjunto de pontos que satisfazem todas as restricdes do problema, veja

Figura 4.4.
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Figura 4.4 — Janela de apresentacdo o programa Geogebra para a representacdo do conjunto solucéo do sistema
de inequacdes dado em (1).
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Ainda do ponto de vista da Programacéo Linear, depois do professor representar todas
as restricdes do problema no plano e procedendo na busca pela solucéo (otimizagéo da funcéo
objetivo), a medida que varia os valores de f(xl,xz) =z = ¢, (valor da fungéo objetivo),
define-se outra(s) reta(s) similares a reta r, definda anteriormente.

Observa-se que no inicio da resolucdo do problema, levando-se em consideragdo que
ao invés de o professor sugerir que o agricultor obtivesse um lucro de 76.000 u.m na venda
dos cereais, fosse sugerido lucros de 20.000, 36.000 ou 64.000 u.m, poderiam ser obtidas
novas equacoes relativas a funcao objetivo. Fazendo c igual aos novos lucros, seriam obtidas,

respectivamente, as seguintes equacdes de reta:

e 600x + 800y = 20.000 > 3x + 4y =100 >y = —2x+25 (2)
e 600x + 800y = 36.000 > 3x + 4y =360 -y =—2x+45 (3)

e 600x + 800y = 64.000 - 3x + 4y = 320 —>y=—§x+80 4)
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Oberseve que em (2), (3) e (4) as equacdes do tipo ax + by + ¢ = 0 foram escritas na
forma y = —%x —g . Fazendo m = —% e n= —%, otém-se y = mx +n, que é
denominada de equacéo reduzida da reta.

Utilizando esse tipo de representacdo de reta, surge novamente a oportunidade de se
introduzir os conceitos de coeficiente angular (m) e do coeficiente linear (n) de uma reta
fazendo uma analogia com os estudo das fungées afim, contetdo que € estudado no 9° ano do
Ensino Fundamental e aprofundado no 1° ano do Ensino Médio.

Ao representar tais retas no plano (Figura 4.5), é importante que o professor atente
para o fato de que seus alunos perceberam que tais retas constituem uma familia de retas
paralelas a reta r ja definida. Mais do que isso, € importante que os alunos percebam que tais

retas sdo paralelas por possuirem o mesmo angulo de inclinagdo em relacdo ao eixo Ox, que

A - - fas ;. 3 . ;.
neste caso representa angulos cuja tangente trigonomeétrica é igual a —=, isto é, igual ao

coeficiente angular dessas retas. Além disso, tem-se ainda que n = —%, se difere em cada

uma delas, indicando que o coeficiente linear destas retas séo distintos e que dessa forma, as
retas que também podem ser vistas como os graficos de funcGes afim, intersectam 0 Oy em
pontos cujas coordenadas sdao dadas por (0,n). Tais retas, como ja foi definido anteriormente,
sdo chamadas de curvas de niveis, que descrevem um conjunto de solugdes possiveis para o

problema.

Figura 4.5 — Janela de apresentacdo o programa Geogebra para a representacdo do conjunto retas paralelas.
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Conforme j& mencionado e ilustrado pela Figura 4.4, a intersecdo dos semiplanos
definidos pelas restri¢des do problema deram origem ao poligono fechado que mostra a regido
factivel. Qualquer ponto dessa regido corresponde a uma solucdo compativel, isto é, atende a
todas as restricdes. Ha infinitos pontos nessa regido e o valor da funcdo objetivo muda de
acordo com o ponto. Assim é l6gico que procura-se por aquele(s) ponto(s) que maximiza(m) o
valor da funcéo objetivo.

Tomando por base o Teorema 1 (Capitulo 3), sabe-se que a solucdo do problema, se
existir, representa um ponto extremo da regido factivel, isto €, um dos vértices do poligono
ABCDEF, ilustrado na Figura 4.6 abaixo.

Figura 4.6 — ilustracéo da regido factivel do Problema do Agricultor (exemplo 3)
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Verificando-se cada um dos Vértices da regido factivel (poligono ABCDEF) na fungéo

Z = 600x + 800y, pode-se formular a Tabela 4.1 que segue na sequencia.

Tabela 4.1 — Calculo da funcéo objetivo nos extremos da regido factivel

ordzérl];do culti\%zzgtclg;dﬁ SSrzlitetsipo A culti\%té?)ztég?ndg ggrzrlisipo B Lucro Maximo
Gy X y A
A(0;0) 0 0 0
B(0; 80) 0 80 64.000
€(20;80) 20 80 76.000
D(40; 60) 40 60 72.000
E(60; 30) 60 30 60.000
F(60; 0) 60 0 36.000

Fonte: Elaborado pelo organizador (Adpatado de LOESCH, [10], P7)

Observando os dados apresentados na Tabela 4.1, percebe-se que o valor maximo para
a funcéo objetivo, Z = 600x + 800y, é encontrado no ponto extremo C(20; 80 ), vértice da
regido factivel. Sendo assim, a solucdo para o Problema do Agricultor sera dada por x = 20 e
y = 80. Isto significa que, para que o agricultor maximize sua receita, sera necessario que ele

cultive 20 ares com o cereal tipo A e 80 ares com o cereal tipo B.

4.2 O METODO SIMPLEX INFORMALMENTE COMPREENDIDO

Conforme apresentado no capitulo anterior, o Algoritmo Simplex, na sua forma mais
completa e rigorosa, é cheio de sutilezas matematicas. Isso pode, com certeza, dificultar a sua
compreensdo por parte de alunos do Ensino Médio, uma vez que exige além da habilidade
para a abstracdo de relacdes matematicas, uma série de conhecimentos acerca de conceitos e
propriedades inerentes a Algebra Linear, que sdo topicos somente estudados em cursos de
nivel superior mais especificos.

Sendo assim, por considerar que a maioria dos problemas de Programacédo Linear
envolvem mais de 2 variaveis, o que dificulta ou até mesmo impossibilita a sua resolucéo via
Resolugdo Gréfica, sera feito nessa secdo uma abordagem do Algoritmo Simplex via estudo
de caso.

Essa forma alternativa de resolver problemas de PL pelo Método Simplex

informalmente compreendido é perfeitamente passivel de compreensao por parte de alunos do
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Ensino Médio por envolver apenas conceitos relacionados a resolucdo de sistemas lineares.
Além disso, acredita-se que dessa forma professores dessa modalidade de ensino podem
aproveitar esse método para explorar de maneira contextualizada o processo de ensino e
aprendizagem de Sistemas Lineares, o que ird despertar diretamente em seus alunos a
capacidade de analisar relacbes algébricas e, de forma indireta, contribuir para o
desenvolvimento do raciocinio légico-dedutivo, tdo imprescindivel no estudo da Matematica.

Visando dar maior clareza para professores que se interessam na compreensdo do
método, é conveniente estabelecer alguns passos para a sua correta aplicacao e exploracdo do
ponto de vista da resolucdo de sistemas.

Para isso, considere a modelagem de um problema dada por:

Max Z = 6x, + 4x,
Sujeito a
2x; +3x, <18
5x; + 4x, < 40
X1 <6
x, <8

X1,% 20

Na sua forma padréo, o problema pode ser reescrito por:

Max Z = 6x; + 4x, + 0x3 + 0x4 + Ox5 + Oxg

Sujeito a
2xq1 + 3x, + x3 =18
5x; + 4x, + Xy = 40 ™
X1 + x5 =6
Xy X¢ =8
X1, %220

E importante destacar que ao escrever a modelagem do problema na sua forma padrao,
0 professor deve destacar a possiblidade de transformacéo de inequacgdes (desigualdades) em
equac0es (igualdades) por meio da introducéo de variaveis de folga (x5, x4, X5 € x¢).

Passando a resolucéo do exemplo devem-se considerar 0s seguintes passos:
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Passo 1 — Eleger a solucéo basica inicial do problema

Deve-se eleger uma solucdo basica inicial que pode ser as varidveis de folga. De fato
ela é compativel, pois todos os seus coeficientes sdo iguais a 1 nas restricdes correspondentes
onde as variaveis foram introduzidas.

Diante disso, sendo x; = x, = 0, tem-se que Z = 6x; + 4x, = 0.

Passo 2 — Analise da funcdo objetivo

Deve-se observar que como os coeficientes da funcdo objetivo sdo positivos, ao se
atribuir algum valor positivo para x; € x,, a funcdo objetivo assumira também algum valor
positivo, portanto, uma solucdo ainda melhor existe, visto que o problema é de maximizacao.

Isso mostra que a presente solucdo ndo é étima e dai pode ser melhorada.

Passo 3 — Andlise das variaveis a sair e entrar na base
Diante da constatacdo de que a presente solucdo ndo € 6tima, deve-se determinar qual

das variaveis deve sair da base. Para isso, escreve-se cada variavel basica em funcdo das ndo
basicas. Assim, a partir das restricdes (*) do problema, (*), pagina 72, obtém-se as seguintes
expressdes algébricas:

x3 =18 — 2x; — 3x,

X4 =40 — 5x; — 4x,

X5 = 6—x; )

x6=8—x2

Como x; = x, = 0 tem-se que x; = 18, x, = 40, xg = 6 € x, = 8. Convém chamar
a atencdo para o fato de que como x; -, x, = 0, a0 aumentar o valor de x; ou x,, melhora-se a
fungéo objetivo. Escolhendo x; para ser a variavel a ser aumentada e matendo-se o valor de
x, = 0, que continua sendo variavel ndo basica, 0 aumento de x; resulta na diminuigcdo do
valor das variaveis basicas xs, x4, x5 € x5. O mesmo teria ocorrido caso a escolha tivesse sido
x,. Levando-se em conta que x3, x4, Xs € X, SA0 Variaveis ndo negativas e que x, mantém-se

nulo, tem-se de (5) que:

x3=18—-2x; —3x, =20 - 18—-2x,=20-> x;, <9

x4 =40 —5x; —4x, =20 »> 40—-5x;, =20 - x; <8
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Xs=6—x,20->6—x=20-ox,<6
X¢ =8—x, 20 - x4 =8, que ndo depende de x;.
O procedimento acima serve para indicar qual das variaveis saira da base e que valor
pode-se atribuir a x;. Assim, pelo que foi feito anteriormente, fazendo x; = 6, x5 Se anula e
além disso, as demais varidveis permanecam positivas. Resumidamente, tem-se portanto, que

X5 Saird da base e x; entrara na base.

Passo 4 — Verificacdo da funcao objetivo a partir da nova base
Deve-se observar a funcdo objetivo a fim de verificar se a mesma de fato foi
melhorada com a constituicdo da nova base.

Considerando x; = 6 e x, = 0, tem-se:

x3=18—-2x; —3x, - x3=6
X4 =40 —5x; —4x, = x, =10
Xs=6—x; & x5=0

X =8—xy 2 x5 =8

Assim, Z = 6x; + 4x, - Z = 6(6) + 4(0) = 36.

Neste instante, é conveniente retornar ao passo 2, para novamente testar a otimalidade
da solucdo basica presente e reformular a funcdo objetivo a partir da nova base. Para tanto,
deve-se analisar se o valor da funcéo objetivo pode aumentar ainda mais com a entrada de
uma nova variavel ndo basica na base atual e expressa-la em termos das variaveis nao basica,
que neste caso sd0 x, e xs. I1sso porque os sinais dos coeficientes das variaveis ndo béasicas da
fungéo objetivo é que irdo mostrar se a entrada de uma nova variavel na base aumenta ou ndo
0 seu valor. Para isso deve-se observar que a variavel x; sera substiuida por 6 — x5 pois de
(5) tinha-se que se

X5 = 6 —x; entdo x; = 6 — xs.
Assim tem-se que
X3 =18 —2(6 —x5) —3x, =6+ 2x5 — 3x,
x4 =40 —5(6 —x5) —4x, =10+ 5x5 — 4x,
X1 =6 — Xg (6)

x6=8_x2
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Como a funcéo objetivo inicial era Z = 6x; + 4x,, obtém-se uma nova reformulagao
que é dada por
Z=6(6—x5)+4x, > Z =36—6x5 + 4x,

Conforme ja se deve ter percebido, a partir do passo 4, todos os procedimentos
adotados anteriormente para a resolucdo problema comecam a se repetir. Disso basicamente
consiste 0 Método Simplex informalmente compreendido.

Talvez nem fosse necessario repetir todo o processo, mas levando-se em consideracdo
que este capitulo objetiva mostrar a resolucdo de problemas de PL por meio de algoritmos
mais simples, os quais por hipétese dispensam o dominio de estruturas matematicas mais
complexas, torna viavel executar todos 0s passos novamente até que a solucdo 6tima para o
problema seja encontrada.

Dando portanto continuidade ao procedimento de resolugdo, a partir da fungéo
Z =36 — 6x5 + 4x,, observa-se que aumentando-se o valor de x, melhora-se o valor da
funcdo objetivo e se x; fosse aumentado, o valor da funcéo objetivo seria diminuido. Dessa
forma, € conveniente que se fixe xg no menor valor possivel, isto é x5 = 0,e como x,
melhora o valor da funcdo objetivo, muda-se x, para o lado esquerdo do sistema, voltando-
Sse ao passo 3.

Partindo de (6) e fazendo x; = 0, tem-se que:

X3=6—3x,=20 - x, <2
X4 =10 —4x, 20> x, < 2,5
x;=6 Vx,=>20

Xe =8—x, 20— x, <8

Tomando x, = 2 observa-se que x5 se anula e todas as demais variaveis x,, x; € xg
permanecem positivas. Logo conclui-se que x5 sai e x, entra na base.

Retornando ao passo 4 e fazendo x; = x5 = 0 e x, = 2, tem-se que:

x3=0, X4=2, x1=x6=6.

Com isso tem-se Z = 36 — 6x5 + 4x, — Z =36 — 6(0) + 4(2) = 44, que como se

observa melhorou ainda mais a funcdo objetivo.
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Retornando ao passo 2, passando x5 para o lado direito em (6) e isolando x, tem-se

1
X3 =6+ 2x5 — 3x, — x2=—§x3+§x5+2.

Dai, substituindo x, em Z = 36 — 6xz + 4x, obtém-se

Z=36-6xs+4(—txg+205+2) > Z=44—ug — 2y,

Ainda no passo 2, analisando os coeficientes da funcdo objetivo, percebe-se que
aumentar os valores das varidveis xz e x3 piora ainda mais o resultado da funcdo objetivo,
pois os coeficientes destas variaveis sdo negativos. Logo ndo é mais possivel trocar as
variaveis da base e assim a presente solucao 6tima.

Através de tudo o que foi descrito anteriormente, percebe-se que resolver um
problema de PL de forma rapida e eficiente, via Resolucdo Gréafica ou Método Simplex nédo
significa necessariamente ter que justificar e remontar toda a linha de raciocinio. Toda essa
discussdo detalhada foi efetuada apenas para que professores e alunos do Ensino Médio
tivessem a oportunidade de vislumbrar formas alternativas e mais simples de resolucdo de
problemas de PL e também vivenciar a aplicacdo de conteldos dessa modalidade de ensino

em situagdes mais praticas.



77

5 CONSIDERACOES FINAIS

N&o ha davidas de que para se obter bons resultados em qualquer atividade que se
espera realizar, sobretudo na area da educacéo, € fundamental muito esforco, dedicacdo e um
planejamento bastante criterioso.

Para a andlise da viabilidade do que foi proposto neste trabalho, o estudo de tdpicos de
Programacao Linear no Ensino Médio como estratégia de enriquecimento e contextualizacéo
de contetidos matematicos, foi realizado um plano de estudo que envolveu o detalhamento de
conceitos e definicbes acerca desta temética, além da verificacdo e andlise de algumas
situacdes-problema correlacionadas aos contetidos abordados.

Vale destacar que esse conteldo é normalmente estudado em alguns cursos de
graduacdo relacionados a area de ciéncias exatas. No entanto, contrariando todos os padrdes
de organizacdo de conteldos matemaéticos na Educacdo Bésica, e embasado em anos de
experiéncia como professor nessa modalidade de ensino, acredita-se que é possivel aplicar a
Programacdo Linear no Ensino Médio e mais ainda, utiliza-la como uma ferramenta
inovadora para a melhoria do processo de ensino e aprendizagem da Matematica. Ademais,
acredita-se também que o uso planejado desse conteldo (Programacédo Linear), articulado a
diversos outros contetidos matematicos, pode ajudar a superar diversos obstaculos e entraves
que se contrapem a aprendizagem efetiva e dominio das habilidades voltadas para a
resolucdo de problemas.

Sendo assim, € de se esperar, como acontece em diversos trabalhos de concluséo de
curso, que se tenha ao final deste, um relato de experiéncias praticas mostrando a viabilidade
ou ndo da proposta de trabalho. No entanto, apesar de considerar que isso de fato seria
prudente e valioso na verificacdo da proposta, e por nad ter havido tempo habil para uma
experimentacdo das técnicas aqui empregadas, optou-se por apenas verificar e analisar 0s
resultados de alguns trabalhos ja realizados e devidamente testados envolvendo essa tematica.

Melo [12], por exemplo, ao aplicar situacdes-problema em salas de aula do Ensino

Médio envolvendo Programagcdo Linear afirma que:

A abordagem de problemas de Programacéo Linear foi bastante apropriada,
pois aproximou o aluno da Matematica, rompendo barreiras, possibilitando
uma melhor compreensdo dos assuntos futuros, desmistificando algumas
crengas tradicionais sobre essa ciéncia e, finalmente, verificando que os
conhecimentos matematicos ndo nascem prontos, mas que sao construidos
de maneira lenta e progressiva. A escolha do assunto Programacéo Linear foi
bastante acertada, oportuna e apropriada a nossos objetivos e necessidades
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iniciais, isto €, apresentar uma Matematica mais contextualizada e mais
aplicada de modo a motivar os alunos em seus estudos e descobertas acerca
dessa disciplina. (Melo, [12])

Rech [20] também destaca o efeito positivo em se trabalhar problemas de otimizacéao

no Ensino Médio em conjunto com conteudos dessa etapa do ensino.

A experiéncia com esse projeto mostrou ser conveniente iniciar o trabalho
com problemas de apenas duas varidveis, pois isso facilita bastante a sua
representacdo grafica. O método gréafico para problemas de otimizacdo
mostrou-se muito eficaz para problemas com duas variaveis. Este método
contribuiu significativamente para a compreensdo e contextualizagdo de
assuntos que ja haviam sido estudados no ensino médio. A possibilidade de
contextualizacdo do estudo de fungdes, desigualdades e sua representacdo
gréfica, permitem que problemas de otimizacéo sejam utilizados como ponto
de partida para o estudo desses conceitos desde a primeira série do ensino
médio. (Rech, [20])

Silva [22] também destaca a vantagem em se trabalhar com modelagem a partir de

Programcdo Linear no Ensino Médio.

A fundamentacdo tedrica, a elaboracdo, a aplicacdo e a analise da proposta
de Modelagem Matemética com Programacdo Linear a partir da solucéo de
uma situacdo problema, utilizando ferramentas gréficas, algébricas,
computacionais e concretas, permitiu reconhecer a técnica da Programacao
Linear como uma importante aliada quando se deseja alcancar éxito no
processo ensino aprendizagem. (Silva, 2012)

Além destes Santos [21], destaca também que:

Estudar problemas de Programacdo Linear utilizando o método de resolucao
geométrico (Resolucdo Gréfica) no Ensino Médio é uma proposta adequada
e contempla diversos conceitos estudados neste nivel de ensino, permitindo,
de forma simples e significativa, a percepcdo de conexdes entre estes
conceitos, principalmente nos aspectos referentes a representacoes algébricas
e geométricas. Além disso, possui como ponto de partida o tratamento de
problemas que podem ser ligados ou adaptados de situacBes reais e
tornando-se um elemento motivador da aprendizagem em .(Santos, [21])

Conforme pode-se observar, sdo varios o0s trabalhos ja realizados e testados
envolvendo a aplicacdo de Programacdo Linear no Ensino Meédio. Estes resultados,
verificados por meio de pesquisa bibliografica, mais uma vez evidenciam e comprovam que

realmente pode ser viavel a aplicacdo da proposta sugerida neste trabalho.
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Ainda assim, se de fato julgar-se necessario aplicd-la no contexto das salas de aula,
para mais uma vez verificar a sua viabilidade, € importante destacar que por mais que fossem
escolhidas uma, duas ou mais turmas especificas, de uma ou mais escolas também especificas,
0 ideal seria que isso ndo fosse realizado num Gnico momento, como acontece na maioria dos
trabalhos de conclusdo de curso. Para que realmente ndao se tenha dlvidas quanto a
contribuicdo da Programacdo Linear para a melhoria do processo de ensino e aprendizagem
de alguns contetidos matematicos no Ensino Médio, é necessario que se tenha uma amostra
significativa de alunos dentro de um universo também signifiativo de escolas, situadas em
regides diversas e em contextos sociais, culturais e econdmicos diferentes. Tudo isso,
associado a uma coleta seletiva e a uma analise cuidadosa das informacgdes inerentes a
aprendizagem dos alunos durante um periodo de tempo maior, em que fossem possiveis obter
informac@es antes, durante e apds o processo. Talvez seja essa a razao maior de néo ter sido
feito essa aplicacdo para este trabalho, em especifico. Como ja foi justificado anteriormente,
para que tudo isso ocorresse de maneira mais consistente e convincente, seria necessario um
tempo maior destinado a pesquisa e aplicacdo da proposta. Sendo assim, nao restam davidas,
que este trabalho pode ser estendido ao se analisar a aplicacdo da proposta em uma sala de
aula de Ensino Médio, e espera-se que isso possa se concretizar em trabalhos futuros.

No momento, ainda que tudo tenha se apresentado de maneira muito simples e
modesta, espera-se realmente que este trabalho venha de alguma forma contribuir para a
apropriacdo agradavel e duradoura de conceitos matematicos por parte dos alunos e para
encorajar professores do Ensino Médio a continuar engajados na tarefa constante de buscar

técnicas e maneiras diversificadas de se ensinar .
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