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Aula de Matemdtica

Pra que dividir sem raciocinar
Na vida € sempre bom multiplicar
E por A mais B

Eu quero demonstrar

Que gosto imensamente de vocé

Por uma fracao infinitesimal,

Vocé criou um caso de cdlculo integral
E para resolver este problema

Eu tenho um teorema banal

Quando dois meios se encontram
desaparece a fra¢ao

E se achamos a unidade

Estd resolvida a questao

Prd finalizar, vamos recordar

Que menos por menos dd mais amor
Se vao as paralelas

Ao infinito se encontrar

Por que demoram tanto dois coracoes
a se integrar?

Se desesperadamente, incomensuravel-
mente,

Eu estou perdidamente apaizonado por
VOCE.

(Tom Jobim e Marino Pinto)



Resumo

Neste trabalho estudamos os principios da teoria das curvas planas, inseridos no
contexto do Ensino Médio. Propomos uma introducao ao Calculo Diferencial e
Integral, apresentando as nocoes intuitivas de limite de uma funcao real de uma
variavel, de continuidade e diferenciabilidade de funcgoes reais de uma variavel, bem
como integrabilidade, aos estudantes do Ensino Médio. Em seguida, fazemos um
estudo sobre a teoria das curvas parametrizadas, ilustrando alguns exemplos classicos
e apresentando alguns conceitos, como o de vetor tangente, de drea e comprimento
de curvas.

Palavras-chave: curvas planas; cilculo diferencial e integral; vetor tangente; area
de curvas; comprimento de curvas.
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Abstract

In this work, we study the principles of the theory of plane curves, within the
context of high school. We propose an introduction to differential and integral
calculus, with intuitive notions of limit of a real function of one variable, continuity
and differentiability of real functions of one variable, and integrability, to high school
students. Then do a study on the theory of parameterized curves, illustrating some
classic examples and presenting some concepts, such as the tangent vector, area and
length of curves.

Keywords: plane curves; differential and integral calculus; tangent vector; area;
curve length.
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Introducao

A Geometria Diferencial ¢ o estudo da Geometria usando o Calculo Dife-
rencial e Integral. Essa jungao criou, de certo modo, uma ciéncia aplicada, prin-
cipalmente em questoes originadas da Cartografia, de onde herdou parte de sua
terminologia inicial. Posteriormente passou a ser de grande utilidade na Astrono-
mia e na Engenharia. Embora o Calculo fosse suficiente para o entendimento e a
aplicagao das leis de Newton, nao o foi para a teoria da relatividade que nasceu
sobre os alicerces do conhecimento estabelecido pela Geometria Diferencial. A inte-
racao entre a Geometria Diferencial e a Anélise tem sido fator de desenvolvimento
de ambas as disciplinas. No espirito da Geometria Analitica de Descartes, questoes
profundas de Anélise tém sido resolvidas através da Geometria e vice-versa. A Com-
putacao Gréfica estd comecando a demonstrar que a Geometria Diferencial estara
proximamente presente e acessivel para um ptblico bem mais amplo, quer na &area
cientifica, quer na area empresarial, fornecendo a interface grafica adequada a apre-
sentacao de resultados, ao desenvolvimento de novas tecnologias e ao planejamento
de novos produtos.

A historia da Geometria Diferencial comeca com o estudo de curvas, objeto de
nosso estudo. Nogoes como retas tangentes a curvas ja sao encontradas entre os
gregos Euclides, Arquimedes e Apolonio. No século XVII, os franceses Pierre de
Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650) criam o método das coordenadas
ou a Geometria Analitica enquanto que o alemao Gottfried Leibniz (1646-1716) e o
inglés Isaac Newton (1643-1727) descobrem os algoritmos do Célculo Infinitesimal,
os quais permitirao o estudo de curvas e superficies através de suas propriedades
diferenciais. A curvatura de uma curva plana em um ponto da curva é uma medida
numérica de quanto a curva se afasta de ser uma reta numa vizinhanca daquele
ponto: é a taxa de variacao naquele ponto da direcao tangente a curva em relacao
ao comprimento de arco . Os conceitos de curvatura de uma curva plana ja eram
conhecidos por Newton e Leibniz, mas o precursor do assunto talvez seja o holandés
Christian Huygens (1629-1695), que ainda ndo conhecia o célculo, mas que em 1673
publicou um trabalho sobre curvas planas introduzindo os conceitos de involuta
e evoluta de uma curva o qual foi curiosamente motivado pelo seu interésse em
péndulos e relogios.

Neste trabalho dissertamos sobre a teoria das curvas planas continuas parame-



trizadas. A escolha do tema desta monografia objetiva estimular a formacao de
conhecimentos mais s6lidos sobre curvas planas e de alguns conceitos relacionados,
tais como, graficos de funcoes reais de uma variavel real, e Célculo Diferencial e
Integral.

O texto foi dividido em dois capitulos. No primeiro capitulo, fazemos uma intro-
ducao com defini¢oes basicas que serao necessarias a compreensao do exposto neste
trabalho. Apresentamos as ideias de funcoes reais de uma variavel real e algumas
definicoes do Calculo Diferencial e Integral, tais como a definicao de limites de fun-
coOes reais de uma variavel real, derivadas de fungoes reais de uma variavel real, e
da integral de Riemann para fungoes reais de uma variavel real. Além de alguns
exemplos, sao feitas observagoes que servem de elo entre o que ¢ estudado no Ensino
Médio e a primeira disciplina de Célculo Diferencial e Integral estudada em cursos
de Ciéncias Exatas, nas universidades e faculdades do mundo todo.

No segundo capitulo fazemos um estudo sobre curvas planas. Apresentamos seu
conceito, suas formas de representacao cartesiana e paramétrica, os principais tipos
de curvas, bem como sua construcao grafica e determinacao de seu comprimento
e area. Finalizando, introduzimos uma pequena lista de exercicios, direcionada ao
nosso publico alvo, que podera ser aplicada para verificar se o contetido exposto foi
absorvido de forma plena e satisfatoria.

xi



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos e resultados bésicos para uma boa
compreensao deste trabalho. No que segue, recodaremos algumas defini¢oes e resul-
tados do calculo diferencial e integral para fungoes reais de uma variavel real.

1.1 Teoria dos conjuntos

Nesta secao recodaremos algumas definicoes e notagoes comumente utilizadas
na teoria dos conjuntos. Nao faremos uma abordagem axiomética, bem como nao
entraremos na questao da definicao de conjunto. O ponto de vista adotadado é que
o leitor possui a usual, humana e intuitiva compreensao do que sao conjuntos.

Motivados pela teoria axiomética de Zermelo-Frankel, indicamos um conjunto
C através de uma propriedade caracteristica P de seus elementos x. Desta forma,
podemos escrever:

C = {x; x possui a propriedade P}.

Exemplo: A = {x; z é estado brasileiro iniciado pela letra P} é uma maneira de
indicar o conjunto { Paraiba, Parané, Pernambuco}.

Em relacao a quantidade de elementos que formam um conjunto, podemos classifici-

lo como:

[.Conjunto finito: é aquele que apresenta um nimero limitado de elementos.
I[I.Conjunto infinito: ¢é aquele que apresenta um ntmero ilimitado de elementos.

Observacao 1 Consideramos o conjunto vazio, aquele que ndo possui elementos,
um conjunto finito. Usualmente, denotamos o conjunto vazio pelo simbolo &.

Um outro topico a se analisar sao as relacoes de pertinéncia e inclusao.



1.1. TEORIA DOS CONJUNTOS

Definicao 1 A relacao de pertinéncia se dd da sequinte forma: dados um con-
junto C' e um elemento x quaisquer, se x faz parte de C, escrevemos x € C' (lé-se: x
pertence a C). Para sua negagao, escrevemos x ¢ C (lé-se: x ndo pertence a C' ). A
relacao de inclusao procura estabelecer um elo entre conjuntos, da sequinte forma:
dados os conjuntos A e B quaisquer, se todos os elementos de A pertencem a B,
escreveremos A C B (lé-se: A estd contido em B). Para sua negac@o, escreveremos
A ¢ B (lé-se: A nao estd contido em B).

Finalizando esta secao, concentraremos nossa atencao sobre as operacoes com
conjuntos.

Definicao 2 Se A e B sao dois conjuntos, e se cada elemento de A também pertence
a B, dizemos que A € subconjunto de B.

Notacao:
ACB&s VieA = x€ B

Definigao 3 Sejam A e B dois conjuntos. A uniago AU B (lé-se: A unidao B) é
formada pelos elementos que pertencem a A ou a B.

Notacao:
AU B={zr; v € A oux € B}.

Definicao 4 Sejam A e B dois conjuntos. A intersecao AN B (lé-se: A intersecao
B) € formada pelos elementos que pertencem simultaneamente a A e a B.

Notacao:
AN B={z; v € Aex € B}.

Definigao 5 Sejam A e B dois conjuntos. O complemento A — B (lé-se: A menos
B) é formada pelos elementos que pertencem a A mas nao pertencem a B.

Notacao:
A—B={x;z € Aex ¢ B}.

Definicao 6 Dados os conjuntos nao vazios Aq,...,A,, definimos o produto carte-
stano entre estes conjuntos como sendo o conjunto que contém todas as n-uplas
(ai,...,a,), onde a; € A; para todo i = 1,...n. Denotamos tal conjunto por

A=A x---x A,.



1.2. SISTEMAS DE REPRESENTACAO

Caso os conjuntos Ay, ..., A, sejam todos iguais a um conjunto A, denotamos o
produto cartesiano entre estes conjuntos por A" = A x --- x A.

Exemplo: Denotamos por R™ o espaco euclidiano real n dimensional, isto é,
o conjunto de todas as n-uplas de ntimeros reais. Deste modo R™ é o produto
cartesiano de n coépias de R, ou seja:

RP=RxRx---xR.

1.2 Sistemas de representacao

Sao valores lineares ou angulares que indicam a posi¢ao ocupada por um ponto
em um sistema de referéncia.

1.2.1 Sistemas de coordenadas cartesianas

O Sistema de Coordenadas Cartesianas, mais conhecido como Plano Cartesiano,
foi criado por René Descartes com o objetivo de localizar pontos. Ele é formado por
dois eixos perpendiculares: um horizontal e outro vertical que se cruzam na origem
das coordenadas. O eixo horizontal é chamado de abscissa x e o vertical de ordenada
y. Os eixos sao enumerados compreendendo o conjunto dos ntimeros reais. Observe
a seguir uma figura representativa do plano cartesiano:

Plano Cartesiano 4

ordenada

abscissa
-2

-3

-4

René Descartes

As coordenadas cartesianas sdo representadas pelos pares ordenados (z,y),
cujo primeiro valor se refere a abscissa e o segundo niimero a ordenada. Desta
forma, o ponto P;(3,2) tem abscissa 3 e ordenada 2, no qual o simbolo (3,2) repre-
senta um par ordenado. Um ponto P,(2,3) apresenta abscissa 2 e ordenada 3. E



1.2. SISTEMAS DE REPRESENTACAO

importante ressaltar que os pontos P; e P, sao distintos, pois em um par ordenado
a ordem dos nimeros ¢é relevante.

Ao ponto localizado na interse¢ao dos eixos, denominamos de origem do sistema
de coordenadas cartesianas, expresso por O(0,0).

Observamos que o eixo x e o eixo y dividem o plano em quatro regides, deno-
minadas quadrantes. Podemos visualizar esta divisao na figura a seguir:

Quadrantes do sistema de coordenadas cartesianas

¥

1° gquadrante

1" quadrante=x=>0ey>0
2°guadrante=x<0ey>0
x Fquadrante=x<0ey=<0

4" quadrante=x>0ey<0

4°  quadrante

1.2.2 Sistema de coordenadas polares

O sistema de coordenadas polares, criado por Jakob Bernoulli, tem, como refe-
renciais, uma semi-reta orientada fixa, denominada eizo polar, e um ponto fixo O,
denominado polo, localizado na origem do eixo polar, conforme observamos a seguir.

Sistema de cocordenadas peolares

1. Eixo polar

Polo ©
-

A 4

Eixo pelar

Bernoulli

A cada ponto P do plano associamos um par de nimeros reais 7 e 6 denominados



1.2. SISTEMAS DE REPRESENTACAO

coordenadas polares de P, denotados por P(r,#), onde r é a coordenada radial (raio)
de P ou distancia de P ao polo e 6 é a coordenada angular ou dngulo polar.

O angulo polar 6 de um ponto P(r,0) mede a abertura entre o eixo polar e o raio
OP. Essa abertura ¢ obtida considerando-se numa posicdo inicial o raio OP sobre o
eixo polar e abrindo-se o raio até a medida dada de 6. Assim, o eixo polar é o lado
origem e o segmento OP ¢ o lado extremidade do angulo. Vide figura abaixo:

|I. 2. Represzentagéico de um ponto P(r.0)

| Siztema de Coordenadas Polares

Costuma-se representar um sistema de coordenadas polares através dos eixos car-
tesianos e um conjunto de circulos centrados na origem. Nesse circulo sao marcados
alguns angulos, conforme indicado na figura.

Coordenadas pelares

Como # é um ntmero real, 6 deve ser medido em radianos. O angulo polar 0 é
positivo se medido no sentido anti-horério e negativo se medido no sentido horario.
Se o raio r for positivo, entao ele deve ser marcado sobre o lado extremidade do
angulo polar. Se r for negativo, entao ele deve ser marcado sobre o sentido oposto
do lado extremidade do angulo polar, na mesma distancia igual ao valor absoluto



1.2. SISTEMAS DE REPRESENTACAO

do raio.
Exemplo: Vejamos como sao representados alguns pontos no plano abaixo.

. 5 : . : .
(i) P<6, F) : este ponto estd na circunferéncia de raio 6 e sobre o eixo referente
A l 71—
ao angulo —.
G

5) 5}
(ii) Q( —4, g) : como r é negativo, QQ serd simétrico ao ponto ' (4, ?ﬁ)

Exemplo:

AT
(SRR
In%ﬁ%‘!:ﬁ't\‘

TS

7
‘-:\;{U,’.{'é.'c‘ilﬂ ‘ o
B=- <
L v

L7
SR T 7
$¢:g.=gq,¢

NS

1.2.3 Relacao entre coordenadas cartesianas e coordenadas
polares

Relagdo entre o= sistemas cartesianc e polar




1.3. FUNQOES REAIS DE VARIAVEIS REAIS

Observando a figura anterior, facamos coincidir as origens e o eixo Ox e o polar
dos sistemas de coordenadas cartesianas e polares, respectivamente. Seja P um
ponto tal que, (z,y) s@o suas coordenadas cartesianas e (r,6) suas coordenadas
polares. Assim, se (z,y) é diferente da origem, podemos escrever:

(i) x=r-cos 6,
(i) y =17 -sen 6,
(iii) r = +/2? + 3%

i _Y
(iv) tg 0 = =

1.3 Funcoes reais de variaveis reais

Definicao 7 Dados dois conjuntos nao vazios A e B, define-se uma func¢ao f com
dominio A e contra dominio B, como uma regra que associa a todo a € A um 1nico
elemento b € B, e tal elemento b é denotado por f(a). Para indicarmos uma fung¢ao
f acima, como definida, usaremos a notacgao:

fi+A — B
a — f(a)=0.

Neste caso, o conjunto A é chamado dominio da funcao f, e o conjunto B é chamado
contra dominio da funcao f. Além disso, destacamos o conjunto imagem da fun¢ao
f, denotado por

Im(f) = {f(a);a € A},
e 0 conjunto
G(f) ={(a,b) e R*%a € A, b= f(a)},

chamado grifico da funcao f.

Observacao 2 Quando A e B sdo subconjuntos de R, a funcdo f com dominio A
e contra dominio B € dita uma funcao real de uma varidvel real.

Observacao 3 F usual representar uma funcao f de uma varidvel real a valores
reias e com dominio A, simplesmente por

y= f(z),z € A

Neste caso, diremos que x € a varidvel independente, e y, a varidvel dependente. F
usual, ainda, dizer que y € funcao de x.



1.3. FUNQOES REAIS DE VARIAVEIS REAIS

A seguir, apresentamos alguns exemplos de funcgoes.
(i) Fungoes polinomiais. As fung¢oes do tipo

f:R = R
v = f(r) =ag+ax 4 ax® + -+ apa”,

onde a, # 0, sao chamadas fun¢oes polinomiais de grau n, com n € N.

Como ilustragao, consideraremos os esbogos dos gréaficos das fungoes abaixo.

~

Esbogo do grdfico de uma fungdio do 2° grau

(ii) Fungoes racionais. As fungdes do tipo
f:A - R
r = f(x)=—=

onde p e ¢ sao funcoes polinomais, sao chamadas funcoes racionais. Note que

o dominio da fung¢ao f é dado por A = {x € R;¢(z) # 0}. Como ilustracao,

apresentamos o esbogo do gréfico da fungdo racional definida por f(z) = %



1.3. FUNQOES REAIS DE VARIAVEIS REAIS

Esbogo do grddico da fungdo Racional 4

, 1
f(x) T

(iii) Fungoes exponenciais e logaritmicas. Seja a > 0 e a # 1.
— Fungoes exponenciais. As fungoes do tipo

f:R - R
x — f(x)=ad",

sao chamadas funcoes exponenciais de base a.

Esbogo do grdfico de uma fungéio exponencial

az>1 0«<ac«1

. \{\

— Funcoes logaritmicas. As funcoes do tipo

f:(0,400) — R
r = f(x) =log,(z),

sao chamadas funcoes logaritmicas de base a, com a > 0 e a # 1.



1.3. FUNQOES REAIS DE VARIAVEIS REAIS

Esbogo do grdfico da fungdio logaritmica

a>1 0«<ac«1

(iv) Fungoes trigonométricas.
— Funcgao seno. A funcao definida por:
sen: R — R
r +—  f(x)=sen(z),

é chamada de fun¢ao seno. A imagem desta fungao é o intervalo fechado
[—1,1]; a fungdo seno é periodica de periodo 2w, isto é, sen(x + 27) =
sen(x) para todo = € R. Veja o seu grafico a seguir, desenhado apenas
no intervalo [0, 27].

— Funcao cosseno. A funcao definida por:
fR =5 R
r — f(x)=cos(z),
é chamada de funcdo cosseno. A imagem desta funcao é o intervalo
fechado [—1, 1]; a fungao cosseno ¢é periodica de periodo 2, isto é, cos(z+

271) = cos(z) para todo z € R. Veja o seu grafico a seguir, desenhado
apenas no intervalo [0, 27].

10



1.4. CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

— Funcao tangente. A funcao definida por:

tan:R—-S — R
B ~ sen(w)
r — f(x)=tan(z) = cos(n)’

onde S =<z € Rz = T + km, k € Z}, é chamada de funcao tangente.

A imagem desta funcao é R; a func@o tangente é periodica de periodo
7, isto é, tan(x + 7) = tan(x) para todo x € R — S. Note que a fungao

. T . . .
tangente nao estd definida em z = 5 + km, onde k£ é um inteiro. Veja o

seu grafico a seguir, desenhado apenas no intervalo [0, 27].

1.4 CAlculo Diferencial e Integral

O Calculo Diferencial e Integral é um campo da Matemética com importantis-
simas aplicagoes. Engenheiros, fisicos, quimicos, matematicos, gedlogos, bidlogos,
economistas, entre outros, utilizam os conceitos de Célculo Diferencial Integral nas
suas atividades profissionais.

11
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O estudo do Célculo Diferencial e Integral envolve as nocoes de limite, deri-
vada e integral. Inicialmente, vamos nos concentrar em compreender as defini¢oes
intuitivamente para funcoes reais de uma variavel real.

1.4.1 Limites de funcoes reais de uma variavel real

I. Nogao intuitiva de limite de uma funcao:

Antes de apresentarmos um conceito formal de limite, observemos a situacao a
seguir.

Consideremos a funcdo f : R — R definida por f(x) = x 4+ 2. Vamos analisar o
comportamento de f(z) quando x estiver proximo de 1, mas nao for igual a 1.

Inicialmente, consideremos para x os valores 0,9, 0,99, 0,999 e assim sucessiva-
mente. Procedendo deste modo, estamos escolhendo valores cada vez mais proximos
de 1, porém menores que 1. Em um segundo momento, consideremos para x os va-
lores préoximos de 1, porém maiores que 1. Desta forma, tomemos para x os valores
1,01, 1,001, 1,0001 e assim sucessivamente.

Escrevendo os dados numa tabela, temos:

|z | fl@)=z+2]

0,9 2.9
0,99 2,99
0,999 2,999
1,01 3,01
1,001 3,001

1,0001 3,0001

A medida que tomamos valores de z cada vez mais proximos de 1, ou seja, z — 1
(lé-se: z tende a 1), os valores de f(x) tornam-se cada vez mais proximos de 3, ou
seja, f(z) — 3 (lé-se: f(z) tende a 3), independentemente da sucessao de valores
de x usados. Pode-se observar que ¢ possivel tomar o valor de f(x) tao proximo de
3 quanto desejamos, desde que tomemos x suficientemente proximo de 1 (x # 1).

Este nimero 3, do qual f(x) se aproxima, ¢ denominado limite de f(x) quando
x tende ao ponto x = 1.

Para o correto entendimento do conceito de limite, devemos ter em mente que,
como z nao é igual a 1 (esta proximo de 1), o valor de f(z) consequentemente nao
é 3, mas esta proximo de 3. Afirmamos que o seu limite, isto ¢, que o valor para o
qual f(x) se aproxima quando z se aproxima de 1 é igual a 3.

Assim, intuitivamente, dizemos que uma func¢ao f(x) tem limite L quando z
tende para a, se é possivel tomar f(z) arbitrariamente proximo de L, desde que
tomemos valores de x, x # a, suficientemente proximos de a.

12
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IT. Definicao de Limite de uma funcao

Consideremos o grafico da funcao abaixo.

Nogéo de Limite YN
1.6rdfico T
i
1
b
S
limfix) =L i : i
r—p 1
P ]
! | 1 Y
i
Ky —> p T X X
§ -

Definicao 8 Quando os valores de x tendem a um numero p, pela direita e pela
esquerda, e, consequentemente, os valores de f(z) se aproximam cada vez mais de
um numero L, dizemos que o limite de f(x) quando x tende a p € igual a L e

escrevemos
lim f(x) = L,

Z-}p
para significar que para cada € > 0 € possivel encontrar 0 > 0 de tal forma que se
x estiver no dominio da funcio f e satisfizer a desigualdade 0 < |x —a| < 0 ( isto
é, x um ponto do intervalo centrado no ponto a e de raio § porém diferente de a)
entdo a desigualdade |f(x) — L| < € serd vdlida.

Exemplo: Seja f uma func¢do definida pela equacio f(z) = 4z — 1. Dado que
lir% f(z) = 11, encontre § para e = 0,01.
r—r

Resolucgao:

Pela definigao, |f(z) — L|< €. Assim:

f(z) —1l|=|de —1—-11|=|dz —12|=4 |2 — 3.

Queremos que 4 |x — 3|< 0,01, o que equivale escrever |x — 3|< 0,0025. Como
0<|z—3|<d, temos 0 < |z —3]< 0,0025. Logo:

0 < 4§ <0,0025.

Exemplo: Demonstre usando a definicao que lir% 20 —4 = 2.
T—r

13
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Resolucao:

Note que f(x) =2x —4, a =3 e L =2. Assim, é possivel escrever:

| f(z) —2|<e se0<|z—3]|<0.
| (2 —4)—2|<e se0<|z—3|<d.
2|z —3|<e se0<|z—3]|<d.

Isso implica que:| x — 3 |< % Escolhendo § = g, a definicao se verifica.

III. Limites laterais

Ao considerarmos lim, ., f(x) = L, estamos interessados no comportamento da
funcao nos valores proximos de a, isto é, nos valores de x pertencentes a um intervalo
aberto contendo a, mas diferentes de a, e, portanto, nos valores desse intervalo que
sao maiores ou menores que a. Desta forma, podemos escrever

e Limite lateral a direita

Definicao 9 O limaite lateral a direita de uma funcao f definida em um in-
tervalo aberto (a,b), quando x se aprozima de a pela direita, serd L e escrevemos
lim, .+ f(z) = L, se, para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que, se a < x < a+9. Deste
modo, |f(x) — L| <e.

Notacao:
lim f(z)=L&Ve>0,30>0, talquea<z<a+d = |f(x)—L|<e.

z—a™t

e Limite lateral & esquerda

Definicao 10 O limaite lateral a esquerda de uma funcao f definida em um
intervalo aberto (b,a), quando x se aprorima de a pela esquerda, serd L e escrevemos
lim, .- f(z) = L, se, para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que, se a — § < x < a.
Assim, |f(z) — L| < e.

Notacao:

lim f(r)=L&Ve>0,30>0, talquea—d <z <a =|f(x)—L|<e

Tr—a—
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Observacao 4 Um resultado importante que decorre das definicoes acima pode ser
visto a Sequir:

Teorema 11 Seja I um intervalo aberto contendo a e seja f uma funcao definida
para x € [ —{a}. Temos que lim,_,, f(x) = L se, e somente se, existirem os limites
laterais lim, .+ f(z) e lim, .- f(x) e forem ambos iguais a L.

IV. Propriedades dos limites

Para encontrarmos o limite de uma fungdo de uma forma direta, necessitamos
de alguns teoremas. A seguir, apresentamos algumas regras préticas que nos permi-
tem mais facilmente determinar o limite de uma funcao. As demonstracoes desses
teoremas podem ser visualizadas no apéndice do trabalho.

Teorema 12 O limite de uma funcao real de uma varidvel real quado existe € unico.

Teorema 13 Sejam k um nimero real, e f(z) e g(x) funcdes reais de uma varidvel
real, definidas num mesmo conjunto, de modo que lim,_,, f(x) = Ly, lim,_,, g(z) =
Lo. As sequintes propriedades sao verdadeiras.

(i) im, . k = k;
(i) lim, . kf(x) = kLy;
(vii) lim, o [f(z) + kg(x)] = L1 + kLo;
() -

(iv) limg o [f(2) - g(x)] = L1 - Lo;
: fl@)1 Ly
(v) lim, ., [m} T se Ly # 0.

Teorema 14 O limite de uma funcio polinomial f(x) = ap + a1 + agx® + -+ +
anx™ =Y " a; -2, a; € R, para x tendendo para a, € igual ao valor de numérico
de f(z) para x = a. Ou seja, lim,_,, f(z) = f(a)

Exemplo:

1. limb =5.

r—1

2. lim(x + 3) =lim x—i—hm?) =2+4+3=5.

r—2 r—2 z—2

3. 11m5$ =lim 5-limz =5 -3 = 15.

r—3 x—3

2 lim, 4,2 2 1
4. hm(_):_lm——“l:_I_
T4 lim, 4z 4 2

15



1.4. CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

1.4.2 Continuidade de funcoes reais de uma variavel real

Intuitivamente, podemos afirmar que uma funcao é continua em um intervalo real
se a curva representativa de seu grafico nao apresenta saltos nem furos. Diremos
que uma func¢ao f é continua em um ponto a do seu dominio quando o seu grafico
é um continuo de pontos em torno do ponto que possui o niimero a como abscissa.
Quando esta propriedade ¢ valida em todos pontos do grafico da funcao diremos que
a funcao continua.

Continuidade de uma funcio real a varidvel real

1
W Grafico | Grafico |l

De acordo com nossas consideragoes iniciais, podemos observar que o grafico
I, apresentado acima, nao apresenta nenhuma interrupcao em seu tragado. Desta
forma, a funcao representativa desse grafico ¢ fungao continua. Entretanto, o
graficos 1T apresenta interrupcao, um "salto", como no ponto b ou "furo"em seu
tracado, como no ponto e. Funcgoes que apresentam estes graficos sao ditas fungoes
descontinuas.

Definicao 15 Seja f(z) uma funcao definida em um intervalo e seja a um ponto
desse intervalo. Assim, a fungao f(x) é continua no ponto a se

lim f(z) = f(a).

T—a

Decorre desta definicao e do conceito de existéncia de um limite que, uma funcao
f(z) é continua no ponto a se e somente se sdo verificadas, simultaneamente, as
seguites condicoes:

1. existe o valor f(a).

2. existe lim,_,, f(z), isto é, existem e sdo iguais os limites laterais.
3. lim,, f(x) = f(a).
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Como exemplo, analisaremos as func¢oes a seguir:

Exemplo: Verificaremos se a funcao definida a seguir é continua em = =2.

22, se 0<x<2
f(z) = g+3, se 2<x<A4.

Resolugao: f(z) serd continua em x = 2 se atender as trés condigdes de continui-
dade citadas anteriormente. Assim:

(i) existe o valor f(2), pois f(2) = 22 = 4;

(ii) existe o lim, o f(x), pois aplicando a regra do limite da fungao polinomial,
temos que:

lim f(r)=2°=4 e lim f(a:):§+3:4.

2~ z—2F
Portanto, existe lim, o f(x).
Como lim, s f(z) = f(2), f(x) é continua em z = 2. Isso significa que, se

olharmos o grafico de f(z), no ponto x = 2 nao havera salto ou furo, como podemos
comprovar a Seguir:

Funcio Continua vy

] 6
5

( x2sel0=x <2 4

v 1= {X

B2 [zt3.5e2 <x=4 3
L2 2|

1]

1 2 3 4 5 6 X

Exemplo: Verificaremos, a seguir, se a funcao definida a seguir é continua.

f(m):{x+1’ se r<1

1—xz, se z>1.

17
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Resolucao: Calculando os limites laterais, temos:

lim f(z)= lim(x+1)=2 e lim f(z)= lim (1 —z)=0.
z—1- z—1- z—1+ z—1+
Como os limites laterais sdo distintos, nao existe lim,_,; f(x). Logo, a fungao é
descontinua.
A construcao do esboco de seu grafico ilustra a descontinuidade.

1.4.3 Diferenciabilidade de funcoes reais de uma variavel real

Considere o seguinte problema: determine a equacao da reta tangente ao gra-
fico da fungao f(x) no ponto de coordenadas (xg, f(zo)) (pertencente ao gréafico da
fungao f). Inicialmente, devemos considerar que este problema é equivalente ao de

C problema da reta
tangente

encontrar o coeficiente angular da reta tangente no ponto Py(xg, f(z0)). Desta
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forma, é possivel fazer uma aproximacao desse coeficiente angular usando uma reta
secante que passa pelo ponto de tangéncia P, e um segundo ponto na curva P.
Quando o ponto P se aproxima do ponto P,, a reta secante vai inclinando até atin-
gir uma posicao limite. Essa posicao limite é o que chamamos de reta tangente.

Reia tangenie

P
. - - X

lim (reta secante) = reta tangente
P—P

4]

—

Compreendido o significado de reta tangente, considere a figura abaixo, que
representa o grafico de uma fungao y = f(x), definida num intervalo.

Observe que, se for acrescentado Ax a partir do ponto xy, denotaremos xg+Ax =
r ou Ax = x — xo (incremento da variavel x). Em consequéncia disto, a funcao
f(z) também sofrerd um acréscimo Ay a partir de f(zg). Desta forma, temos
f(zo) + Ay = f(x) ou Ay = f(z) — f(zo) (incremento da fun¢ao).
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Definigao 16 Chamamos de razdo incremental da funcao f(x), a partir do ponto
Xg, a razdo entre o0s incrementos Ay e Ax, e expressamos por:

fla) = flw) Ay

T — To Ax
Se o limite da razao incremental lim f@=f@0) 5y lim AY oxistir e for
T—rT0 T—x0 T—T0 Ag

finito, dizemos que a fun¢io f(z) é derivavel no ponto z,. Desta forma, a derivada
da funcdo f(x) no ponto xq sera determinada pelo valor desse limite e denotada por

f'(x0).
f(@) = f(zo)

Vimos, anteriormente, que Ax = x — xq. Deste modo, concluimos que:
1. Se v — x9, entao Ax — 0;

2. x=u1x9+ Aux;

3. f(x) = f(zo + Ax).

Sendo assim, o limite

Py — tim 1) = F(0)

T—T0 T — X

pode ser reescrito da seguinte forma

Definigao 17 Denomina-se derivada da funcao f(x) no ponto de abscissa xg, o

fzotAz)—f(zo)

limite, se existir e for finito, da razao quando Az tende a zero, ou

seja: o
) = fin, FE SO

No estudo das derivadas, se faz necessario a compreensao do seu significado geo-
métrico, principalmente ao conceito de coeficiente angular da reta. Deste modo, con-
sidere f(z) continua e definida em um intervalo I, cujo grafico é expresso pela curva
C. A reta r, secante a curva C, é definida pelos pontos Py(zo, f(z0)) e P(x, f(x)).
Assim, podemos afirmar que o coeficiente angular de s é dado por:

Flx) = F o)

r — X9

tan § =

20
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o que corresponde a razdo incremental de f(x) no ponto .

Observando o grafico anterior, quando Az tende a 0, ou seja, quando x tende
a rg, o ponto P se aproxima de F, e a reta secante r tenderd a uma reta ¢, que
denominamos de reta tangente & curva C' no ponto F.

Se a reta r tende a reta t, entao [ tende a a, onde [ é o coeficiente angular da
reta secante.

Portanto:
lim M = lim =Y _ tan a.
T—T0 T — To z—zo AL
Assim, concluimos que:
I'(xg) = tg a.

A derivada da fungao f(z) no ponto xq é igual ao coeficiente angular (tg 3) da
reta t, tangente ao grafico da funcao f(x) no ponto P(zo; f(xg)). Desta forma, a
equacao da reta t pode ser representada por:

f(@) = f(xo) = f'(20)(x — o).

Apresentamos a seguir, algumas regras praticas que nos permitem mais facil-
mente determinar a derivada de uma funcao.

Teorema 18 Sejam u(z) e v(z) fungoes reais de wma varidvel real, definidas e
deriwdveis num mesmo conjunto. Desta forma, as sequintes propriedades sao verda-
deiras.

(i) Derivada da soma de fun¢oes derivavéis.

Se f(z) = u(z) +v(z), entao f'(x) =u'(z) +'(x).

(ii) Derivada do produto de fun¢oes derivavéis.

Se f(x) =u(z)v(z), entio f'(x) =u'(x).v(x) + V' (z).u(x).

(1ii) Derivada do quociente de fungoes derivavéis.

u(x).o(z) —v'(z).u()

[o()]?

Usando a definicao e as propriedades acima podemos mostrar a derivada de
intmeras funcoes elementares como exponencial, logaritmica, trigonométricas e suas
inversas. A seguir, apresentamos um resumo das derivadas de varias destas funcoes
elementares.

Se f(x) = Z—, com v(z) # 0, entao f'(z) =

1. Derivada da funcao afim: se f(z) = ax + b, entdao f'(z) = a.
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2. Derivada da func¢ao identidade: se f(z) = x, entdao f'(x) = 1.
3. Derivada da funcao constante: se f(z) = k entao f'(x) = 0.

4. Derivada da funcao exponencial, com expoente natural: se f(z) =
z" entao f'(z) = na"L.

5. Derivada da fungao seno: se f(x) = senx entdo f'(z) = coswz.

6. Derivada da fungao cosseno: se f(z) = cosx entdo f'(x) = - sen x.

1
7. Derivada da funcao logaritmica natural: se f(z) = ¢nx entao f'(x) = —.
x

6. f(z) =3 lnx+22°= f'(z) = g — 6.

Teorema 19 (Regra da cadeia) Sejam u(x) e v(x) fungoes reais de uma varidvel
real, derivdveis tais que o conjunto imagem da funcdo v esteja contido no dominio
da fun¢ao u, entdo a fungdo composta entre u e v, definida por f(x) = u(v(z)) €
bem definida e € derivdvel com

f'(w) = ' (v(z)) - v'(2),

Definicao 20 Diremos que uma funcio f € de classe C', ou continuamente dife-
rencidvel, quando esta for uma funcao derivdvel e a sua derivada definir uma func¢ao
continua. Também, diremos que f € de classe C?, ou duas vezes continuamente di-
ferencidvel, quando esta for uma func¢ao duas vezes derivdvel (e isto significa dizer
que a derivada da funcao f define uma fung¢ao derivdvel) e a sua derivada de se-
gunda ordem define uma fun¢ao continua. Seguindo este raciocinio, diremos que f
¢ de classe C*, ou infinitamente continuamente diferencidvel, quando esta for uma
funcgao de classe C™, seja qual for n € N.

Exemplo: Todas fungoes polinomiais, funcoes exponenciais, e as funcoes seno e
cosseno sao de classe C°.

22



1.4. CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

1.4.4 Integrabilidade

Considere o seguinte problema: dada uma fungdo continua f : [a,b] — R, obte-
nha a area da regiao S delimitada pelas retas © = a e x = b, eixo x e pelo grafico
da funcao f.

Pensando em responder o problema proposto acima, facamos as seguintes con-
sideragoes: se f é uma funcao de x, entao a sua integral definida é uma integral
restrita & valores em um intervalo especifico, digamos, a < z < b . O resultado é
um numero que depende apenas de a e b, e ndao de x. Vejamos a definicao:

Definicao 21 Seja f uma funcdo continua no intervalo [a,b]. Suponha que este
intervalo seja dividido em n partes iguais de largura Ax = (b;rf) e seja x; um numero

pertencente ao iésimo intervalo, para i = 1,2,....n. Neste caso, a integral definida
de f em |a,b], denotada por ff f(z)dx, € dada por:

se este limite existir.

Observacao 5 Intuitivamente a integral de uma fungao f(x) pode ser entendida
como sendo o limite da soma das dreas dos retdngulos de altura f(z;) e base Awx,
quando a base tende a zero. Note que, o produto Axf(x;) é a drea de cada um
retdngulos. A soma de todas estas dreas, fornece a drea total abaizo da curva.
Mais precisamente, definimos a integral definida da func¢ao sobre o intervalo de
extremidades a e b como sendo o valor deste limite, quando o mesmo existe.
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Interpretacdo Geométrica da Integral
Ay
e "--_--"‘—"“_--..1'.|
e Jix)
f(x) —_
a X; b x

Pode-se mostrar que se a fungdo y = f(z) é continua em um intervalo [a,b] ,
entdo ela é integravel em [a, b] .

Definigao 22 Seja f uma fungdao continua no intervalo |a,b]. A integral indefinida

da fungao f é wma fungao (ou familia de fungoes), expressa por [ f(x)dx = F(z)

tal que dl;—iz) = f(z), ou seja

/ f(@)dz = F(z) & F(z) = f(x).

Observacgao 6 A integral definida fabf(w)dx é um numero. Este nao depende da
varidvel x. A integral indefinida, ao contrdrio, é uma funcio ou familia de fun-
¢oes. A conexdo entre elas € dada pelo teorema fundamental do cdlculo (apresentado
abaizo). Se f(x) for continua em |a,b], entdo:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Teorema 23 (Teorema fundamental do calculo) Sejam f : [a,b] — R fungao
continua e seja F uma primitiva de f em [a,b]. Entdo

/ F@)dz = F(b) — Fla).

No segue que, apresentaremos as propriedades da integral que utilizaremos ao
longo do texto.

Teorema 24 Seja f, g : [a,b] — R func¢oes continuas. Entao
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b 1w it = [ s@ars [ g
2, /abcf(x)dx - c/abf(x)dm;

b c b
3. Para cada ¢ € la,b), / f(a:)dac:/ f(x)da:+/ f(z)dz;

4. Se [ éintegrdvel em [a,b], entdo a funcao |f| € integral e

/ab f(z)dx

1.5 Equacoes paramétricas

< [ 1wy

Na analise das fungoes definidas por equacoes cartesianas, geralmente considera-
mos uma variavel como independente e a outra como dependente, ou seja y = f(x)
ou z = h(y). Entretanto, alguns movimentos ou caminhos sdo inconvenientes, di-
ficieis ou impossiveis de serem representados por uma funcao de uma varidvel da
forma y = f(z). Para solucionar este impasse, introduzimos o conceito de equagoes
paramétricas. Em vez de definir y em termos de x, ou x em termos de y, definimos
ambos z e y em termos de uma terceira variavel chamada de parametro.

Definigao 25 Sejam um intervalo I C R e, x(t) e y(t) fungdes continuas definidas
em I. Deste modo, podemos afirmar:

1.
AT — R2
t o= (x(t),yt))
¢ uma curva parametrizada.

2. O conjunto C' = {f(z(t),y(t)); t € I} (imagem da fung¢ido \) é uma curva
parametrizada continua.

3. As equagoes

v = a(t),
{ y:y<t)’ tel,

sao equacoes paramétricas da curva C. Dizemos também que essas equagoes
parametrizam a curva C.
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O parametro t pode ser interpretado como tempo e (z(t),y(t)) nos da a posigao
de um ponto no instante ¢, que se desloca no plano Oy . A curva C' é a trajetoria
descrita pelo ponto. Assim como é possivel fazer um percurso de varias maneiras
(mais rapida ou mais devagar, num sentido ou no outro, etc) uma dada curva pode
ter varias equagoes paramétricas.

Observacao 7 O grifico de qualquer funcao pode ser representado como uma curva
parametrizada. E necessdrio, apenas, que dado uma funcio y = f(z), observemos
que seu grdfico é determinado pelos pontos (x, f(x)), onde x percorre os valores
permitidos do dominio. Deste modo, podemos escrever:

r =ux(t) =t,
y =yt)=f(1).
Assim, determinando os pontos P(t) = (z(t),y(t)) = (t, f(t)), temos o grdfico de f.

Exemplo: Considere a funcao y = 22 + 1 no dominio —2 < z < 2. Vamos
expressar o grafico da funcao como uma curva parametrizada. Considerando x = t,

podemos escrever:
r =1,
) —2<x <2
y =t'+1,

Desta forma, temos P(t) = (t,t* + 1), entdo P(—2) = (—=2,5) ¢ P(1) = (152) e
assim sucessivamente.

: |

rdfico de equagdes paramétricas

Movimento da curva Grafico estatico
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Capitulo 2

Curvas planas

2.1 Conceltos 1niciais

De modo intuitivo, uma curva no plano pode ser entendida como o gréafico de
fungoes de uma varidvel real ou figuras desenhadas com um tnico trago, sem tirar o
lapis do papel.

&<

De forma um pouco mais precisa, uma curva é uma deformacao continua de um
intervalo, ou ainda, a trajetéria de um deslocamento de uma particula no plano.
Como exemplos, observe as figuras a seguir:

Curvas no p[am:l
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2.1. CONCEITOS INICIAIS

Um primeiro ponto a considerar, seria, de acordo com a Geometria Analitica,
considerar uma curva em R? como um conjunto de pontos (z,y) € R? que satisfazem
equacoes do tipo f(x,y) = 0, dada uma funcao real de duas variaveis real f. Sao
varios os exemplos que podemos considerar como curvas que estao nessa classe de
subconjunto do plano. Vejamos alguns abaixo:

r

u

Devemos salientar que, mesmo para func¢oes bem comportadas, esse tipo de con-
junto por vezes se afasta do que entendemos por uma curva. Por exemplo, para a
fungao definida por F(z,y) = zy, a equagao F(z,y) = 0 descreve o conjunto for-
mado pelos eixos coordenados, que aparentemente nao se enquadra na nossa ideia
original, ou seja, de uma figura "tracada'sem tirarmos o lapis do papel.

Em contrapartida, existem conjuntos que desejariamos considerar como curvas,
mas os mesmos nao podem ser descritos como tal. Em muitas situacoes, considerar
0 caso especial em que curvas sao descritas por uma equacao da forma F(z,y) =0
pode ser util. Um caso especialmente importante é quando F(x,y) é um polinémio
em duas varidveis. Nesse caso, o conjunto F'(z,y) = 0 é chamado uma curva algé-
brica. O estudo desse tipo de "curva"é o ponto inicial da Geometria Algébrica, um
importante ramo da Matematica.

No entanto, no ambito que concerne a Geometria Diferencial, em vez de consi-
derarmos curvas definidas por equacoes, vamos retornar a ideia intuitiva que uma
curva deve descrever a trajetoria continua do movimento de uma particula sobre o
plano. Se considerarmos que um ponto A(t) representa a posi¢do de uma particula
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2.2. CURVAS PLANAS

em movimento continuo, quando o tempo ¢ varia em um intervalo [a;b], o conjunto
que iremos considerar é:

C ={\(t) e R?% t € [a;b]}.

A vantagem dessa abordagem é que ela poderd ser facilmente formalizada e
contera varias informagoes sobre como o ponto A(t) percorre o conjunto C, o sentido
que o ponto "anda'"sobre C'. Podemos, ainda, definir sua velocidade, sua aceleragao,
e etc.

Cabe-nos, agora, introduzir uma definicao formal de curva plana. Faremos isso
na se¢ao seguinte.

2.2 Curvas planas

Definicao 26 Uma curva continua no plano R? € uma aplicacao continua \: I —
R? definida num intervalo I C R. A aplicacdo N\, dada por \(t) = (z(t),y(t)), €
continua, se cada funcdao coordenada x;y : 1 C R — R € uma funcdo continua.

O conjunto imagem C' da aplicacao A, dado por

C={A1) = (x(t),y(1)); t € [},

é chamado de traco de A. Devemos observar que, de acordo com a definicao
acima, estamos analisando todo o movimento da particula e nao somente o conjunto
C. Nesse caso, A é dita uma parametrizacao de C' e denominamos ¢ o parametro da
curva .

Defini¢ao 27 Se a curva )\ estd definida em um intervalo fechado I = [a,b], os
pontos A(a) e A(b) sdo ditos ponto inicial de X e ponto final de \, respectivamente.

Definicao 28 Se \ estd definida num intervalo I = [a,b] e A(a) = A(b), dizemos
que X\ € uma curva fechada. Uma curva X : R — R? € dita periddica se existe um
numero real | > 0, tal que

At +1) = A(b),

para todo t € R. O menor valor de ly para o qual a equacdo acima se verifica €
chamado de periodo de \. Desta forma, a curva X\ fica completamente determinada
por sua restricao a um intervalo da forma [tg,to + lo].

Definicao 29 Uma curva ) : I — R? € dita simples, se a aplicacdo for injetiva.

Quando temos que A(t1) = A(ta), com t1,ty € I ety # to, dizemos que \ possui um
ponto duplo (ou mailtiplo) em t; e ts.
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2.2. CURVAS PLANAS

Definigao 30 Uma curva fechada )\ : [a,b] — R? ¢ dita fechada e simples se
A(t) # A(s), para todo t # s € [a,b)e A(a) = A(b), isto €, se o dnico ponto duplo de
A ocorre nos seus pontos inicial/final. Quando X\ é uma curva fechada e simples, ela
€ denominada curva de Jordan. Em muitas situacoes, quando nao houver prejuzizo

no entendimento, iremos denominar o traco da curva de Jordan também como curva
de Jordan.

Dentre as curvas planas continuas, temos a circunferéncia, a elipse, a parabola,
a hipérbole, a cardiode, as rosaceas de n pétalas, a lemniscata, a cicléide, a astroide,
cissoide, entre outras. Algumas delas sao expressas na forma paramétrica, no en-
tanto, outras se expressam melhor no sistema de coordenadas polares r = F/(f). A
seguir, apresentamos as equacgoes e os tragos de algumas delas.

1. Circulo: o circulo de raio R e centro na origem O, denotado por Sg(O), é o
conjunto de pontos (x,y) € R? cuja distancia ao ponto (0; 0) ¢ constante e

igual a R, isto é:
vVa2+y?>=R.

Parametrizacio da circunferéncia

Yy
(cost,sent)

R

f
Ad) -

O circulo Sg(O) ¢ o trago da curva continua A, definida por \(t) = (R-cost, R-
sen(t)); t € R. O parametro ¢ representa o angulo que A(t) faz com o eixo Oz.
De modo mais amplo, para um circulo de centro (a;b) e raio R, Sg((a,b)), é 0
trago da curva A : R — R? | dada por A(t) = (a+R-cost, b+ R-sent). Devemos
observar que, quando t percorre a reta real, A\(t) move-se sobre Sg((a,b)) no
sentido anti-horario um nimero infinito de vezes. Ao restringirmos o dominio
de A a um intervalo de comprimento 27, A(t) percorrera Sg((a,b)) uma tnica
vez. A curva Al|j 2+ € uma curva de Jordan.

2. Elipse: Entende-se por elipse o lugar geométrico de um plano onde a soma
da distancia de sua extremidade a dois pontos fixos, chamados de focos, F} e
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2.2. CURVAS PLANAS

F5, resulta em uma constante 2a, onde 2a > 2c. Se escolhemos o sistema de
coordenadas de R? de modo que F}; = (—¢;0) e Fy = (c,0), com ¢ > 0, entdo
a elipse é descrita pela equacao:

Seja (x,y) # (0,0) e considere ¢ o angulo que o vetor com o ponto inicial na
origem e ponto final (z,y) faz com o semi-eixo Ox positivo. Assim, podemos
parametrizar a elipse pelo traco da curva A : [0, 27] — R?, dada por

A(t) = (a-cost,b-sent).

3. Parabola de Neill: consiste no conjunto de pontos (z,y) € R?, tal que z3—y? =
0. Seja (xz,y) # (0,0) e considere ¢ o angulo que o vetor, com ponto inicial
na origem e ponto final (z,y), faz com o semi-eixo Ox positivo.

Assim podemos parametrizar a Parabola de Neill pelo traco da curva A : R? —
R3, definida por

A(t) = (£2,13).

4. Hipérbole: A hipérbole de focos P, e P, ¢ o conjunto de pontos (z,y) € R?
cuja diferencaa das distancias aos pontos P; e P5 é, em valor absoluto, uma
constante.

Se escolhemos o sistema de coordenadas cartesianas, a hipérbole é descrita

pela equacao
=V
a? 2
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2.2. CURVAS PLANAS

Paribola de Neil

1. Equaciio cartesiana
W3 _ yz =0

2. Equacio parameétrica
AP =(F,8)

Equacdes Paramétricas da hipérbole

A ={a. cosht,b.senht)

Observando que as fungoes cosseno hiperbolico e seno hiperbolico sao definidas,
respectivamente, por

t —t t o —t
% e senh(t) = %,

cosh(t) =
podemos escrever cosh?t — senh®t = 1. Assim, o ramo direito da hipérbole,
tem como parametrizacao

A(t) = (a - cosht, b-senht).

5. Lemniscata: ¢ o conjunto de pontos (z,y) € R?, cuja forma cartesiana é dada
por y? = 42%(1 — 22). Observamos que o parametro ¢ deve ser compreendido
como o angulo entre um vetor de R?, com ponto final (z,y), e 0 eixo Ox. Desta
forma, a lemniscata tem como parametrizagao o trago da curva A : [0,27] —
R2, dada por
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2.2. CURVAS PLANAS

1. Equacio cartesiana

/—\/—\ V=4(1-x7)

At)=(sen t, sen 2t)

A(t) = (sent; sen2t).

6. Cicloide: é gerada pelo movimento de um circulo de raio r que rola ao longo
do eixo Ox. Sua expressao na forma paramétrica é

At) = (rt — r-sent; r — r.cost).

Cicloide

Fazendo cost = 1 — g, temos que t = arccos(l — £), obtemos a equagao
r

cartesiana

x =r-arccos(l — g) F V2ry — 2
r

7. Astroide: (também chamada hipocicloide) é o lugar geométrico descrito por
um ponto de uma circunferéncia de raio 7 que rola sobre outra circunferén-
cia de raio r sempre dentro da circunferéncia maior. Pode-se mostrar que o
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2.2. CURVAS PLANAS

comprimento da cicldide é 6. Considerando que a equacao do circulo maior
é expressa por 22 + y? = 16 (raio 4), temos que o circulo gerador tem raio 1 e
tangencia o circulo maior. Logo sua equacgao é (x —3)®> + y* = 1, como na
figura abaixo. O centro desse circulo gira em torno de um circulo de raio 3.
Logo a equagao desse ponto genérico é P = (3cos(a),3sin(a)). Conseqiiente-
mente o circulo gerador tem equagio (x — 3cos(a))? + (y — 3sin(a))? = 1. As

equacoes paramétricas da astroide sao

x =r(cos(t))®
{ y = r(sin())? (0S T2

8. O Folium de Descartes: possui um aspecto de uma folha. Sua forma cartesiana
é 23 + 3 — 3axy = 0.

Folium de Descartes
i 1. Equacéo cartesiana

o+ yu = 3azy

2. Equacdes paramétricas

o= —3at _ _3at?
1+’ T4
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2.2. CURVAS PLANAS

9.

10.

Sua expressao na forma paramétrica é

3at
S T

3jz_t2 ;—00 < x < +00.
Vg

Devemos observar que a constante a dd o tamanho da folha.

Roséaceas de n pétalas: sao curvas descritas na forma polar por r = a cos(nf),
onde a é o raio do circulo onde esta inscrita a rosacea.

Rosaceas

Forma pu[ar: r=a.cos(ng)

Curiosamente, quando n é par a rosicea tem 2n pétalas, e quando n é impar
ela tem o mesmo niimero n de pétalas.

Curvas que preenchem o espaco - Curva de Peano e Curva de Hilbert: as
curvas de preenchimento do espaco sao denominadas curvas de Peano em ho-
menagem ao seu primeiro pesquisador, Giuseppe Peano, matemético do sé-
culo XIX. Outros pesquisadores, como David Hilbert, deram continuidade a
pesquisa das curvas de preenchimento do espaco estendendo-as para espacos
n-dimensionais. As curvas de Peano-Hilbert funcionam baseadas na particao
do espaco, de forma continua e tnica. Como cada particao é um subespaco
similar ao original, a construcao pode ser novamente aplicada a cada partigao,
gerando novas particoes e assim sucessivamente. A curva de Hilbert é a apli-
cacao limite desse processo, aplicado ao conjunto formado por trés segmentos
de reta de comprimento um, dois a dois ortogonais, formando uma figura U.
As figuras a seguir mostram os tracos das seis primeiras etapas da construcao
da curva de Hilbert.
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2.2. CURVAS PLANAS

A curva limite obtida por esse processo serd uma curva continua cujo traco é
todo o quadrado [0, 1] x [0, 1]. Eliakim Moore obteve uma constru¢ao similar.
Tomando-se inicialmente um quadrado, construiu uma curva chamada curva
de Moore, cujo traco preenche [0,1] x [0,1]. Porém, em cada etapa da cons-
trugao, temos uma curva de Jordan. A figura a seguir ilustra a quarta etapa
da construcao da curva de Moore.

Curva de Moore: 4%tapa
T I ] D

[
I
|
[
]I
II

I

Podemos fazer uma construcao similar a essa, onde, em cada etapa, temos ua
curva de Jordan diferenciavel. Observe as figuras a seguir:

N
I

|

N
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2.3. CURVAS SUAVES

2.3 Curvas suaves

Nesta secao, iremos analisar localmente uma curva A no plano, isto é, fixado tg,
observaremos como se comporta A(t) para valores de t proximos de ty. Para esta
analise, o ideal seria que pudéssemos ter uma reta que fosse uma boa aproximagao
para esta curva. Entretanto, somente com a definicao de curvas continuas, isso nem
sempre é possivel.

Ao escrevermos A como

At) = (2(t), y(t)),
entao A é uma aplicacao suave, se e somente se, cada funcao coordenada z,y : I — R

¢ uma funcao de classe C'°, isto é, e y possuem derivadas continuas de qualquer
ordem em todo ponto de I. Assim, é possivel escrever:

Definicao 31 Uma curva parametrizada suave ou um caminho no plano R € uma
aplicacao suave
Al — R?

que a cada t € I associa \(t) € R

Observemos alguns exemplos:

Exemplo: (Curva constante) A aplicagio A : R — R? dada por A\(t) = (a,b) é
uma curva parametrizada suave cujo traco se reduz ao ponto (a, b)

Exemplo: A aplicagao A : R — R?, definida por \(t) = (¢, |t|) ndo é uma curva
parametrizada suave, pois a fungao definia por y(t) = |t| ndo é diferenciavel em
t = 0. A fungdo modular definida por f(x) = ||z|| tem derivada lateral & direita no
ponto x = 0 igual a +1 e derivada lateral a esquerda no ponto x = 0 igual a -1, o
que significa que tais derivadas laterais no mesmo ponto sao diferentes. Para todo
x nao nulo, as derivadas laterais a esquerda e a direita coincidem.

2.4 Retas tangentes de curvas paramétricas suaves

Seja A € R? uma curva parametrizada suave, dada por \(t) = (z(¢);y(¢)). O
vetor tangente (ou vetor velocidade) de A em t, € I é dado por

X (to) = (2'(to); y/'(to))-
A velocidade escalar de X em ¢, € I é dada pelo moédulo do vetor velocidade X (t),
isto é,

IN (o)l = Vo' (t0)? + o/ (to)*.

Quando X (ty) # (0;0), o vetor aponta na direcdo tangente a curva A em t.
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2.4. RETAS TANGENTES DE CURVAS PARAMETRICAS SUAVES

Vetor tangente a curva

O vetor XN({p) aponta na direcao da reta tangente a curva \

P

no ponto \(ty) e esta reta é a reta limite das retas secantes a
curva )\ passando por A(tg) e por A(t), quando fazemos ¢ tender
a to.

Para determinar a equacao da reta tangente a curva parametrizada, definida por
A(t) = (z(t); y(t)), devemos relembrar que a equagao da reta tangente ao grafico da
fungao y = F(x) no ponto P(zg; F(x¢)) é definida por
dy

dl’ r=x0 (l‘O)

y = F(xo) + m(z — x¢), onde m =
dy . L
Deste modo, se podemos calcular T para as equagoes paramétricas, podemos usar
x
y = F(z) + m(x — xp) para determinar a equagio da reta tangente.
d
e Calculo de 4.
dx

Inicialmente, devemos eliminar o parametro t em x(t) e y(t) e reescrever a funcao
na forma y = F(x). Se substituirmos z = f(t) e y = ¢(t) na equagdo y = F(x),
obteremos

g(t) = F(f(#)).

Derivando a igualdade, usando regra da cadeia, obteremos
g'(t) =F'(f'(t)).
Se alterarmos as notagoes, poderemos escrever:

dy , dx
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2.4. RETAS TANGENTES DE CURVAS PARAMETRICAS SUAVES

Como
/ dy
F'(z) = ==, podemos escrever
dx
dy
dy _ dqt
% = Z, com E 7& 0.
dt
Analogamente,
dx
drx gt dy
— = — #0.
a0 d_y , com o =+
dt
Exemplo: Como ilustragao, iremos determinar as retas tangentes a curva para-
r =t3—2

;no ponto (0, 2).

métrica definida por:
y =2t2 -2

Resolucgao:

(i)

dx
_dx_%_ 4t
M dy T dy T 32
dt

(ii) Paraz =0 e y = 2, temos que t = +/2

(iii) Para t = —v/2 = m = —/2. Entdo, a reta tangente no ponto (t = —/2) é

y(r) =2 — /2.

(iv) De modo analogo, para t = v/2, temos y(z) = 2 + 2z

2
e Calculo de —= :

22
O calculo da segunda derivada nos fornece a concavidade da curva parametrizada
no ponto considerado.Ou seja:

d2

(i) se e > 0, a concavidade da curva no ponto considerado serd para cima,;
x

2

(ii) se 2 < 0, teremos a concavidade para baixo.
T
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2.5. CONSTRUCAO DE GRAFICOS DE CURVAS PARAMETRICAS

Para a sua determinacao utilizamos a regra da cadeia duas vezes. Assim, escre-
Vemos:

d’y d(%) _ d(d%)

2 = d
dx dx yr

Do exemplo citado acima, verificaremos a sua concavidade. Para tal, temos

(At
d*y (3t2 — 2) —12t° — 8

dz? 32 —2 (3t2 — 2)3°
Como visto acima, para = 0 e y = 2, temos que t = ++/2. Desta forma

1

d?y

da?

Logo, a concavidade é para baixo no ponto (0, 2).

2.5 Construcao de graficos de curvas paramétricas
Neste se¢ao, iremos analisar maneiras de eshbocar graficos de curvas paramétricas
{ x = x(t)
y =y(t)
e Método I: Construindo uma tabela.

Por vezes podemos esbocar o gréfico de uma curva construindo uma tabela, es-
colhendo alguns valores de t. Este método nao é sempre aconselhavel, pois é dificil
concluir quantos valores de t deveremos escolher para poder esbocar o grafico de
forma mais precisa.

Exemplo: No que segue, vamos esbocar a curva descrita pelas equagoes paramé-

r = t?—4

tricas t =2 <t < 3.
V=3

Resolucgao:

A partir da construcao da tabela a seguir, temos:
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2.5. CONSTRUCAO DE GRAFICOS DE CURVAS PARAMETRICAS

v A
E | x |
=210 |-1
-1 (-3 |-05
0 1-410
1 1-310.5
210 |1
315 |15
| | 24

e Método II: Transformando a equagao paramétrica para cartesiana.

Sempre que possivel, podemos esbogar o grafico de uma equacao paramétrica transformando-
a para cartesiana. Para tal, devemos tao somente eliminar o parametro ¢ entre as
equacoes.

Exemplo: Como ilustracao, eliminaremos o parametro ¢ na seguinte equacao
paramétrica e eshocaremos seu grafico.
r = 3cos2t
) 0 <t < .
y = 1+ 2cos”2t

Resolucgao:

(i) x = 3cos2t = cos2t = %
(ii) Substituindo em y = 1 + 2 cos® 2¢, temos:

212
— 14
Y 9

2 2
Ou seja, o grafico é parte do gréfico da pardbola y = 1 + %, com -3 <x<3

e 1 <y < 2. Um esbogo do grafico é apresentado a seguir:
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2.5. CONSTRUCAO DE GRAFICOS DE CURVAS PARAMETRICAS

e Método III: Usando nocoes de calculo.

Para esbocar o grafico de uma equagao paramétrica, utilizando no¢oes de Calculo,
devemos determinar:

1. Pontos de intersecao com os eixos, caso existam, e sejam faceis de calcular

2. Pontos de auto-intersecao - pontos onde o traco da curva se encontram, caso
existam,

d d
3. As tangentes horizontais (d_i =0e d_f # 0 ), caso existam,

d d
4. As tangentes verticais <d—g§ =0e d—:g # 0 ), caso existam,

5. Estudo de crescimento e decrescimento de z e y.

Exemplo: Como ilustragao, considere a construcao do gréfico da curva definida
por

v o= t*+1

—¢3
y = —+t+1
Y 3

Resolugao:

e Determinando as intersecoes com os eixos:

—43
LHy=0= 3 +t+1=0, que é dificil de resolver.
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2.5. CONSTRUCAO DE GRAFICOS DE CURVAS PARAMETRICAS

2)z=0= t?’+1=0= t?=—-let=+/—1¢R. Assim, 2 # 0, Vt. Entdo a

curva nao intersecta o eixo y.

e Determando as auto-intersecoes:
Sejam t; < to tais que x(t1) = x(t2) e y(t1) = y(t2). Deste modo,
(1) z(t1) = x(ts) = (L1)*+1=(6)*+1 = t; =+t

Como:
t1 <ty = t1 =—ts.

y(t) = ylt2) .
(2) e :%—M:O:Q:Ooutl:i\@.
tl - _tQ

Como:
1 <ty = tlz—\/getgz\/g.

r =4
Desta forma, para t = + \/g, temos que: { ]
y =

e Obtendendo as retas tangentes:

d
(1) d—f =0 = 2t =0 = t = 0. Substituindo ¢ por 0 nas equacoes paramétricas

dadas, temos que x = 1 e y = 1. ou seja a funcao tem uma reta tangente vertical
no ponto (1, 1).

d X
(2) d_?; =0 = —t*4+1=0 = t = 41. De modo analogo ao descrito
acima, verificamos que a funcdo tem duas retas tangentes horizontais nos pontos

5 1
2,—) (2,—).
( 3) ¢ \%3
e Verificando os intervalos de crescimento e decrescimento:

Calculadas as derivadas das equacgoes paramétricas, para determinarmos os in-
tervalos de crescimento e decrescimento devemos:

(i) Determinar as raizes de cada uma das derivadas das equagoes paramétricas;
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(ii) Posicionar as raizes acima numa reta numérica, determinando os intervalos a
serem analisados.

(iii) Escolher, arbitrariamente, para cada intervalo I determinado, um z interior a
I, substituindo-o em nas equacoes paramétricas derivadas e observar o resul-
tado encontrado. Cada intervalo determinado sera classificado de acordo com
o teorema abaixo:

Teorema 32 Seja f continua num intervalo 1.

(a) Se f’(x) > 0 para todo x interior a I, entdo f serd extritamente crescente em
1.

(b) Se f'(z) < 0 para todo z interior a I, entdo f serd extritamente decrescente
em [.

Observacao 8 Dizer que x interior a I significa que x € I, mas x nao € extremi-
dade de I.

Assim:

W05 a0 = t—0
at - -

d
2) d—i/zo = 24 1=0 = t==+1.

=

=3
o
= -
-
-

dz
(3) Estudando o crescimento e decrescimento de —:

dt
d d
* Para t < —1: (Fazendo t = —2) d—f =2t = d—f = —4.
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dx dx
oot =1
p dt p dt
« Para 0 <t < 1: (Fazendot:O,S)d—f:2t:> d—le.

d d
* Para t > 1: (Fazendot:2)—x:2t:> Y

dt dt

« Para —1 <t < 0: (Fazendo t = —0,5)

d
Estudando o crescimento e decrescimento de d—‘z:

d
* Para t < —1: (Fazendo t = —2) i —t?+1= —=-3.
* Para —1 <t < 0: (Fazendo t = —0,5)
d
« Para 0 < t < 1: (Fazendo t = 0, 5) d—:‘;:—tul:» Z_s

d
* Para t > 1: (Fazendo t = 2) d—i:—tZ—f—l: Y

: dx
sinal de o —— y —— — — — — —— L 4+

+ 4+ + + +

crescimento de r descrescente —1 descrescente 0 crescente

d
snal de & —————— I +++++ y 4
dt T 1

l
1
1

crescente  f

crescimento de y descrescente -1 crescente 0 crescente

e Esbocando o grafico

45

—y

descrescente ¢



2.6. COMPRIMENTO DE ARCO

2.6 Comprimento de arco

Seja uma curva dada por equacoes paramétricas continuas

{ r=2l) g

y = y(t)

tais que t; #to = (x(t1),y(t1)) # (z(t2),y(t2)), pois nao queremos repetir trechos
da curva. Vamos determinar (ou melhor, definir) o comprimento L da curva.
Tomemos nimeros tg,t1,....t, talsque a =tg <t1 < ... <t <t; < .t,=be
pontos sobre a curva P, = (z(t;),y(t;)) , parai =1, ..., n.

N

O comprimento da linha poligonal FyPy, P, Ps, ..., P,_1P;, ..., P,_1P, é uma es-
timativa para L, e tomando-se pontos P; cada vez mais proximo uns dos outros,
espera-se que este comprimento se aproxime cada vez mais de L. Isto é, indicando
a distancia entre P;_; e P, por d(P;,_1, P;) temos:

L ~ d(Po,Pl) —+ d(Pl,P2) 4+ ...+ d(Pnfl,Pn).
Da geometria analitica temos,
d(Piy, P) = \/(y(t:) — y(ti1))? + (x(t:) — w(tia))?.

Supondo que cada uma das func¢oes y(t) e z(¢) tenham derivadas continuas,
pelo teorema do valor médio para derivadas, em cada intervalo [t;_1,t;] existem
a;, [; € [ti_q,t;] tais que

r(t) — x(ticn) = 2'(oq) - (ti = tic1) e y(t) — y(ticr) = ' () - (L — tia).

Indicando At; = t; — t;_; temos

d(Ps, P) = /() + (@ (m))? At

Entao,

Lr Y VI GIP T WGP A
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e definimos

L= _lim Z V(W " ()2 ) At

maxAt;—0

Se At é o valor maximo dos At; e, como y/(t) e 2/(t) sdo continuas, do Céalculo
Diferencial e Integral, sabemos que o limite da soma acima, quando At tende a zero
( ou seja, n — o0 ), se existe, é a integral de a até b, na forma:

L= /b o (t)? + ' (t)*dt.

Observacao 9 Se v(t) é o vetor velocidade da curva parametrizada entao L =
f: lv(t)||dt. Isto € "a integral do médulo da velocidade é igual & distdncia percor-
rida”.

Exemplo: Como exemplo, usaremos a integral para calcular o comprimento do
circulo de raio 4 e centro (1,2). Observamos que as equagdes paramétricas do circulo
sao definidas por

(a4 R-cost, b+ R -sint).
Assim, é possivel escrever:

{m:4-cost+1. 6[0,27?].

y=4-sint + 2. it
Com estas equacoes, nao ha repeticao de trechos da curva. Assim

x(t) =4-cost+1=2'(t) =—4-sint.
y(t) =4-sint+2=2/(t) =4- cost.

Deste modo:

N OO
= /27T V(=4 -sint))2 4 (4 - cost)2dt

2m
— / \/(16 -sin®t + 16 - cos? t)dt
0
2
- / \/16 - (sin® ¢ + cos?t) dt
0

= &m.
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2.7 Area de curvas paramétricas

Seja uma curva dada por equacoes paramétricas continuas

z=a(t)
{yzy(t) telad

tais que t; #ta = (2(t1),y(t1)) # (z(t2),y(t2)), pois ndo queremos repetir trechos
da curva. Vamos determinar (ou melhor, definir) a 4rea abaixo da curva.
Inicialmente, devemos observar que a area sob uma curva y = F(z) dea <z <b

b
A :/ F(z) dz, onde F(z) > 0.
a
Usando as equagoes paramétricas acima definidas como uma mudanca na integral

definida, temos que:

(1) x =xz(t) = dx=a'(t)dt.
(2) y = F(x) = F(z(t)) = y(t).

Logo, podemos escrever que area sob uma curva é:
b
A / y(t) - 2/(8) dt.
Exemplo: Para efeito de exemplificacao, determinaremos a area da curva definida
x=06-(t—sint) L e [0,27].

y=06-(1—cost),
Observe que nao ha trechos repetidos. Logo

2w dx
A = / y(t) - —dt

2
= / 6(1 — cost) - 6(1 — cost)dt
0

por baixo da cicldide {

2m
= 36/ (1 —2-cost+ cos®t)dt
0

27
1 ot
_ 36/ (1—2-cost++c%>dt
0

_ 36/2”(2—4-cost+1+cos2t
0

dt
2 )

27
= 18/ (3 —4-cost+ cos2t)dt
0
= 108w
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2.8 Exerciclos

Nesta secao final, propomos alguns exercé¢ios para fixar os conceitos anterior-
mente apresentados.
r—2, se <0

1. Dada a fungao f(x) = { 2

2 se 150 , determine:
Y

a) lim f(x)

z—0~

b) lim f(z)

z—0t

c¢) lim f(x)

z—0

2. Dada a fungao f(r) = 23 — 3x + 2, determine:

) lim f(z)

b) lim f(x)

r—2

¢) lim f(x)

r——2

3. Determine os valores de:

4. Verifique se a funcao f(x) definida por:

2242, se <2 .
a) f(x):{ -2 se 30, é continua em = = 1.
2 —9
b) f(z) = 3 é continua em x = 3.

5. Determine a derivada das seguintes funcoes:
a) f(x)=coszx

b) f(z)="T7z®
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¢) f(x) =1

d) f@)=%

e) f(z) =122 cosx
) fla)==—

g) f(x)=sen 3x — cos2x

6. Representar no sistema de coordenadas polares os pontos P(3, 28), Q(—2, %) e R(3, —2).

7. Calcule as integrais definidas abaixo:

2
a) / 62 dx
-1

2
b) / (50 + 82~%)da
1

2m
c) / sen xdx
0
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d) /12(61; ~1)da

e) /12:5(1 4+ o)da

8. Esbocar os gréficos das seguintes curvas paramétricas. Escreva também as equa-
¢oes na forma cartesiana.

a) r =t
y =t

Yy =
r =3t+2
) {y = 5
r =t-(t?—-2)
d){y =2-( - 1)

9. Calcule as expressoes das derivadas e os seus respectivos valores no ponto dado,

=6t-(1+t*)7? d :
para a curva { ay: 6t - (1+17) 0<t <, —y,no ponto de absmssag.

— 6t2 . (1 + t2)71 ) diL'

10. Esboce a curva e determine a area limitada:

r =t3—t

a) pelo lago da curva { y =21
— t2

b) pelo lago da curva { * e

U 3
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Demonstracoes dos teoremas

e Teorema 12: O limite de uma funcao real de uma variavel real em um ponto,
quando existe, é Gnico.

Demonstracgao:

Proponhamos que lim, ., f(z) = Ly e lim,_,, f(z) = Ly, mas L; # Lo.
Pela definicao de limite, temos que admitir que para cada € > 0, existe 6; > 0
tal que:
|f(z) — Li|] < esempre que 0 < |z — a| < 0.

Além disso, existe d, > 0 para o qual vale:
|f(z) — La| < esempre que 0 < |z — a| < 0.

Como L; e Ly nao sao iguais, a diferenca L; — Lo é ndo nula. Assim, escrevemos
Ly — Ly como Ly — f(z)+ f(x) — Ly e aplcando a desigualdade triangular, teremos:

Ly = Lo| =[(Ly = f(z)) + (f(z) = L2)| < [f(z) = Lo| + | f(z) — L.
Se tivermos um 0 < 0 < min(dy,d2) e 0 < [z —a| < 0, serdo validas as condigoes:
(i) [f(z) = L] <e.
(i) [f(z) = Lof <

Com isso, |L; — Lo| < 2, para todo = para o qual 0 < |r —a| < §. Como

. Li—L
podemos arbitrar €, teremos, ao fazer e = %, que:

|L1 — L2| < |L1 — L2|
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Mas isto é contraditoério. Portanto Ly = Ly, [

Exemplo: lim, .,k =k;
Devemos provar que:

Ve> 0,30 >0, talque 0 < |z —a| <d = |f(z) — k| <e.
Isso é sempre verdade, pois |f(z) —k|=|k—k|=0<e O

e Teorema 13(iii): Sejam duas fungoes f(z) e g(z), cujo limite em um ponto a
exista. O limite da soma (ou da diferenga) das fun¢ées no ponto a, é:

lim (f(x) £ g(x)) = lim f(z) =+ lim g(x).

Tr—ra r—a r—a

Demonstracgao:

Faremos a demonstracao apenas para o caso da soma de funcoes, deixando a
cargo do leitor verificar que a propriedade analoga para a diferenca de fun¢des pode
ser provada de forma parecida.

Tomando lim,_,, f(z) = A e lim, ,, g(x) = B, devemos, pela defini¢ao, provar
que:

Dado qualquer € positivo, existe algum ¢ positivo, para o qual |(f(z) + g(z)) —
(A+ B)| < ¢, sempre que x € Dy satisfaz 0 < |z —a| < 6.

Posto que existem os limites de f(x) e g(x) em a, ja sabemos que para quaisquer
k e p positivos, existem d; e dy positivos satisfazendo:

(i) |f(xz) — A] < k,paratodo x € Dy, tal que 0 < |z —a| < &
(ii) |g(xz) — B| < p,para todo x € Dy tal que 0 < |z —a| < J,
Aplicando desigualdade triangular, temos:
|f(x) +g9(x) — (A+B)| < [f(z) = Al + |g(x) - BJ.
Entdo, ao arbitrar e = p+k > 0, existe § = min{d;, >}, de modo que

0 < |$ — a| < ¢ vale |f(:13) — A| + |g(gp) — B| < k+p = ¢ ou seja,
|f(x)+g(x) — (A+B)| < e O

e Teorema 13(iv): Se existem os limites das fun¢oes f(z) e g(z) em um ponto a,
entao o limite do produto das funcoes neste ponto existe, e é dado por:

lim (f(z) - g(x)) = lim f(z) - lim g(z)

T—a r—a T—ra
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Demonstracgao:

Consideremos que lim, ., f(x) = L e que lim,_,, g(x) = M. Queremos verificar
se para cada € positivo, existe algum ¢ positivo, tal que |f(x)-g(x) — L- M| < ¢,
para todo & € Dy, que verifica 0 < |z — a| <.

Considerando que existam os limites lim,_,, f(z) e lim,_,, g(x), é possivel encon-
trar certo 0; > 0, de tal forma que:

[fla) = L] < 1
sempre que x € Dy e 0 < |z —a| < 4.
Assim, podemos concluir que, para estes valores de z, vale |f(x)| < |L|+ 1.

Mas para qualquer ¢ = p+ k, com p > 0 e k£ > 0, também existem valores
positivos 0y e d3, de modo que:

(i) |g(z) — M| < |L|p_1(2), quando x € Dy e 0 < |z —al < ds.

i) |f(x)—L| < ﬁ(3),sex€Df(x)eO< |z —a| < 6.

Entdo, se § < {01,02,03}, ¢ 0 < |x —a| < 0, valem as desigualdades (1), (2)

e (3).
Analisando a expressao |f(z)-g(z) — L-M]|, concluimos que ela fica menor que
€ para estes valores de x. Primeiramente, observe que:

[f(x)-g(x) — L-M| =|f(x)-(9(x) = M) + M- (f(z) - L)].

Usando a desigualdade triangular nesta ultima expressao, e observando que
|M| < |M]| + 1, obtemos:

[f(x)-g(x) = L-M[ <[f(2)]-]g(x) = M| + (|M]+1)-[f(z) = L|.
Aplicando as desigualdades (1), (2) e (3), resulta:

k

|f(x)]-]g(z) — M| + (|M[+1)-|f(z)—L| < yf(x)|.|LlL_1 + (|M|+1).W

Como ‘ﬁf)l < 1, concluimos que| f(z)|-|g(x) — M| + (|M|+1)-|f(x)—L| < p+*k.

Portanto, |f(z) - g(x) — L-M| < €, o que confirma a validade do teorema.
U

o4



Apéndice APENDICE

e Teorema 13(v): Se existem os limites das fungdes f(z) e g(x) em um ponto a,
entao o limite do quociente das fungoes neste ponto existe, e ¢ dado por:

. f 35) 1
tin [ 28] = 1.

Antes de iniciarmos a demonstracao devemos considerar o seguinte lema:

1
Lema: Se lim, ., f(x) = L # 0, entao lim, ,, —— =

1
flz) L
Demonstragao:

De acordo com o lema acima, podemos escrever:

. _ 1
}:I_I)I}lg<$)—L2§£O:>}:1_I)I}Im—L—2.

Entao:

lim [M] — lim [f(x) : ﬁ} =L, -—.0O

e Teorema 14: O limite de uma fungao polinomial f(z) = ag + a1x + asx® + -+ - +
apx™ =Yy ¢ a; - 2', a; € R, para x tendendo para a, é igual ao valor de numérico
de f(x) para x = a. Ou seja, lim,_,, f(x) = f(a).

Demonstragao:

E claro que lim,_,, = a, pois, dado ¢ > 0 tome 6 =eese 0|z —a|<d = ¢,
entao | x — a |[< e. Assim:

limz* = [lim z|* = @', parai=1,2,3,...,n.
T—a T—a
Temos, entao:

n

limg_sof () = limy_q Z a;xt = Z[Zimxﬁaaixi] = Z a; limy_ ' = Z a;a' = f(a).0
i=0 =0 =0

1=0

e Teorema 18(i): Derivada da soma de funcoes derivavéis.

Se f(z) = u(z) + v(z), entao f'(z) =u'(z) + v (z).
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Demonstracgao:

Pela definicao temos:

u(r + Az) v(zr + Az) —u(x) F v(:p)

Az
u(z + Az) —u(x) £ v(z + Ax) — v(x)

Az

+ hmAmﬁO

f(x) = limaz o

f(x) = lima, 0
u(z + Az) — u(x)
Az

v(z+ Azx) — v(ac)

/ — i
f (l‘) IMAz—0 Az

Portanto:
fl(x)=7d(z) £ (x). O
e Teorema 18(ii): Derivada do produto de fung¢oes derivavéis.
Se f(z) = u(x) - v(z), entdo f'(z) = u'(z).v(x) + v (z).u(z).
Demonstracgao:

Pela definicao temos:

o) = Alixglo u(z + Ax) - v(x ZxAx) —u(x) - U(I)

Somamos e subtraimos v(zx + Azx) - u(z) na equagao anterior. Assim:

u(z + Az) -v(z + Az) —v(z + Az) - u(z) + v(z + Az) - u(z) — u(x) - v(x)
Az—0 Ax '

[u(x + Az) — u(z)] - v(x + Az) + u(z) - [v(x + Az) — v(x)] .

Az—0 Ax
F(z) = Alirﬂo [v(z + Ax] - [UXE;— Ax) —u(z)] N AliIEO u(z) - [v(z Zf:v) - v(x)]
f'(@) = v(@) - lim ulz + AAIQ): —ule) | u(a) - lim vz AAi); —vl@)

Portanto:
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fl(z) =u(x) -v'(x) + v(z)- u(z). O
e Teorema 18(iii): Derivada do quociente de fung¢oes derivavéis.

u(z)
v(z)’

w(x).o(r) —v'(z).u(z)

Se o) = V@P

com v(z) # 0, entdo f'(z) =

Demonstracao:

Pela definicao temos:

u(z + Az)  u(x)

oy o v+ Ax) v(x)
fiz) = Al;rgo Az '

von o u(r 4+ Az) - v(z) —u(r) - v(r + Ax)
fi(z) = Aliglo v(z) - v(x + Azx) - Az '

Podemos lan¢ar mao de mais um artificio algébrico e somar e subtrair u(z) - v(zx)
, 0 que nos déa:

Az—0 v(x)-v(z+ Azx) - Az '
o v(z) - [ule + Ax) — u(z)] — u(z) - [v(z + Az) — v(z)]
fiz) = Alclcglo v(z) -v(x+ Az) - Az

[ule + A) —u(a:)} (o). [U(&:—I—Ax) — v()
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