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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns aspectos da Geometria Neutra, assim chamada
porque nao é assumido o Axioma das Paralelas. Sao apresentados resultados possiveis
de serem demonstrados assumindo alguns Axiomas de Incidéncia, Ordem, Congruéncia
e Medida. Demonstramos o Teorema de Saccheri-Legendre e mostramos que nesta
geometria nao se pode garantir a existéncia de retangulos.Nao nos preocupamos em

construir uma teoria axiomaética, no sentido exato da palavra.

Palavras-chave: Geometria Neutra, Euclides, Quadrilateros de Saccheri.



Abstract

In this work we study some aspects of Neutral Geometry, so called because it
is not assumed the Axiom of Parallels. We present results which are possible to be
demonstrated assuming some axioms Incidence, Betweenness, Congruence and Measure
are developed. We demonstrate the Saccheri-Legendre theorem and show that this
geometry can not guarantee the existence of rectangles. We are not interested to

construct an axiomatic theory, in the strict sense of the word.

Keywords: Neutral Geometry, Euclides, Saccheri quadrilaterals.
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1 Introducao

A geometria era uma ciéncia empirica, uma colecao de regras praticas usadas prin-
cipalmente na medicao de terras, ja conhecida pelos babilonios, indianos e chineses.
Foi a partir de Thales de Mileto, matematico grego, que a geometria ficou estabelecida
como uma teoria dedutiva, e que foi mantida e desenvolvida nos séculos seguintes por
matematicos como Pitagoras, Archytas, Eudoxio, Platao, entre outros.

Euclides, por volta de 300 a.C., escreveu um compéndio, Os Elementos, no qual
desenvolveu uma teoria axiomatica, denominada geometria euclidiana, em sua home-
nagemn.

E o que ¢ um método axiomatico? Um método axiomatico é um método que
demonstra que os resultados sao corretos, baseados na veracidade de outros e através
de deducgoes logicas. Assim, para mostrar que um fato D; é correto, devemos recorrer
a um fato Dy ja conhecido e aceito. Porém, se nao se aceitar D, deve-se mostrar que
Dy decorre logicamente de algum outro fato, podendo repetir-se esse processo varias
vezes até que se aceite um fato sem justificativas. No entanto, nao podemos fazer isso
indefinidamente, pois correrfamos o risco de uma regressao infinita. Assim, precisamos
aceitar certas afirmagoes, chamadas ariomas ou postulados e precisamos também de
uma compreensao do significado das palavras e simbolos utilizados na demonstracao.
Ou seja, ao usarmos algum termo desconhecido, devemos dar uma definicao deste,
porém devemos observar que nao podemos também definir termos indefinidamente.
Essas definicoes devem ter por base outros termos, que sao os termos indefinidos
ou primativos.

A grande realizacao de Euclides foi construir, a partir de alguns postulados simples,
465 proposicoes, muitas complicadas e nao tao intuitivamente 6bvias, que continham
todo o conhecimento geométrico do seu tempo.

Euclides tentou definir todos os termos geométricos, tarefa sem sucesso. No6s ad-
mitiremos cinco termos geométricos indefinidos que serao a base para a definicao dos
demais termos geométricos: ponto; reta; pertencer a; estar entre e congruente.

Nao temos por objetivo construir uma teoria axiomatica. Assim, nao nos preocupa-
remos se os axiomas sao independentes ou completos. O objetivo principal é apresentar
resultados ja conhecidos da geometria plana, algumas demonstracoes, tentando na me-

dida do possivel analisar aqueles que podemos demonstrar com os axiomas escolhidos
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por nés e 0s que nao podemos.

Optamos apresentar neste trabalho aspectos, no plano, da geometria neutra, ou
seja, uma geometria em que nao se assume oazioma das paralelas. Nao trataremos aqui
das Geometrias Nao-Euclidianas que surgiram na tentativa de provar-se o axioma das
paralelas.

O trabalho é baseado no livro de Greenberg [1] e Moise [2].

No Capitulo 2 apresentamos os cinco primeiros axiomas de Euclides e uma breve
nota histérica sobre Saccheri e Legendre com suas tentativas para provar o quinto
axioma.

No Capitulo 3 sao apresentados os axiomas de incidéncia, ordem, congruéncia e
o da medida, este dltimo apenas com o intuito de mostrar que muitos resultados de-
correm mais facilmente, porém para a formalizacao precisamos assumir o axioma de
Arquimedes.

Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos algumas condi¢oes suficientes para para-

lelismo, os quadrilateros de Saccheri e o teorema de Saccheri-Legendre.



2 Os cinco primeiros axiomas de
Fuclides

Todo estudo em geometria deve ter como ponto de partida os quatro primeiros
postulados ou axiomas de Euclides. Em seguida, dependendo dos objetivos outros

axiomas serdao considerados.

Definicao 2.1. Segmento: O segmento AB ¢é o conjunto de todos os pontos entre A e

B incluindo as extremidades A e B. Assim, para quaisquer dois pontos A e B, tem-se

AB = BA

“Congruéncia” é um termo indefinido, e se refere tanto em relagao a segmentos,
quanto em relacao a angulos, ou, a triangulos, que nos da a ideia intuitiva de que duas
figuras sao congruentes, se podem ser movidas sem alterar o tamanho e a forma de
modo que coincidam.

O conceito de congruéncia entre triangulos é usualmente definido como: dois tri-
angulos sao congruentes se existe uma correspondéncia biunivoca entre seus vérti-
ces de modo que lados e angulos correspondentes sejam congruentes. Na notagao
AABC = ADEF entendemos que A corresponde a D, B a FE,e C a F.

Axioma 1. Por quaisquer pontos P e () distintos, existe uma tnica reta [ que
passa por eles.

Para representar uma reta por dois pontos P e (), usaremos a notagao %

Azxioma 2. Para todo o segmento AB e para todo segmento C'D, existe um tinico
ponto E' com B entre A e E, que denotaremos por A * B E ou E x B x A, tal que o

segmento BE é congruente ao segmento C'D dado.

Definicao 2.2. Circulo: Dados dois pontos O e A, o conjunto de todos os pontos P

tais que OP =2 OA é chamado circulo, com OP sendo chamado “raio” e, O, “centro’

do circulo.

Azioma 3. Para todo ponto O e todo ponto A diferente de O existe um circulo

com centro O e raio OA.

12
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Definicao 2.3. Semairreta: A semirreta 1@ € o conjunto de todos os pontos do

segmento AB, juntamente com todos os pontos C tais que A x B x C.

Definicao 2.4. Sejam [ uma reta e, A e B quaisquer pontos que nao pertencem a l.
Se A = B ou se o segmento AB nao contém nenhum ponto de |, dizemos que A e B
estdo no mesmo lado da reta | (Figura 2.1). Se A # B e o segmento AB intersecta
l, dizemos que A e B estao em lados opostos de | (Figura 2.2).

Figura 2.1: A e B no mesmo lado da reta |

Figura 2.2: A e B em lados opostos da reta |

Definicao 2.5. Um dngulo € a unido de duas semirretas com mesma origem, mas
que nao pertencem a uma mesma reta. Se o dngulo € a uniao das semirretas zﬁ e
1@, entao, essas semirretas sao chamadas de “lados” do dngulo; o ponto A é chamado
“vértice” e, o dngulo serd denotado por ZBAC, observando que /BAC = ZC AB.

Definicao 2.6. Dado um dngulo ZCAB, dizemos que um ponto D estd no interior
de /CAB, se B e D estao do mesmo lado de j@ e se, C e D estao no mesmo lado

de j@ (Assim, o interior de um dngulo € a inlerse¢io de dois semiplanos.) (Figura
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K’/\D 4

Figura 2.3: Ponto no interior de um angulo

Antes de enunciar o préximo postulado precisamos definir o que é um angulo reto.

- . . =

Definicao 2.7. Dado um dngulo ZABC seja A" um ponto na semirreta oposta de BA,
tal que A" # B (Figura 2.4). Dizemos que ZABC ¢ reto se ZABC = /A'BC

Iy

s

Y

A
p

o=y

Al B
Figura 2.4: Angulo reto

Axioma 4. Todos os angulos retos sao congruentes entre si.

Apesar de nao considerarmos no nosso trabalho o quinto axioma, iremos enuncié-lo

e tecer alguns comentarios sobre ele.

Azioma 5 (O azioma das paralelas de Fuclides). Se uma reta, interceptando duas
outras, forma angulos internos de um mesmo lado cuja soma é menor que dois retos,

entao estas duas retas, se prolongadas indefinidamente, se encontram naquele lado cuja

soma dos angulos internos é menor que dois retos.

Figura 2.5: Axioma das paralelas de Euclides
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Os quatro primeiros axiomas foram bem aceitos pelos mateméticos da época, no
entanto, o quinto Axioma: o das paralelas foi altamente controverso. “De fato, o
proprio Euclides o utiliza apenas na demonstracao de sua 29* proposicao, o que talvez
indique que nem mesmo ele tivesse certeza de sua evidéncia” [1]

Durante séculos, ap6s a obra de Euclides, intimeros mateméaticos tentaram demons-
trar o quinto axioma, porém muitas das tentativas de fazé-lo acabaram por produzir
resultados equivalentes.

Uma versao do axioma das paralelas é o chamado azrioma de Playfair, porque apa-
receu na apresentacao de John Playfair, publicada em 1795, embora tenha sido referido
muito mais cedo, por Proclus (410 - 485 a.C.). Esse axioma ¢ atualmente mais conhe-

cido do que o enunciado por Euclides.

Azioma de Playfair: Dados uma reta [ e um ponto P que nao esta sobre [ existe

uma unica reta m por P que é paralela a [ (Figura 2.6).

P
¢ * > m
¢ > ¢

Figura 2.6: Axioma de Playfair

A seguir vamos examinar as tentativas de Saccheri e de Legendre para provar o
axioma das paralelas de Euclides. Nas suas tentativas foi usado um resultado, pos-
teriormente conhecido por Teorema de Saccheri-Legendre, que serd demonstrado no
capitulo 4. O teorema afirma que: a soma das medidas dos dngulos internos de um
triangulo € menor ou igual a 180°. Escolhemos as tentativas de Saccheri e Legendre
porque os dois tentaram provar o axioma das paralelas usando resultados que hoje sao

conhecidos como sendo da geometria neutra.

Saccheri (1667 -1733)

Girolamo Saccheri foi um padre jesuita que passou a vida perseguindo um obje-
tivo: provar o Quinto Axioma dos Elementos de Euclides.

A ideia de Saccheri foi tentar provar por reducao ao absurdo, método que consiste
em assumir que a proposicao a ser demonstrada é falsa e chegar a uma contradicao.
Nestes estudos, considerou certos quadrilateros, os quadrilateros de Saccheri, com dois
angulos retos na base e cujos lados adjacentes sao congruentes entre si (Figura 2.7).
Um estudo mais detalhado envolvendo estes quadrilateros serd apresentado no final
desta dissertacao.

Usando apenas resultados da geometria neutra prova-se que os angulos do lado

oposto a base (topo) sdo congruentes, ou seja, ZC' = ZD.



16

D Topo c

alel [-]

Base B

Figura 2.7: Quadrilatero de Saccheri

Mas, os angulos do topo do quadrilatero podem ser: retos, obtusos ou agudos.

A intencdo de Saccheri era mostrar que os casos dos angulos obtusos e agudos
levariam a um absurdo, restando assim, o dos angulos retos, que ¢ o caso euclidiano.

Ele conseguiu mostrar que o caso dos angulos obtusos levava a uma contradicao,
usando o teorema que leva seu nome e de Legendre. Este teorema serd provado no
capitulo 4. Porém, por mais que tentasse, Saccheri ndo conseguiu uma contradi¢do no
caso dos angulos agudos.

Ele deduziu alguns resultados “estranhos”, mas nao uma contradicao. Finalmente,
ele exclamou em frustracao: “A hipotese do angulo agudo é absolutamente falsa, por-
que é repugnante a natureza da reta”. [1]. Mais tarde, viram que seus estudos eram o

principio de uma nova geometria, que nao era a euclidiana.

Legendre (1752 - 1833)

Adrien-Marie Legendre foi um dos grandes matematicos, com inimeras pesqui-
sas em matematica pura e aplicada, que também tentou demonstrar o 5° axioma de
Euclides. Legendre publicou, em 1833, ano de sua morte, uma colecao de suas tentati-
vas. Vamos esboc¢ar uma delas de provar que a soma dos angulos internos de qualquer
triangulo ¢ 180°.

Esta tentativa envolve casos de congruéncia de triangulos, que serao tratados em
3.3, do Capitulo 3.

By
B/
B, Da
B D Dy
A c Cl CE E;

Figura 2.8: Congruéncia de triangulos
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Suponha, por contradicao, que exista um triangulo AABC' que possui um defeito
d # 0, em que defeito significa a diferenca entre 180° e a soma das medidas dos angulos
internos de um triangulo. Usando o resultado, posteriormente conhecido como Teorema
de Saccheri-Legendre (Teorema 4.4), tem-se d > 0. Um dos angulos do triangulo,
digamos ZA deve ser agudo. Seja o ponto D oposto de A em relagao ao lado %, tal
que /DBC = /ACB ¢ BD = AC. Entio AACB = ADBC (LAL) e daf BD || AC
e E)l I %, de modo que D esta no interior do angulo agudo ZA. Portanto, ha uma
reta | através de D tal que [ intersecta o lado 1@ em um ponto By # A e o lado /@
em um ponto de C; # A. Como as retas sao paralelas, temos que B; # B e C} # C.

Suponha B; sobre o segmento AB. Entdo, A e B; estdo no mesmo lado de %
Como ﬁ [ j@, A e ( estao no mesmo lado de ﬁ) Assim, By e C; estao no mesmo
lado de % Absurdo, pois D esta no interior do angulo ZA, entre By e . Esta
contradicao mostra que A x B x B;. Da mesma forma, temos entre A x C' x Cy. Ja que
ANACB = ADBC, o defeito do ADBC' também é d. Portanto, com a aditividade do
defeito aplicado aos quatro tridngulos em que AAB;C, foi decomposto, o defeito do
AAB;Cy é maior ou igual a 2d.

Repetindo esta construcao para AAB;C1, obtemos AAByCy com defeitos maiores
ou iguais a 4d. Iterando a construcao n vezes, obtém-se um triangulo, com defeitos
maiores ou iguais a 2"d, que podem ser tao grande quanto quisermos, tomando n
suficientemente grande. Mas o defeito de um triangulo nao pode ser maior do que
180°! Esta contradicao mostra que cada triangulo AABC tem defeito 0.

Legendre tentou justificar cada passo, mas nao conseguiu justificar a frase: "Por-

tanto, ha uma reta ...".

Desta forma, Legendre nao conseguiu provar na geometria
neutra que o defeito de cada tridngulo é zero.

No entanto, conseguiu provar o seguinte teorema em geometria neutra.

Teorema 2.1. Se para qualquer ZA agudo e qualquer ponto D no interior de um £A,
existe uma reta que passa por D, que nao passa por A e que intersecta ambos os lados

do LA, entio a soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo é 180°.

Observe, porém que na realidade a hipdtese deste teorema é uma formulacao equi-

valente ao postulado das paralelas de Euclides.



3 Axiomas de Incidéncia, de Ordem,

de Congruéncia e da Medida

David Hilbert (1862 - 1943) é considerado um dos maiores matematicos de sua
época. Ele deu relevantes e originais contribui¢oes para uma ampla gama de campos
da Matemética.

No campo da Geometria, considerando como termos primitivos ponto, reta e plano
e, supondo trés relacoes entre tais conceitos: “incidéncia”, “estar entre” e “congruén-
cia”, desenvolveu um sistema axiomatico. Usamos a palavra incidente no sentido de
pertencer.

Nao foi o primeiro, mas seus axiomas sao talvez os mais intuitivos e certamente sao
os mais proximos em espirito aos axiomas de Euclides.

Como ja observamos, no nosso trabalho nao iremos assumir o azioma das paralelas
e também nao vamos nos preocupar em estabelecer uma teoria axiomaética no sentido

exato da palavra.

3.1 Axiomas de Incidéncia

Os axiomas deste grupo estabelecem uma ligacao entre os conceitos de pontos, retas
e planos.

Azxioma I,. Para quaisquer pontos P e () distintos existe uma tnica reta que os
contém.

Axioma I,. Para cada reta [ existem pelo menos dois pontos distintos “incidentes”
com [.

Axioma I;. Existem pelo menos trés pontos distintos com a propriedade de que

nao sao todos os trés, “incidentes” com uma mesma reta.
Estes axiomas preenchem algumas lacunas encontradas na obra de Euclides. Agora

podemos afirmar que cada reta tem pelo menos dois pontos sobre ela e também que os

pontos nao se encontram todos em uma tnica reta.
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Axiomas de Incidéncia

Com apenas estes axiomas é possivel provar varios resultados. Apresentaremos
alguns bastante conhecidos no ensino fundamental e médio, mas que 14 sao vistos sem

demonstragao.

Definicao 3.1. Duas retasr e s no plano sao paralelas se nao se intersectam. Notacao

|| s.

Proposicao 3.1. Se | ¢ m sao duas retas distintas e nao paralelas, entao [ e m tém

um Uunico ponto em comum.

Prova:

Sejam [ e m retas distintas e nao paralelas. Por serem nao paralelas, as retas tém
pelo menos um ponto em comum. Seja P tal ponto e provemos que é tnico. Para isto,
considere () um outro ponto comum as duas retas [ e m. Se P e () fossem distintos,
Pelo Axzioma I, haveria uma unica reta que passaria por eles, e portanto [ = m e

entao P é o tinico ponto comum a [ e m. [J

Proposicao 3.2. Ezistem trés retas distintas que nao sao concorrentes no mesmo

ponto.

Prova:

Pelo Axioma I3, existem trés pontos distintos P, () e R que nao sao colineares.
Consideremos as retas %, ﬁ, e ﬁ determinadas por eles. Se % = (Cﬁ, entao, P,
Q, R estao sobre a reta m, o que é uma contradicao, pois P, () e R nao sao colineares.
Assim, % #* ﬁ e da mesma forma ﬁ =+ E)’ e ﬁ’ #* FC))

Vamos mostrar agora que as retas m, Ciﬁ, e ﬁ nao sao concorrentes no mesmo
ponto. Caso sejam, existe um ponto X que se encontra em todas as trés. As retas % e
ﬁ nao sao paralelas pois P encontra-se em ambas; no entanto, o ponto X encontra-se
também em ambas, por isso, pela Proposicao 3.1, X = P.

Da mesma forma, as retas % e m, ambas passam tanto por ( e X, de modo
que X = @ pela Proposicao 3.1, mas, entao, P = X = @), de modo que P e () nao sao

pontos distintos, o que nos da uma contradicao. [

Proposicao 3.3. Para cada reta hd pelo menos um ponto que nao estd sobre ela.

Prova:

Pelo Axzioma I, existem trés pontos A, B, e C', com a propriedade de que de que
nao sao todos os trés “incidentes” com uma mesma reta. Assim, considerando-se a reta
fﬁ, temos que C' nao esta em f@ Analogamente, se considerarmos as retas ?18 ou
BC. O

Proposicao 3.4. Para cada ponto, existe pelo menos uma reta que nao o contém.
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Prova:
Suponhamos que existe um ponto P tal que todas as retas passam por P. Logo

todas as retas sao concorrentes no mesmo ponto, o que contradiz a Proposicao 3.2. [

3.2 Axiomas de Intermediagao (Ordem)

Definigao 3.2. Um triangulo AABC é um tridngulo isésceles, se dois de seus lados

forem congruentes, ou seja AC = BC (Figura 3.1).

Para ilustrar a necessidade de axiomas de intermediacao, considere a seguinte de-
monstragao de que os angulos da base de um triangulo isésceles sao congruentes. Esta
nao é prova de Euclides, mas é um argumento encontrado em alguns textos de geome-

tria do ensino fundamental e médio.

A D B

Figura 3.1: Triangulo isosceles

Dado 0 AABC, com AC = BC, provaremos que /A = /B (figura 3.1):

Seja a bissetriz do ZC' que encontra o lado AB em D (todo dngulo possui uma
bissetriz). Nos AACD e ABCD, AC = BC (o AABC é isésceles), ZACD = /BCD
(definicio da bissetriz de um angulo); CD = CD (coisas iguais sdo congruentes).
Portanto, pelo caso LAL, temos AACD = ABCD. Dai, /A = /B (angulos corres-

pondentes de tridngulos congruentes).

Considere a primeira etapa cuja justificativa é que todo angulo tem uma bissetriz.
Esta é uma afirmagao correta e pode ser provada separadamente.

Mas como saber que a bissetriz do angulo ZC' intersecta jﬁ, ou se o ponto de
interseccao D situa-se entre A e B? Isto pode parecer 6bvio, mas se quisermos ser
rigorosos, isto exige prova. O esquema poderia parecer com a Figura 3.2 e, se este for o
caso, as etapas da demonstragao estariam corretas, mas podemos concluir apenas que

o angulo /B é congruente ao angulo ZC'AD e nao ao angulo ZCAB.

Vamos entao enunciar os axiomas de ordem e tecer alguns comentérios sobre os

mesmaos.
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D A B

Figura 3.2: Interseccdo da bissetriz angulo C' do triangulo AABC com o lado AB

Azioma B;. Se um ponto B esta entre dois outros pontos A e C, entao, A, B e

C sao trés pontos distintos de uma reta e B esta entre C e A.

Este axioma trata da reflexividade do conceito de um ponto estar entre outros dois,
ou seja, entre A e C significa o mesmo que entre C' e A nao importa se A ou C' é
mencionado primeiro. Mas se quisermos deixar claro que B estd entre A e C nesta
ordem, denotaremos por A x B x C, lembrando que A, B e C' sao colineares.

Azioma B;. Dados quaisquer dois pontos distintos B e D, existem pontos A, C' e
Esoblrearetaﬁta&queA>x<B*D7 BxCxDeBxDxFE.

NS RS bt *

Figura 3.3: Axiomas de Intermediacao - Axioma B,

Este axioma garante que existem pontos entre B e D e que a reta % nao “termina’”
em B ou D.

Azxioma Bs. Se A, B e C sao trés pontos distintos e estao sobre uma mesma reta,

entao um e apenas um dos pontos situa-se entre os outros dois.

Este axioma assegura que uma reta nao é circular. Observe a figura abaixo. E

possivel dizer que A esta entre C' e B, C esta entre A e B e B esta entre A e C.

A

Figura 3.4: Sobre uma reta nao ser circular
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Dentre os varios resultados que poderiamos provar usando os axiomas dados, es-
colhemos a seguinte proposicao, apesar de sua simplicidade, mas que observa como se

demonstra uma igualdade de conjuntos.

Proposicao 3.5. Para quaisquer dois pontos A e B:
(i) ABNBA=14B, e
(ii) AB U BA = AB.

Prova (i):

Segue das definicoes de segmento de reta e semirreta que AB C E N E)él Por
outro lado, se um ponto C' pertence & interseccao de zﬁ e B—z>4 tem-se: se C' = A ou
C = B, C é um extremo de AB. Como, A, B, e C sdo trés pontos colineares, pelo
Azioma B; tem-se uma das relacoes AxCx B, Ax B*xC ou C *x Ax B.

Se Ax B x(C, entao C' nao estd em Ezl; se C'x A x B, entao C nao esta em ﬁ
Em ambos os casos, C' nao pertence a ambas as semirretas. Por conseguinte, tem-se
A% C x B. Logo, C pertence ao AB.

Prova (ii):
.. ) ? —_— %

Da definicao de semirreta, segue que ABU BA C AB. Vamos demonstrar a outra
inclusao. Considere entdo, C' um ponto que pertence a jﬁ Se C' = AouC =B,

o 4B on BA, respect vl
entdo C' é um extremo de AB ou BA, respectivamente, logo, C' pertence a AB U BA.
Como, A, B, e C sao trés pontos colineares temos pelo Axzioma Bs uma das relagoes
AxC*xB, AxBxC ou(CxAxB.

—
Se Ax B*C, entao C esta em ﬁ; se C'x Ax B, entao C estd em BA; se AxC % B,
- e

C estd em AB, logo C pertence a 1@ UBA. O

Definicao 3.3. Sema-plano: Dados uma reta | e um ponto P nao pertencente a l, o
semi-plano determinado por | contendo P € o conjunto de todos os pontos @), tais que
P e Q) estao do mesmo lado de |, unido aos pontos de l. A reta |l é chamada origem

do semi-plano.

Azioma B,: (Axioma de Separagao do Plano). Para toda reta [ e para
quaisquer trés pontos A, B e C' ndo pertencentes a I:
(i) Se A e B estao no mesmo lado da reta [ e B e C estdo no mesmo lado de [,

entdo A e C estao no mesmo lado de [ (Figura 3.5).

(ii) Se A e B estao em lados opostos de [ e B e C' estdo em lados opostos de [,

entdo A e C estao do mesmo lado que [ (Figura 3.6).
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B

A" c

4
|

f

Figura 3.5: Pontos no mesmo lado de [
N/
| \/ F"E

B

Figura 3.6: Pontos em lados opostos de [

Corolario 3.1. Se A e B estao em lados opostos de | e B e C estao do mesmo lado de

I, entao A e C estao em lados opostos a .
Proposicao 3.6. Toda reta separa o plano exatamente em dois semiplanos disjuntos.

Prova:

Seja [ uma reta em um plano. Pela Proposicao 3.3, existe um ponto A que nao
pertence a [. Pelo Axioma I, existe um ponto O que pertence a [ e pelo Axioma
B,, existe um ponto B tal que B x O x A. Entao, A e B estao em lados opostos de .

Seja C' qualquer ponto distinto de A e B e nao pertencente a [. Se C' e B nao estao
no mesmo lado de [, entdo C' e A estao no mesmo lado de [ pelo Azioma By (). Da
mesma forma se C' e A nao estao do mesmo lado de [, concluimos que C e B estao
no mesmo lado de [. Assim, o conjunto de pontos que nao estdo em [ é a uniao do
semiplano H4 que contém A e do semiplano Hg que contém B.

Se C' estiver em ambos os lados, entao A e B estariam do mesmo lado, pelo Coro-

lario 3.1 , o que é uma contradi¢ao. Logo os dois lados sao disjuntos. [J

O proximo teorema é importante para justificar alguns resultados, em particular o

teorema do angulo externo de um triangulo.

Teorema 3.1. (Teorema de Pasch). Se A, B, C sio pontos distintos e nao colineares
e | € qualquer reta que intersecta AB em um ponto entre A e B, entdo | intersecta
também AC ou BC (Figura 3.7). Se C ndo estd em l, entdo | intersecta ambos AC e
BC.
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Figura 3.7: Teorema de Pasch

Prova:

Se (' esta em [, entao A ou B nao estao em [, pois A, B e C sao nao colineares.
Suponha que A € [, entao pelo Axioma I, tem-se 1@ =1l

Se C' nao esta em [, suponhamos que A, B e C nao estao em [. Como [ intercepta
AB, entao A e B estdo em lados opostos em relacdo a [. Pelo Axioma separacio do
plano, C' estd em um dos semiplanos determinados por [. Se C' estd no mesmo lado
de A, entdo C estid do lado oposto de B, o que significa que [ intersecta BC e nio

intersecta AC, visto que A e C estdo do mesmo lado em ralacio a [. O

Definicao 3.4. A semirreta E estd entre as semirretas 1@ e 1@, se 1@ e 1@
nao sao semirretas opostas e D € interior ao ZCAB. Fsta definicio nao depende da

escolha do ponto D em ﬁ

Proposicao 3.7. Dados um dngulo ZCAB e um ponto D sobre a reta R Entao D
estd no interior ZCAB se, e somente se, Bx D x C. (Figura 3.8).

/

Figura 3.8: Ponto no interior de um angulo

Prova:

Suponha que D seja um ponto em %, distinto de B e C'. Pelo Axzioma Bs ,
temos que D x BxC, ou, Bx DxC, ou, BxCxD.

Suponha que D x B (', entao fﬁ intersecta o segmento C'D em B, de modo que C
e D estao em lados opostos em relacao a jﬁ Assim D nao esté no interior de ZC'AB.
A demonstracdo para o caso B x C' x D é andaloga.

Finalmente, suponha que B *x D x (. Como D esti em B? e D e C estao do mesmo
lado da j@, e pela definicdo de semirreta D estd em C@ e D e B estao no mesmo
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lado da 26 Entao da definicao de ponto interno a um angulo, temos que D esta no
interior do ZC'AB. [J

Vamos terminar o estudo envolvendo os axiomas de ordem com este importante

torema.

Teorema 3.2. Se E estd entre 1@ e 1@, entao E intersecta o segmento BC'. (Figura
3.9)

Figura 3.9: Semirreta interior a um angulo ZBAC intesctando um segmento BC

Prova:

Suponha que E estd entre 1@ e ﬁ Pelo Axzioma B, existe um ponto F|,
tal que F'x Ax D, em que F, A e D sao colineares (Azioma B,), e 0 segmento
F'D intersecta /@ em A. Assim F' e D estao em lados opostos de Zé Todo todo
ponto de ﬁ (exceto A) esta no lado oposto de B em relagdo a Zé Todo ponto de
BC, exceptuando C esta no semiplano determinado por j@ e que contém B. Logo, o
segmento BC' nao intersecta ﬁ

Pelo Azioma B,, existe um ponto E de tal modo que E x A C e o segmento CE
intersecta jﬁ em A, assim E e C' estao em lados opostos da reta /ﬁ Se C'x Ax E,
entao B esta no interior do ZDAEFE, assim B estd no mesmo lado que E em relagao a
jﬁ. Logo pelo corolario 3.1, B e C' estao em lados opostos de 1@

Pela Proposicao 3.5 (ii), ﬁ U E = jﬁ Uma vez que B e C estdao em lados
opostos de jﬁ, o segmento BC intersecta fﬁ Vimos que o segmento BC néo se
intersecta com ﬁ, entao deve intersectar 1@ O]

3.3 Axiomas de Congruéncia e da Medida

Vamos assumir seis axiomas de congruéncia com os quais podemos provar resultados
interessantes no que concerne a congruéncia de segmentos, angulos e tridngulos. Em
relagdo a congruéncia de triangulos, vamos assumir o Axioma Cg (LAL) e demonstra-

remos o caso ALA. Os dois outros casos LLL e LAA podem ser demonstrados usando



Axiomas de Congruéncia e da Medida 26

os resultados apresentados, porém nao faremos as demonstracoes.

Azioma C,. Se A e B sao pontos distintos e se A’ ¢ qualquer ponto, entao, para
toda semirreta r com origem em A’ existe um tnico ponto B’ em r tal que B' # A’ e
AB = A’B'. (Figura 3.10).

AI

Figura 3.10: Axiomas de Congruéncia - Axioma C;

Definicdo 3.5. Ponto médio de um segmento AB € um ponto P entre A e B de tal
modo que AP = PB.

—
Azxioma C,. Dado qualquer ZBAC e dada qualquer semirreta A’B’ com origem
—=>
em um ponto A’, entdo existe uma unica semirreta A’C’ em um dos semiplanos deter-
—
minados pela reta A'B’ tal que ZB'A'C' = ZBAC. (Figura 3.11).

L e

”A'

[ -

Figura 3.11: Axiomas de Congruéncia - Axioma C,

Azioma C;. Se AB = CD e AB = EF, entdio CD = EF. Além disso, cada

segmento é congruente a si.

Observe que C'D = DC', portanto congruentes.
O Azioma C5 e esta observacao nos garantem que a relacao de congruéncia entre

segmentos é uma relacao de equivaléncia.

Azioma Cy. Se LZA=/Be /A= /C, entao LB = ZC. Além disso, todo angulo

é congruente a si mesmo.

Este axioma ¢é o analogo para angulos ao Azzoma Cj para segmentos e da mesma

forma concluimos que a relacao de congruéncia de angulos é uma relagao de equivalén-
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cla.

Azioma Cs. Se AxBxC, A/«B'«C', AB = A'B’ e BC = B'C", entdo AC = A'C".
(Figura 3.12).

b e il Fr

Al BI él
Figura 3.12: Axiomas de Congruéncia - Axioma Cs;

Este Axioma nos permite dar uma noc¢ao de “operacao” entre segmentos, que obvi-

amente nao pode ser definida.

Proposicao 3.8. (Subtracdo de Segmento) Se Ax BxC, Dx ExF, AB =~ DFE e,
AC = DF, entio BC = EF (Figura 3.13).

C D

Figura 3.13: Subtragao de Segmento

Prova:
Suponhamos, por absurdo, que BC nao é congruente a EF'F. Entao, pelo Axzioma

Ci, ha um ponto G na ﬁ tal que BC = EG e, G # F, pois se G = F, entdo
FF = EG e EG = BC. Contradicao.

Como AB =2 DE por hip’otese, segue do Azioma Cs que DG =2 AC. Por hipbtese,
AC = DF, portanto, DF = DG, pelo Azioma C,. Logo, F = G. Contradicdo, pois
supusemos G # F. Logo, BC =2 EF. O

Definicao 3.6. AB < CD (AB menor que CD) significa que existe um ponto E entre
C e D tal que AB=CE

Observacoes:

(i) Segue diretamente da definicio que se A * E x B, entdo AE < AB.

(ii) Utilizamos também a notacio CD > AB (le-se CD maior que AB) para
indicar que AB < CD.
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Lema 3.1. Se o ponto B estd entre A e C e C estd entre A e D, entao B e C, nesta

ordem, estao entre A e D, ou estao entre D e A.

Prova:

Se B esta entre A e C, entdao A*x BxC ou C x Bx A. Como C esta entre A e D,
entao teremos que Ax BxC e BxCxD ou DxCxBeCx*xB=xA, donde segue o
resultado. [J

Proposicao 3.9. (i) Dados dois segmentos AB e CD uma e apenas uma das condigoes:
AB < CD, AB=CD, ou AB > CD ¢ satisfeita. (tricotomia).

(ii) Se AB < CD e CD < EF, entio AB < EF (transitividade).

(iii) Se AB= CD e CD < EF entio, AB < EF.

Prova:

(i) Supondo que os segmentos AB e C'D nio sdo congruentes. Existe um E em D
tal que AB = CE (Azioma C)). Pela definicio de semirreta, temos uma e somente
uma das relagoes: Cx Ex D, E = D ou Cx D x E. Estes sao exatamente os trés casos:
AB < CD, AB=CD, AB > CD.

(ii) J4 que AB < OD, existe um ponto P entre C' e D tal que CxPxD, e, AB = CP
e como CD < EF, existe um ponto @ entre F e F tal que E*Q * F, e, CD = EQ.
Como AB < CD e CD = EQ, temos que AB < EQ, logo existe um ponto R em EQ
tal que Ex R+ Q e AB = ER. Como temos, Ex R+ Q e FE % Q x F, implica que
Ex R« F. Portanto AB < EF.

(iii) Se CD < EF, existe um ponto G entre E e F tal que EG = C'D. Do Azioma
Cs, segue que AB = EG e da definicio 3.6 que AB < EF. O

Definicao 3.7. ZABC < ZDFEF significa que hd uma semirreta ﬁ entre ﬁ e ﬁ
tal que ZABC = LGEF (Figura 3.14).

Como o feito para o caso dos segmentos, utilizamos também a notacao ZGEF >
/ABC para indicar que ZABC < ZGEF.

Y

- E
C F

Figura 3.14: ZABC < ZDFEF, exite lﬁ tal que ZABC = /GEF
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Proposicao 3.10. (i) Ezatamente uma das sequintes condigdes € satisfeita (tricoto-
mia): /P < /Q, /P=/Q, ou LP > /Q.
(i) Se LP < /Q e ZQ < ZR, entio LP < ZR.

Prova:

(i) Suponha ZABC 2 ZDEF'. Pelo Azioma C, existe uma dnica semirreta EX
no mesmo lado de D em relacao a ﬁ e tal que ZABC = /XFEF, onde E*X2 esta
entre ﬁ e ﬁ ou Eg)(2 nao esta entre ﬁ e ﬁ Se ﬁ estad entre ﬁ e ﬁ, entao
/ABC < Z/DFEF.

Suponha que E_X> nao esta entre ﬁ e ﬁ Como X e D estao no mesmo lado em
relagao a reta ﬁ? e ﬁz nao esta entre ﬁ e ﬁ, sabemos que X e [ estao em lados
opostos de ﬁ Assim, os pontos em ﬁ e em lﬁ, exceto D, estao em lados opostos
da ﬁ, de modo que o segmento DF' nao intersecta EgX> . Analogamente, as semirretas
opostas a E‘)_(k e ﬁ, mostramos que o segmento DF nao intersecta ﬁ Assim D e
F' estao no mesmo lado da ﬁ, de modo que D ¢ interior ao ZX EF'. Entao ﬁ esta
entre ﬁ e ﬁ Pela definicao 3.7 , existe uma tinica semirreta B—§>/, entre Ezl e B?
tal que ZDEF = /Y BC. Dai ZABC > /DEF.

(ii) Seja LZABC < ZDFEF e /DEF < ZGHI. Como ZABC < ZDEF, existe
uma Gnica semirreta ﬁ entre ﬁ e ﬁ tal que ZABC = /X FEF. Como ZDEF <
/ZGHI, ha uma tnica semirreta Iﬁ/ entre Iﬁ e }T} tal que ZDEF = /Y HI. Como
por hipétese, ZABC < /DFEF entao ZABC < /ZGHI. (]

Azioma Ci;.(LAL) Se num tridngulo, dois lados e o angulo formado por eles,
forem congruentes, respectivamente, a dois lados e o Angulo formado por eles, de outro

tridngulo, entao os dois tridngulos sdo congruentes (Figura 3.15).
B B'

/
Al N /X :
C A C'

Figura 3.15: Axiomas de Congruéncia - Axioma Cg: Caso LAL de congruéncia para

triangulos

Definicao 3.8. Se as semirretas 1@ e 1@ 5G40 opostas e a semirreta E € comum aos

dngulos ZBAD e /DAC, entao os dngulos sao chamados dngulos suplementares.
Proposicao 3.11. Suplementos de dngulos congruentes sao congruentes.

Prova:
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—
Suponha ZABC = ZDFEF. Seja ﬁ oposta a semirreta BA e, seja @ oposta a
semirreta ﬁ Queremos mostrar ZCBP = /FEQ.

C F

P B A Q E D
Figura 3.16: Suplementos de angulos congruentes sao congruentes

Uma vez que os pontos A, C' e P dados sdo arbitrarios nos lados do ZABC e ZCBP,
pelo Azizoma C}, podemos escolher os pontos D, F' e () nos angulos ZDEF e ZFEQ,
de modo que PxBxAe QxExD, taisque AB= DE ,CB = EF,e BP = EQ. Entao
ANABC = ADEF por LAL, de onde segue AC =2 DF, que pela definicdo de triangulos
congruentes, implica ZA = /D. Pelo Azioma Cs, AP = D(Q. Novamente por LAL,
ANACP = ADFQ. Pela definicio de triangulos congruentes CP = FQ e /P = /().
E mais uma vez por LAL, ACPB = AFQF, de onde decorre ZCBP = /FFEQ. U

Proposicao 3.12. Dado AC = DF, entdo, para qualquer ponto B entre A e C, existe
um unico ponto E entre D e F de tal forma que AB = DE.

Prova:

Pelo Axzioma C), existe um ponto tinico ponto E em lﬁ tal que AB = DE. Se
FE nao estd entre D e F, entao, E = Fou Dx FxE. Se = F, temos que, B e C sao
dois pontos distintos sobre AC tal que AC =2 DF = AB. Contradicdo.

Se Dx F'x E, entao, pelo Axioma C; existe um ponto GG na semirreta oposta a CTZX
tal que F'E = CG. Logo, pelo Azioma C; AG = DE. Assim, existem dois pontos
distintos B e G em 1@ tal que AG = DE = AB. Contradicao. Portanto, s6 podemos
ter Dx Ex F. [

B
A
F

Figura 3.17: AC = DF e A x B x C, existe um tnico ponto E entre D e F tal que
AB ~ DE

Proposicao 3.13. (i) dngulos opostos pelo vértice sao congruentes um com o outro.

(i) Um dngulo congruente a um dngulo reto é um dngulo reto.
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Prova:

(i) Por definigao, angulos opostos pelo vértice sao angulos em que os lados de um
sao semirretas opostas aos lados do outro:

Conforme a Figura 3.18 sejam os ZABC e ZDBFE onde as semirretas Ezl e B?
sao opostas, e B? e ﬁ sao opostas; O LABC' é o suplemento do ZABFE ¢ /DBE
é o suplemento do ZABE. Pela Proposicao 3.11 e Axztoma Cy, /ABE = /ABE.
Consequentemente, pela Proposicao 3.11, vem que, ZABC = /DBE.

A

D

Figura 3.18: Angulos opostos pelo vértice

(ii) Suponha que ZABC' é um angulo reto e ZDEF = ZABC e que P é um ponto
na semirreta oposta a B? e (Q é um ponto na semirreta oposta a ﬁ Precisamos
mostrar ZDEF = /DEQ.

Ja que ZABC = ZDEF, pela Proposicao 3.11, os seus suplementos sao congruen-
tes, ou seja, ZABP = /DEQ.

Pela definicao de angulo reto (Definicao 2.7), ZABC = ZABP, e, pelo Azioma
C,, ZABC = ZDFEQ e, novamente pelo Azioma Cy, /ZDEF = /DFEQ. [

Definicao 3.9. Quando duas retas distintas [ e m se intersectam sao formados quatro
dngulos, como indicado na Figura 3.19. Da Propocicio 5.13(i) e da defini¢ao de dngulo
reto seque que se um dos quatro dngulos formados € reto, entao todos 0s outros também,
0 Serao.

Neste caso, diremos que as retas | e m sao perpendiculares. Usaremos a nota¢ao

[ L. m para indicar que | € perpendicular a m ou que | e m sao perpendiculares.
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Figura 3.19: Retas [ e m perpendiculares

Proposicao 3.14. Para cada reta | e cada ponto P existe uma reta através de P

perpendicular a l.

Prova:

Suponha primeiro que P nao se encontra em [ e sejam A e B dois pontos quaisquer
em [. (Figura 3.20). Pelo Azioma C, no lado oposto de [ por P existe uma semirreta
B tal que ZXAB = ZPAB e, pelo pelo Azioma C,, existe um ponto P’ em H
tal que AP’ = AP. Da definicao de lados opostos, PP’ intersecta [ em um ponto Q).
Se Q@ = A, entao PP’ 11 (definigao de L). Se @ # A, por LAL, o APAQ = AP AQ.
Logo, ZPQA = /P'QA (angulos correspondentes de triangulos congruentes), de modo
que PP'LI.

d

2
s

Figura 3.20: Reta perpendicular a [ por um ponto P

Suponha agora que P encontra-se em [. Uma vez que, pela Proposicao 3.3, existem
pontos que nao se encontram em [, podemos construir conforme a primeira parte deste
teorema, uma reta s perpendicular a [ a partir de um deles, obtendo assim um angulo
reto e, pelo Axzoma C5, podemos obter um angulo congruente a este angulo reto com
vértice em P e um lado em [, o que pela (Proposi¢ao 3.13 (ii)) ¢ um angulo reto. Dai

s é perpendicular a [. [
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Neste ponto, vamos introduzir uma medida para angulos e segmentos através de
numeros reais e para isso é necessario o axioma de Arquimedes. Atribuiremos um ni-
mero real positivo AB como o comprimento de um segmento arbitrario AB e (£LA)°

para a medida em graus do angulo ZA.

Azioma de Arquimedes Sejam C'D um segmento qualquer, A um ponto, e 7 uma
semirreta com inicio em A. Entao, para cada ponto B # A em r existe um nimero n
tal que quando C'D é colocado n vezes em r a partir de A, um ponto E é obtido de tal
forma que n-CD = AE e, ou B = E ou B esta entre A e E.

ra T
Al # i # - # ——¥ bl o=
B E r
—a
C D

Figura 3.21: Axioma de Arquimedes

Aziomas de Medidas para Segmentos
Dado um segmento OI, que serd tomado como uma unidade. Associamos uma
medida AB para cada segmento AB tal que as seguintes propriedades sio validas:
(1) AB é um ntimero real positivo e O = 1.
(2) AB = CD se, e somente se, AB = CD.
(3) Ax B x*C se, e somente se, AC = AB + BC.
(4) AB < OD se, e somente se, AB < CD.
(5) Para todo ntimero real x positivo, existe um segmento AB tal que AB = .

Aziomas de Medidas para Angulos
Associamos a cada angulo, uma medida em graus de tal forma que sejam validas
as seguintes propriedades.
(6) (£A)? & um niimero real tal que 0 < (£A)° < 180°.
7) (£A)? =90° se, e somente se, ZA é um angulo reto.
8) (LA)? = (£B)" se, e somente se, /A~ /B.
9) Se AC' 6 interior a0 ZDAB, entiio (LDAB)" = (LDAC)® + (LCAB)".
10) Para todo ntimero real x entre 0 e 180, existe um angulo ZA tal que (LA)°? = 2°.
11) Se /B & suplementar ao ZA, entao (ZA)° + (£B)° = 180°.
12) (LA)? > (£B)° se, e somente se LA > /B.

D T S e N s N T

Na realidade os axiomas de medidas de segmentos e de angulos sao mais enxutos e as
afirmacoes acima podem ser vistas como uma proposicao. Mas para nossos propositos,
iremos assumi-las como axiomas. Observe que os resultados obtidos até agora, sao

grandemente simplificados usando os axiomas de medidas.



Axiomas de Congruéncia e da Medida 34

Definigao 3.10. Sob a notagao acima de grau, ZA € definido como agudo se (£ A)° <
90°, e obtuso se (LA)° > 90°.

Proposigao 3.15. (Critério de congruéncia ALA). Dados NABC e ADEF com
/A= /D, /B=/FE, e AB= DE, entio NABC = ANDEF.

Figura 3.22: Critério de congruéncia ALA

Prova:

Dados os triangulos AABC e ADFEF, conforme a Figura 3.22, seja ZBAC =
/EDF, AB =~ DE, /ABC = /DEF (por hipétese), entdo, existe um tinico ponto X
na semirreta DE tal que AC =2 DX. Assim, AABC = ADEX (LAL).

Pela defini¢ao de triangulos congruentes, ZABC = /DFEX. Como, por hipotese,
LABC = /DFEF, entao ZDEF = /DFEX, por transitividade. Isso significa que F, F
e X sao colineares, isto é, F' e X estao em ambas as semirretas ﬁ e lﬁ Como a inter-
secao de duas retas é um tnico ponto, temos que F' = X. Portanto, ANABC = ADEF.
O

Enunciaremos resultados analogos a congruéncia de segmentos para congruéncia de

angulos.

Proposicao 3.16. (Adicdo de dngulo). Dados ﬁ entre BA e B?, EH entre ED
e ﬁ, se /CBG = /FEH, e se /GBAX= /HED. Entio ZABC = /DEF (Figura
3.23)

C E F

Figura 3.23: Adicao de angulo
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Prova:

Pelo Teorema 3.2 , suponhamos G escolhido de forma que A% G xC. Pelo Azioma
C}, assumimos D, F' e H escolhidos de modo que BA = ED, BG = FH e BC = FF.
Entdo, AABG = ADFEH, por LAL e, em particular AG = DH, /AGB = /DHE
e /GAB = /ZHDE. Temos também AGBC = AHEF, por LAL e, em particular
GC~HF, /GCB=~ /HFE e /BGC = /EHF.

Como A x G % C, temos que os angulos ZAGB e /BGC sao suplementares, logo,

pela definicao 3.8 e pela Proposi¢ao 3.8, os angulos ZDHFE e ZFEH F sao suplementares
também. Entdo os pontos D, H e F sao colineares e D x H «+ F. Como AG = DH e
GC = HF, pelo Azioma C; AC = DF.

Entao por LLL, os triangulos AABC = AEDF. Portanto ZABC = /EDF. []

—
Proposicao 3.17. (Subtrag¢do de dngulo). Dados B? entre BA e B?, EH entre
ED ¢ EE, se /CBG™ /FEH ¢, se /ABC =~ /DEF. Entio /GBA~ /HED.

Prova:

Suponha, por absurdo, que Z/GBA 2 ZHED. Pelo Axioma C,, existe uma tnica
semirreta E7 no mesmo lado da ﬁ tal que /GBA= /ZHEX, com ﬁ =+ ﬁ

Visto que por hipétese /FEH = /CBG, vem pela Proposicao 3.16 que ZABC =
/ZXFEF. A existéncia do ZXFEF e do ZDEF, ambos congruentes ao ZABC' contradiz
a unicidade do Azxztoma C,. Logo, devemos ter ﬁ = ﬁ Portanto, /GBA =
/ZHED. [

Proposicao 3.18. (Critério de congruéncia LLL). Dados NABC e ADEF. Se
AB = DE, BC = EF ¢ AC = DF, entio, NABC = ADEF.

Com os resultados obtidos até agora, vamos apresentar uma demonstragao do quarto

axioma de Euclides.

Proposicao 3.19. (Quarto Azioma de Euclides). Todos os dngulos retos sao

congruentes um com o outro. (Figura 3.24)

Prova:

Suponhamos que /DAB = /DAC e ZHEF = /HFEG sao dois pares de angu-
los retos, e que, por absurdo, ZDAB 2 ZHEF. Pela Proposi¢ao 3.10 (i), devemos
ter /DAB > /HEF ou /DAB < ZHEF. Sem perda de generalidade, podemos
considerar /DAB > ZHFEF. Entao existe uma semirreta B entre 1@ e E tal
que ZXAB = ZHFEF. Pela Proposi¢ao 3.11, suplementos de angulos congruentes sao
congruentes. Logo, /X AC =2 /HEG.

Como /DAC = /DAB e, /ZHEF < /ZDAB, entao temos /ZHEF < /DAC
(Proposi¢ao 3.10 (ii)), e, como ZHEF = /HEG, temos ZHEG > Z/DAC (Proposigao
3.10 (ii)).
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Além disso, como /X AC = /HEG, temos ZX AC < ZDAC (pela Proposi¢ao 3.10
(ii)). Uma vez que B esta entre 1@ e E, sabemos que @ esta entre B e /ﬁ,
assim 1@ é semirreta oposta f@ Entao ZDAC < ZXAB. Contradigao. Portanto
/DAB=~/HEF. O

Figura 3.24: Congruéncia de angulos retos



4 O Teorema de Saccheri-Legendre

O objetivo em estudar geometria neutra é tentar esclarecer o papel do postulado das
paralelas. H4 muitos teoremas da geometria que nao dependem dele, ha teoremas que
seguem dos outros axiomas nao sendo necessario o postulado das paralelas nas provas.
Apresentaremos resultados que sao condicoes suficientes para garantir o paralelismo

entre duas retas.

4.1 Condicoes suficientes para paralelismo

Definicao 4.1. Reta tranversal: Se l, m et sdo trés retas num mesmo plano e t
intersecta | e m em dois pontos distintos P e (), repectivamente, entao t € uma reta

transversal a |l e m. (Figura 4.1)
/.
P ¢

Figura 4.1: Reta transversal

Definicido 4.2. Angulos correspondentes: Seja t uma transversal as retas [ e [,
com t intersectando | em B e l’ em B’. Escolha os pontos A e C em [ tal que Ax BxC
e 0s pontos A" e C' em I’ tal que A e A’ estejam no mesmo lado de t de modo que
A"« B'x C'. Os dois pares (LABB', ZC'B'B) e (LA'B'B, ZCBB') sio chamados
de pares de dngulos alternos internos. Considere também os pontos P e ) em
t tal que Q@ x B+ B' ¢ B x B« P. Entao os pares de dngulos:(/BB'C"' e ZQBC);
(£LPB'C" e £B'BC); (LA'B'P e ZABB') ¢, (LA'B'B ¢ ZABQ) sao pares de dngulos
correspondentes. (Figura 4.2).

37
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Figura 4.2: Angulos correspondentes

Teorema 4.1. (Teorema dos Angulos Alternos Internos). Se duas retas que
intersectam uma transversal possui um par de dngulos alternos internos congruentes,

entao, as duas retas sao paralelas.

Prova:

De acordo com a Figura 4.2, sejam [ e I’ duas retas cortadas por uma transversal
t. Sejam B e B’ os respectivos pontos de interseccao e os pontos A e C em [ tal que
Ax Bx C, pelo Axioma I, e Axioma B; e os pontos A" e C' em I’ de modo que A’
esteja no mesmo lado de t em relacdo a A, e C’ esteja no mesmo lado de ¢ em relagao
aCe A x B x(C'. Vamos considerar que ZA'B'B = /CBB'.

Supondo que as retas [ e I’ ndao sao paralelas, isto é, elas se intersectam em um
ponto, digamos D, e sem perda de generalidade, podemos dizer que D encontra-se no
mesmo lado q&C}’ e C" em relagdo a t (Azioma I3). Entdo existe um tnico ponto £
na semirreta B’A’ tal que B'E = BD (Azioma C)). Entao AEB'B = ADBB’, por
LAL (Azioma Cg). Assim /BB'D = /B'BE, ou seja, /C'"B'B= /EBB'.

Por hipétese, sabemos que ZEB'B = ZDBB’. Pela proposicao 3.11, sabemos que
angulos congruentes possuem suplementos congruentes, assim os suplementos destes
dois angulos sdo congruentes. Como ZABB’ é suplementar do /CBB' = /DBB' e
o ZC'B'B é suplementar do ZA'B'B = /EB'B, os angulos ZABB' = /C'B'B (Pro-
posicao 3.11). Logo, ZABB' deve ser congruentes ao ZEBB', o que significa, que F
deve estar na reta [. No entanto, F e D estao também na reta . Temos entao duas
retas [ e I’ passando por dois pontos distintos, assim [ = I, pois existe apenas uma reta
através de dois pontos E ¢ D (Aztoma I,). Isto ¢ uma contradicdo, portanto, [ e I’

nao se intersectam, ou seja, { || I'. O

Este teorema tem dois corolarios muito importantes.

Corolario 4.1. Duas retas perpendiculares a mesma reta sao paralelas.

Prova:
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Se [ e I’ sao ambas perpendiculares a ¢, os angulos alternos internos sao angulos re-

tos e, portanto, sao congruentes (Proposi¢ao 3.19). Dai, o resultado segue do Teorema
4.1. O

Corolario 4.2. Se | € qualquer reta e P € qualquer ponto que nao estd em 1, existe
pelo menos uma reta m através de P paralela a | (Figura 4.3).

A
p
- | >
Y
t

Figura 4.3: Reta m através de P paralela a [

Prova:

Existe uma reta t através de P perpendicular a [, e, novamente, existe uma reta a
m através de P perpendicular & ¢ (Proposicao 3.14). Uma vez que [ e m sao perpendi-
culares a t, o Corolario 4.1 nos diz que [ || m. O

Vamos apresentar agora o teorema do angulo externo que nos ajudara na demons-

tracao do teorema de Saccheri-Legendre.

Definicao 4.3. Um dngulo suplementar a um dngulo interno de um tridngulo € cha-

mado dngulo externo do triingulo.

Teorema 4.2. (Teorema do Angulo Externo). Um dngulo externo de um tridngulo

¢ maior do que qualquer dngulo interno nao adjacente (Figura 4.4).

Figura 4.4: Angulo externo de um tridngulo
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Prova:

Considere D na semirreta j}% tal que BxC'x D, o angulo externo ZAC'D e o angulo
interno nao adjacente /BAC. Se /BAC = ZACD, entao a reta Zg é paralela a reta
% (Teorema 4.1), o que contradiz a hipotese de que estas retas se intersectam em B.

Suponha, por absurdo, que ZBAC' seja maior do que ZACD. Entao, por definicao,
existe uma semirreta E entre 1@ e B tal que ZACD = /CAE. Esta semirreta
ﬁ intersecta BC' em um ponto G (Teorema 3.2 ). De acordo com o Teorema 4.1, as
retas de jﬁ e @ sao paralelas, portanto, ZBAC nao pode ser maior do que ZACD.

Uma vez que ZBAC também nao é congruente ao ZACD, /BAC deve ser menor
que ZACD (Proposicao 3.10(i)). Para o angulo nao adjacente ZABC, use o mesmo
argumento aplicado ao angulo exterior ZBCF, que é congruente com ZACD pelo te-

orema de congruéncia de angulos opostos pelo vértice (Proposicdo 3.13 (i)). O

O teorema do angulo externo terd um papel importante no que se segue. Conside-
rando a proposicao 16, dos Elementos de Euclides , observamos uma lacuna, devido ao
raciocinio de um diagrama em sua prova. Ele considerou a reta m passando por B em
que M & o ponto médio de AC e construiu o ponto B’ tal que B« M B’ e BM = M B’
(Azioma Cy). Ele, entao, assumiu a partir do diagrama que B’ estava no interior de
ZACD (Figura 4.5). Como BM = MB', /BMA = /BMC (angulos opostos pelo
vértice) e AM = MC (M ¢ ponto médio de AC vem que AMCB' =2 AMAB. Dai
/B'CA = /A, por serem angulos correspondentes de triangulos congruentes. Assim,
Euclides concluiu corretamente que ZACD > ZA.

M

Be » .
C D

Figura 4.5: Comentério da Proposicao 16, dos Elementos de Euclides

A lacuna no argumento de Euclides pode ser facilmente preenchida com as ferra-
mentas que desenvolvemos. Como o segmento BB’ intersecta AC em M; B e B’ estdo
em lados opostos de Zé (por definicio). Como BD intersecta Zg em C, Be D es-
tao também, em lados opostos de j@ Assim, B’ e D estdao no mesmo lado de j@
(Azioma B,). Como B’ e M eﬁ no mesmo lado de j@, e como o segmento M B’
nao contém o ponto B, no qual M B’ intersecta Cﬁ (por construcdo de B’ e Aziomas
B; e Bs). Além disso, A e M estao do mesmo lado de Cﬁ, pois o segmento AM néio
contém o ponto C, em que m intersecta @ (por defini¢ao de ponto médio e Axi-

oma Bj;). Entdo, novamente, o Azioma Bs, de separagao do plano, garante que A e
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B’ estao no mesmo lado de @ por defini¢do de “interior” (precedendo a Proposicao

3.7), mostramos que B’ situa-se no interior do ZACD.

Usando o Teorema do Angulo Externo podemos demonstrar o caso LAA de con-

gruéncia de triangulos.

Proposicao 4.1. (Critério congruéncia LAA). Dado AC = DF, /A= /D, e
/B 2= /FE, como na Figura 4.6, entao NABC =2 ANDFEF.

C F

A B D E
Figura 4.6: Critério congruéncia LAA

A demonstracao da existéncia e unicidade do ponto médio de um segmento merece

ser apresentada.

Proposicao 4.2. Todo segmento tem um unico ponto médio.

F D B

Figura 4.7: Ponto médio de um segmento

Prova:

Seja AB um segmento de reta. Pela Proposicio 3.3, existe um ponto C' que nao
est na reta A (Figura 4.7). Pelo Azioma C, existe uma tnica semirreta BE no
lado oposto de jﬁ em relacao a C tal que ZBAC = ZABF. Existe um tnico ponto
D em BE tal que AC = BD (Azioma C)).

Os angulos ZBAC e ZABF sao angulos alternos internos cortados por uma trans-
versal jﬁ nas retas j@ e % Uma vez que esses angulos sao congruentes, podemos
concluir que as retas j@ e ﬁ sao paralelas (Teorema 4.1 — Angulos Alternos In-
ternos). Como C' e D estao em lados opostos da 1@ sabemos que o segmento C'D
intersecta a reta jﬁ em um ponto que chamaremos E. Como E esta no segmento C'D,
temos C' x E % D.
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Sabemos também que F estd na reta Zg, assim temos umas das seguintes situagoes:
E = A, ou E = B, ou, se eles sao trés pontos distintos, £ x A*x B, ou A* B *x E ou
Ax Ex B (Azioma B,). Assim, se E = A, temos C'x Ax D, e D esta em ambos j@
e ﬁ) o que contradiz a afirmacao de que essas duas retas sao paralelas. Se £ = B, de
maneira similar, chegamos a uma contradicao.

Se Ex Ax B, como E e B estao em lados opostos da reta j@, a reta % é paralela a
j@, a reta @ nao intersecta j@, entao B e D estao do mesmo lado de @ (Definigao
2.4) entao, F e D estao em lados opostos de ac. (Corolario 3.1). Como a interseccao
das retas fﬁ e ﬁ é o ponto C', temos E xC % D, que é uma contradicao ao Axioma
B pois ja temos C'x E'x D; se Ax Bx E: Os mesmos argumentos podem ser utilizados.

Se AxEx B, é o caso restante. Os angulos ZC'EA e ZDFE B sao opostos pelo vértice,
portanto, congruentes, pela Proposicao 3.13, como DB = AC e /BDE = /ACD
(E;) | jzlﬁ) vem do caso ALA que AEBD = AFEAC. Por definicdo de triangulos
congruentes temos AE = EB. Isto, juntamente com A % E % B implica que E é um
ponto médio de AB.

Unicidade

Suponha que um segmento AB, tenha dois pontos médios, que chamaremos M; e
M,, e apenas por uma questao de conveniéncia, digamos que estao ordenados como
Ax My Myx B. Como Ax* My * My, AM; < AM,. Como M, * My* B *, BM, < BM,.
Mas M; é um ponto médio, assim AMs = BM,.

Segue que AM; < AM,y = BM, < BMj, o que implica que AM; < BM; (por tran-
sitividade), que contradiz o fato de que M; é um ponto médio. Assim, um segmento

nao pode ter dois pontos médios distintos, logo o ponto médio de um segmento é tnico.
OJ

O resultado é analogo para angulos.

Proposicao 4.3. Todo dngulo tem uma unica bissetriz. (Fig. 4.8)

M D

B

Figura 4.8: Bissetriz de um angulo
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Proposicao 4.4. Se em um NABC temos /B = /C, entio AB = AC.

Prova:

Como na Figura 4.8, seja E a bissetriz do ZBAC tal que E intersecte o lado
BC no ponto M, em que ZBAM = ZCAM. Em vista disto e como ZB = ZC (dado),
e AD = AD (lado comum), temos que ABAM = ACAM. Portanto AB = AC. O

Proposicao 4.5. Em um tridngulo ANABC, o maior dngulo é oposto ao maior lado e
o maior lado € oposto ao maior dngulo, isto é, AB > AC se, e somente se, ZACB >
LABC.(Figura 4.9)

B C

Figura 4.9: Triangulo AABC com maior angulo oposto ao maior lado

Prova:

Dado um AABC em que AB > AC, devemos mostrar que ZACB > ZABC.

Seja D um ponto no lado AB tal que AD = AC, de modo que o AACD é isésceles.
Logo ZACD = ZADC. Mas ZADC & angulo externo do triangulo ACBD (Teorema
4.2), logo, ZADC > ZABC. Como D esté no interior do ZAC B, temos que ZACB >
ZACD. Portanto, num AABC em que AB > AC, temos que ZACB > ZABC.

Devemos mostrar agora que dado um AABC em que ZACB > ZABC, temos,
AB > AC.

Assumamos, por absurdo, que AB < AC, isto ¢ AB < AC ou AB = AC. Se
AB < AC, entao LZACB < ZABC (Teorema 4.2). Isso contradiz o fato de que
ZACB > /ABC, portanto, AB < AC é falso. Se AB = AC, entdo ZACB = /ABC.
Isso também contradiz o fato que ZACB > ZABC, portanto, AB = AC ¢é falso. Logo,
o que assumimos, AB < AC é falso. Assim, num AABC em que ZACB > /ABC,
temos, AB > AC. O

Proposicao 4.6. Dados NABC e ADEF, se AB = DE e BC = EF, entao
/ABC < /DEF se, e somente se AC < DF.(Figura 4.10)
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™
"
T K\\/M F
"G

Figura 4.10: Dados AABC e ADEF, se AB = DE e BC = EF, entao LABC <
/DEF < AC < DF

Prova:

Inicialmente vamos mostrar se AB = DFE e BC = EF, entao ZABC < /DEF =
AC < DF.

Pela Definicao 3.7, se, ZABC < Z/DEF, entao existe um ponto G no mesmo lado
de ﬁ com relacao a D tal que ZABC = /DEG e além disso, pelo Axioma C,
podemos escolher C' tal que BC' = EG. Entio AABC = ADEG por LAL (Azioma
Cs). Em particular, AC = DG. Como G é interno ao ZDEF ¢ /DEG < /DEF,
entao a semirreta ﬁ intersecta W em um unico ponto, digamos K.

Seja M o ponto sobre ﬁ, tal que E?\? seja a bissetriz do ZGFEF. Observe que
AGEM = AFFEM, por LAL, de onde segue GM = MF. Agora se G # K, os
pontos D, GG e M sao nao colineares e, pela desigualdade triangular no ADGM , temos:
DG < GM + MD. Se K = G, entdao, D« G M, e MD > DG, e assim, DG <
GM + MD. Em ambos os casos temos DG < GM + MD = DF. Como, por serem
lados correspondentes de triangulos congruentes AABC = ADEG pelo caso ALA,
DG = AC decorre, AC < DF
Mostraremos agora que se AB = DE e BC = EF, entdao AC < DF = /ABC <
/DFEF.

Como AC < DF, existe um ponto G no mesmo lado de EF com relacio a D
tal que ZABC = /DEG. Como G é interno ao ZDEF e /DEG < /ZDEF e
/DEG = ZABC, entao pela Proposicao 3.9(iii), ZABC < ZDEF. O

Lema 4.1. (Desigualdade Triangular) Se A, B, e C sao trés pontos nao colineares,
entao AC < AB + BC.

Prova:

Existe um tnico ponto D tal que AxBxD e BD = BC. Entao, ZBCD = /BDC,
pois sdo os angulos da base de um triangulo isosceles (Figura 4.11).

AD = AB + BD (Axioma da medida (3)) e BD = BC (Axioma da medida (2));
substituindo resulta AD = AB + BC. Como a semirreta C@ estd entre o C—f)l e C?,



Condigoes suficientes para paralelismo

divide o ZACD; entao, ZACD > ZBCD (Pela definicao 3.7 e Proposi¢ao 3.10) e,
como /BCD = /BDC = ZADC, temos que, ZACD > ZADC.

Mas, pela Proposi¢do 4.4, AD > AC. Portanto, AB + BC > AC (Axioma da
medida (3)). O

A B ' D
Figura 4.11: Desigualdade Triangular

Teorema 4.3. (A Desigualdade Poligonal). Se Ay, As, -+ | A,, sao quaisquer pon-
tos (n > 1), entao Aj Ay + AgAs+ -+ A, 1A, > A1 A,

Prova:
Vamos provar por inducao em n, o nimero de pontos.
Comecamos com n = 3. Se Ay, Ay, Az sao trés pontos nao colineares, entao, a

desigualdade triangular nos da

A1A2 -+ A2A3 < A1A3

Se A;, As, As estdo alinhados, entao pelo Azxioma Bs, um e somente um ponto
situa-se entre os outros dois.

Se A; x Ay x As, entao, pelo Axioma de medida,
A1A2 -+ A2A3 - AlAg

Se A1 x Az x Ay, entao, pelo Axioma de medida,

A1A3 < A1A2 < A1A2 + A2A3

De maneira similar mostra-se os demais casos.

Agora, suponha que para Ay,---, A,, temos

ArAn < AAy + ApAs + .+ Ay 1A, (4.1)

Precisamos mostrar que para Ay, --- , A, Api1, temos

AAn S AjAg + AsAs+ -+ Ay A
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Sabemos que se temos quaisquer trés pontos A, A,, A,.1, entao

AlAn—i-l < AlAn + AnAn-‘rl

Entao, usando a equacao 4.1 temos

1An + AnAnJrl
1Ay + AgAs+ -+ A1 Ay + A A

NN
SRS

O resultado segue pelo teorema da inducao finita. [

4.2 Quadrilateros de Saccheri

Corolario 4.3. A soma das medidas de quaisquer dois dngulos de um tridngulo €

menor do que 180°.

Prova:
A medida de um angulo externo de um triangulo é maior que a medida de qualquer
angulo interno nao adjacente. Considere um angulo externo e o adjacente, cuja soma

¢ 180°. Substituindo na desigualdade dada acima, segue o resultado. [J

O seguinte teorema, muito importante, também exige o axioma de Arquimedes para

a sua prova.

Teorema 4.4. (Saccheri-Legendre). A soma das medidas dos trés angulos em qual-

quer tridngulo é menor ou igual a 180°. (Figura 4.12)

A

Figura 4.12: Triangulo AABC

Prova:

Vamos assumir o contréirio, ou seja, que temos um triangulo AABC em que (£ A)°+
(£B)°+(£C)° > 180°. Portanto, ha um z € RT, de modo que (£LA)°+(£B)°+(£C)° =
1800 + 2°.
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B E Sejam D o ponto médio de BC' e E o
linico ponto na semirreta E, diferente
de D, tal que DE = AD. Entdo por

A ¢ LAL, ABAD = ACED. Tsto faz
/B=/DCFE, /E= /BAD.

Figura 4.13: Teorema de Saccheri-Legendre

Assim,

(LAY +(£B)° + (£C)° = ((4/BAD)° + (ZEAC)®) + (£B)° + (LACB)°
= (LE)’ + (LEAC)" + (LDCE)° + ((£ACD)")
= (LE)" + (£A)° + (£0)°

Entao, AABC e ANACE tém a mesma soma dos angulos, mesmo que nao sejam

congruentes. Observe que:

(/BAE)° + (/CAE)® = (/BAC)°,
dai , consequentemente

(LCEA) + (LCAE)® = (/BAC)".

E impossivel para os angulos ZOFEA e ZCAE ter a medida do angulo maior que
$Z(BAC)°, assim pelo menos um dos angulos tem a medida menor ou igual 5 Z(BAC)".

Consequentemente, had um tridngulo AACE , de modo que a soma dos angulos é
180° 4 z°, mas no qual um angulo tem a medida menor ou igual a $2A°.

Repita esta construcao para outro triangulo com soma de angulos 180° + x°, mas
no qual a medida de um angulo é menor ou igual a iAAO. Agora existe n € ZT, de
modo que

%AAO <20,

pela propriedade arquimediana dos niimeros reais. Deste modo, depois de um nu-
mero finito de iteragoes sobre a construcao dada, obteremos um triangulo com soma
180Y 4 2%, em que um angulo tém a medida menor ou igual a %ZAO < 20

Entao, os outros dois angulos deverao ter a soma maior do que 180° contradizendo

o corolario 4.3. O

Podemos generalizar o teorema Saccheri-Legendre para outros poligonos. Por exem-
plo, vamos provar que a soma dos angulos de um quadrilatero ABC'D é, no méaximo,
360°.
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Definicao 4.4. Dado quatro pontos A, B, C' e D, de tal forma que estejam no mesmo

plano, mas trés deles nao sejam colineares. Se os segmentos AB, BC, CD, DA
intersectam-se apenas nas extremidades, entao a figura assim formada € chamada de
quadrildtero, e ¢ denotada por JABCD.

Os segmentos AB, BC, CD, DA sao os lados do JABCD, e os segmentos AC, BD
sao as diagonais. Os angulos de JABCD sao ZABC, /BCD, ZCDA e ZDAB; eles
sao muitas vezes denotado brevemente como /B, /C, /D, Z/A. Se todos os quatro
angulos sao angulos retos, entao, o quadrilatero ¢ um retangulo.

Na tentativa de se provar a existéncia de retangulos com base nos pressupostos
de que dispomos, até agora, sem o uso do postulado das paralelas, Saccheri chegou
a conclusao de que é impossivel provar que existem retangulos. Tentando de forma
plausivel, a construcao de um retangulo, isto é, baseado nos axiomas assumidos e suas

consequéncias, foi conseguido o que chamamos um quadrildtero de Saccher:.

B C

A D

Figura 4.14: Quadrilatero de Saccheri

Definicao 4.5. (Quadrildtero de Sacchert). Um quadrilitero ABCD é um qua-
drildtero de Saccheri se ZA e ZD sao dngulos retos, B e C' estio no mesmo lado da
jﬁ e AB = CD. O segmento AD ¢ chamado base e BC' ¢ chamado topo. Os dngulos
da base sao /A e /D; e /B e /C sao os angulos do topo, conforme Figura 4.1/.

Teorema 4.5. As diagonais de um quadrildtero de Saccheri sao congruentes.

Prova:
Por LAL, temos ABAD = ACDA. Portanto BD = AC. [

B C

A D

Figura 4.15: Diagonais de um quadrilatero de Saccheri

Teorema 4.6. Seja UABCD e OEFGH dois quadrildteros de Saccheri, com bases
AD e EH. Se EH = AD e EF =2 AB, entio BC =2 FG, /F = /B e /G = /C.
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A_‘|” y |—D E_‘|” ¥ []

Figura 4.16: Congruéncia de dois quadrilateros de Saccheri

Prova:

Pela Definicao 4.5, que diz que os dngulos da base de um quadrilidtero de Saccheri
sdo retos, e pela Proposi¢ao 3.13(ii), temos que LA = /FE e, /D = /H, e, ainda
pela Definicao 4.5, temos que AB = DC e EF = HG, entao, pelo Axioma Cg,
ANACD = AEGH. Segue que AC =2 EG, ZACD = /EGH ¢ /DAC = /HEG.

Como /BAD = /FFEH e o ponto C se encontra no interior do ZBAD e o ponto
GG se encontra no interior do ZFEH, e sabemos que ZCAD = /GFEH, entao pela
Proposicao 3.17 /BAC =2 /FEG ¢ ZCDA = /GHE. Logo ABAC = AFEG por
LAL (Azioma Cs). Segue que /B~ /F ¢ BC = FG. O

Teorema 4.7. Em todo quadrildtero de Saccheri, 0s dngulos do topo sao congruentes.

o———¢

L1 []
A D

Figura 4.17: Angulos do topo de um quadrilatero de Saccheri

Prova:

Do Teorema 4.5 segue que as diagoanis AC' e BD sido congruentes. Do caso LLL,
para congréncia de triangulos vem que os triangulos AABC e ABCD também sao
congruentes. Portanto /B = ZC'. U

Teorema 4.8. Em qualquer quadrildtero de Saccheri, o topo € congruente ou maior
do que a base, ou seja, dado um quadrildtero de Saccheri [JA1B1ByAs, com base A As.
Entdo, BlBQ 2 AlAQ.

Prova:
Vamos configurar uma sequéncia de n quadrilateros de Saccheri, lado a lado a

comecar por um dado:
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Bi Bf‘-' ]_3)-"

1., i, i, [___I1, T1 [ 1
Hll ﬂ:l az'L_:l Aﬂht 1-.'£'JL:-_-1I A:‘.I A:‘.—l

Figura 4.18: Em um quadrilatero de Saccheri, o topo é maior ou igual a base

Em que As, Ay, -+, A,y sao pontos da reta m, na ordem indicada em m;
os angulos /By Ay As, /B3A3A,, sao angulos retos,

A1Ay = AyAs = A3Ay == A, 1A, = A A

e

AyBy = A3B3 = - = A, B, = An+1Bn+1

Pelo teorema 4.6, temos

BBy =ByBs=---=B, 1B, = B,B,11

Nao sabemos se os pontos By, By, --- , B, 11 , sao colineares, mas, pela desigualdade

poligonal (Teorema 4.3) sabemos que:
B1B,1 < BiBy+ B3B3+ -+ B, 1B, + B,B, 1
Uma vez que todas as distancias na reta sao iguais a By By, temos B1B,, .1 < n.B1 By
Pelo mesmo principio, obtemos
AAp S ABL+ BiBoj + B Anpn < AtBi+n.B1 By + A1 By
Como, A1A,+1 = n.A1As, temos
n.A1Ay <n.B1By +2.A18,
e esta conclusao é valida para todo n.
Agora suponha que nosso teorema seja falso. Entao A;Ay > B1Bs, de modo que
A1As — B1 By é um numero positivo. Obviamente, 2.4, B; ¢ um nimero positivo. Seja
e=A1Ay — BiBye M =2.AB.
Entao, e > 0 e M > 0, mas ne < M para todo inteiro positivo n. Isto contradiz o

postulado de Arquimedes, e assim completa-se a prova. [
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