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Resumo

Neste trabalho mostraremos uma aplicacao dos ntimeros complexos a teoria dos
circuitos elétricos em corrente alternada. Uma das nossas principais motivacoes é
que nos cursos de Matematica de nivel Médio e Superior, o estudo do corpo dos
numeros complexos, em geral, baseia-se em uma abordagem puramente algébrica,
sem qualquer vinculo com uma aplicabilidade desse contetido fora do ambiente ma-
teméatico. Com isso, em geral, os alunos sao levados a concluir que a existéncia
da unidade imaginaria, sirva exclusivamente para resolver o problema de dar um
significado matemaético para a raiz de indice par de um ntamero real negativo.

Palavras-chave: Numeros complexos, Calculo diferencial, Circuitos elétricos,
Analise fasorial.



Abstract

This work shows an application of complex numbers to the theory of electrical
circuits in alternating current. One of our main motivations is that in the courses
of Mathematics at high and graduate schools, the study of the field of complex
numbers, in general, is based on a purely algebraic approach, without any link to an
applicability of this content outside the mathematical environment. With that in
general, students are led to conclude that the existence of the imaginary unit, serves
exclusively to solve the problem of giving a mathematical meaning to the even index
root of negative real number.

Keywords: Complex numbers, Differential calculus, Electrical circuits, Phasor
analysis.
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Notacoes

Notacgoes Gerais

e N: Conjunto dos Nimeros Naturais;

e 7Z: Conjunto dos Ntumeros Inteiros;

e R: Conjunto dos Nimeros Reais;

e C: Conjunto dos Numeros Complexos;

e a = b: a é aproximadamente igual a b;

e [nx: logaritmo de x, cuja base é o niimero e¢;
e j: unidade imaginaria, isto ¢é, j2 = —1;

e 1. corrente elétrica;

e Zz: conjugado do niimero complexo z;

e |z| representa 0 médulo do nimero complexo;
e Re(z): parte real do niimero complexo z;

e [/m(z): parte imaginaria do niimero complexo z;

e A||B: indica que os componentes A e B estdo em paralelo no circuito;

e z = p/f: nimero complexo na forma polar;
e Z: impedancia de um componente (resitor, indutor ou capacitor);
e I: corrente elétrica na forma fasorial;
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Notaoes

V: tensao elétrica na forma fasorial;

e Circuito RL: circuito elétrico contendo resistores e indutores;

e Circuito RC" circuito elétrico contendo resistores e capacitores;

e Circuito RLC:" circuito elétrico contendo resistores, indutores e capacitores.
e Zgr: Impedancia do resitor;

e Zp: Impedancia do indutor;

e Zc: Impedancia do capacitor;

® Zeq: Impedancia equivalente do circuito.



Simbolos comumente utilizados na
teoria dos circuitos elétricos

Neste topico, mostraremos a simbologia normalmente utilizada nos livros de
Fisica e Engenharia para representar alguns dos componentes elétricos que foram
citados neste trabalho.

Fio condutor

VVY
Resistor Fonte de tensao
alternada (senoidal)
| |
|
Capacitor
SYYY\_
Indutor Fonte de tensdo
continua (bateria)
—|—— 1

Impedancia
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Introducao

Para que servem os nimeros complexos? Ha algum problema fisico no qual eles
podem ser aplicados? Estes sao questionamentos classicos que os alunos do Ensino
Médio fazem aos professores de matemética.

Os ntimeros complexos surgiram como resposta a um problema que desafiou os
matematicos durante séculos, a resolucao de equagoes de equagoes algébricas reais,
isto é, equagdes do tipo p(z) = 0, onde p &€ um polinémio com coeficientes reais. Hoje,
sabemos que a importancia dos niimeros complexos vai muito além da obtencao de
raizes de equacoes algébricas reais, eles desempenham um papel importante nos
mais diversos ramos do conhecimento cientifico, dentre eles, a teoria dos circuitos
elétricos.

Visando oferecer ao leitor um embasamento teorico da utilizacao dos nimeros
complexos na teoria dos circuitos elétricos, o texto foi dividido em dois capitulos.

No primeiro capitulo faremos uma revisao da teoria do corpo dos nimeros com-
plexos.

O segundo capitulo é dedicado a teoria dos circuitos elétricos. Apresentaremos os
principais conceitos, defini¢coes e leis da teoria. Trataremos dos circuitos em série e
paralelo, lei de Ohm e leis de Kirchhoff. Em seguida, mostraremos os parametros da
forma de onda da corrente alternada senoidal, a definicao de fasor e a representacao
fasorial dos sinais senoidais. Veremos o conceito de impedancia, e mostraremos sua
grande virtude, que é manipular os circuitos de corrente alternada como se fossem
de corrente continua.

O terceiro capitulo ¢ composto de uma lista de exercicios que abrange todo
assunto abordado, com a finalidade de facilitar o entendimento e para que o conteido
exposto seja absorvido de forma satisfatoria.

O apéndice A é dedicado a topicos de calculo diferencial de fungoes reais e com-
plexas, tendo em vista que faremos uso dessa ferramenta. Veremos as defini¢oes
de derivadas de funcoes reais e complexas, e para facilitar o entendimento, vérios
exemplos resolvidos foram adicionados.

No apéndice B, é mostrado como calcular a corrente i(¢) em um circuito RL sem
a utilizacao da notacao fasorial, com o intuito de mostrar ao leitor como se torna
mais complicada e trabalhosa a analise sem a utilizacao deste conceito.

No apéndice C, é mostrado como podemos chegar a formula de Euler utilizando

xii



Simbolos comumente utilizados na teoria dos circuitos elétricos

expansoes em séries de poténcias.

Foram introduzidos vérios exemplos resolvidos ao longo do texto, direcionados
ao publico alvo, com a finalidade de facilitar o entendimento e para que o conteido
exposto seja absorvido de forma satisfatoria.

Os circuitos elétricos, neste trabalho, foram desenhados com a utilizagao do
software Proteus Professional 7, os demais graficos com a utilizacao do software
Geogebra 4.2.
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Capitulo 1

O corpo dos ntimeros complexos

1.1 Introducao

A resolucao de equagdes algébricas reais, isto é, equacoes do tipo p(z) = 0, onde
p é um polindémio de coeficientes reais, sempre foi um assunto fascinante para os
matematicos, e foi gracas a esse fascinio que hoje conhecemos os niimeros complexos
da forma como é visto nos livros didaticos.

Sabemos que, dada a equacao ax? + bz + ¢ = 0, onde a,b e ¢ sdo ntimeros reais
e a # 0, podemos calcular as raizes pelo conhecido argumento:

b
ar’ +br4+c=0 < a<x2+—$~|—2> =0
a a

& <2+b L bZ)—o
" am 4a2  a  4a?)

o a(org) -] =0

(24 ) = E] 0 (pois a £ 0)

b A b A
o (rtgn o) (T4 5= 5,) =0
onde A = b — 4ac.
Se A > 0, entao
~b+ VA
20

No entanto, se A < 0, entao o que devemos fazer? Hoje, sabemos que A < 0,
entao podemos considerar j tal que j2 = —1, e assim teremos

b+ j/=A
2a '

ax’+br+c=0c 1=

ax’+br+c=0c 1=
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Mas, nem sempre foi assim, até o século XVI, quando A resultava em um nimero
negativo, os mateméticos simplesmente diziam que o problema nao tinha solucao.
O interesse pelo estudo das equacoes quando delta era menor que zero ressurgiu na
Italia, com a disputa entre os matematicos Cardano e Tartaglia pela resolucao das
equacoes do 3° grau. Eles perceberam que os niimeros reais nao eram suficientes
para resolucao desse tipo de problema, e com isso surgiram as primeiras idéias dos
ntimeros complexos (para maiores detalhes, veja [4]).

1.2 A unidade imaginaria

Para definirmos um nimero imaginario, consideremos a equac¢ao abaixo:
2?+1=0 < 22=—1.

Nota-se que nao existe nenhum nimero real que satisfaca essa equacao. Dessa
forma, definimos como unidade imaginaria, o nimero nao-real "3" que satisfaz
a seguinte condigao:

j2=j-j=-1 ouj=+-1

Observacao 1 Na maioria dos livros diddticos de matemdlica, a unidade imagind-
ria € representada pela letra i, porém, em alguns cursos de engenharia, essa letra €
utilizada para representar a corrente elétrica, por isso serd utilizado a letra j para
representacao da unidade imagindria neste texto.

1.3 O corpo dos ntimeros complexos

Podemos definir o corpo dos ntimeros complexos C como o conjunto de todos
os pares ordenados (a,b), onde a e b sdo nimeros reais, munido das operacgdes de
adigao (+) e multiplicagao(-) definidas a seguir:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢c, b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, be+ ad).

De acordo com essas defini¢oes, os niimeros complexos possuem as seguintes
propriedades em relacao a adicao:

(A1) Associativa: Dados quaisquer ntmeros complexos z; = (r1,y1), 22 =
(x2,y2) € z3 = (3,y3) temos que (2, + 22) + 23 = 21 + (22 + 23).

(A2) Comutativa: Dados quaisquer nimeros complexos z; = (x1,y1) € 29 =
(x2,y2), temos que 21 + 29 = 25+ 2.
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(A3) Possui elemento neutro: Existe um elemento nos complexos 0 = (0,0),
tal que z +0 = z.

(A4) Existéncia do simétrico aditivo: Para todo niimero complexo z, existe
um simétrico w tal que z + w = 0.

A multiplicacdo nos complexos possui as seguintes propriedades:

(M1) Associativa: Dados quaisquer nimeros complexos z; = (x1,y1), 22 =
(w2, Y2) € 23 = (3,y3) temos que (z,22)23 = 21(2223).

(M2) Comutativa: Dados quaisquer niimeros complexos z; = (z1,y1) e 22 =
(2,y2) temos que z1z3 = 2927.

(M3) Existe um elemento neutro multiplicativo: Para todo ntimero com-
plexo z, existe um nimero complexo w tal que zw = wz = z.

(M4) Existéncia do inverso multiplicativo: Dado qualquer nimero com-
plexo z diferente de zero, existe um ntimero complexo nao nulo 27! tal que zz~! = 1.

(M5) Propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a adigao:
Dados quaisquer nimeros complexos z; = (21,¥1), 22 = (T2, y2) € 23 = (x3,y3) temos
que z1(zy + 23) = 2122 + 2123.

Definiremos niimero complexo da seguinte forma:

Definicao 1 Numero complexo € todo numero da forma a + jb tal que a e b sao
numeros reais quaisquer € j € a unidade tmagindria.

A expressao z = a+7b é denominada forma retangular ou algébrica do nimero
complexo, onde a é a parte real e b é a parte imaginaria do complexo. Dessa
forma, podemos utilizar a seguinte notagao para representar a componente real e a
imaginaria de um nimero complexo:

componente real = a = Re(z)

componente imaginaria = b = Im(z)

O complexo z = a + jb podera ser chamado de real, imagindrio ou imaginéario
puro de acordo como os seguintes critérios:

e Um numero complexo z = a + jb é real se, e somente se, b = 0.
e Um nimero complexo z = a + jb é imaginario se, e somente se, b # 0.

e Um nimero complexo é dito imaginario puro se, e somente se, a = 0 e b # 0.
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1.3.1 Operacoes com nimeros complexos

Sejam os numeros complexos na forma retangular z; = a+ jb e z5 = ¢+ jd. Para
somar ou subtrair dois ou mais ntmeros complexos, somamos ou subtraimos as
partes reais e as partes imaginarias. Dessa forma, efetuando a soma dos complexos
Z1 € Z9, temos:

21 £ 29 = (a+jb) £ (c+jd) = (a+c) £ j(c+ d).

Para efetuarmos a multiplicacao de dois ou mais nimeros complexos, aplicamos
a propriedade distributiva levando em consideracao que j> = —1. Dessa forma,
efetuando o produto dos complexos z; e 29, temos:

2129 = (a + jb)(c + jd) = ac + jad + jbc — bd = (ac — bd) + j(ad + be).
2129 = (ac — bd) + j(ad + be).

Exemplo 1 Sendo zy = 3+ j4 e 2o = 12 — 35 calcular z,25.
Temos que:

2129 = (34 j4)(12 — j5) = 36 — j15 + 748 + 20 = 56 + 433.
1.3.2 Numeros complexos conjugados
O conjugado de um niimero complexo, z = a+ jb é o nimero z tal que zZ = a— jb.
Exemplo 2 O conjugado de z =2+ j8 é o complexo z = 2 — j8.
Exemplo 3 O conjugado de z = —j4 é o complexo Z = j4.

Exemplo 4 O conjugado de z =2 é o complexo z = 2.

1.4 Forma trigonométrica de um niimero complexo

1.4.1 O plano de Argand-Gauss

Podemos representar graficamente os niimeros complexos no plano, chamado de
plano de Argand-Gauss. Nesse plano, o eixo das abscissas é chamado de eixo real
Re(z) e o eixo das ordenadas é chamado de eixo imaginario Im(z). Dessa forma, cada
ponto P(a,b) desse plano denominamos de imagem ou afixo do niimero complexo
z = a+ jb (para maiores detalhes, veja [8]).
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Definicao 2 Chamamos de norma de um numero complero z = a + jb ao nimero
real nao negativo N(z) tal que

N(z) = a® + V™.

Definicao 3 Chamamos de mddulo ou valor absoluto de um numero complexo z =
a+ jb ao nimero real nio negativo |z| = p, tal que

12| = p=/N(2) = Va2 + b~

Exemplo 5 Calcular o modulo dos nimeros complexos zy = 3 + j4 e zo = j4.
Utilizando a defini¢ao de mddulo, teremos:

21l =pr = Va2 +b>=V324+42=5
|220] = p2 = Vag? + by® = V02 + 42 = 4.

1.4.2 Representacao de um ntimero complexo na forma tri-
gonomeétrica

Definicao 4 Chamamos de arqgumento de um nimero complexo nao nulo z = a—+7b,
com a # 0, ao dngulo 0 (Figura 1.1) tal que

b
tan~! <—> sea>0
6 = a

180° — tan™! (Q> sea<0
a

Im(z)4

be--------------- P((I. b)

QP-mmmm e
i

Re(z)

Figura 1.1: Plano de Argand-Gauss

Seja o ntimero complexo z = a + jb, com a # 0. Conforme a Definicao 4 e a
Figura 1.1, temos
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cos(0) = — = a = pcos(0)

DIV

sen(f) = — = b= psen(f)

Dessa forma, podemos representar o complexo z = a + jb da seguinte forma:

2z =a+ jb= pcosh + jpsent = p(cosh + jsend)

que é chamada de forma trigonométrica ou forma polar do niimero complexo.
Aqui, a representacao da forma trigonométrica ou polar é vista da seguinte forma:

z = pl0,

b
tan™! <—) sea >0
sendo p = |z| = Va? + b? e 0= @

180° — tan™! (é> se a < 0.
a

Exemplo 6 Vamos fazer a conversao de um numero complexo na forma retangular
para forma polar.

Seja z = 4 + 73, temos

p=lzl=Va:+bv:=42+32=5
—1 3 o)
0 = tan (1> — 36, 87°.

Logo,

2 = 5/36,87°.

Exemplo 7 Converter o niimero complexo z = 10£30° para forma retangular.

a = pcosh = 10cos(30°) = 10 - \/75 = 5V/3.

1
b = psenf = 10sen(30°) = 10 - 5= 5.

Logo, o niimero complezo z = 10£30° € representado na forma retangular por

z = 5vV3 + j5.
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Im(z)

z=4+4j3=2=5£36,87

0 = 36,87

e ———— — — — - — —

Re(z)

Figura 1.2: Conversao da forma retangular para polar

Im(z)
2= 10/30° = 8,67 + j5
B —————————m——m—— - ——— —

p=10

Figura 1.3: Conversao da forma polar para retangular

1.5 Forma exponencial de um ntimero complexo

Por meio da funcao exponencial complexa, conseguimos expressar a forma po-
lar de um ntimero complexo nao nulo de um modo particularmente conveniente e
compacto. A seguir definimos a fun¢ao exponencial, conforme |16].

Definicao 5 A funcao €*, definida por:
e* = e"cosy + je seny
¢ denominada fungao exponencial complexa.

Da definicao de funcao exponencial complexa, vamos supor que z é um ndimero
complexo imaginério puro, z = j6. Entao,

e* = e/ = cosf + jsend.

Essa igualdade, que também ¢ conhecida como a férmula de Euler, em homena-
gem ao matematico sui¢o Leonhard Euler (1707-1783), fornece um modo conveniente

7
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de expressar a forma polar de um ntmero complexo. Podemos obter a formula de
Euler por meio da expansao em séries de poténcias do senx, cosxr e e*, conforme
mostrado no Apéndice C. Multiplicando ambos os lados da equacao de Euler pelo
modulo p, obtemos

pe?® = p(cosh + jsend).

Logo,

z = pel?

que é a representacao exponencial de um ntumero complexo. Portanto, um nu-
mero complexo pode ser escrito das seguintes formas:

z=a+jb=pe® = psh

Observacio 2 Sejam os mimeros compleros na forma exponencial z, = pye® e
29 = poe??®. Multiplicando esses dois compleros obtemos:

T T j(61+0
2129 = P17 paed® = py pyed 102,

Na forma polar, temos:

2129 = (p14£61)(p2Z0s) = p1p2Z(01 + 02).

Efetuando a divisao de z; por zs, obtemos

0
“1 _ Plej'el _ (&)ej(elfez)'
Zo  poel?? P2

Na forma polar temos:

2 p1lby <&>4(91 —6y).

) p2205 B P2
Exemplo 8 Considerando os nimeros complexos C; = 5/20° e Cy = 10£30°,
C
calcular Cy - Cy e ity
C

Como os numeros complexos estao na forma polar, teremos
Cy - Cy = (5£20°)(104£30°) = 5-10£(20° + 30°) = 50£50°.

C,  5/20° 5
b = —/(20°—=30°) =0,5/ — 10°.
Cy, 10£30° 10 ( ) =0,




Capitulo 2

Aplicacao dos ntimeros complexos
nos circuitos elétricos

O sistema de unidades utilizado em ciéncia e engenharia é o Systéme Interna-
tionale d’Unités (Sistema Internacional de Unidades), o qual é baseado no sistema
métrico decimal, sendo geralmente abreviado por SI, foi introduzido em 1960 e é ofi-
cialmente adotado pela maioria dos paises. Suas grandezas e unidades fundamentais
com seus respectivos simbolos sdo mostrados na Tabela 2.1(para maiores detalhes,
veja [1]).

Grandeza Unidade
Comprimento Metro (m)
Massa Quilograma (kg)
Tempo Segundo (s)
Corrente Elétrica Ampere (A)
Temperatura Termodinamica | Kelvin (K)
Intensidade Luminosa Candela (cd)
Quantidade de Substancia Mole (mol)

Tabela 2.1: Unidades fundamentais do SI

As demais unidades sao combinacoes das elementares, por exemplo:

e Unidade de carga elétrica - Ampére-segundo, chamada de Coulomb (C);

e Aceleragao - metros por segundo ao quadrado (m/s?).

As unidades do SI podem ser aumentadas ou diminuidas através do emprego de
prefixos que indicam multiplicacao ou divisao dessas unidades por poténcias de 10.
Na Tabela 2.2 mostramos os multiplos e submultiplos mais comuns.
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Prefixo | Nome | Significado

G giga multiplicacao por 1.000.000.000 | x10”
M mega | multiplicacao por 1.000.000 x10°
k quilo | multiplicacdo por 1.000 x103
m mili divisao por 1.000 x1073
U micro | divisao por 1.000.000 x107¢
n nano divisao por 1.000.000.000 x1079

Tabela 2.2: Prefixos mais utilizados

2.1 Introducao aos circuitos elétricos

As teorias dos circuitos elétricos e do magnetismo fundamentam todos os ramos
da engenharia elétrica (eletrotécnica, eletronica e de telecomunicagoes). Antes de
chegarmos as aplicagoes dos ntimeros complexos em circuitos, precisamos fundamen-
tar a teoria dos circuitos elétricos.

Quando estudamos circuitos elétricos, nosso maior interesse é a transmissao ou
transferéncia de energia de um ponto a outro. Para que isso ocorra, faz-se neces-
sario uma interconexao de dispositivos elétricos. Portanto, podemos definir circuito
elétrico da seguinte forma:

Definicao 6 Circuito elétrico € a interconezdo de elementos elétricos ligados entre
st, formando um percurso fechado através do qual possa circular uma corrente.

Nesse texto, serao considerados elementos elétricos as fontes de tensao, resistores,
indutores e capacitores.

2.2 Circuitos com elementos em série e em paralelo

Os elementos elétricos podem ser inseridos no circuito em série ou em paralelo,
conforme veremos a seguir.

2.2.1 Elementos em série

Para que tenhamos um circuito, precisamos ter um niimero qualquer de elementos
unidos por seus terminais, com pelo menos um caminho fechado. Analisando o
circuito da Figura 2.1, nota-se que ele possui trés elementos que estao conectados em
trés pontos (a, b e ¢), de modo que constituem um caminho fechado para circulagao
da corrente elétrica. Dessa forma, temos a seguinte definicao:
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Definicao 7 Dois elementos estao em série se possuem somente um terminal em
comum, e o ponto comum entre os dois elementos nao estd conectado a outro ele-
mento percorrido pela corrente.

v (f) 2R,

Figura 2.1: Circuito com elementos em série

Na Figura 2.1, o resistor R; e o resistor Ry estao em série, pois possuem somente o
terminal b em comum. As outras extremidades estao conectadas a outros elementos
do circuito.

Da mesma forma, a bateria V e os resistores Ry e Ry também estao em série,
pois sO6 possuem o ponto a e ¢, respectivamente, em comum.

Observacao 3 Quando dois ou mais elementos de um circuito estao em série, a
corrente € a mesma em todos eles.

Na Figura 2.1 o valor da corrente I é a mesma em todos os componentes do
circuito, pois a mesma percorre um caminho passando por todos os elementos do
circuito.

2.2.2 Elementos em paralelo

Definigao 8 Dizemos que dois (ou mais) elementos do circuito estao ligados em
paralelo quando possuem dois pontos em comum.

Na Figura 2.2 os resistores R; e Ry estao em paralelo, pois possuem em comum
os terminais a e b. Além disso, a bateria também esta em paralelo com os resistores,
pois possuem 0s mesmos terminais em comum.

Observacao 4 Nos exemplos de circuito série e paralelo, foram considerados re-

sistores e baterias, porém as definicoes dadas para elementos em série e paralelo,
abrangem todos os componentes elétricos.
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@

Figura 2.2: Circuito com elementos em paralelo

2.3 Carga e corrente elétrica

Os atomos sao formados basicamente por prétons, néutrons e elétrons. Os pro-
tons, que tem carga positiva, e os néutrons, que nao tem carga elétrica, estao contidos
no nicleo do 4tomo. Fora desse nicleo estao as particulas minisculas com carga
elétrica negativa, chamadas de elétrons.

E possivel que um atomo perca um elétron, e quando isso ocorre passamos a
chamé-lo de ion, pois ele fica eletricamente desequilibrado com carga positiva e
pode atrair para si um elétron de outro atomo. Os elétrons que se deslocam de um
atomo para outro sao chamados de elétrons livres, e tal movimentacao aleatéria pode
prosseguir indefinidamente. Se, no entanto, uma tensao for aplicada a um material,
os elétrons tenderao a se deslocar ordenadamente numa determinada direcao. Esse
deslocamento dos elétrons livres, chamado de movimento de avanco, constitui um
fluxo de corrente elétrica. Portanto, a corrente elétrica é a taxa de deslocamento
das cargas elétricas (para maiores detalhes, veja [1]).

A Carga elétrica é a grandeza mais bésica em circuitos elétricos, sendo sua uni-
dade no SI o Coulomb (C), que ¢ igual a 1 Ampére segundo (1Coulomb = 6,24 -10*®
elétrons). Podemos definir um Coulomb como a quantidade de eletricidade que
atravessa em um segundo um ponto determinado de um circuito elétrico que estéa
sendo percorrido por uma corrente de um Ampére.

Matematicamente temos:

sendo @ a carga em C (Coulombs), I a corrente em A (Ampére) e ¢ o tempo em s
(segundos).

Exemplo 9 Se uma corrente de 10A circula por 2 minutos, qual serd a quantidade
de carga transferida?
Temos I = 10A e t = 2minutos = 120s. Dai temos,

Q = It =10 - 120 = 1200C.
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Do conceito de carga elétrica, podemos definir a corrente elétrica da seguinte
forma:

Definicao 9 A taza de variagao da carga elétrica em relacao ao tempo, chamamos
de corrente elétrica, e é medida em Ampéres (A).

A corrente pode ser continua ou alternada, sendo representada por I e i respec-
tivamente.

2.3.1 Corrente continua

As pilhas e baterias sao exemplos de fontes de alimentacao que possuem a ca-
racteristica de fornecer corrente continua ao circuito. As fontes de alimentacdao que
fornecem corrente continua sao caracterizadas por manterem sempre a mesma po-
laridade, de modo que a corrente tem sempre a mesma intensidade e sentido.

Definicao 10 Corrente continua é uma corrente que permanece constante ao longo
do tempo.

Figura 2.3: Corrente continua

A corrente continua é representada pela letra I. Quando estamos trabalhando
com corrente continua, a voltagem (V'), a corrente (I), e a resisténcia (R) estao
relacionados pela lei de Ohm (para maiores detalhes, veja [7]).

Leit de Ohm: a tensao U em um resistor é diretamente proporcional & corrente
I que flui através do resistor. Em simbolos,

A tensdo U é medida em unidades de volts (V') e a resisténcia R ¢ medida em
unidades de Ohms (Q2).
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Definicao 11 A resisténcia (R) de um elemento, determina a capacidade que este
tem de resistir ao fluxo de corrente elétrica.

Quando varias resisténcias estao ligadas ao circuito, podemos calcular o valor
de uma resisténcia que pode substituir todas as outras, de modo que o comporta-
mento do resto do circuito nao se altere. Essa resisténcia é chamada de resisténcia
equivalente.

Quando as resisténcias estao associadas em série (Figura 2.4), podemos calcular
a resisténcia equivalente da seguinte forma:

Req:R1+R2+R3+...+Rn

O

Figura 2.4: Associagao de resistores em série

Exemplo 10 No circuito da Figura 2.5, calcular a resisténcia equivalente e o valor
da corrente elétrica.

R, = 10kQ R, =100k
NV A%

I

V=24 V(J_r) §R3 = 5kQ

Figura 2.5: Exemplo de resistores em série

Req = Ri + Ry + R3 = 10k + 10052 + 5k = 115k
Para o cdlculo da corrente elétrica, faremos uso da lei de Ohm. Temos

U 24V
R., 115kQ

I= =2,087-107*A.
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Quando os resistores estdo associados em paralelo (Figura 2.6), a resisténcia
equivalente pode ser calculada da seguinte forma:

Vee (t) ng R2§ ng Rn§

Figura 2.6: Associagao de resistores em paralelo

Exemplo 11 No circuito da Figura 2.7, calcular a resisténcia equivalente e o valor
da corrente total elétrica.

Figura 2.7: Exemplo de resistores em paralelo

1 1 1 Ry - Ry
==+ 5 => Ry=5—5
Req Ry * Ry " R+ R,
Portanto,
4kS) - 6KS2
= —— = 2,4k
T 4EQ + 6kQ ’
Para o cdlculo da corrente elétrica, faremos uso da lei de Ohm. Temos
U 24V
= = ——=0,014A=10mA
R, 2,4kQ "

Os resistores podem aparecer de forma mista no circuito, ou seja, apresentando
elementos em série e em paralelo no mesmo circuito. Esse tipo de circuito é apresen-
tado na Figura 2.9. A seguir, apresentamos as leis de Kirchhoff, que sao utilizadas
para resolucao de circuitos mais complexos.
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2.3.1.1 Leis de Kirchhoff

As leis de Kirchhoff, juntamente com a lei de Ohm, nos fornecem um conjunto
poderoso de ferramentas para andlise de circuitos elétricos. As leis de Kirchhoff
foram introduzidas em 1847 pelo fisico alemao Gustav Robert kirchhoff (1824-1887)
e sdo conhecidas formalmente como lei de Kirchhoff para corrente (LKT, ou lei
dos nos) e a lei de Kirchhoff para tensdo (LKT, ou lei das malhas). Para maiores
detalhes, veja [10].

Definicao 12 Em um circuito elétrico, chamamos de né um ponto no circuito que
seja comum a trés ou mais componentes.

Assim, na Figura 2.8, somente os pontos B e E sdo nos.
Definicao 13 Ramo € todo trecho do circuito que vai de né a no.

Assim, na Figura 2.8, temos trés ramos: BE, BCDE e BAFE. Vemos que cada ramo
corresponde a uma intensidade de corrente elétrica.

A R —2sp2— R c
AYAA", AVAA",
vy R§ V,
R R
& AAA", AYAAY, ]
F R E R D

Figura 2.8: Leis de Kirchhoff
A primeira lei de Kirchhoff ou Lei dos nds estabelece que:
Primeira lei de Kirchhoff (Lei de Kirchhoff para correntes, ou lei dos
noés): Em um no, a soma das intensidades das correntes elétricas que chegam é igual

a soma das correntes elétricas que saem.

No n6 B, por exemplo, temos:

e correntes que entram no noé B: i1 e io;
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e corrente que sai do n6 B: i3.

Ou seja,
’ig = ’il + iz.

Uma forma equivalente de enunciar a primeira lei de Kirchhoff seria:
"A soma algébrica das correntes que saem de um né é igual a zero".

A expressao matematica para primeira lei de Kirchhoff, a qual utilizaremos a
abreviagao (LKC), é dada por

Antes de enunciarmos a segunda lei de Kirchhoff, precisamos definir o que vem
a ser malha em um circuito elétrico.

Definicao 14 Malha é qualquer conjunto de elementos do circuito formado por um
percurso fechado.

Na Figura 2.8, temos trés malhas: ABEFA, BCDEB e ABCDEFA. A segunda
lei de Kirchhoff (LKT) estabelece que:

Segunda lei de Kirchhoff (lei de Kirchhoff para tensoes ou lei das ma-
lhas): Em uma malha, a soma algébrica das tensdes quando percorridas num mesmo
sentido é igual a zero.

A expressao matemaética para segunda lei de Kirchhoff, a qual utilizaremos a
abreviagao (LKT), é dada por

Exemplo 12 No circuito da Figura 2.9, calcule a resisténcia equivalente, o valor
de [T, [1 e IQ.
Calculando primeiramente o valor equivalente das resisténcias que estao em pa-
ralelo, obtemos
1 1 1 Ry - Rs
=—+—=>Rpy=—"-—.
Ry Ry Ry 7 Ry + Ry

17



Aplicacdo dos nimeros complexos nos circuitos elétricos CAPITULO 2

—
[T I-ll 12

wll

Figura 2.9: Exemplo lei de Kirchhoff

R, = 3kQ
AAAY,

—
I

V= 12 V Reql = ZkQ

A%

Figura 2.10: Circuito Equivalente

Portanto,
6k - 3K

6k + 3K
e obtemos o circuito constante na Figura 2.10

A resisténcia equivalente total do circuito € dada pela soma das resisténcias da
Figura 2.10. Ou seja,

Regt = — 2kQ,

Req = Ri + Req, = 3k + 2k8) = SkQQ.
Para o cdlculo da corrente elétrica, faremos uso da lei de Ohm:

U 12V
R,  5kQ

Iy = = 2 4mA.

Analisando a malha que contém a fonte, Ry e Ro, e utilizando a LKT, podemos
escrever

—12+3-2446-1;,=0
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com 18so0, obtemos
]1 = 0, 8mA.

Analisando o né A da Figura 2.9, e utilizando a LKC, podemos escrever
Ir=L+L=1=1Ir—1.

Portanto,
IQ = 17 6mA.

2.3.2 Corrente alternada

As fontes de corrente continua foram as principais fontes a proverem energia
elétrica até o final do século XIX, quando teve inicio a batalha da corrente conti-
nua contra a corrente alternada. Os dois lados possuiam defensores de peso, como
Thomas Edison (corrente continua) e Nikola Tesla (corrente alternada).

Definicao 15 A corrente € dita alternada quando muda periodicamente de maddulo
e sentido.

A corrente alternada surgiu quando Nikola Tesla foi contratado por George Wes-
tinghouse para construir uma linha de transmissao entre Nidgara e Bufalo, em NY.
Thomas Edison, conhecido pela invencao da lampada elétrica incandescente, fez o
possivel para desacreditar Tesla, tendo em vista que Edison executara em sua em-
presa todos os seus trabalhos em corrente continua. Mas, o sistema polifasico de
Tesla foi adotado, por ser comprovado como a forma mais eficaz de transmissao de
energia elétrica (para maiores detalhes, veja [13]).

Nos circuitos de corrente continua, a resisténcia elétrica é a tinica grandeza que
expressa o impedimento a passagem da corrente elétrica. Em corrente alternada,
existem outros efeitos além do resistivo que influenciam a passagem de corrente no
circuito, por exemplo, a indutancia quando o circuito contém indutores (bobinas),
e a capacitancia quando o circuito contém capacitores.

Deste modo, a razao tensao/corrente em um circuito de corrente alternada nao
depende apenas das resisténcias elétricas do mesmo. Por esse motivo, a razao entre
tensao e corrente em um circuito de corrente alternada recebe um outro nome,
impedancia, o qual trataremos com mais detalhes adiante.

Representamos pela letra ¢ a corrente que varia no tempo. A excitacdo senoidal
é de suma importancia nos estudos sobre circuitos elétricos, pois essa forma de onda
¢ a dominante nos sistemas de energia elétrica mundial. Por isso, é senoidal o sinal
nas tomadas de nossas residéncias, nos laboratoérios, nas industrias, etc.
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2.4 Parametros da forma de onda da corrente e ten-
sao alternada senoidal

Utilizando a forma de onda senoidal, serao definidos os termos bésicos de circuitos
elétricos. Esses termos podem ser aplicados a todos os tipos de onda alternada, além
da senoidal. A expressao matematica para uma forma de onda senoidal é dada por

v(t) = Visen(wt + 0).

A seguir, veremos qual o significado na teoria dos circuitos elétricas para cada
termo dessa equagao.

Definicao 16 Forma de onda é o grdifico de uma grandeza, como a corrente e a
tensao em funcao do tempo, por exemplo.

Definicao 17 Valor de pico € a amplitude da forma de onda correspondente ao
valor mdximo no eixo vertical.

O valor de pico também pode ser definido como o valor maximo de uma funcao
a partir do nivel zero. O valores maximos de corrente e tensao alternada sao cha-
mados de corrente de pico e tensao de pico, e serao representados por Iy e Vi,
respectivamente.

Definicao 18 Valor de pico a pico € o valor correspondente ao medido entre o pico
superior (mdximo valor do eizo vertical) e o pico inferior (minimo valor do eizo
vertical).

O valor de pico a pico de uma forma de onda senoidal corresponde ao dobro do

valor de pico. Em simbolos,

Exemplo 13 Na Figura 2.11, o valor da tensao de pico € dado por Vi = Vp =
311V. Como Vpp = 2Vp, temos

Vep = 2311 = 622V,
Definicao 19 Periodo é o menor intervalo de tempo para a repeticao do ciclo com-
pleto de uma onda periddica.

Considerando um circulo, o periodo seré o tempo necessario para onda completar
uma volta completa (360° ou 27rad). O periodo é representado pela letra T e sua
unidade é o segundo (s).
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o) 4

311

S )

—311

Figura 2.11: Parametros da forma de onda senoidal

Definicao 20 Frequéncia € o nimero de ciclos contidos em um seqgundo. A unidade
da frequéncia é o Hertz (Hz).

1hertz(Hz) = 1ciclo por sequndo(ciclo/s)

O nome Hertz é uma homenagem ao fisico alemao Heinrich Rudolhp Hertz (1857-
1894), que fez importantes pesquisas sobre correntes e tensoes alternadas e seus
efeitos em capacitores, indutores e resistores. A frequéncia mais comum em linhas
de transmissao nas Américas é 60Hz, enquanto no continente europeu é utilizada a
frequéncia de 50Hz (para maiores detalhes veja [3]).

A frequéncia ¢é inversamente proporcional ao periodo. Dessa forma, essas duas
grandezas estao relacionadas pelas expressoes

1 1
f:T ou T:?

Exemplo 14 Na Figura 2.11 o valor do periodo € o tempo necessdrio para a onda

completar uma volta completa, nesse caso, T =0,1s. Como f = T temos

1
= —=10Hz.
f 0.1 0Hz
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Exemplo 15 Determine o periodo para uma frequéncia de 50H z.

1 1
T=—-=—=0,025 = 20ms.
f 50

Exemplo 16 Determine a frequéncia para o periodo de 4ms.

1 1
950z
f=7=110s ~ %0H=

O valor de 7 (pi) é uma constante dada pela razdo do comprimento da circunfe-
réncia de um circulo e seu diametro

C
= — = 3,1415.
=5 ,
Dessa forma, podemos definir radiano da seguinte forma:

Definicao 21 Radiano € a medida do dngulo onde a distdncia percorrida na cir-
cunferéncia (arcoAB) é igual ao raio do circulo R.

Portanto, temos que

2nrad = 360° = 1lrad = 57,3°.

1radiano (1rad)

Figura 2.12: Definicao de radiano

A conversao de graus para radianos pode ser feita utilizando a relagao

, 7T
Radianos = <180°> - (graus)

A conversao de radiano para graus pode ser feita utilizando a relacao
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180°
s

Graus = ( > - (radianos)

Exemplo 17 Utilizando as formulas para conversao de graus para radiano e vice-
versa, faremos algumas conversoes:

o Convertendo 90° para radianos, temos:

Radianos = < )(900) = Zrad.

77
180° 2

e Convertendo 30° para radianos, temos:

Radianos = ( )(300) = Zrad.

77
180° 6

T
o Convertendo gmd para graus, temos:

Graus = (1?0) <g) = 60°.

s
o Convertendo 7T6Ld para graus, temos:

Graus = <1i00> (%T) = 270°.

Tendo definido radiano, podemos expressar outro importante parametro, a frequén-
cia angular.

Definicao 22 Frequéncia angular ou velocidade de rotagao, fornece o dangulo per-
corrido a cada unidade de tempo, sendo representado pelo simbolo w.

Medindo os angulos em radianos, a frequéncia angular ou velocidade de rotacao
w ¢é igual ao ntimero de radianos percorridos por unidade de tempo. Logo, sua
unidade ¢ o radiano por segundos (rad/s).

Frequéncia angular = dngulo percorrido(graus ou radianos) / tempo (s)

Utilizando os simbolos w, « e t para representar a frequéncia angular, o angulo
e o tempo, respectivamente, temos
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O angulo a também é chamado de posigao angular. A frequéncia e a frequéncia
angular fornecem a mesma informacao, pois ambos indicam com que velocidade a
funcao se repete. Dessa forma, podemos relacionar w, f e T.

O tempo necessario para o vetor efetuar uma volta completa é o periodo T, da
forma de onda senoidal, e o nimero de radianos correspondente a esse intervalo é
2mrad. Portanto

2T

W= = 2 f (rad/s)

Pelas equacoes acima, concluimos que:
e quanto menor for o periodo, maior serd a frequéncia angular;

e quanto maior for a frequéncia, maior sera a frequéncia angular.

Exemplo 18 Determine a velocidade angular relativa a uma forma de onda senoi-
dal cuja frequéncia seja de 60 Hz.

A frequéncia de 60Hz ¢ a adotada no Brasil, e podemos calcular a velocidade
angular relativa da sequinte forma:

w=2nf=2m-60=37Trad/s.

2.4.1 Relacoes de fases

= - . - . T 3w
Para funcao seno, os valores maximos e minimos sao obtidos em 5 e > e os

zeros em 0, 7 e 27 (isso no intervalo de [0, 27]).
Caso a forma de onda esteja deslocada para esquerda ou para direita da origem,
a expressao matematica serd dado por

zr(wt) = Xysen(wt £+ 60),

onde 6 ¢ o valor do deslocamento em graus ou radianos chamado de Angulo de fase
inicial.

Se a forma de onda intercepta o eixo horizontal a esquerda da origem com in-
clinacdo positiva (funcao crescente) antes de 0° (como mostrado na Figura 2.13) a
equacao da forma de onda sera

z(wt) = Xysen(wt + 0).

Nesse caso, dizemos que a onda estd adiantada de frad em relacao a origem. Note
que em wt = 0°, o valor da funcdo é Xy;sen(0°), conforme mostrado na Figura 2.13.
Se a forma de onda interceptar o eixo horizontal com inclinacao positiva apos 0°
(como mostrado na Figura 2.14) a equagao de onda sera

24



Aplicacdo dos nimeros complexos nos circuitos elétricos CAPITULO 2

/

\ wt

(2m—0)

x(wt)

Xssenwt

Figura 2.13: Semiciclo positivo comeca & esquerda da origem (adiantada da referén-
cia)

z(wt) = Xysen(wt — 0).

Nesse caso, em wt = 0° o valor da funcao é Xy sen(—60). Pela identidade trigo-
nométrica sen(—zx) = —senx (pois a fungao seno é impar), entdo o valor da funcao
em wt = 0° serd —Xrsen(6). Nesse caso, dizemos que a onda estd atrasada de
Orad em relagdo a origem.

z(wt)

— X ysenwt|

-

Figura 2.14: Semiciclo positivo comeca a direita da origem (atrasada da referéncia)

Os termos adiantado e atrasado também sao usados para indicar diferencas de
fase entre duas formas de onda senoidais de mesma frequéncia plotadas no mesmo
conjunto de eixos.

Exemplo 19 Consideremos as sequintes fungoes:

z1(t) = Xpysen(wt 4+ 0) e xo(t) = Xprsen(wt).
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x(wt) 4
x ) sen(wt)

diferenca de fase ey \/ . B
entre as ondas

- L~

xr sen(wt + 0)

Figura 2.15: Diferenca de fase

Pela Figura 2.15, notamos que qualquer ponto equacao Xprsen(wt + 0) estd 6 ra-
dianos antes no tempo em relagao aos pontos correspondentes na forma de onda
de Xyrsen(wt). Nesse caso, dizemos que Xysen(wt) estd atrasada 6 radianos em
relagio a Xyrsen(wt+60) ou Xy sen(wt+0) estd adiantada 0 radianos em relagao
a Xy sen(wt).

Exemplo 20 Determine a frequéncia, periodo e valor de pico da sendide
v(t) = 15sen(50t 4+ 10°)V.

Levando em consideragdo a expressao geral de uma sendide x(t) = Xyrsen(wt +
0), concluimos que:
O wvalor de pico € 15V,

A frequéncia angular € 50rad/s.
2r 2w

O periodo ¢ T = — = — = 0,1257s.
w 150 ]
A frequéncia serd f = 7= 0.1257 = T7,958H z.

2.5 Representacao fasorial de sinais senoidais

Ao se analisar circuitos elétricos, seja em regime continuo ou alternado, sempre
surge a necessidade de efetuar somas algebricamente de tensoes e corrente. Em
corrente continua essa tarefa é bastante simples, porém em regime alternado essa
tarefa nao é tao 6bvia. Uma forma bastante trabalhosa de calcular a soma algébrica
de duas ou mais tensoes senoidais seria somando-se os valores das funcoes ponto a
ponto, ou seja, somando algebricamente as ordenadas em cada ponto, como pode
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ser visto com mais detalhes em [2]. Considerando duas tensoes senoidais vy e vs,
pela Figura 2.16, temos:

v

Vp = V1 + Vo

Vo c=a+b

aw.

1

>

Figura 2.16: Adicao grafica de duas formas de onda senoidais

Ur = VU1 + Va.

Tal método é valido, porém muito trabalhoso e com uma precisao ruim. A forma
mais adequada para resolucao desse problema ¢ utilizando os conceitos de ntimeros
complexos, por meio de fasores e impedancias.

2.5.1 Fasores

O alemao Charles Proteus Steinmetz (1865-1923), Figura 2.17, foi quem propos
o uso de niimeros complexos para resolucao de problemas de circuitos em corrente
alternada. Seu método eliminou a confusao que atingia os engenheiros daquela época
quando passavam dos estudos de corrente continua para corrente alternada. Seu
livro publicado em 1897, Theory and calculation of alternating current phenomena,
tornou-se a "biblia"dos engenheiros atuantes nesse campo (para maiores detalhes,
veja [11]).

A idéia de Steinmetz para representar as correntes e tensoes alternadas por
fasores foi baseada na identidade de Euler:
0

e’” = cost + jsend.

Como visto no Capitulo 1, podemos representar cosf e senfl como partes real e
imaginaria, respectivamente, de e79 :

cos) = Re(e’?)
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Figura 2.17: Charles Proteus Steinmetz (1865-1923)

senf = Im(e).

Dessa forma, dada uma senéide v(t) = Vyscos(wt + 0), podemos expressa-la por

v(t) = Vyecos(wt 4+ 0)

= Re(VyeltH9)
= Re(Vyeffel™).
Portanto,
v(t) = Re(Velvt),
onde

V = Ve =V, 26

sendo V chamado de fasor.
Para distinguir os fasores de outros niimeros complexos, iremos representa-lo em
negrito.

Exemplo 21 Representar a corrente i(t) = bcos(100t 4+ 30°)A e a tensao v(t) =
24c0s(100t + 125°)V na notagao fasorial.

As informagoes de que necessitamos para escrever a corrente e a tensao na forma
de um fasor sao a amplitude e a fase dessa funcao. Portanto teremos,

I=1y/¢p=5/30°

V= 1y/0 =24/125°.
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Definicao 23 Fasor ¢ um vetor radial girante com frequéncia w e modulo igual
ao wvalor de pico, com dngulo de fase inicial 0, e representa uma sendide de iquais
pardmetros.

Como o fasor representa um valor complexo, ele também pode ser expresso nas
formas retangular, polar ou exponencial.

Um modo de analisar a equivaléncia entre a sendide e o fasor é visualizando o
grafico de Ve/*t = V749 no plano complexo (Figura 2.18). Com o aumento
do tempo, a funcao executa um circulo de raio Vj; a uma velocidade angular w
na diregao anti-horario, como mostrado na Figura 2.18(a). Podemos imaginar v(¢)
como a proje¢ao de Vel*! no eixo real, como mostrado na Figura 2.18(b) [11].

Im v(t) = Re(Vel)

rotagao em rad/s
)/ Vi

Re 0
fase inicial

wt

Figura 2.18: Representacao de Ve/*!: (a) Diagrama fasorial; (b) projegio no eixo
real, como uma funcao do tempo

Observacao 5 A utilizacdo de fasores para representacao de sinais senoidais € apli-
cavel somente para sinais de mesma frequéncia.

Exemplo 22 Sendo i; = 5cos(wt + 30°)A e iy = 4cos(wt + 45°) A, calcular a soma
das correntes.

Nesse exemplo é mostrado uma importante aplicacao dos fasores, que é a adi¢ao de
senoides de mesma frequéncia. Escrevendo as correntes na forma fasorial, temos:

Il = 54300 (& IQ = 44450

I, + I, = 5430° 4 4.445°.

Como visto no Capitulo 1, para efetuar essa soma é conveniente converter os fasores
para forma retangular. Para I; temos:
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a; = pcost = bcos(30°) = 4,33

by = psenf = 5sen(30°) = 2, 5.
Para I, temos:

ay = pcost = 4cos(45°) = 2,83

by = psent = 4sen(45°) = 2, 83.
Logo,

I + I, = (4,33 +2,83) + j(2.5 + 2,83) = 7,16 + 55,33

Convertendo o valor da soma das correntes para forma polar, temos

p=+vVa>+b? = /7,162 + 5,332 = 8,93

5.33
=t —1(’—) — 36.67°.
" \7 16 !

Portanto,
I, + I, =8,93436,67° A.

Transformando esse resultado para o dominio do tempo, obtemos

i(t) = 8,93cos(wt + 36,67°) A.

2.6 Resposta fasorial dos elementos basicos dos cir-
cuitos

Nessa secao é analisada a resposta dos elementos basicos dos circuitos (resistor,
indutor e capacitor) a uma fonte de tensao ou corrente senoidal, utilizando a notacao
fasorial. Antes disso, faz-se necessario uma explanacao sobre capacitores e indutores.

2.6.1 Capacitor

Em circuitos resistivos, as curvas destes elementos sao simples equacoes algébri-
cas, consequentemente as equacoes relacionadas no circuito também sao algébricas.
Porém, capacitores e indutores sao elementos dinamicos do circuito cujas equacoes
que descrevem seu comportamento em relacao a tensao e a corrente sao diferenciais
(para maiores detalhes, veja o apéndice A).

Fisicamente, capacitor ¢ um dispositivo de dois terminais, constituido de duas
superficies condutoras separadas por um material nao condutor, cuja finalidade é
armazenar energia elétrica. A relacao tensao-corrente em um capacitor é dada por
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Z:C%

onde C' é uma constante de proporcionalidade, conhecida como capacitancia, me-
dida em Coulomb por volt, unidade conhecida como Farad (F), em homenagem
fisico britanico Michael Faraday (1791-1867). O simbolo do capacitor é mostrado
na Figura 2.19.

Figura 2.19: Simbologia do capacitor

A propriedade do capacitor de ser um bom armazenador de cargas elétricas faz
com que ele possa ser empregado nos mais variados circuitos elétricos, como em
radios, televisao, estabilizadores, etc. O uso mais comum dos capacitores é como fil-
tro, mas eles também sao amplamente usados em circuitos osciladores (geradores de
forma de onda) e também em circuitos de sintonia (veja [15] para maiores detalhes).
Os capacitores possuem varias formas de encapsulamento, sendo as mais comuns no
mercado mostrado na Figura 2.20.

Figura 2.20: Tipos de capacitores (veja [5] para maiores detalhes)

Exemplo 23 Determine a corrente em um capacitor de C = 1uF, se a tensao €
dada por v(t) = 6cos(2000t)V, para t > 0, sabendo-se que v(0) = 0.
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d
Como wisto, a corrente no capacitor em funcao da tensao é dada por 1 = Od_:f)’
e utilizando a regra da cadeia (veja apéndice A), teremos
dv
- ot
' dt
o d
= 10 £(6cos(2000t))
= (107%)(—12000sen(2000¢))
= —12sen(2000t)mA.

2.6.2 Indutor

Um indutor (ou bobina) é um dispositivo de dois terminais composto por um fio
condutor enrolado em forma de espira. A relacao tensao-corrente em um indutor é
dada por

di
— L—
VTR

onde L é uma constante de proporcionalidade, conhecida como indutancia, medida
em webers por ampére, unidade conhecida como Henry (H), em homenagem fisico
americano Joseph Henry (1797-1878), cuja finalidade é armazenar energia elétrica.
O sfmbolo do indutor ¢ mostrado na Figura 2.21.

i

— >

+

Figura 2.21: Simbologia do indutor

Indutores sao utilizados como filtros, deixando passar ou bloqueando determina-
das frequéncias, assim como ocorre com capacitores. Os indutores possuem vérias

formas de encapsulamento, sendo as mais comuns no mercado mostrado na Figura
2.22.

Exemplo 24 Determine a tensao em um indutor de indutdncia L = 0,1H se a
corrente no indutor € i(t) = 10te > A, para t > 0, sabendo-se que i(0) = 0.
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ol (LT
PN

Figura 2.22: Tipos de indutores (veja [5] para maiores detalhes)

di
Como wisto, a tensao no indutor é dada por v = LE’ e utilizando a regra do
produto e a regra da cadeia (veja apéndice A), teremos

di
.
v dt

d
= 0,1--(10te™™

= Le ™ +t(=5)e ™
e (1 —5t)V.

2.6.3 Circuito puramente resistivo

Precisamos fazer a transformacao de cada elemento do dominio do tempo para o
dominio da frequéncia. Como estamos trabalhando com corrente alternada, vamos
considerar que i(t) = Ipcos(wt+ @) e v(t) = Vigcos(wt + 6), conforme mostrado
na Figura 2.23.

it

o () 3

Figura 2.23: Circuito puramente resistivo

Podemos representar a corrente e a tensao alternada por i = Re([ye/H?) e
v = Re(Vye? W) respectivamente. Aplicando a lei de Ohm, temos:
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Re(VMe(jwt+0)) =R- Re([Me(jwt—i-d))).
Eliminando o fator e/*f, obtemos
VMej9 = R]M6j¢

que, como visto, Vasel? e I5,e7? sao os fasores V e I respectivamente. Logo, conclui-
mos que

V =RI (2.1)
i I
el 91
+ +
v §R V §R
o— o—

Figura 2.24: Relagao tensdo-corrente para um circuito puramente resistivo (dominio
do tempo x dominio da frequéncia)

Observando a Figura 2.25, notamos que a equagao (2.1) mostra que a relagdo
entre tensao e corrente para um circuito puramente resistivo continua sendo a mesma
da lei de Ohm, e a corrente e tensao estao em fase.

Im

¢

Re

Figura 2.25: Diagrama fasorial para um circuito puramente resistivo

2.6.4 Circuito puramente indutivo

Quando é aplicada uma tensao alternada a um indutor, ocorreré nele uma defasa-
gem entre a tensao e a corrente que percorre o circuito. Nesse caso, a tensao aplicada
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sendo senoidal, a corrente (também senoidal) estara atrasada 90° devido a indutén-

cia do indutor. Consideremos que a corrente através do indutor ¢ i = Iycos(wt+¢).

di
Como vimos, a tensao no indutor é dada por v = L% (veja o apéndice A: topicos

de célculo diferencial). Podemos representar a corrente e a tensao alternada por
i = Re(Ipe? W) e v = Re(Vae/H9), respectivamente. Portanto

i)
—

Figura 2.26: Circuito puramente indutivo

Vel Wit — Li[[Mej(wtw)]

dt
= jwLIpe’ ™o,

Dividindo ambos os membros da igualdade por e/ e igualando os fasores, obtemos

a relacao fasorial
V = jwll

I
LN -
o— o—
+ +
v %u—.v gL
o—d_ o—1
L
L V= jwLl
V=t W

Figura 2.27: Relagao tensdo corrente para um circuito puramente indutivo (dominio
do tempo x dominio da frequéncia)

Como visto, temos que 7 = 1290°. Portanto, podemos escrever
V. = (jwL)(InZo)
= U}L]AIZ(QZS + 900).
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Escrevendo a equagao no dominio do tempo, temos
v = wLIycos(wt + ¢ + 90°).

Dessa forma, vemos que, no caso de um indutor, a corrente estd atrasada da
tensao de 90° (Figura 2.28).

Figura 2.28: Diagrama fasorial e formas de onda da tensao e corrente em um indutor
em funcao do tempo

Exemplo 25 Considere um indutor de L = 2H submetido a uma tensio v =
10cos(100t 4+ 50°) V', conforme mostrado na Figura 2.29. Calcular a corrente i(t). O

it

v=10cos(100t+50°) L=2H

Figura 2.29: Exemplo: defasagem no indutor

fasor tensao €
V =10/50°.

O fasor corrente € dado por

=V VS e s
JwL 3200  200£90°

Convertendo a corrente para o dominio do tempo, obtemos

i(t) = 0,05c0s(100t — 40°) A

Assim, a corrente estd atrasada de 90° em relacao a tensao.
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2.6.5 Circuito puramente capacitivo

v
Como vimos, a corrente através do capacitor é i = C%, onde v = Vycos(wt+¢).
Portanto

) d )
[Me(Jwt+¢) — C% [VMe](wt+0)}

= ijV]u€j(wt+9) .

Dividindo ambos os membros da igualdade por e/** e igualando os fasores, obtemos
a relacao fasorial

ic |
—_ —_
+ +
v = ( — ] —_—C
M .
v .
lC_CE I =jwCV

Figura 2.30: Relacao tensao corrente para um circuito puramente capacitivo (domi-
nio do tempo x dominio da frequéncia)

Para observarmos como a tensao e a corrente estao fora de fase, podemos escrever

I = (juO)(V)
= (JwC)(Var£0)
= wCVyrZ(0 + 90°).

Escrevendo a equagao no dominio do tempo, temos
i = wCVycos(wt + 6 4 90°).

Dessa forma, vemos que, no caso de um capacitor, a corrente e a tensao estao fora
de fase, com a corrente adiantada da tensao de 90°. Este fato ¢ mostrado na Figura
2.31.
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Le]

IC

v

Figura 2.31: Diagrama fasorial e formas de onda da tensao e corrente em um capa-
citor em fungao do tempo

l
e
o—

v =100cos(1000t)

L+

+
— C=ImF

[c S

Figura 2.32: Exemplo: defasagem no capacitor

Exemplo 26 Considere um capacitor de C' = 1mF submetido a uma tensao v =
100cos(1000t)V, conforme mostrado na Figura 2.32. Calcular a corrente i(t). O
fasor tensao €

V =100£0°.

O fasor corrente é dado por
I=jwCV=3;-1000-(10"%) - (100£0°) = 100£90°.
Convertendo a corrente para o dominio do tempo, obtemos
i(t) = 100cos(1000t + 90°) A.

Dessa forma, a corrente estd adiantada de 90° em relacao a tensao.

2.7 Impedancia

No estudo de circuitos em corrente alternada, a impedancia desempenha o mesmo
papel que a resisténcia nos circuitos de corrente continua.
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Definicao 24 A impedincia Z de um componente (resistor, indutor ou capacitor)
¢ definida como a razdo entre o fasor de tensdo e o fasor de corrente, ou seja,

7 U
I
Como representa a razao entre uma tensao e uma corrente, a impedancia é
medida em ohms (2). Além disso, a impedéancia nao representa um fasor, pois nao
corresponde a uma grandeza senoidal variante, mas apenas um nimero complexo
que relaciona o fasor V ao fasor I (para maiores detalhes, veja [3]).
Por ser um numero complexo, a impedancia pode ser escrita de trés formas
diferentes:

Z = |Z|£0 — forma polar
= |Z|e?’ — forma exponencial
= R+ jX — forma retangular,

onde R é a parte real de Z, chamada de componente resistiva ou resisténcia, e
X é a parte imaginaria de Z, chamada de componente reativa ou reatancia, sendo
ambas medidas em ohms (€2). Como a impedéancia é um nimero complexo, podemos
escrever

Z|=VR2+ X2 e 0= tan%%).

Além disso, temos que R = |Z|cosh e X = |Z|senf. Essas relagoes sdo mostradas
na Figura 2.33.

|Z|

R

Figura 2.33: Representacao grafica da impedancia

Exemplo 27 Calcule a impedancia equivalente do circuito da Figura 2.34.
Sejam Z, Zo e Zs as sequintes impeddncias:

Z, = impeddncia do capacitor de 2mF’;
Zy = impeddncia do resistor de 3§) em série com o capacitor de 10mF;
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Ci = 2mF L=02H
YYN

||
Al
R1 =30

§R2=80
v(t) = 10c05(50t)®
_‘VC2 = 10mF

Figura 2.34: Exemplo: impedancia equivalente

Z3 = impeddncia do indutor de 0,2H em série com o resistor de 8€).
Entao,
1 1

Z: =
YT jwC T 5021073

= —j100Q

1
Zp—34+ —— =34~
2 =2 5 T 350-10-103

Zs =8+ jwL =8+3550-0,2 = (8 + j10)Q.

Feito isso, obtemos o circuito mostrado na Figura 2.35, onde notamos que a impe-
ddncia Zy estd em série com a impeddncia resultante de Zs||Zs.

— (3—j2)0

Z; = —j100

—
T

v(t) = 10c05(50t)® Z, = (3—j2)Q []

Figura 2.35: Impedancia equivalente

p—

]23 = (8 +/j10)0

Logo, a impeddncia equivalente do circuito Zeq € dada por

Zey = 7o+ (Zs]|Zs)
(3 —72)(8 +410)

— 10
IO TR
(444 j14)(11 — 58)

= —4l10 Q
JH0 112 + &2

= —j10+ 3,22 — j1,07C.

Portanto,
Zeg = 3,22 — 511,0742.
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Podemos relacionar os fasores de tensao e corrente nos resistores, indutores e
capacitores respectivamente por:

1
V=RI, V=jwll ¢ V=——.
JwC

Reescrevendo essas trés equacgoes utilizando a definicao de impedancia, obtemos

Vv Vv Vv 1

—=Z=R, —=Z=jwL ¢ —=7Z=——.

i T J i jwC
Por meio destas trés equagoes, concluimos que a lei de Ohm na forma fasorial para
qualquer tipo de elemento pode ser expressa por

7z -2
I

Denotando as impedancias de resistores, indutores e capacitores com o subindice
R, L e C, respectivamente, obtemos as seguintes equagoes

ZR = R
Zy, = jwL=wL/90°
1 —q 1
7o — J / —90°.

jwC — wC — wC
A grande vantagem ao se utilizar o conceito de impedancia, é que podemos resol-

ver os circuitos de corrente alternada como se fossem circuitos de corrente continua,
sendo as leis de Kirchhoff e de Ohm validas (para maiores detalhes, veja [11]).

Definicao 25 As leis de Kirchhoff para tensoes (LKT) e correntes (LKC) podem
ser usadas no dominio da frequéncia, com as tensoes e correntes substituidas pelos
fasores correspondentes.

Para chegarmos a essa importante definicao, aplicando a LKT a uma malha de
um circuito temos
U1+U2+U3+...+Un:0.

No caso de um circuito com corrente alternada, podemos escrever esta equacao em
termos de cossenos:

Vi, cos(wt + 61) + Vag,cos(wt + ;) + Vagcos(wt + 05) + ... + Vi, cos(wt 4 01) =0

Todas as informacoes relativas a uma tensao qualquer, v, estao contidas na ampli-
tude e fase da tensao, V; e 6,. Usando a identidade de Euler, podemos escrever:

Re(Var, et + Re(Va,e”e™) + .. 4+ Re(Viy, e /™) = 0
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ou
Re(Var, %1€t + Vi, et 4 4 Vi ed%ed™t) = 0.

Colocando e/ em evidéncia e escrevendo Vjy, e/ como Vp, temos
Re((Vi+ Va+ Vz+ ...+ V,)e"") = 0.
Como e’ nao pode se anular, temos
Vi+ Vot Vit . +V,=0.

Assim, chegamos ao resultado de que a soma das tensoes fasoriais ao longo de
uma malha é zero.

Exemplo 28 Determine v(t) e i(t) no circuito RL da Figura 2.36.

(1 -

v(t) = 10cos8t @ L =0,2H § 4

Figura 2.36: Ex. circuito RL em série

A partir da fonte de tensao de v = 10cos(8t), temos w = 8rad/s e V =10£0°V. As
impeddncias do resistor e do indutor sao dadas respectivamente por

Zr =50 e Zp=jwL=7-8-0,2=7j1,60.
A impeddncia equivalente € dada por
Zeq=72r+Zy, =5+ 71,60.
Fazendo a conversao de Zeq para forma polar, obtemos

1
Zoy = 52+1,664tan1(’?6)

= 5,25/17,74°C.
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Logo, a corrente serd de

|4 10£0°

I: p—
Zeq 5,25/17,74°

= 1,9/ — 17, 74°A.

A tensao no indutor é

V=2I=jwll = j1,6-1,9/—17,74°
= (1,6£90°)(1,9/ — 17,74°)
= 3,04472,26°V.

Convertendo I e 'V para o dominio do tempo, teremos

i(t) = 1,9cos(8t — 17,74°) A
v(t) = 3,04cos(8t 4+ 72,26°)V.

Exemplo 29 Determine i(t) no circuito RLC série abaizo (Figura 2.37).

(). R=4Q L=1H
AA"A"

v(t) = 10cos(8t) Cf\) C =1/40F /=

Figura 2.37: Ex. circuito RLC em série

A partir da fonte de tensao de v = 10cos(8t), temos w = 8rad/s e V = 10£0°.
As impeddancias do resistor, indutor e capacitor sao dadas respectivamente por

Zr = 4Q)

Zy, =jwL=7-8-1= 380
1 1
Jwce

j-8. o
A impeddncia equivalente € dada por
Leqg=12Zr +72y+2Zc=4+78—75=4+ 330
Fazendo a conversao de Zeq para forma polar, obtemos
Leq = \/métanl<z)
= 5/36,9°0Q.

Logo, a corrente serd de
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Aplicacdo dos nameros complexos nos circuitos elétricos

CAPITULO 2

V. 1040°
Zeq 5236,9°

I=

Convertendo I para o dominio do tempo, teremos

i(t) = 2cos(8t — 36,9°) A.

44

=2/ —36,9°A.



Capitulo 3

Lista de exercicios

Com a finalidade de proporcionar ao leitor uma verificagao do aprendizado, dis-
ponibilizamos a seguinte lista de exercicios.

1. Determine o médulo, o argumento e depois coloque na forma trigonométrica os
seguintes nimeros complexos:

a) 24 52

b) j3

c) 2—j2

2. Coloque na forma cartesiana os seguintes ntimeros complexos:

a) 2(cosm + jsenm)

3 3
b) 4<COS§ —l—jsen%)

3. Converta os seguintes nimeros complexos da forma cartesiana para forma polar:

a) z =10

b) z = j3

c) z=4+j4
d) z=-3+ 72

4. Converta os seguintes niimeros complexos da polar para forma cartesiana, representando-
os no plano cartesiano:

a)20/30°

b)254 — 30°

¢)10£180°

d)5290°
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Lista de exercicios CAprITULO 3

5. Num circuito elétrico, a impedancia total Z; é dada por

7,7,

7, = ———
! 7, +7y

+ Zs.

Determine Z; na forma (a + jb), com duas casas decimais, quando Z; = 5 — 53,
7, =4+ j7e Z3=13,9— j6,7.

6. No circuito da Figura 3.1, calcular a resisténcia equivalente e o valor da corrente
elétrica.

R, = 25kQ R, = 200kQ
VWV A4

I

() 0, =500

Figura 3.1: Exercicio de resistores em série

7. No circuito da Figura 3.2, calcular a resisténcia equivalente e o valor da corrente
elétrica total.

V= 12 VC+> R, = 3kQ § R, = 12kQ§

Figura 3.2: Exercicio de resistores em paralelo

8. No circuito da Figura 3.3, calcule a resisténcia equivalente, o valor de Iy, I e Is.

9. Determine a forma polar I, sendo:

(5£36,9°)(10£ — 53,1°)
(4+73)(6 —j8)

I=

10 Represente a corrente i(t) = 311cos(377t — 20°) A e a tensdo v(t) = 12cos(100t +
60°)V na notagao fasorial.
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Lista de exercicios CAprITULO 3

—
Iy 111 I
+ R2=12ko§ R3=5k0§
v=12v{ _
B

Figura 3.3: Circuito misto

11. Dados os fasores A = 3 + j7, B = 6/15°, e C = 5¢/2%° determine o valor de
A-C

B

12. Uma tensao de V = (75 + j90)V ¢ aplicada em uma impedéancia cujo fluxo da
corrente é de I = 5+ 512. Determine o valor da impedancia desse circuito.

13. Calcule a impedancia equivalente do circuito da Figura 3.4.

R, =30 L =5H
AN Y'Y\
R, = 10Q
) SRy =100
v(t) = 10cos(20t) | N
C = 2mF

Figura 3.4: Exemplo: impedancia equivalente

14. No circuito RL mostrado na Figura 3.5, determine i(¢) e a tensdo (v) no indutor.

('t -

v(t) = 10cos(2t+30°)® L=0,1H % v

Figura 3.5: Circuito RL série
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15. No circuito RL mostrado na Figura 3.6 determine i(t) e a tensdo (v) no capacitor.

it
g

v(t) = 10cos(2t+30°)@ C = 5mF —

Figura 3.6: Circuito RC série

16. No circuito RLC mostrado na Figura 3.7 determine i(t).

i(t) R=4kQ L =1H
—> AN YYYN

v(t) = 10cos(2t + 60°) @ C =1/100FTY

Figura 3.7: Circuito RLC série
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Apéndice A
Topicos de Calculo Diferencial

Este apéndice sera dedicado ao Calculo Diferencial e Integral. Recordaremos os
conceitos e as definicoes de limites de fungoes reais e complexas de uma varidvel
real, derivadas de funcdes reais e complexas de uma variavel real, e integrais de
funcoes reais de uma variavel real. Alguns exemplos sao discutidos. Para um estudo
aprofundado nesse tema, sugerimos a referéncia [16].

A.1 Limites de funcoes reais de uma variavel real e
funcoes complexas de uma variavel complexa

A principio, trataremos de fungoes reais de uma variavel real, lembraremos a
definicao, e em seguida trataremos de funcdes complexas de uma variavel complexa.

A.1.1 Limites de funcoes reais de uma variavel real

Definicao 26 Seja I um intervalo aberto ao qual pertence o nimero real a. Seja

[ uma funcio definida para x € I — {a}. Dizemos que o limite de f(x), quando z

tende ao nimero a, é L e escrevemos lim f(x) = L, se para todo € > 0 dado, ezistir
T—ra

d >0 tal que sex € I—{a} e 0 < |x —a| <6, entao |f(z) — L| <e.

E importante observarmos que na definicao dada, nada é mencionado sobre o
valor da funcao quando x = a, isto é, nao é necessario que a funcao esteja definida
em a. A seguir, daremos alguns exemplos de limites de func¢oes reais de uma variével
real.

Exemplo 30 Dados os nimeros reais a e p. Verifiquemos que

lim a = a.
$—)p
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Aqui, f(z) =a e L =a. Note que
|f(x) — L|=la—al =0 para todo x € R.
Logo, dado € > 0 seja, por exemplo 6 = 1 qualquer. Entao
lt —p|l<d=|f(r)— L =0<ce
e isto completa a verificacao.
Exemplo 31 Seja p um nidmero real. Verifiguemos que

limx = p.
T—p

Aqui, f(x) =x e L =p. Note que
|f(x) — L| = |z — p| para todo x € R.
Logo, dado € > 0 se tomarmos 0 = €, entao
[z —pl <d=[f(z) - L| <e
e isto completa a verificacao.
Exemplo 32 Sejam b e p nimeros, e seja a um numero real ndo nulo. Veja que

limazr +b=ap—+b.

z—p
Aqui, f(x) =ax+b e L=ap+b. De fato, note que
|f(x) — L| = |ax — ap| = |a||z — p| para todo z= € R.

Logo, dado € > 0 seja, por ezemplo 6 = 5. Entao

lal

€

[z —pl<d=|r—p| <= =lallz—p| <e

lal

e consequentemente
|f(z) = L| = Jax — ap| < e

e isto completa a verificacao.
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Exemplo 33 Seja p um nimero real nao nulo. Veja que
lim Vi = /D

Aqui, f(x) = /x e L = \/p. De fato, note que

F@) = L] = |VZ = /Fl = \/';%g ‘%p‘ para todo 2 > 0.

Logo, dado € > 0 seja, por exemplo 6 = €,/p. Entao

]x—p|<5(:>|x—p]<e\/]3<:>u<e

VP
e isto implica que
|z —p

\f(x)—L\§m<€

o que completa a verificacao.

A.1.2 Limites de fungoes complexas de uma varidvel com-
plexa

O conceito de limite de fungoes complexas de uma variavel complexa é similar
ao conceito de limite de fungoes reais de uma variavel real. Veja [16] para maiores
detalhes.

Definicao 27 Seja f uma funcao complexa definida em uma vizinhanca deletada

de zy, e seja L um nimero complexo. O limite de [ quando z tende a zy existe e

é igual a L, o que € representado como lim f(z) = L, se, para todo € > 0, existir
Z—20

algum § > 0 tal que |f(Z) — L| < € sempre que 0 < |z — 2| < 9.

Embora os limites real e complexo sejam semelhantes, existe uma fundamental
diferenca entre esses dois conceitos de limite. Em um limite real, ha duas dire¢oes em
que x pode se aproximar de zy na reta real: da esquerda ou da direita. No entanto,
em um limite complexo hé infinitas direcoes em que z pode se aproximar de zy no
plano complexo. Para que esse limite exista, cada direcao em que z se aproxima de
2o deve levar ao mesmo valor de limite (veja [16] para maiores detalhes).

A seguir, daremos alguns exemplos de limites de func¢oes complexas de uma
variavel complexa.
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Exemplo 34 Seja zo um nimero complexo. Prove que

lim 2% = zg.

2520
Aqui, f(z) = 2% e L = 22. De fato, note que

1f(2) = L| = |2* — 22| = |2 + 20|z — 20| para todo z € R.
FEstimativa a priori: se |z — zp| < 1, entdo

|z — 20| <1 |z] — |20l < 1< |2| <1+ |2

e pela desigualdade triangular
|22 23| = |2+20||2—20] < (|2]+|20])|2—20] < (142]20|)|2—20| para todo |z—z| < 1.
Logo, dado € > 0 seja, por exemplo 6 = min{1, H2;IZ0I} Entao

|2 — 20| < 0 = |z — 2] < ——
zZ— 2 Z—z —_—
0 RS DTN
e consequentemente
|f(2) = LI = 2" — 25| < (1+2l2])]z — 2] <€

e 1sso completa a verificacao.

Exemplo 35 Sejam zy um nimero complexo, e seja n um numero natural. Veja

que
n

lim 2" = z5.
Z—20
Aqui, f(z) = 2" e L = z{. De fato, note que
1f(2)=L| = |2" =20 = |z—20|[2" "4+ 2" 220+ - -+ 2" 220 +25"Y| para todo z € C.
Estimativa a priori: se |z — zp| < 1, entdo

|z — 20l <1 |z| — |20] < 1= 2] < 14 |2

e pela desigualdade triangular

|27+ 2" 2 e 2a™ R 2|2 — 2

[(1+ J20])" ™" + (L4 |20])"#|20] + - + (1 + [z0])| 20" + |20]" ]|z — 0
[(1+ 20" ™" + (14 J20])" ™ - (1 |2o)" ™ + (1 + [20)" ]2 = 20
n(1+ |z0))" |z — 20

2" =z

VANRVANVAN
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para todo z € C.

Portanto, dado € > 0, seja por exemplo § = min{1 R r}. Entao

‘n 1+|z -

€

z—2l<d=lz— 5l < ——m—
Frale o sl

e consequentemente
[f(2) = LI = [z" — 75| < n(1+]z2)" |z —p| <e
como queriamos verificar.

Exemplo 36 Seja zg um nimero complexo nao nulo. Veja que

Aqui, f(z) e L = —. De fato, note que
20
1 1 —
1f(z) =L =|-—— :M para todo z # 0.
z % | 220

Estimativa a priori: se |zg — z| < ‘Z()', entao

TR | T B .| D | O Y Y . o N DI SR
2 2 2 2 |zz0] |20/
logo,
1 1 — 2
-——|= |2 = 2 |z — 20| para todo z # 0.
z  z |22 |20]2

Logo, dado € > 0, seja por exemplo § = mm{'z‘JI ‘Z°| e}, Entao

2
\z—z0\<5<:>|z—z0|<|%e

e consequentemente

|z — zo| 2

[f(2) = L] =

— <
Tml TPl Tl

como queriamos verificar.
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A.2 Derivadas de funcoes reais de uma variavel real
e complexas de uma variavel complexa

A.2.1 Derivadas de funcoes reais de uma variavel real

Definicao 28 Denomina-se derivada da fungao f(x) no ponto xy, o limite, se exis-

f(zo + Az) — f(x0)

quando Az tende a zero (e neste caso

tir e for finito, da razao
T
denotaremos a derivada de f(x) no ponto xy por f'(zo)), ou seja:

f(xo) = lim fao + &) = f(o) ou f'(xg) = lim M,

Az0 Ax T, T — X0

Exemplo 37 Calculemos a derivada de f(z) = z* + x no ponto zy = 2.

f2+Az) - f(2)

Az—0 Ax
. [2+ A2+ (24 Az)] — (22 +2)
= lim
Az—0 Ax
= lim Az +5=>5.
Ax—0

De modo analogo, podemos calcular as derivadas das funcoes elementares que
serdo utilizadas nesse trabalho (veja [6] para maiores detalhes).

1. Derivada da fungao constante: dada a fungao f(x) = ¢, ¢ € R, temos f'(z) =0
para todo x real.

Prova.

Az—0 Ax

Como f(z) = ¢ para todo z, resulta f(x + Ax) = ¢ para todo z e todo Az,
assim
fi(x) = lim “— = lim 0=0.

Az—0 Ax Az—0

Portanto, sendo f(x) = ¢ uma fun¢io constante, temos
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2. Derivada da fungao poténcia: dada a fungao f(z) = 2", n € N*, temos f'(z)

n - 2" para todo x real.

Prova.

f(z) = lim (

Az—0

T+ Ax)" — 2"

Azx

Fazendo t = v + Az (t — = quando Az — 0), teremos

th — 2"
/ 1 . : n—1 n—2 n—3 .2 n—1
f(x)—%l_{r; el %E,I;(t +t x+tvx+...+x )
n parcelas
= "' +a" e+ 2"+ a2
n pz;r;elas
Logo,
f@) =" =  [@) =n-a
[ ]
3. Derivada da funcdo seno: dada a fungao f(x) = senx, temos f'(z) = cosz.
Prova. Aqui usaremos o limite fundamental
t
lim 25 = 1
t—0 ¢
e a continuidade da funcao cosseno.
. sen(x 4+ Ax) — senz
/! — !/ — 1
Fla) = serl(e) = Jim, =
Ax 2 + Az
2sen (5 )eos(=5—)
= 1
A0 Ax
Az
_ Se"(?) (256 + Am)
T Ao Az 2
2
= CoST.
Logo,
f(x) =senx = f'(x)=cosx
[ ]
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4. Derivada da funcado cosseno: dada a fungao f(x) = cosz, temos f'(x) = —senu.

Prova. Usaremos o limite fundamental citado no exemplo anterior e a conti-
nuidade da func¢ao seno.

cos(x + Ax) — cosx

/ o / o
fla)=eod(@) = Jim, ==
Az 20 + Az
(B ()
- Alggo Ax
Ax
sen(S) ey aa
= lim — sen< >
Az—0 % 2
2
= —senx.
Logo,
‘f(x) =cosx = fl(z)= —senx‘

5. Derivada da fungdo exponencial: dada a fungdo f(z) = a”

0 < a # 1, temos:

,coma € Re

flx)=a" = fl(z)=da""Ina

No caso particular da funcao exponencial de base e, ou seja, f(x) = €, temos
f'(x) = e® - lne = e*. Logo,

fl@)=e¢" = [fla)=¢

Apresentamos a seguir, algumas regras praticas que nos permitem mais facil-
mente determinar a derivada de uma funcao real.

Teorema 29 Sejam f(x) e g(x) fungoes reais de uma varidvel real, definidas num
mesmo conjunto, e derivdveis em p. Desta forma, as sequintes propriedades sao
verdadeiras (para maiores detalhes veja [6]).

(i) Derivada da soma.

Se h(z) = f(z) + g(x), entdo I (p) = f'(p) + g'(p).
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Prova.
P(p) = lim [f(z) + g(x?g :]Ef(p) +9(p)]
_ lim [f(x) —fp) , 9@ —9(p)
z—p r—p T—p
= ') +4®)
]
(ii) Derivada do produto.
Se h(z) = f(x) - g(x), entio h'(p) = f'(p).9(p) + f(p)-9'(p)-
Prova.
W) = lm f (:C)g(xaz - g (P)g(p)
— i W) — fR)g(2) + f(R)g(x) — fp)g(p)
w—p T—p
= J'(0)-9(p) + f(p)-9'(p)
]
(11i) Derivada do quociente.
_ @ ontio Hp) — 1 P)-9(p) = [(p)-g'(P)
Se h(x) = o(z)’ 9(p) # 0, entao K'(p) 92 '
Prova.
fz) 1)
o) = i 9@ 90) _ . F@)g(p) — flp)g(x) 1
=T 5 T—p 9(x)g(p)
Somando e subtraindo f(p)g(p) ao numerador resulta em
o) = i [FE) =@y 9@) —g(p)y 1
W(p) = lim | = — 9(p) = flp) - = —, Sa )
e £ ®)ole) ~ I0)d )
: "(p)g(p) — f(p)g'(p
") ol
]
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Teorema 30 (Regra da cadeia) Sejam f(z) e g(x) funcgdes reais de uma varidvel
real, derivdveis tais que o conjunto imagem da fungao g esteja contido no dominio da
funcao f. Dessa forma, a fungao composta entre f e g, definida por h(x) = f(g(x))
¢ bem definida e é derivdvel, sendo calculada do sequinte forma:

Prova. Veja [6] paginas 171 e 172.

Exemplo 38 Calcule a derivada de v(t) = 3cos(5t + 30°).

Fazendo y = g(t) =5t +30° e z= f(y) = 3cosy, temos:

y=4gt)=5 e = f(y) = —3seny.

Portanto,
V()= fg) - g'(t) = ['(y) - ¢'(t) = (—3seny) - 5 = —15sen(5t + 30°).

A.2.1.1 Interpretacao geométrica da derivada

No estudo das derivadas de funcoes reais, faz-se necessario a compreensao do
seu significado geométrico. Deste modo, consideremos uma fungao f(z) continua e
definida no intervalo I. Admitamos que exista a derivada de f no ponto zy € I. Dado
um ponto z; € I, tal que xg # x1 = x¢ + Az, consideremos a reta r determinada

pelos pontos Py(zo, f(x0)) e P(z1, f(x1)) = P(xg + Az, f(xo + Az)).

b Y

f(xo+ AX) T

] / J'(o x0]+ AX X

1 Il
 d 1

AX

Figura A.1: interpretacao geométrica da derivada
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A reta r é secante com o grafico de f e seu coeficiente angular é:

f(zo + Az) — f(zo) _ Ay

tan § = AL = AL

Portanto, tan § é a razao incremental de f relativamente ao ponto xy. Observando
os elementos geométricos do grafico, temos que quando Az tende a zero, o ponto P
tem como posicao limite o ponto Fp, e a reta secante FPyP terd como posicao limite
a reta t, tangente ao grafico de f no pontoF .

Definicao 31 A derivada de uma funcao f no ponto xg € igual ao coeficiente an-
gular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa .

A.2.1.2 A derivada como uma taxa de variacao

O conceito de derivada estd intimamente relacionado & taxa de variagao instan-
tanea de uma funcao, a qual esté presente em nosso cotidiano, através, por exemplo,
da determinacao da taxa de crescimento de uma certa populagao, da velocidade de
corpos ou objetos em movimento, da taxa de variacao da corrente elétrica, enfim,
poderiamos ilustrar inimeros exemplos que apresentam uma funcao variando, e que
em algum momento faz-se necessaria a medida dessa variacao. Podemos definir a
derivada de uma funcao da seguinte forma (interpretacao fisica da derivada):

Definicao 32 A derivada de uma funcao f em um ponto xog fornece a tazra de
variacdo instantinea de f em xg.

Suponha que y seja uma fungao de x, ou seja, y = f(x). Se x variar de um valor x
até um valor x1, representaremos esta variacao de x, que como vimos anteriormente,
também é chamada de incremento de x, por Ax = ;1 — ¢, e a variacao de y é dada
por Ay = f(x1) — f(xg), o que é ilustrado na figura a seguir:

A x1) — f(x
O quociente das diferencas, dado por il M , € dito taxa de
Az 1 — Xo
variacao média de y em relacdo a x, no intervalo [zg, z1]. O limite deste quociente,
quando Az — 0, é chamado de taxa de variacao instantanea de y em relacao a x,

em r = xy. Assim, temos:

lim fz1) — f(zo)
T1—T0 Ty — X

_ lm f(xo+ Az) — f(l“o)‘
Az—0 Az

Taza de variacao instantinea =
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f y=f)

f(xy)

f (xop) / Ax
>

X0 X1 X

Figura A.2: derivada como taxa de variacao

Assim,

xo + Az) — f(x
i T = ),

Portanto, a taxa de variacao instantanea de uma funcao em um ponto é dada
pela sua derivada neste ponto.

A.2.2 Derivada de uma funcao complexa de uma variavel
complexa

Definicao 33 Seja a funcao complexa f definida em uma vizinhanc¢a de um ponto
2,. A derivada de f em zy, denotada por f'(z), é

f(20) = lim f(z0 + Az) — f(20)

Az—0 Az

desde que este limite exista.

Notamos como sao semelhantes as definicoes de derivadas de fungoes reais e
complexas, mas ha pouca similaridade entre as interpretacoes de grandezas como
f'(x) e f'(2). Como visto no calculo para derivadas de func¢des reais, f'(z) tem
varias interpretacoes, por exemplo, a inclinacao da reta tangente, a taxa de variacao
instantanea. Nenhuma dessas aplicagoes se aplica ao cilculo complexo (para maiores
detalhes, veja [16]).

Exemplo 39 Determinar a derivada de f(z) = 2* — 5z. Temos

Az50 Az
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Calculando primeiramente o valor de f(z + Az), temos
fz4+Az) = (2 + A2)? = 5(z + Az) = 2° + 22A2 + (Az)* — 5z — 5Az.
Calculando o valor de f(z+ Az) — f(z), temos

fz+A2) = f(z) = 22+22A2+ (A2)* — 5z —5Az — (2% — 52)
= 22Az + (Az)? — 5Az.

=2z — 5.
Az—0 Az 770

A.2.2.1 Regras de Diferenciagao

As regras de diferenciacao aplicadas no calculo com varidveis reais se aplicam ao
calculo com variaveis complexas. Se f e g forem diferenciaveis em um ponto z e ¢
for uma constante complexa, sao vélidas as seguintes regras (para maiores detalhes,
veja [16]):

d
1. Regra Envolvendo Constante: d—c = 0.
z

2. Regra para Soma: diz[f(z) +g(2)] = fl(z) £ d(2).

3. Regra para o Produto: dilz[f(z)g(z)] = f'(2)g(2) + f(2)d'(2).

f) _ IE9E) — fR)gE)
| === swwondo o) #

d
4. Regra para o Quociente: d—[
z

0.

5. Regra da Cadeia: dilzf(g(z)) = f(g9(2))d' (2).
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Analise de um circuito RL sem o uso
da notacao fasorial

No circuito da Figura B.1, a funcao de entrada da tensao ¢ v(t) = Viscos(wt),
ou seja, devemos assumir que a corrente i(t) é da forma i(t) = Acos(wt + ¢). Pela
lei das malhas de kirchhoff, temos a seguinte equacao diferencial ordinéaria para o
circuito:

d :
L%z(t) + Ri(t) = Vycos(wt) (B.1)

o® 3

Figura B.1: Circuito RL

Fazendo uso da formula da soma de cossenos, podemos escrever i(t) como

i(t) = Acos(¢)cos(wt) — Asen(¢)sen(wt) = Ajcos(wt) + Agsen(wt)

sendo Ay = Acos(¢) e Ay = —Asen(¢).

Fazendo a substitui¢ao de i(t) na equacao (B.1), obtemos:

L%(Alcos(wt) + Assen(wt)) + R(Ajcos(wt) + Agsen(wt)) = Vyrcos(wt).
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Calculando a derivada

Vycos(wt) = —AjwLsen(wt) + AywLcos(wt) + RAjcos(wt) + RAzsen(wt)
= (—AywL+ RAs)sen(wt) + (AswL + RA;)cos(wt).

Assim, para conseguirmos a igualdade, devemos ter:

—AywL + RA; =0
AswL + RAy = Vi

Resolvendo o sistema de equacoes encontramos

U7 R w22 € 2T Ry w2
Logo,
i(t)= mcos(wt) + msen(wt),

o qual pode ser escrito da seguinte forma:

i(t) = Acos(wt+ ¢)

com
RV
Acos(0) = g yore
—wLVM
Asenld) = paere
Com isso, obtemos:
Asen(¢) —wL _,/wL
A S - - — ¢ it
Acos(9) an(¢) R = |9 a ( R >

Ainda precisamos calcular o valor de A. Para isso devemos nos lembrar que:

(Acosp)® + (Aseng)® = A (cos*(¢) + sen®(¢)) = A®

e dai
o RV, N (—wLVi)® W
_(R2+w2L2)2 (R2+w2L2)2_ R?2 + w22’

Assim,

63



Apéndice B APENDICE

_ Vu

Logo, a expressao final para i(t) é dada por:

i(t)= \/%cos (wt —tan™! (%))

No exemplo acima é mostrado como é mais complicado resolver um circuito
RL sem a utilizacao da notagao fasorial. Caso fosse inserido no circuito mais um
elemento, o capacitor, teriamos um circuito RLC o qual seria ainda mais complicado
e trabalhoso calcular a corrente do circuito.
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Apéndice C

A funcao exponencial complexa e a
formula de Euler

Lembremos do Célculo que a expansao em série de Taylor (veja [14] para maiores
detalhes) de e’ sendo ¢ complexo, é dado por:

2 3 4

E_ 14y t t
e =1+ +5+§+a+...

Substituindo ¢ por jy, com y real, nesta série e computando formalmente (sem nos
preocuparmos com qualquer significado preciso de convergéncia), obtemos

2 3 4
, . Y Y Y
JYy  — 2 4542 0
eV = 147y o 3!+4!+...
2 4 6 3 5 7
_ (1LY Y (y_ Y Y Y
= (- rw) g a1
Das expansoes em séries de Taylor de cosy e seny, temos:
2 4 6
(1L Yy _ Y
cosy = (1= 5+ 5 61 -)
© 3 5 7
(LYY
ey <y 3T E T )
Logo,

e’ = cosy + jseny
que é a identidade de Euler.

Além disso, como e*Tt = efe! se s e t forem reais, é natural esperarmos que
et = e%el¥. Motivados por essas consideracoes, podemos chegar & definicdo da
funcao exponencial complexa: dado um ntmero complexo z = x + jy, definimos a
exponencial de z por

e® = e"(cosy + jseny).
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