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“Todo conhecimento humano comeca com intuicoes,

entao passa para os conceitos e termina com ideias.”

Immanuel Kant (1724
© 1804)



Resumo

Este trabalho foi idealizado com o objetivo de contribuir para o ensino-aprendi-
zagem da Inducao Matematica no Ensino Béasico. Divide-se em trés partes: na
primeira, ¢é feita uma discussao da teoria com fundamentagao matemética que visa
subsidiar os professores com embasamento tedrico; na segunda, é apresentada uma
proposta para Insercao do contetido no Ensino Médio em que o aluno, orientado
pelo professor, e a partir de realizacao de tarefas com caréter investigativo, deve
assimilar conhecimento; por fim, na terceira, oferecemos uma lista de aplicacoes do
método em proposicoes da matematica basica que busca incitar o desenvolvimento
de outras abordagens que podem vir a ser feitas sobre o tema ao longo do Ensino
Médio.

Palavras chave: Inducao Matematica, Aplicacoes, Ensino Médio.
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Resumen

Este trabajo fue idealizado con el objetivo de contribuir para la ensenanza y
el aprendizaje de la Induccion Matemética en la Ensenanza Béasica. Se divide en
tres partes: en la primera, es hecha una discusion de la teoria con fundamentaciéon
matematica que visa subsidiar los profesores con basamento teérico. En la segunda,
es presentada una propuesta para la inserciéon del contenido en la Ensenanza Se-
cundaria en que el alumno, orientado por el profesor, y a partir de la realizacion
de las tareas con caracter investigativo, debe asimilar el conocimiento. Al fin, en
la tercera parte, ofrecemos una lista de aplicaciones del método en proposiciones de
la matemaética basica que busca incitar el desarrollo de otros abordajes que pueden
venir a ser hechos sobre el tema al largo de la Ensenanza Secundaria.

Palabras - llave: Induccion Matematica, Aplicaciones y Ensenanza Secundaria.
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Capitulo 1

Introducao

No ensino médio, costumeiramente, diversos resultados em matemética sao apre-
sentados como verdadeiros, porém sem uma justificativa matematicamente rigorosa
e que va além de exemplificacoes de casos particulares, deixando a pergunta nas
cabecas dos alunos mais criticos: “Serd que vale sempre?”.

Os PCNEM [2] enfatizam a importancia de os alunos conhecerem um sistema
dedutivo, analisarem os significados dos postulados e teoremas e, o valor de demons-

tragoes. O mesmo documento esclarece:

“Nao se trata da memorizacao de um conjunto de postulados e de de-
monstragoes, mas da oportunidade de perceber como a ciéncia Mate-
matica valida e apresenta seus conhecimentos, bem como propiciar o
desenvolvimento do pensamento logico dedutivo e dos aspectos mais es-
truturados da linguagem matematica. Afirmar que algo é verdade em
Matemaética significa, geralmente, ser resultado de uma deducao logica,
ou seja, para se provar uma afirmacgao (teorema) deve-se mostrar que ela

¢ uma consequéncia logica de outras proposicoes provadas previamente.”

Assim, observamos que os referidos Parametros sugerem que devemos dar impor-

tancia a exploracao e validagao das verdades matematicas apresentadas nas aulas



do Ensino Médio e, com essa motivacao, elaboramos este trabalho.

Considerando os aspectos supracitados, o presente trabalho tem como objeti-
vos: propor a insercao do tema ‘Inducao Matematica’ no decorrer do Ensino Médio
Brasileiro; demonstrar diversos resultados deste nivel de ensino; servir de subsidio,
oferecendo mais uma fonte de investigacao sobre o assunto; sugerir uma lista de pro-
posicoes de matematica basica, cuja ferramenta seja aplicavel; além de apresentar
um modo de introduzir esse conteido no mencionado nivel de ensino (uma sequéncia
de atividades).

Inicialmente, no capitulo 2, fazemos uma breve discussao acerca da caracteriza-
cao dada por Giusepe Peano, sobre N e apresentamos formalmente o ‘Principio da
Inducao Matematica’, como fruto do Axioma de Inducao, fornecendo uma fonte de
embasamento matematico da teoria, ao professor.

No capitulo 3, baseados nas ideias de ‘sequéncia didatica’ e de ‘investigacao
matematica’, expomos uma proposta de atividade planejada para a introducao desse
contetido, com o intuito de fazer com que a aprendizagem dos estudantes ocorra de
forma significativa.

Finalizamos, no capitulo 4, oferecendo uma coletanea de aplicacoes diversas do
Principio da Inducao Matematica em proposicoes de matematica do Ensino Médio,
visando oferecer, ao leitor, uma lista de situagoes na matemética deste nivel, em que
nosso ‘principio’ figure como elemento justificador, ampliando seu leque de demons-
tragoes matematicas, motivando o desenvolvimento de outras abordagens do tema,

ao longo do ensino médio e, assim, aprimorando sua formacao profissional.



Capitulo 2

Inducao Matematica - Discussao

Teobrica

Gastev [12], ao falar sobre indugdo, de modo geral, afirma:

“indugao (ou seja, a sugestao de uma ideia ou uma hipdtese) sem diuvida
desempenha na matematica um papel importante, mas puramente heu-
ristico: permite adivinhar qual deve ser, segundo todas as aparéncias,
a solucao. Mas as proposicoes matematicas sao demonstradas sempre
dedutivamente. Nenhum resultado matemaético pode ser considerado

verdadeiro, valido, se nao foi deduzido das proposicoes de partida.”

Nossa ‘Inducdo Matemadtica’, termo introduzido por Augustus De Morgan[] e
usado por mateméaticos como Francesco Maurolicd| e Blaise Pascal, ndo ¢ uma in-

ducao no sentido citado por Gastev, mas sim, um método de argumentagao dedutivo

!De Morgan, Augustus (1806 - 1871), matematico inglés.
2Francesco Maurolico (1494-1575), matematico e astronomo italiano. Foi o primeiro a fazer uso

explicito do Método em 1575
3Pascal, Blaise (1623-1662), matemaético, filosofo e fisico francés. Foi o préximo a usar a ideia,

fazendo-o repetidamente no seu trabalho sobre o chamado triangulo de Pascal (c. 1653), que ele

chamava de ‘tridngulo Aritmético’.



que pode ser usado para demonstrar que uma determinada proposicao é valida para
todos os nimeros naturais ou para todos a partir de um certo ponto. Isto é, res-
ponder a questdes do tipo: O que vai ocorrer com uma proposi¢do P(n), conforme
formos testando valores?; Serd que vale para todo nimero natural?

Neste capitulo, nos apropriaremos do Axioma de Inducao de Pean(ﬁ e, como
consequéncia deste, apresentaremos nosso método de demonstracao em matema-
tica (que ao longo do trabalho chamaremos de ‘Principio da Indu¢ao Matematica’,

‘Inducao Finita’ ou apenas de ‘Inducao Mateméatica’).

(a) Francesco Mau- (b) Blaise Pascal (¢) Augustus De

rolico Morgan

(d) Giuseppe Peano

4Peano, Giuseppe (1858 -1932), matematico italiano.



2.1. GIUSEPPE PEANO E O AXIOMA DE INDUCAO

2.1 Giuseppe Peano e o Axioma de Inducao

Giuseppe Peano observou que os os niimeros naturais gozavam de quatro propri-
edades fundamentais que os caracterizam. A 4* propriedade é chamada de ‘Axioma
de Inducao’ e é de especial importancia para o nosso trabalho.

Segundo Donadelli [5]:

“Os axiomas de Peano apareceram na publicagao de 1889 Arithmetic
principia: novo methodo exposita, Novo método de exposicao dos prin-
cipios da Aritmética. Esses axiomas formalizavam a ideia de que todos
os nimeros naturais podem ser obtidos a partir do niimero 1, pela soma

sucessiva da unidade.”
Tais axiomas podem ser enunciados da seguinte forma:
Axioma 1. Todo nimero natural possut um unico Sucessor;
Axioma 2. Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes;

Axioma 3. FExiste um tunico numero natural que nao € sucessor de nenhum outro.

Este niumero € representado pelo simbolo 1 e chamado de “numero um’;

Axioma 4. Se um conjunto de nimeros naturais contém o numero 1 e, além disso,
contém o sucessor de cada um de seus elementos, entao esse conjunto coincide com

N, isto €, contém todos os numeros naturais.

Esclarecemos o conceito de sucessor de um numero n € N como sendo o ntmero
, ) L i ) ,
n' € N que vem logo depois de n na sequéncia dos ntmeros naturais. Isto é, o

sucessorde 1 ¢2,de2¢3,...eodenén =n+1.

2.2  Versoes do Principio da Inducao Matematica

Antes de apresentarmos as versoes mais comuns encontradas do nosso método

de demonstracao em estudo, faremos algumas defini¢cdes e daremos uma roupagem



2.2. VERSOES DO PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

mais conveniente ao nosso Axioma de Inducao, pois ,de posse deste, descreveremos
e justificaremos as principais formas dos teoremas, que ao longo do nosso traba-
lho, chamaremos de Principio da Indugao Matematica (PIM) ou apenas de Inducio

Matematica.

Definig¢ao 2.1 (Conjunto Indutivo). Seja X um subconjunto nao vazio de N e S(X)
o conjunto dos sucessores dos numeros naturais pertencentes a X. Diremos que X
¢ um conjunto indutivo quando quando S(X) C X, ou seja, quando o sucessor de

qualquer elemento de X também pertence a X.

Axioma 5 (Axioma de Inducdo Reformulado). Se X C N € um conjunto indutivo

e contém o 1 entao X =N

Defini¢ao 2.2 (Proposicdo em N). Chamaremos de uma proposicio em N uma
afirmacao P passivel de assumir valor ldgico de verdadeiro ou falso (principio do
terceiro excluido), nao podendo ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo (principio
da néao contradi¢ao), a depender do valor de N empregado. Denotaremos por P(n):

“expressao com wvalor logico a depender do n a ser empregado.”.

O PIM- 1¢ forma, ilustrado na Figura [2.1] é constituido de duas partes, cada
uma de consideravel importancia, pois, na primeira, mostramos que estamos par-
tindo de uma proposicao P verdadeira para o primeiro nimero natural 1 e, na
segunda, garantimos que se a afirmacgao é verdadeira para um natural n > 1 qual-
quer e isso implica em verdadeira para o seu sucessor n—+ 1, entao é para todo natural

n.



2.2. VERSOES DO PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

P(1) € verdadeira ?

sim . \

Provamos P
por PIM - 18 forma

Figura 2.1: Processo do PIM- 1¢ forma

Teorema 2.1 (PIM - 1¢ forma). Uma proposicao P(n), associada aos nimeros
naturais n, € verdadeira para todo n natural quando:
Parte (i): P(1) € verdadeira;

Parte (i1): Paran > 1, se P(n) é verdadeira entdo P(n+ 1) € verdadeira.

Demonstragao: Seja X = {n € N; P(n) werdadeira}, note, pela parte (i), que
1 € X e, pela parte (ii), que X é indutivo. Logo, pelo Axioma de Indugao, X = N

e P(n) é verdadeira para todo n natural. |

Observamos que nao é em todos os casos que conseguimos chegar na veracidade
de uma proposicao para o sucessor de um dado n partindo apenas dessas hipoteses.
O PIM- 2° forma, ilustrado na Figura vem aumentar nosso leque de demons-
tragoes e nos permitir provar que uma proposicao é verdadeira para todo n, partindo
da veracidade de n com 1 < n < k , desde que possamos chegar na veracidade de

P(k + 1), cobrindo casos nao alcangados pelo PIM- 1 forma.



2.2. VERSOES DO PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

P(1) € verdadeira?

Fs
sim \

X ndo
PIM -22 forma
/

ideia
¥

___——ndo 4

De (1), P(2), ..., P(n)
chegamos P(n+1)?
\sim
~S
Provamos P
por PIM - 22 forma

Figura 2.2: Processo do PIM- 2¢ forma

Teorema 2.2 (PIM - 2% forma). Uma proposicao P(n), associada aos nimeros
naturais n, € verdadeira para todo n natural quando:

Parte (i): P(1) € verdadeira;

Parte (1i): Paran > 1, se P(n) é verdadeira para todo 1 < n < k ,entdo P(k + 1)

é verdadeira.

Demonstracao: De fato, nas condi¢oes do enunciado, o conjunto X dos ntmeros
naturais, para o qual P(n) é verdadeira, também satisfaz as condicoes (i) e (ii) do
PIM- 1* forma. Do mesmo modo, X = N e P(n) é verdadeira para todos os

numeros naturais. |

Até o momento, pensamos em proposicoes cujas demonstracoes comecavam com
a prova da veracidade para o primeiro valor da sequéncia natural (0 ou 1) e depois
partimos para os valores sequénciais, provando que nossa proposicao é valida para
todo nimero natural. Porém, existe um grande nimero de proposigoes, cuja validade
sO pode ser verificada para valores a € N maiores que 0 ou 1.

Tendo em vista esse leque de proposicoes, enunciaremos e justificaremos a seguir
alguns principios que nos servirao de base para o Principio da Indugao Matematica
Generalizada (PIMG), que também podera se apresentar de duas formas e cobrira

uma gama de demonstracoes nao alcancadas pela 1¢ e 2¢ forma do PIM.



2.2. VERSOES DO PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

Proposigao 2.1 (Principio da Boa Ordenagao - PBO). Todo subconjunto nao-vazio

A C N possui um menor elemento.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, podemos admitir que 1 ¢ A, pois ,caso
contrario, 1 seria evidentemente o menor elemento de A. O menor elemento de
A, cuja existéncia queremos provar, devera ser da forma n + 1. Devemos ,assim,
encontrar um nimero natural n ,tal que n+1 € A e, além disso, todos os elementos
de A sao maiores do que n, logo, maiores do que 1,2,...,n. Em outras palavras,
procuramos um nuimero natural n ,tal que I,, = {1,2,.n} CN—Aen+1¢€ A

Com esse objetivo, consideramos o conjunto
X={neN;I, CN- A}

Portanto, X é o conjunto dos niimeros naturais n ,tais que todos os elementos de
A sdo maiores do que n. Como estamos supondo que 1 ¢ A, sabemos que 1 € X.
Por outro lado, como A nao é vazio, nem todos os ntimeros naturais pertencem a
X, ou seja, temos X # N. Pelo axioma de Inducao, vemos que o conjunto X nao
¢ indutivo, isto é, deve existir algum n € X tal que n + 1 ¢ X. Isto significa que
todos os elementos de A sao maiores do que n ,mas, nem todos sao maiores do que
n+1. Como nao ha nimeros naturais entre n e n+ 1, concluimos que n+ 1 pertence

a A e é o menor elemento de A. [ |

Proposicao 2.2. Se A é um conjunto indutivo que contém o numero natural a > 1,

entao A contém todos os niumeros naturais maiores do que a.

Demonstracao: Suponhamos que existam ntmeros naturais, maiores do que a, nao
pertencentes ao conjunto indutivo A. Pelo PBO ha um elemento b , que é o menor
desses nimeros. Com b > a, temos que b = ¢+ 1 (b é sucessor de algum natural ¢)
e, pela definicdo de b, tem-se necessariamente que ¢ € A. Mas, como A é indutivo,

isto obriga que b = ¢+ 1 € A, gerando uma contradi¢ao, pois haviamos admitido

que b ¢ A.



2.2. VERSOES DO PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

Logo, A tem que conter todos os niimeros naturais maiores do que a. [ |

O PIMG - 1° forma, ilustrado na Figura [2.3] assim como o PIM é constituido
de duas partes, ambas importantes, na primeira mostramos que estamos partindo de
um fato P verdadeiro para um primeiro nimero natural a e ;na segunda, garantimos
que se a afirmacao é verdadeira para um natural n > a qualquer e isso implica em

verdadeira para o seu sucessor n + 1, entao é para todo natural n.

P(a) ondea>1 € verdadeira?
/ \ o

PIMG 1 forma
7
\'deia /
DeP(a) eP(n)

chegamos P(n+1)? [Sm~/ Provamos P

por PIMG - 12 forma

Figura 2.3: Processo do PIMG- 1° forma

Teorema 2.3 (PIMG - 1° forma). Uma proposi¢cio P(n), associada aos nimeros
naturais n, € verdadeira para todo n > a natural quando:
Parte (i) P(a) é verdadeira;

Parte (ii) Para n > a, se P(n) é verdadeira entao P(n+ 1) € verdadeira.

Demonstracao: Seja X = {n € N; P(n) wverdadeira}, note que a € X e X &

indutivo. Logo, pela proposicao (2.2), P(n) é verdadeira para todo natural n >

a. |

Assim como o PIM - 2% forma difere do PIM -1% forma por explorar casos que
exigem mais hipoteses de inducao, o PIMG -2¢ forma, ilustrado na Figura 2.4 que é

a forma mais geral do Principio da Inducao Matemaética, vem cobrir todos os casos

10



2.3. CONSIDERACOES SOBRE O USO

restantes de proposicoes em N que possam vir a ser demonstradas por Inducao

Matemaética.

P(a) ondea>1 é verdadeira?

/ N,
sim nao

‘/ S
PIMG - 22 forma
7 Pl
ideia / nao

DeP(a), Pa+1), ..., P(n)
chegamos P(n+1)?

N

sim
s Provamos P
por PIMG - 1@ forma

Figura 2.4: Processo do PIMG- 2° forma

Teorema 2.4 (PIMG - 2% forma). Uma proposi¢cao P(n), associada aos nimeros
naturais n, € verdadeira para todo n > a natural quando:

Parte (i) P(a) é verdadeira;

Parte (ii) Para n > a, se P(n) € verdadeira para todo a < n < k entio P(k+1) é

verdadeira.

Demonstracao: Assim como na demonstracdo anterior, o conjunto indutivo X dos
nimeros naturais, para o qual P(n) é verdadeira, também satisfaz a condigao (i) do
PIMG- 1¢ forma. Do mesmo modo, pela proposi¢io (1.2), P(n) é verdadeira para

todo natural n > a. [ |

2.3 Consideracoes sobre o Uso

Vejamos o quadro a seguir que resume a se¢ao anterior:

11



2.3. CONSIDERACOES SOBRE O USO

Principio da Indugao Matematica

Teste Inicial | Hipdteses necessarias para chegarmos a P(n + 1) | Forma usada

P(1) P(1) e P(n) 1 forma do PIM
P(1) P(1), P(2),...P(n) 2* forma do PIM
P(a>1) P(a) e P(n) 1#* forma do PIMG
P(a>1) P(a), P(a+1),....P(n) 2* forma do PIMG

Pelo ja exposto, uma vez observado que tratamos de uma proposicao em N,
podemos dizer que uma demonstracao bem sucedida, comeca pela escolha da forma
(PIM ou PIMG) mais adequada ao problema proposto, cuja decisao esta dependente
da validacao do primeiro valor para o qual queremos provar a proposi¢cao em questao
(parte (i) do principio ou Passo base); e ainda da necessidade de hipoteses para se
chegar na validade da proposicao para o sucessor de um valor natural arbitrario
(parte (7i) do principio ou passo indutivo).

Um consideracao de fundamental importancia é que antes de iniciarmos uma
demonstracao por Indugao Matematica, nos facamos a seguinte pergunta: “Onde
queremos chegar?”. Ora, esperamos obter a validade de P(n + 1) e, partindo dessa

pergunta, podemos tragar estratégias para isso (veja a figura .
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2.3. CONSIDERACOES SOBRE O USO

P(1) é verdadeira ?

A oy

sim

ndo
DeP(1) eP(n) P(’a) ondee_i>1
chegamos aP(nt1)? € verdadeira?

/N

sim naO

5|m
A/ nao
Provamos P
DeP(a) eP(n)
St
por PIM - 12 forma s (1) oo " chegamos P(n+1 )?
chegamos a P n+1
sim néo Slm
y

De P(1),P(2),...,P(n)
chegamos a P(n+1)? Provamos P
por PIMG - 1@ forma

provamos P
por PIM - 22 forma

Provamos P por
Indugdo Matematica

Provamos P
por PIMG - 2@ forma

Figura 2.5: Processo de Indugao Matematica

Outra consideragao relevante é o cumprimento adequado das duas partes que

constituem nosso método de demonstracao. O mau uso ou deslizes de interpretacao

nessas etapas pode passar ideias falsas e induzir a erros na demonstragao, podendo

levar a “provas” de absurdos.

Para melhor fixacao das ideias, vejamos os exemplos seguintes que refletem os

erros classicos mais frequentes:

Exemplo 2.1 (Mau uso do Principio - Pulando o passo base). Todo natural n é

tgual a 14+ n

Demonstracao: Supomos que n = 1+n. Mas sabemos que podemos adicionar 1 em

13



2.3. CONSIDERACOES SOBRE O USO

ambos 0os membros da igualdade. Dai, n+1=1+n+1=1+ (n+1).

Logo, por Inducao Matematica, n ¢ igual a 1 + n. [ |
ERRO: Obviamente a parte (i) foi pulada. 1 <1+ 1= 2.

Exemplo 2.2 (Mau uso do Principio - falha no passo base). Se a # 0 entio a™ ' =1

para todo n > 0 natural.

Demonstragdo: Seja P(n): "' =1 para todo n > 0 natural.

Parte (i): P(1) é verdadeira pois a'~! = 1.

n—1 an—2)

an—2

Parte (ii): Assumindo a”~! = 1 para algum n, temos a"*)=! = ¢" = o™ (

(z"_l.(zl.a"_2 1.1.1 1
—_— —1 — 1.

Logo, por Inducao Matemaética, a" = 1 para todo n natural. [ |

ERRO: Observamos o uso de hipotese nao valida, parte (i7). Sabemos que a' = 1
s6 é verdade quando a = 1, isso ocorreu devido a investigacao incorreta do passo
base. A proposicao falha logo no n = 2, assim nao poderiamos usar a inducao

iniciando em n = 1.

Exemplo 2.3 (Mau uso do Principio - falha no passo indutivo). Todo conjunto nao

vazio tem apenas 1 elemento.

Demonstragao: Seja P(n): Todo conjunto nao vazio tem apenas 1 elemento.

Parte (i): P(1) é obviamente verdadeira.

Parte (ii): Assumindo P(k) verdadeira para todo 1 < k < n e considerando
A = {x1,29, ..Ty, Tpy1} tOMOS T1 = Ty = ... = Ty, € Tg = T3 = ... = Tpyq. Dali,
T1 =Ty = ... =Ty = Tpyi-

Logo, por Inducao Matematica, todo conjunto nao vazio tem apenas 1 elemento.

ERRO: Podemos observar que a parte (i) da demonstragdo nao foi satisfeita.

Veja que a organizacao dos elementos promove uma “distor¢ao da verdade”, pois

14



2.3. CONSIDERACOES SOBRE O USO

supoe que os dois conjuntos, aos quais se aplicou a suposi¢ao de inducao, tém um
elemento comum, mas isto falha quando n = 2 (ndo podemos separar dois elemen-
tos desconhecidos e afirmar que sdo iguais), o que nos mostra a importancia da
investigacao das hipoteses auxiliares usadas.

Agora, vejamos exemplos em que o método foi usado corretamente:

Exemplo 2.4 (Uso do PIM - 1¢ forma). Considere que a drvore genealdgica de uma
familia apresenta a sequinte caracteristica fundamental: cada casal tem sempre dois

filhos e cada um desses filhos também tem dois filhos, conforme ilustracao a baixo.

Geragdo | Descendentes

1 21=2
2 22=4
3 28

Figura 2.6: Arvore Genealogica

Podemos perceber que a geracao n terd 2" descendentes. Mas precisamos provar

essa conjectura.

Demonstragao: Seja P(n): A geracdo n tera 2" descendentes.

Parte (i): A primeira geragao terd 2 = 2! filhos.

Parte (i1): Observe que cada descendente tem 2 filhos, de modo que o nimero
de descendente da geracdao k + 1 sera o dobro da geracao k. Ou seja, 2.2F = 28+1,

Logo, por Inducao Matemética, a geracao n terd 2" descendentes. [ |

Exemplo 2.5 (Uso do PIM - 1¢ forma). Calcular a soma S, = 75 + 55 + 55 + .. +

1
n.(n+1)°

15



2.3. CONSIDERACOES SOBRE O USO

Observamos que:
_ 1
S1= 1.2
=Ll4l=
Sy = 12 23—
1

o

2
3
— 1,1
S3_1.2+2.3+3.4_

Y

e assim sucessivamente.
As igualdades acima sao fortes indicadores de que S, = ﬁ + % + 31—4 + ...+

1

-t = _n A ] A 2
d D D Mas, serd que isso é verdade e vale sempre

Demonstragio: Seja P(n): S, = 15+ 55 + 55 + - + ok +1) = 5.
Como P(1) é verdadeira, tentaremos a 1 forma do PIM.

Parte (i): P(1) é verdadeira, ja verificado.

n

Parte (i7): Supomos que para n > 1, P(n) seja verdadeira. Isto é, S, = (CEVE

1
Como Spy1=15+355+355+ .+ (n+1) T D). (1 2)

=S, + m (substituindo S,, por n +1))

= T (n+1).(n+2) (e organizando os termos)

— n24+2n+1
(m1).(n12)

_ntl , y
== (concluimos a parte 1)

Logo, por Inducao Matemética, segue que S,, = ﬁ para todo natural n. W

Exemplo 2.6 (Uso do PIM - 2% forma). Dada a sequéncia numérica onde ag = 1,

a1 =2 ea, =4a,_1 — 4a,_o, vamos mostrar que a, = 2" para todo n natural.

Como P(1) é verdadeira, poderiamos tentar a 1* forma do PIM, mas, ao fa-
zermos essa aplicacao, sentiremos a necessidade de uma hipotese de inducao mais
forte, para chegarmos no P(n + 1), pois a, estd dependente de valores anterio-
res (an_1,n_2, ..., a1, ag hipoteses de inducao) e o ax,q fica facilmente expresso por

combinagoes lineares destes, sendo assim, a 2* forma do PIM se adequa melhor.

Demonstragao: Seja P(n): ap = 1, a; = 2 e a, = 4a,_1 — 4a, o =a, = 2" para

todo n natural.
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2.3. CONSIDERACOES SOBRE O USO

Parte (i): ap =1 = 2% entdo P(0) é verdadeira.
Parte (ii): Supomos que P(n) seja verdadeira para todo 1 < n < k. assim,
apy1 = 4ay — 4ay_, (trocando ay, por 2% e a;_; por 2871)
= 4.2F — 421 (e organizando os termos)
_ ok+2 _ ok+1
= 9k+1(2 — 1)
= 281 (concluimos a parte 4i).

Logo, por Inducao Matemética, a,, = 2" para todo n natural. [ |
Exemplo 2.7 (Uso do PIMG - 1¢ forma). n? > 2n para todo n > 2 € N

Sendo 32 = 9 > 2.3 = 6, temos que os valores de verdade comegam em P(3).

Entao, tentaremos uma demonstracao pela 1* forma do PIMG.

Demonstragdo: Seja P(n): n* > 2n para todo n > 2 € N.
Parte (i): P(3) ¢ verdadeira.
Parte (i1): Supomos que P(n) seja verdadeira para algum n > 3. Isto &, n? > 2n.
Mas (n +1)2 = n? +2n+ 1 e n? > 2n > 2.3 > 1, assim, trocando n? por 1
ficamos com (n+1)?>142n+1=2n+2=2(n+1).

Logo, por Inducao Matematica, n? > 2n para todo n > 2.

Exemplo 2.8 (Uso do PIMG - 2% forma). Prove que qualquer quantia para postagem
mator ou igual a 12 centavos pode ser composta usando-se apenas selos de 4 e 5

centavos.

Observe que queremos provar que todo inteiro maior ou igual a 12 pode ser
representado pela soma de um mialtiplo de 4 com um de 5.

Como 12 = 4.3 4+ 5.0, temos que o valor de verdade incial ¢ o P(12), indicador
de que devemos usar a PIMG.

Usaremos indugao sobre k. veja que se usdssemos o PIMG - 1 forma, o préximo

n seria 12 +4 = 16, ou seja n + 1 = 16 e ndo se conseguiria provar para P(13). Sdo

17



2.3. CONSIDERACOES SOBRE O USO

necesséarios, entao, outros casos anteriores a P(k + 1), e a partir dai, usar usar a 2°

forma do PIMG, mas, antes observe que 13 =2.4+5e 14 =4+ 2.5.

Demonstragao: Seja P(n): Se n > 12 natural, entdo n = 4a + 5b onde a e b sado
também naturais.

Parte (i): P(12) é verdadeira (visto anteriormente).

Parte (it): Supomos que P(n) seja verdadeira para todo 12 <n < k.

Porém, k+1=k—3+3+1=k—3+4, e como P(k— 3) é verdadeira por (i),
isto é k—3 = 4a’ 4+ 5. Fazendo a devida substituicao, temos k+1 = 4a’ + 50 +4 =
4.(a" +1)+5.0.

Assim, por Inducao Matematica, n = 4a + 5b para todo natural n > 12. [ |
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Capitulo 3

Uma Proposta para Inserir o Tema

no Ensino Médio

Santos [11], ao tratar do uso de demonstragoes no ambiente escolar, a partir de
Inducao Matemaética, defende o uso dessa ferramenta, ji no ensino fundamental,
pois é quando inicia-se o estudo da Algebra de uma forma mais independente e, ao
mesmo tempo, necessaria para outras areas da Matematica. Ele acredita que ao
se procurar trabalhar uma linguagem matematica mais clara, com conceitos mais
bem definidos, tem-se a possibilidade de se aprofundar mais na ideia de indugao,
partindo para um manuseio algébrico.

J& no 8° ano do ensino fundamental, o mesmo sugere que seja trabalhada a
conjecturacao de casos classicos como ‘O Calculo da Soma dos angulos internos de
um poligono convexo’ e o ‘Calculo das diagonais de um poligono’. Apesar de assumir
que nao é simples enxergar algumas relacoes, envolvendo as grandezas trabalhadas,
no entanto, afirma que isso nao impede que algum aluno consiga conjecturar uma
formula.

No Ensino Médio, a Inducao Matematica se mostra como uma ferramenta eficaz

e viavel para responder muitas das indagacoes do tipo: “Serd que vale sempre?”.
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3.1. REFERENCIAL METODOLOGICO

Néo ao acaso que Hefez [7] cita:

“Se alguém me perguntasse o que é que todo estudante de Ensino Médio
deveria saber de matemaética, sem sombra de diavida, o tema Inducao

figuraria na minha lista.”

Com o objetivo de introduzir o método de demonstragao por Inducao Matemética
no Ensino Médio Brasileiro e com o intuito de facilitar a assimilacao dos novos
conceitos, ao valorizar o conhecimento prévio dos alunos, propomos uma sequéncia
de atividades, baseada nesses resultados citados por Santos [1I] (formulas para o
célculo das diagonais e das somas dos angulos internos de um poligono convexo) e

em problemas basicos de igualdades e desigualdades.

3.1 Referencial Metodolbgico

A fim de atingir os objetivos de: introduzir os conceitos basicos da teoria; de-
senvolver mecanismos de reconhecimento de padroes, de formulacao e reformulacao
de conjecturas, promover o reconhecimento de situacoes em que podemos tentar
uma demonstracao por Inducao Matematica e a aplicacao do método; propomos
uma ‘sequéncia didatica’ cujas atividades foram elaboradas inspiradas por ideias da
. - e
vestigacao matematica’.

Conforme Peretti e Costa [10]:

“A sequéncia didatica é um conjunto de atividades ligadas entre si, plane-
jadas para ensinar um conteiido, etapa por etapa, organizadas de acordo
com os objetivos que o professor quer alcancar para aprendizagem de
seus alunos e envolvendo atividades de avaliacao que pode levar dias, se-
manas ou durante o ano. E uma maneira de encaixar os conteidos a um
tema e por sua vez a outro tornando o conhecimento légico ao trabalho

pedagobgico desenvolvido.”
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3.1.

REFERENCIAL METODOLOGICO

Para Guimaraes e Miranda [6]:

“A investigacao matematica é o momento de descobrir relacdes entre ob-
jetos matematicos conhecidos ou desconhecidos, procurando identificar
as respectivas propriedades (PONTE, 2006, p. 13). Para que nenhuma
etapa do aprendizado se perca, é preciso, com base nos estudos a partir
de PONTE (2006) e ZABALA (2007), que a sequéncia didatica com cara-
ter investigativo seja elaborada a partir de uma organizagao que envolva

0s processos de:

e exploracao e formulagao de questoes: quando deve acontecer a apre-
sentacao por parte do(a) professor(a) de uma situagao probleméatica

em relacao a um tema.

e formacao de conjecturas: momento em que pode acontecer o didlogo
entre professor(a) e alunos, com a comparacao entre os diferentes

pontos de vista e a etapa de generalizacoes.

e testes e reformulacao: essa ¢ a etapa em que os alunos devem re-
solver exercicios de memorizacao quando os alunos poderao colocar
em pratica o que foi firmado nas etapas anteriores. E também o

momento de o professor protagonizar o fechamento das conclusoes.

e justificagdo e avaliagdo: uma prova escrita (avaliativa ou nao) deve
ser aplicada aos alunos, e ap6s corrigidas, o professor deve comuni-
car o resultado para a turma e fazer uma avaliacao final do trabalho,
levantando os principais pontos em que o aprendizado nao aconte-

ceu de forma satisfatoria.”
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3.2. PUBLICO ALVO E PERFIL DA TURMA

3.2 Publico Alvo e Perfil da Turma

Nossa sequéncia de atividades foi desenvolvida para ser aplicada em turmas de
estudantes do Ensino Médio, preferencialmente nas turmas de 1 série pois é nesse
momento que é feito o estudo de conjuntos numéricos e retrabalhada a ideia de na-
mero natural; e além disso, consideramos que as demonstragoes por indugao deverao
continuar a ser aplicadas em situacoes diversas, nas séries seguintes.

E pertinente observar, ao considerar os recém chegados ao ensino médio, que
durante a aplicacao da sequéncia, muitas dificuldades poderao surgir. Dentre estas,

destacamos que:

e alguns alunos nao estao acostumados com leitura, muito menos com a de
enunciados matematicos, e isso acarretara sérias dificuldades no entendimento

das questoes propostas nas folhas de tarefas;

e outros nao conseguirao, de imediato, estabelecer as relagoes existentes entre

os fatos expostos ou visualizados nas figuras;

e outros terao dificuldades em relacionar os fatos observados de modo a seguir

uma sequéncia logica que levaria a conclusao da demonstracao;

e e outros conseguirao relacionar os fatos e seguir uma linha correta de racioci-
nio, porém, terao dificuldade de transferir isso para a escrita de argumentos
precisos, em linguagem matemaética; o que pode impedir a finalizacao da de-

monstragao, com a escrita da mesma.

3.3 Procedimentos Metodolbgicos

Acreditamos que muitas dificuldades surgirao ao longo do trabalho, mas, acredi-
tamos também que essas dificuldades possam ser contornadas ou, ao menos, ameni-

zadas. Para que isso ocorra, recomendamos que o professor atue sempre mantendo
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3.4. RECURSOS DE ENSINO

um didlogo com os alunos, enquanto eles trabalham nas tarefas propostas, esti-
mulando a comunicacao entre os componentes dos grupos e assumindo papéis que
favorecam a aprendizagem, como: dar dicas; apontar erros; sugerir caminhos e pro-
mover, no término de cada momento, uma discussao coletiva, na qual devem ser
discutidas as conclusoes alcangados pelos grupos (formados por dois ou trés alunos),
nas tarefas, e confirmados ou refutados os resultados obtidos.

Salientamos que nao temos a intencao de conseguir, através da sequéncia de
atividades, habilitar todos os alunos a resolver as demonstracoes matematicas, que
lhes sejam apresentadas, mas sim, que esta desperte uma posi¢ao mais critica, em
relacao as verdades matematicas estabelecidas neste nivel de ensino, de tal forma
que os alunos percebam a necessidade de justificar essas afirmacoes, recorrendo, para
isso, as demonstracoes por Inducao Matematica.

A respeito disso, é interessante o que diz Santos [I1]:

“a educacao basica necessita de um ensino de mateméatica menos vol-
tado para resultados e mais voltados para o caminho percorrido para se
alcancar. O Principio de Inducao Finita permite um contato de uma
forma simples ao cerne da matemaética, que nao busca resultados, busca

caminhos, e possibilidades de se alcancar esse resultado.”

3.4 Recursos de Ensino

Para aplicacao da sequéncia, precisaremos de lousa, caneta para lousa, régua,
transferidor, computador e projetor; e os alunos, de lapis, borracha, folhas para

rabiscos, folhas de tarefas, régua e transferidor.
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3.5. QUADRO SINTETICO DAS AULAS E OBJETIVOS

3.5 Quadro Sintético das aulas e Objetivos

Buscando uma melhor organizagao do nosso trabalho, dividimos a sequéncia de
atividades em trés etapas, cada qual com seus objetivos especificos, porém, interli-
gados. Nelas buscaremos envolver os alunos na realiza¢ao de tarefas (inseridas nos 7
momentos em que subdividimos essas etapas), geradas a partir de problemas moti-
vadores, em que os alunos serao incentivados a trabalhar, produtivamente, num pro-
cesso de investigacao, formulando questoes, processando as informacoes fornecidas,

ensaiando e testando conjecturas e, por fim, provando-as por Inducao Matematica.
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3.6. AVALIACAO

Cronograma da Sequéncia

Etapa | Momento | Previsao Atividade Objetivos
O Problema do Calculo das
1 Diagonais de um Poligono Identificar proposi¢oes
2 aulas
1 Convexo em N, investigar casos,
de 50 min.
2 As Proposicoes em N perceber regularidades,
Problemas de Igualdade formular e
3 e desigualdade. reformular questoes e
elaborar conjecturas.
O problema dos Infinitos o
4 Reconher proposicoes
2 aulas Dominés enfileirados .
2 _ que podem vir a ser
de 50 min | Solucao do Problema
5 demonstradas por
das Diagonais B )
Inducao Matematica
Solucao dos Problemas ]
6 e aplicar o Método.
de Igualdade e desigualdade
Realizar a avaliagao
5 . 2 aulas Soma dos angulos Internos | e fechamento da
de 50 min. | de um Poligono Convexo sequécia e apresentar
as consideragoes finais.

3.6 Avaliacao

Buscando avaliar da melhor maneira possivel e considerando tanto a produtivi-

dade dos alunos nos grupos, quando a individual, propomos que a avaliagao desse

trabalho seja feita através da andlise das atividades resolvidas, da observagao, das

anotacoes feitas pelos alunos, durante a aplicacao das tarefas; e por uma atividade

avaliativa (altima folha de tarefas) escrita, a ser aplicada, individualmente, e sem

consultas, no término da sequéncia. Para que isso ocorra de modo mais satisfa-
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3.7. DESENVOLVIMENTO DA ETAPA 1

torio, apos cada aula, sugerimos o preenchimento de uma folha de registro (veja
APENDICE A, pagina que elaboramos para facilitar a organizacao e auxiliar a

visualizacao das conquistas dos alunos.

3.7 Desenvolvimento da Etapa I

Nessa etapa, esperamos que o desenvolvimento das atividades leve os alunos
a investigar casos; perceber regularidades; fomular questoes e, por consequéncia,
elaborar conjecturas, que serao validadas em momentos futuros, nos quais teremos
a posse do ‘Principio da Inducao Matematica’.

Antes de iniciarmos as atividades, sugerimos que seja feito uma roda de conversa
para apresentar a proposta da sequéncia didatica, comentar as atividades que serao
desenvolvidas e eliminar eventuais duvidas.

E importante esclarecer os objetivos a serem alcancados, os procedimentos que
serao executados e a postura que os alunos deverao adotar durante a realizacao das
tarefas propostas, em toda sequéncia didatica. Os alunos devem estar conscientes
dos papéis de investigadores que exercerao nos diversos momentos dessa sequéncia
didéatica.

Sugerimos que seja entregue, aos alunos, os recursos materiais (lapis, borracha,
régua e folhas para rabiscos) que serdo usados para a realizagao das tarefas e que
seja feito a divisao da turma em pequenos grupos de dois ou trés alunos, que devem
seguir sem alteracoes ao longo da sequéncia didatica.

Agora, apds a organizacao da sala, podemos iniciar efetivamente as atividades.

3.7.1 O Problema das Diagonais de Um Poligono Convexo

Inicie, de modo expositivo e dialogado, apresentando o problema das diagonais

de um poligono convexo.
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3.7. DESENVOLVIMENTO DA ETAPA 1

Quantas diagonais tem um poligono convexo qualquer?

O aluno devera se perguntar o que acontecera com esse valor conforme o ntimero
de lados do poligono seja aumentado.

Aplique a primeira folha de tarefa e, apds resolucao desta, promova o com-
partilhamento dos resultados obtidos pelos grupos, com a turma conduzindo uma

discussao sobre os diferentes pontos de vista, visando culminar com a elaboracao de

n(n—3)
2

conjecturas e com o questionamento: “Sera D,, = véalida para todos os poligo-

nos convexos?”’ (que serd provado em momento futuro, por Inducao Matematica).

Sugestoes de Dicas para os Alunos
e Usem as informacoes obtidas nas contas ja feitas, isso pode facilitar calculos;

e Relacionem as figuras em estudo com as ja estudadas nos itens anteriores, isso

também pode acelerar calculos e possibilitar reconhecimento de regularidades;

e A partir de operagoes bésicas (multiplicagao e divisao), sempre busquem es-
crever cada valor D,, obtido em funcao do n correspondente, de modo a chegar

na fatoracao de D,,;
e Busquem, constantemente, regularidades nos resultados;
e Observem cuidadosamente as figuras. Elas sao fontes de informagoes, como:

— Ao escolher um vértice, vemos que o nimero de diagonais que saem dele
¢ sempre o namero de vértices menos 3 (ele nao forma diagonal com os

dois vértices consecutivos e nem com ele proprio);

— outra diagonal é o segmento formado pelos vértices consecutivos ao vértice

escolhido;

— as demais serao as diagonais do poligono inscrito formado pelos outros

vértices.

27



Tarefa 1 - Investigando o Nuimero de Diagonais de um Poligono Convexo

Alunos(as):

1) Usando lapis e régua, trace e determine o nimero de diagonais de cada poligono a seguir:

..-""'x
b D(6)=
D(4)=
D(7)=
D(5) -

2) Organize os dados acima , na tabela a seguir, e preencha a terceira coluna, baseando-se nos

resultados das duas primeiras.

Numero de lados do Numero de diagonais Dn

poligono (n)

Fatoracdo de Dn em funcdo de n
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3) E possivel expressar os resultados acima em funcdo e n? Que conjectura vocé pode fazer acerca

de Dn?

4) De posse das figuras a seguir, teste a validade da conjectura elaborada na questdo anterior.

Calculo pela féormula para n=10:

Contagem visual para n=10:

Calculo pela féormula para n=11:

Contagem visual para n=11:

5) A conjectura ainda esta valendo? Se ndo, reveja seus resultados anteriores e apresente uma

reformulacao da conjectura.
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3.7. DESENVOLVIMENTO DA ETAPA 1

3.7.2 Investigacao de Proposicoes em N

Nesse momento, recomendamos a conceituacao, de modo expositivo e dialogado,
de uma proposi¢ao P como uma afirmacao passivel de assumir valor légico de verda-
deiro ou falso (principio do terceiro excluido), ndao podendo ser verdadeira e falsa ao
mesmo tempo (principio da nao contradi¢do). E importante deixar claro que aqui
trataremos de proposicoes associadas a niimeros naturais, que sao proposicoes, cujo
valor de verdade depende do valor da varidvel n que venhamos a aplicar na mesma.

Esperamos que essa atividade formalize o conceito de Proposicao em N e insite os
alunos a reconhecer, investigar e conjectuar quando colocado diante de uma situagao
problema.

E interessante a apresentacio de um modelo, que sera usado ao longo do estudo,

como o sugerido a baixo:

Seja P(n): “expressao com valor de verdadeiro ou falso a depender do n”

E de uma sequéncia de exemplificagoes, como a listada a seguir:

Exemplo 3.1. Serd possivel fatorar a soma dos n primeiros nimeros impares da

sequéncia natural?

Investigando casos particulares:

n | Soma dos n Primeiros Impares | Resultado
171 1

2| 1+3 4

3| 14+3+5 9

4| 14+3+5+7 16

5 | 14+3+5+7+9 25

De posse dos dados da tabela acima, até n = 5, percebemos que:
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n=1=1=12
n=2=4=2
n=3=9=23
n=4= 16 = 4?
n=>5= 25= 52

Os alunos devem ser levados a observar que os casos acima nos conduz a propo-
‘s . _ 2
sicdo P(n) : 14+3+5+ ...+ (2n—1) =n".

E importante que os alunos percebam que a quantidade de valores, testados e ve-
rificados como verdadeiros, sao indicadores de que a proposicao pode ser verdadeira
para outros e até para todos os naturais, porém ainda nao podemos fazer essa gene-
ralizacao, pois nao sabemos o que pode ocorrer com valores maiores. Por enquanto

temos apenas conjecturas.

Exemplo 3.2. Considerando as expressoes n? e 2n + 1, temos que seus valores

numéricos em relacao aos niumeros naturais dependem do n € N a ser empregado.

Objetivando comparar essas expressoes , sugerimos o uso de uma tabela, na qual,

podemos registrar os dados e, em seguida, observar os resultados.

n| n? Sinal (<, >ou =) 2n +1

1| 1?2= < 214+1=3
2| 22=4 = 224+1=5
3| 32 = > 234+1=7
4| 4% =16 > 24+1=9
5152=25 > 25+1=11
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3.7. DESENVOLVIMENTO DA ETAPA 1

Para estudo do caso, defina a proposicao P(n): n* > 2n + 1 e os faca observar o
que ocorre ao substituirmos os naturais 1,2,3,4 e 5 na afirmativa P(n). Isto é:

P(1) éfalsapois 12=1<21+1=3

P(2) é falsa pois 22 =4=22+1=5

P(3) & verdadeira pois 3> =9 >23+1=7

P(4) & verdadeira pois 4> =16 > 2.4+ 1=9

P(5) é verdadeira pois 5 =25 > 25+ 1 =11

E importante que os alunos sejam instigados a fazerem conjecturas do que estdo
observando. Mostre que para os valores 1 e 2, a proposicao é falsa, porém, passa a
ser verdadeira para os valores 3, 4 e 5; e intuitivamente percebemos que para valores
maiores, isso também ocorre, mas, nao sabemos o que pode ocorrer com valores

maiores, ficando apenas com uma conjectura, P(n): n? > 2n + 1 para n > 2.

3.7.3 Problemas de Igualdades e Desigualdades

Nessa ocasiao, aplicamos a segunda folha de tarefas para que os alunos ponham
em pratica as observacoes do momento anterior e fagam suas préoprias verificagoes.

Assim como no problema das diagonais, esperamos, que apos a aplicacao da folha
de tarefa e promocao das discussoes dos resultados pelos grupos, a atividade culmine
com a elaboracao de conjecturas e com os questionamentos: “Serd que a soma dos
n primeiros niimeros naturais pares ¢ n(n + 1) sempre?” e “n? < 2" sempre que
n > 37" (que serao provadas em momento futuro por Indugao Matemaética).

Consideramos também que ja € o momento de os alunos exigirem uma justi-
ficativa para os “fatos” observados, é esperado que eles sintam a necessidade da
validacao dessas conjecturas e por isso devemos introduzir o “Principio da Inducao

Matematica”.

Sugestoes de Dicas para os Alunos
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e Busquem usar as informagoes obtidas nas contas ja feitas. Isso pode facilitar

calculos e possibilita a observacao de possiveis regularidades;
e Comparem os resultados obtidos no item em estudo com os anteriores;
e Busquem, constantemente, regularidades nos resultados;

e A partir de operagoes basicas (multiplicacdo e divisao), tentar escrever cada

valor obtido, em fungao do valor correspondente, na coluna n (caso da igual-

dade);

e Relacionem os valores da coluna “resultados” com seus correspondentes na

coluna n (caso da igualdade);

e Observem possivel ocorréncia de mudanca de comportamento na coluna “ si-
nal (<, > ou =)” no resultado de um item em estudo, em relacdo ao itens,

anteriorermente, verificados (caso da desigualdade).

Observacao: De modo opcional, poderiamos fazer uso do laboratério de infor-

matica da escola (veja APENDICE C, pagina .
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Tarefa 2 — Investigando uma Igualdade e uma Desigualdade
Alunos(as):

Atividade 1 - Investigando uma Igualdade

1) E possivel fatorar a soma dos n primeiros niimeros pares naturais? Tente fazer isso em funcdo de
n.

Teste o 1° numero par:

Teste até o 2° numero par:

Teste até o 3° numero par:

Teste até o 4° numero par:

Teste até o 5° numero par:

Teste até o 6° nimero par:

2) Organize os dados acima na tabela a seguir e preencha a terceira coluna, baseando-se nos
resultados das duas primeiras.

Numero (n) Valor da Soma Fatoracao da soma

3) Que conjectura vocé pode fazer acerca da fatoracao da soma 2+4+6+...+2.n?
34



4) Teste a validade da conjectura elaborada na questdo anterior para outros valores de n.

5) A conjectura ainda esta valendo? Se ndo, reveja seus resultados anteriores e apresente uma
reformulacdo da mesma.

Atividade 2 - Investigando uma Desigualdade

2) Compare » com oo para os valores naturais de n.
n n’ Sinal de desigualdade (< ou >) ou 2"
de igualdade (=)
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

3) Que conjectura vocé pode fazer de posse dos dados da tabela?
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4) Teste a validade da conjectura elaborada na questao anterior para outros valores de n.

5) A conjectura ainda esta valendo? Se ndo, reveja seus resultados e apresente uma reformulacao da
conjectura.
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3.8 Desenvolvimento da Etapa II

Nessa etapa, esperamos que o desenvolvimento das atividades leve os alunos
a reconhecerem, quando deparados com certos problemas, que estao tratando de
proposicoes em N e que Inducao Matemética pode ser aplicada como método de
demonstracao e, a partir disso, tente aplica-la.

Como os alunos ja devem estar conscientes da postura que devem adotar e da
metodologia usada no decorrer das tarefas, sugerimos apenas que seja feita a apre-
sentacao da nova proposta de atividade e dos novos objetivos.

Assim como na etapa anterior, apos a entrega dos recursos materiais (agora
lapis, borracha e folhas para rabiscos) e da organizagao da sala, podemos iniciar

efetivamente as atividades.

3.8.1 O Problema dos Infinitos Dominds Enfileirados

Nesse momento, compartilhamos da opinido de Pereira [9], que ao falar sobre o

efeito domino, diz:

“Esta pratica traduz, em esséncia, a ideia central por tras do Principio
da Inducao Finita e a expressao efeito domino, comumente utilizada na

lingua portuguesa, se apropria bem ao seu significado”.

Com base nessas afirmacoes, pretendemos introduzir nosso método de demons-
tracao de modo pratico. Para tal feito, sugerimos que seja realizada uma analogia
do mesmo, com a queda de dominods. Acreditamos que os alunos perceberao mais
facilmente a logica do Método da Inducao Matematica, ao pensarem no efeito do-
mino.

Portanto, é interessante que o professor apresente um domind, aos alunos, e

exponha a situagao na pratica conforme a Figura [3.1
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Figura 3.1: Produzindo o Efeito Domind

Considere que cada domind, de uma infinita fila de dominés colocados em pé,
representa uma aplicagdo de uma proposicao em N. Suponha que a queda de um
domino6 representa a validade da proposi¢ao para o nimero natural associado a ele.

Isto é, a queda do dominé da posicdo n representa a validade de P(n) (mostre e
comente a Figura [3.2).

P(1) P(2) P31 P4) P(5) Ple) Pln) Pln=1) P(n=2)
L0 L8 LD 400D

Figura 3.2: Dominés e Proposicoes em N

Apresente a seguinte questdao: O que acontece numa, fila de infinitos dominds
colocados em pé, lado a lado, se derrubarmos um destes? Certamente os alunos
responderao o 6bvio e correto: “Todos cairao, mesmo que um a um e sucessivamente”.

Faca outro questionamento: Que condicoes garantirao que todos deverao cair?
Uma resposta esperada é que um dominé qualquer sempre derrubara o préoximo da
fila.

Na sequéncia, sugerimos que seja feita uma anélise desse fato, ligando-o ao nosso

objeto de estudo, Proposi¢oes em N (mostre novamente e comente a Figura (3.2)).
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P(1) P(2) P(3] P4) P(5) Pl6) Pln) Pln=1) P(n=2)
S R LI 3 L D

Agora, faca-os perceber que pode ocorrer 2 situacoes de especial importancia:

1* situacao - Uma 1® versao do Método: Considere que vocé tem uma
longa fila de dominds em pé, se vocé derrubar o primeiro, este derrubara o segundo,
o segundo, o terceiro e, supondo que isso prossiga, todos cairao. Mas, esse fato pode

ser separado em duas partes (mostre e comente a Figura |3.3).

M0N0 (00
ez fll

Figura 3.3: Uma 1* versao do Método

Que sao:

1. Inicialmente, um domind cai.

2. Independente da posicao de um determinado domind, se este cair e derrubar

o proximo da sequéncia, teremos todos caidos.

Porém, consideramos que cada dominé dessa longa fila de dominéds colocados em
pé, ¢ uma aplicagdo de uma proposicao P em N (volte a mostrar a Figura [3.3]), em
que a queda de um domino6 representa a validade dessa proposicao, para esse niimero

natural.
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Assim, eles deverao perceber que dois passos sao suficientes para provarmos a

validade de uma proposicao em N, a saber:

e Passo base: Mostrar a veracidade da proposicao para um primeiro valor da

sequéncia natural, o 1 no caso. Isto &, P(1) é verdadeira;

e Passo Indutivo: Concluir, supondo a validade para um valor qualquer n, a
validade para o sucessor desse valor, o n + 1. Isto é, P(n) verdadeira =

P(n + 1) verdadeira.

Podemos observar, também, que outra maneira de produzirmos essa situacao (22
versao do Método) é garantindo a queda de P(1) e supondo que caida a sequencia

P(2), P(3),..P(n'), temos a queda de P(n' + 1) (motre a Figura [3.4).

HINN00- A0
ez ]

Figura 3.4: Uma 2? versao do Método

22 gsituacao - Uma 3 versao do Método: Agora, considere que o dominé a
ser derrubado seja um qualquer, a partir do 1° da fila. Nesse caso, vemos que cairdao
apenas 0s dominds a partir deste. Isto é, se nossa proposicao P ¢ valida para algum

valor, serd para um n’ > 1 e a partir deste (mostre a Figura [3.5)).

40



3.8. DESENVOLVIMENTO DA ETAPA 11

100 A0A000-nan-
| eeeeeo il

Figura 3.5: Uma 3* versao do Método

Observe que uma proposiciao em N pode ser verdadeira a partir de um n’ > 1
(lembre da folha de tarefa anterior), e que para resolu¢ao desse problema, basta subs-
tituirmos o “1” (convencionado como primeiro dominé a cair) pelo n’ e pensarmos
analogamente a situagao anterior.

Assim, os alunos devem entender que provar P(n) é provar:

e Passo base: A veracidade da proposicao para um primeiro valor da sequéncia

M e / 2 ’ 2, .
que caird, agora o n . Isto é, P(n) é verdadeira.

e Passo indutivo: Concluir, supondo a validade para um valor qualquer n > n’,
a veracidade para o sucessor desse valor, o n + 1. Isto é, P(n) verdadeira =

P(n+ 1) verdadeira.

Observe que também podemos produzir essa situacio (4* versao do Método)
garantindo a queda de P(n" > 1) e supondo que caida a sequéncia P(n’ + 1), P(n’ +
2),...P(n), temos a queda de P(n + 1) (motre a Figura [3.6).
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[ A fnnn-

Figura 3.6: Uma 4* versao do Método

Resuma as situagoes acima apresentando e comentando o mapa conceitua]ﬂ a
seguir, Figura [3.7, que deverd ajudar no entendimento, passo a passo, do processo

de Indugao Matematica.

1 Ao observar que uma das maiores dificuldades dos alunos na disciplina de matematica estd
no fato de que estes, muitas vezes, s6 decoram os conceitos e costumam nao estabelecer as re-
lacoes entre os conceitos aprendidos, sugerimos esse mapa conceitual como um apoio na supe-
racdo dessa dificuldade. De modo geral, segundo MOREIRA em <http://www.if.ufrgs.br/ mo-
reira/mapasport.pdf>, mapas conceituais sdo diagramas que estabelecem relagdes entre conceitos,

ou palavras, que sao utilizadas para representar estes conceitos.
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[P(l) é verdadeira ?)
g

~

sim nao
De P(1) e P(n) P(a) onde a>1
[Chegamos P(n+1)? ]
' N, \
ndo sim sim

De P(1),P(2),...,P(n)
chegamos a P(n+1)?

Provamos P por
Indugdo Matematica

(—sim—[ De P(a) e P(n) ]

chegamos P(n+1)?

sim \ ne\Eo

ndo Sim — y'd
[ De P(1),P(2),...,P(n) J

chegamos a P(n+1)?

Figura 3.7: Processo de Indugao Matematica

Nesse momento, exposto o Principio da Inducao Matematica, aplique-o. Volte

n(n—3)

ao problema das diagonais e promova uma resposta a questao: “Serd D, = —

vélida para todos os poligonos convexos?”

3.8.2 Solucionando o Problema das Diagonais de um Poli-

gono Convexo

Lembre que o problema motivador inicial consistia em determinar o ndmero
de diagonais de um poligono qualquer, de n lados, e que, apos as investigacoes,

conjecturamos que:

Faca-os observar que a parte (i) dessa demonstragdo estd satisfeita, pois foi
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verificada na primeira folha de tarefas. Tendo em vista a satisfacdo do passo (ii) e

n(n—3
2

a resposta do nosso questionamento inicial (“Sera D,, = ) valida para todos os

poligonos convexos?”), aplique nossa terceira folha de tarefas.
E importante apresentar aos alunos o questionamento: Onde queremos che-

gar?; Isso deve levar ao desenvolvimento de estratégias para alcancarem D, ; =

(n+1)((n+1)-3)
I E—

Os alunos devem estar conscientes de que a demonstracao estara concluida,

quando conseguirem mostrar que um poligono de n+1 lados tem D,, .1 = w

diagonais, partindo do fato de que um poligono de n lados tem D,, = ”("2_3).

Sugestoes de Dicas para os Alunos

e Lembrem-se da tarefa realizada no 1° momento;

e Queremos chegar na validade de P(n+1). A estratégia para isso pode sair da

questao “como contar as diagonais?”;

e Asideias chaves estao nas figuras. A correta relacao entre elas podem concluir

a demonstracao.

44



Tarefa 3 — Resolvendo o Problema das Diagonais
Alunos(as):

1) De posse dos fatos expressos nos quadros seguintes, responda as questoes.

E possivel definir um poligono de n lados

Seja P o poligono de n+1 lados abaixo inscrito em P, tracando um segmento a partir de
v, dois vértices de lados consecutivos. Esse
,_,/" segmento é uma diagonal de P?
V2 ,-""fr - “""lﬁ+l
r
/"/’/ \‘\“-— -
~ i - -
VS ln_ - " \\\
‘-.“4 '\\_H ) -
x\\.."

Sabemos contar as diagonais do  poligono|Sabemos contar as diagonais que saem de Vn+1,
inscrito. Quantas? Quantas?

!

e mmEm - —————

-

E Possivel contar as diagonais de P a partir dos fatos acima? Se sim, descreva como.

Baseando-se nas situagdes acima, resolva o problema das diagonais. Isto é, prove a validade de
Dn+1.
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3.8.3 Solucionando os Problemas de Igualdade e Desigual-

dade

Pelo ja exposto, é de se esperar que os alunos ja tenham percebido a importancia
das fases que passamos para validar uma proposicao em N, para um sequéncia de

ntimeros naturais. Isto é:
e Investigacao de casos particulares;
e Observacao de regularidades que nos levam a conjecturas;

e Prova da validade da conjectura, tornando-a uma proposicao valida para uma

série de valores naturais.

Nesse momento, devemos voltar a exercitar a aplicacao do método, objetivando

a fixacao de seus passos bases.

e Parte (i) - passo base.

e Parte (i7) - passo indutivo.

Mas, antes de aplicarmos a préxima folha de tarefa, sugerimos que, de modo
expositivo e dialogado, seja feito a resolucao dos casos utilizados exemplos dos mo-
mentos anteriores que deverao esclarecer aos alunos as ideias “chaves” para aplicacao

do método.

Exemplo 3.3. Considere o valor da soma dos n primeiros nimeros impares na
sequéncia natural, isto €, 1 +3+54 ...+ (2n—1). Vemos que o valor da expressio

depende do n € N a ser tomado e conjecturamos que 1 +3+5+ ...+ (2n—1) =n? .

12 etapa: Investigacao de casos particulares (feita anteriormente).
22 etapa: Observagao de regularidades que nos levarao a conjecturas (ja reali-

zada).
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Seja P(n): 1+3+5+ ...+ (2n — 1) = n? para todo n € N.

3 etapa: Provando com o Principio da Inducao Matematica.

Parte (i): P(1) é verdadeira pois 1 = 12.

Parte (i7): Supomos que P(n) seja verdadeira para algum n.

Inicie com o questionamento: Onde queremos chegar? Deve ficar claro que
queremos chegar em 1 +3+5+...+ (2n—1)+ (2n+1) = (n+ 1)* . E para isso
contamos com 1 +3+5+...4+ (2n — 1) = n?

Tentaremos transformar a expressao que temos, na que queremos.
1+3+54+..+2n—1)=n>=143+5+...+2n—-1)+(2n+1) = (n+ 1)

Por escolha, vamos estudar o 2° membro da hipétese de Inducao e analisar o que
podemos fazer. Que operagao podemos executar nela para termos (n + 1)2?

Lembre que n?+2n+1 = (n+1)% e observe que uma alternativa pode ser somar
(2n 4 1) em ambos os membros da igualdade.

Observe também que poderiamos partir da analise do 1° membro.

Mostre que o P(n + 1) teria no 1° membro o 1 +3 + 5+ ... + (2n — 1) mais o
proximo numero impar depois de (2n — 1), isto &, (2n + 1).

Veja que, de todo modo, concluimos que uma boa estratégia é somar (2n + 1)

em ambos os membros da hipoétese de inducao. Fagamos:
e Somando (2n + 1):
1+34+5+..+02n—1)+2n+1)=n*+(2n+1)
e Reorganizando os termos:
14+34+5+..+2n—1)+2n+1) = (n+1)°

Mas, 1+3+5+..+(2n—1)+ (2n+1) = (n+ 1)? é nosso P(n + 1), conclua, por

Indugdo Matemética, que P(n) é verdadeira para todo nimero natural n.
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Agora, visando facilitar o entendimento da busca de estratégias e organizacao da
demonstragao, sugerimos a apresentacao com comentarios de um mapa conceitual,

como o apresentado a seguir na Figura [3.8

Buscando o Passo
Indutivo

no 1° membro
no 2° membro

— l ~
1+3+...+(2n+1) |€—como? —| 1+3+...+(2n-1) ;bemi _ como?
somar \
0 sucessor (n+1)2=n2+2n+1
impar de 2n-1 ;J
2n+1

é2n+1

estratégia

\

somar 2n+1 na hipdtese
de indugédo P(n)

«— estratégia

\

organizando as expressées

T

[1 +3+...+(2n-1)+(2n+1) j— conclusdo

n2 + (2n+1)
=(n+1)2

Figura 3.8: Passo Indutivo da Igualdade

Exemplo 3.4. Considerando as expressoes n® e 2n + 1, temos que seus valores
numéricos em relacao aos numeros naturais dependem do n € N a ser tomado.

Mostraremos que n? > 2n + 1 para n > 2 usando Indugdo Matemdtica.

12 etapa: Investigacao de casos particulares (feita anteriormente).
22 etapa: Observacao de regularidades que nos levardo a conjecturas. (feita
anteriormente).

32 etapa: Provando com o Principio da Inducao Matemética.

48



3.8. DESENVOLVIMENTO DA ETAPA 11

Seja P(n) : n? > 2n + 1 para todo natural n > 2.

Parte (i): P(3) é verdadeira, pois 32 =9 > 2.3 = 6.

Parte (i1): Supomos que P(n) seja verdadeira para algum n > 3.

Novamente, inicie com o questionamento: Onde queremos chegar? deve ficar
claro que queremos chegar em (n + 1)> > 2(n + 1) + 1. Para isso contamos com
n? > 2n 4+ 1 para n > 2.

Tentaremos, nesse momento, transformar a expressao que temos na que quere-
mos.

n?>2n+1=Mm+1)2>2(n+1)+1

Por escolha, vamos estudar o 2° membro da hipotese de Inducao e analisar o
que podemos fazer. Que operagao podemos executar nela para termos (n + 1) >
2(n+1)+17

Uma boa estratégia seria somar 2 em ambos os membros da nossa hipotese de
inducao e colocar em evidéncia, como a seguir:

n?+2>2n+1+2=2n+2+1=2(n+1)+1

Isso resolveu nosso problema para o 2° membro, mas nao nos levou a uma situacao
confortavel no 1° membro da expressao, pois teriamos que buscar uma maneira de
torna-la igual a (n+1)?, no entanto, o que sabemos de (n+1)? ¢ que pode ser escrita
como (n + 1) = n? + 2n + 1 (produto notavel), infelizmente nao como n? + 2.

Vamos entao partir do 1° membro e do fato (n + 1)? = n% +2n + 1.

Podemos ver que uma boa ideia seria usar essa expressao, mas o que podemos
fazer com nossa hipotese de inducao para obtermos a desigualdade esperada e o
(n + 1)% no 2° membro?

Ora, uma estratégia pode ser adicioar 2n + 1 em ambos os membros, isso com-
pletaria o quadrado no primeiro membro e deixaria 2n + 1 + 2n + 1 no segundo

membro, que reorganizado 2n + 2 4+ 2n = 2(n + 1) + 2n, contudo, isso ainda ndo
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é o que esperamos no 2° membro. Porém, 2n > 1, pois n > 2. Assim, corrigimos
nossa estratégia fazendo a troca de 2n por 1, o que nos deixaria com a expressao
que queremos.

Facamos:

e Somando 2n+1 em ambos os membros da hip6tese de indugao:

n+2n+1>2n++2n+1

e Reorganizando os termos:

(n+1)?>2(n+1)+2n

e Trocando 2n por 1:

(n+172>2(n+1)+1

Desse modo, conclua, por Indugao Matematica, que P(n) é verdadeira para todo
numero natural n > 2.

Agora, visando facilitar o entendimento da busca de estratégias e organizagao da
demonstracao, sugerimos a apresentacao com comentarios de um mapa conceitual

como o apresentado a seguir na Figura [3.9
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Buscando o
Passo Indutivo

no 22 membro
] D

4——como? ‘/sabemoiA T
2n+1 como?
\ l (n+1)2=n2+2n+1 l l —>( 2(n+1)+1
trocar 2n por 1

/
n+
\ N _— 2n+1
estratégia estratégia

T

somar 2n+1 na hipotese
de indugéo P(n) e trocar
2n por 1 no2° membro

no 1°© membro

organizando as expressdes

/ ~_
nrs2nen)=(n+1)? ) (20>1) (2n+1+@n+n=2n+1)+2n )

concluséo

Figura 3.9: Passo Indutivo da Desigualdade

Nesse momento, com a mesma metodologia, entregamos a terceira folha de tare-

fas para que os alunos exercitem o método e validem as proposicoes propostas.

Sugestoes de Dicas para os Alunos

Lembrem-se que onde queremos chegar é no P(n+1), entao definam estratégias

para isso, busque a partir do 1° ou do 2° membro das hip6teses de inducao.

e As operagoes basicas (multiplicacdo e divisdo) serao suficientes.

e Podemos somar ou multiplicar o mesmo valor natural em ambos os membros
da hipotese de inducao.
e Podemos escrever uma soma a partir de um produto 2z = x + x
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2 aparece no 2° membro de uma desigualdade de

e Numa expressao em que n
sinal >, podemos fazer a troca de n? por 2n+ 1 pois do caso exemplo sabemos

que n? > 2n + 1 para n > 2.
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Tarefa 4 — Solucionando os Problemas de Igualdade e Desigualdade

Alunos(as):

1) Considerando P(n): 2+4+...+2n=n(n+1), responda:

a) Que expressdo esperamos obter no segundo membro da igualdade acima para que o passo
indutivo da nossa prova seja satisfeito?

b) Sabendo que numa igualdade podemos adicionar o mesmo valor natural, desde que facamos em
ambos os membros da igualdade, que expressdo vocé adicionaria em P(n) para tentar satisfazer o
passo indutivo da nossa prova? Faca essa operacao.

c) E possivel fatorar a expressdo do segundo membro do item (b) ,de modo a obter a expressdo do
item (a)? Se sim, faca.

c) Organize os dados acima e conclua a demonstracdo de P(n). Isto é, mostre o passo indutivo.

2) Considerando P(n):2">n? para todo natural n>5, responda:

a) Que expressdao esperamos obter no segundo membro da desigualdade acima, para que o passo
indutivo seja satisfeito?
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b) Que valor natural vocé adicionaria (ou multiplicaria) em ambos os membros da desigualdade
2">n” para tentar satisfazer o passo indutivo da nossa prova? Faga essa operacao.

b) De posse do problema exemplo, onde foi provado que n°>2n+1 para n>3, e da hipétese de

inducdo, P(n):2">n” para todo natural n>4, que substituicdes podemos fazer tendo em vista a
satisfacdo do passo indutivo da nossa prova?

c¢) Organize os dados acima e conclua a demonstracao de P(n). Isto é, mostre o passo indutivo.
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3.9 Desenvolvimento da Etapa III

Nessa etapa, o aluno colocard em pratica, de maneira global, os conhecimentos
e os procedimentos aprendidos.

Lembramos que essa tarefa deverd ser realizada individualmente, sem consulta
ao material, que devera servir como indicador dos resultados de nossa sequéncia
didatica e como parte da nota da disciplina de Matemaética.

Apos organizagao da sala, os recursos materiais (lapis, borracha, transferidor e
folhas para rabiscos, que serao utilizados para a realizacao das atividades, bem como
a folha de tarefas, deverao ser entregues aos alunos. Na sequéncia, a Avaliacao Final
serd iniciada.

Sugerimos, também, que seja reservada 01(uma) aula a avaliagao final e que, na
aula seguinte, o professor faca suas consideragoes finais sobre o desenvolvimento das
atividades; realize a apresentacao dos resultados avaliativos, aos alunos; exponha
os pontos em que o trabalho foi bem sucedido; além de apontar as falhas para que
possam ser corrigidas, posteriormente.

Sugerimos 1 aula para a Avaliacao Final e que na aula seguinte o professor deva
fazer suas consideracoes finais sobre o desenvolvimento das atividades, a apresenta-
¢ao dos resultados avaliativos aos alunos, expondo onde o trabalho foi bem sucedido,

assim como onde ocorreram erros para que possam ser corrigidos posteriormente.

3.9.1 O problema dos Angulos Internos de um Poligono (Ava-
liacao Final)

Iniciamos com a seguinte pergunta: O que acontecera com os angulos internos de

um poligono convexo, conforme o ntimero de lados desse poligono seja aumentado?

Nosso problema motivador consiste em determinar a soma dos angulos internos

de um poligono convexo qualquer. A partir de investigagOes, esperamos que oS
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alunos cheguem a conjecturar que:

S, = (n —2).180°

O alunos deverao reconhecer que estao tratando de uma proposicao em N e que
o ‘Principio da Indugao Matematica’ pode ser aplicado.

Esperamos que eles saibam que a demonstracao estara concluida quando con-
seguirem mostrar que um poligono de n + 1 lados tem S, 1 = ((n + 1) — 3).180°,
partindo do fato de que um poligono de n lados tem S, = (n — 2).180°.

Observamos que a parte (i) da prova sera trabalhado na atividade 1 e a (i7) na
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Tarefa 5- Investigando a Soma dos Angulos Internos de um Poligono Convexo

1) Usando lapis e transferidor, meca e determine a soma dos angulos internos de cada poligono a

seguir:

/ \
S(3)= S6)=
S(4)= S(7)=
S(5)= S6)=

2) Organize os dados acima na tabela a seguir e preencha a terceira coluna, baseando-se nos
resultados das duas primeiras.

Numero de lados do
poligono (n)

Soma dos angulos internos Sn do
poligono de n lados

Fatoracdo de Sn em fungdo de n
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3) Que conjectura vocé pode fazer acerca de Sn ?

4) De posse dos fatos expressos nos quadros seguintes, responda as questoes.

Seja P o poligono de n+1 lados abaixo.

E possivel definir um poligono de n lados
inscrito em P tracando um segmento a partir de
dois vértices de lados consecutivos. Essa
construcdo gera duas figuras, quais?

Sabemos a soma dos angulos internos do
poligono inscrito em P. Qual € esse valor?

Sabemos a soma dos angulos internos da outra
figura? Qual é esse valor?.

E possivel somar os angulos internos de P? Se sim, descreva como.

Baseando-se nas situacOes acima resolva o problema da soma dos angulos internos do poligono P.

Isto é, prove a validade de Sn+1.
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Capitulo 4

Sugestoes de Aplicacoes ao Longo do

Ensino Médio

Com o intuito de fazer com que o método nao seja esquecido como um contetido
sem importancia - do tipo que é visto em determinada série e nao mais é usado
em momento algum - fizemos uma lista, com algumas demonstracoes, que os pro-
fessores poderao usar como subsidio para elaboracao de outras abordagens; para
o desenvolvimento de atividades com objetivo similar ao nosso; ou, simplesmente,
para executd-las em momentos oportunos.

Observamos que a ordem a seguir é uma sugestao baseada em programas de
matematica, encontrados em livros didaticos - que de costume separam os contetidos
do Ensino Médio em trés livros, correspondentes as trés séries desse nivel de ensino - e
que pode ser adaptada pelo professor, de acordo com as necessidades e caracteristicas
de cada turma.

Esclarecemos que, nas demonstragoes seguintes, iniciaremos com a exposicao de
resultados ja aceitos e, a partir de uma sequéncia de deducoes logicas, detalhada-
mente explicadas, concluiremos a generalizacao da proposicao em questao, através

de Inducao Matemaética.
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4.1. APLICACOES NA 1* SERIE DO ENSINO MEDIO

E importante ressaltar que as proposicoes que apresentaremos, a seguir, cos-
tumam ser abordadas de modo expositivo e “validadas” apenas com verificagoes
particulares, realizadas pelos professores (até mesmo em livros didaticos desse nivel
de ensino) e, as vezes, com generalizagoes apressadas que pouco acrescentam em
rigor e fortalecimento das verdades matematicas no pensamento dos alunos. De-
sejamos que a mencionada lista possa contribuir , através de subsidios relativos a
demonstragoes , para o sucesso de interessados em mudar esse contexto e amenizar

as dificuldades encontradas no processo de ensino - aprendizagem do Ensino Médio.

4.1 Aplicacoes na 12 série do Ensino Médio

Para esta série de ensino, apresentaremos uma aplicacao no estudo de conjuntos
(calculo do nimero de subconjuntos de um conjunto finito) e outras no estudo de
fungoes cujo o dominio é o conjunto dos niimeros naturais (Progressoes Aritméticas

e Geométricas).

Proposta de Aplicacao 1. Um conjunto com n elementos tem 2" subconjuntos.

Demonstracao: Seja P(n):Um conjunto com n elementos tem 2" subconjuntos.
Parte (i): Se n = 0, entdo o conjunto é vazio e s6 tem ele proprio como subcon-
junto. Assim, tem 1 = 2° subconjunto.
Parte (i1): Defina o conjunto X com n+ 1 elementos (obviamente X — {z;} tem

n elementos).

X = {$1>$27 ---7$n+1}
Suponha x; como um elemento de X e considere os fatos a seguir:
1. Um subconjunto de X contém ou nao x;,

2. Aqueles que ndo contém z; sdo subconjuntos de X — {z;};
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3. Qualquer subconjunto Y C X — {z;} pode ser associado a um subconjunto

Y | J{z;} de X que contém z;.

Observe que os fatos acima nos dizem que existem tantos subconjuntos de X
que contém x; quanto os que nao contém. Assim, concluimos que o ntmero de
subconjuntos de X é o dobro do nimero de subconjuntos de X — {z;}, que pela
hipotese de inducdo, é 27. Assim, X tem 2.2" = 2"*! subconjuntos.

Logo, por Inducao Matematica, um conjunto com n elementos tem 2" subcon-

juntos. [

Definicao 4.1. Uma Progressao Aritmética € uma sequéncia de niimeros, onde cada
termo, a partir do sequndo, € obtido somando ao termo anterior uma constante r,

chamada de razao da Progressao Aritmética.

Isto é, se f(1) = a; entdo:
f2)=a+r=a=1r
fB)=a+r+r=a+2r
f@)=a+r+r+r=a+3r

Dai, percebemos que f(n) = a; + (n — 1).r. Vejamos a seguir a demonstracao

desse fato.

Proposta de Aplicagao 2. O termo geral de uma Progressao Aritmética de pri-

meiro termo ay e razio r € f(n) = a; + (n — 1).r qualquer que seja o n natural.

Demonstracao: Seja P(n): f(n) = a; + (n — 1).r qualquer que seja o n natural.
Parte (i): Se n = 1, ja esta verificado acima, f(1) =a; =a; + (1 —1).r.
Parte (i1): Assuma f(n) = ay + (n — 1).r para algum n. Mas nosso f(n+ 1) =
f(n) 4+ r, pela definicao de f.
Substituindo f(n) por a; + (n — 1).r, temos:
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fln+1)=a;+(n—-1)r+r.

Agora, pondo r em evidéncia e reorganizando os termos, temos: f(n + 1) =
ai+n—1r+r=a+((n—-1)+1)r=a +nr.

Logo, por Indugao Matematica, f(n) = a; + (n — 1).r para todo n. |

Definicao 4.2. Uma Progressio Geométrica é uma sequéncia de niumeros, onde
cada termo, a partir do sequndo, € obtido multiplicando ao termo anterior uma

constante q, chamada de razao da Progressao Geométrica.
Isto &, se f(1) = a; entdo:

f2) =a1.g=ar.¢'

f(3) =arq.q=a1.¢?

f4) =aqqq=aq

1

Dai, percebemos que f(n) = a;.q""'. Vejamos a seguir a demonstragao desse

fato.

Proposta de Aplicagao 3. O termo geral de uma Progressao Geométrica de pri-

meiro termo ay e razio q € f(n) = a;.¢q""' qualquer que seja o n natural.

Demonstragao: Seja P(n): f(n) = a;.¢"! qualquer que seja o n natural.
Parte (i): Sen =1, f(1) = a; = a;.¢q' 7', a féormula é obviamente valida..

Parte (i1): Assuma f(n) = a;.¢" ! para algum n. Mas, nosso f(n+1) = f(n).q,
pela definicao de f.

Substituindo f(n) por a;.q"!, temos:

fn+1)=a;.¢" '.q.
Agora, juntando as poténcias e reorganizando os termos, temos: f(n + 1) =
n—1+41

a1.¢q" t.g=aq =a1.q".

Logo, por Indu¢ao Matematica, f(n) = a; + (n — 1).r para todo n. |
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4.2 Aplicacoes na 22 série do Ensino Médio

Para esta série, apresentaremos algumas demonstragoes voltadas para o estudo
de anélise combinatéria (Principio Fundamental da Contagem, férmulas para per-

mutagoes, arranjo, combinagoes e Binomio de Newton) e uma aplicagdo em Matrizes.

Proposta de Aplicacdo 4 (Principio Fundamental da Contagem). Considere os

r conjuntos:
o A = {al, az, ..., am} com ny elementos;

o Ay = {b1,bs, ..., by, } com ny elementos;

o A, ={21,22,...,2,,} com n, elementos.

Entao, o numero de sequéncias de r elementos do tipo (a;,b;,...,2,), onde a; €

Al, bj S AQ, <y Zp S AT é ni.ng.. Ny

Demonstragao: Seja P(n): X = {(ai,bj, ..., w,—1);a; € A1,b; € As.wy € Ay}
tem nqi.ns...N,.
Parte (i): Se r =2, entdo X ={(a;,b;);a; € Ay e b; € Ay}

Facamos a contagem dos elementos de X:

e IMixando a; e variando o b;, contaremos ny pares ordenados;

e INixando ay e variando o b;, contaremos ny pares ordenados;

e I'ixando a,, e variando o b;, contaremos ny pares ordenados.

Como temos n, filas cada uma com n, elementos, obviamente X tem nj.no
elementos. Ou seja, existe n;.ng pares ordenados da forma (a;,b;) onde a; € A; e

b; € As.
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Parte (ii): Supomos que para um r — 1 > 2, P(r — 1) é verdadeira. Defina
X = {(a;,bj,...,w,—1); a; € Ay, b; € Ay ..w, € A1} com r — 1 elementos e

considere os fatos a seguir:
1. Existem nj.ny...n,—; sequéncias dessas (hipotese de indugao).

2. Cada sequéncia do tipo (a;, bj, ..., wy, z;) consiste em uma sequéncia (a;, b, ..., wy)

e um elemento z; € A,, onde A, tem n, elementos.

Mas pela parte (i), (i7) e os fatos acima, temos que o nimero de sequéncias
((as, by, ..., wy), z1) = (a;, by, ..., wy, z) onde a; € Ay, b; € Ay, ...,w, € Ay, 2 € A, €
NN N1 Ty

Logo, por Inducao Matematica, X tem ny.ny...n,_; elementos. Isto é, exitem

ning...n,—1 sequéncias do tipo (a;,bj, ..., wy) onde a; € Ay,b; € As..wp € A1 B
Proposta de Aplicagao 5. O numero de permutacoes de n elementos é P, = n!

Demonstracao: Seja P(n): O nimero de permutacoes de n elementos é P, = nl.

Parte (i): Se n =1, temos 1 = 1! permutagao. Logo P(1) é verdadeira.

Parte (ii): Supomos que para n > 0, P(n) seja verdadeira.

Defina X = {z1, 9, ..., %y, Tps1} com n+ 1 elementos (Assim X — {x,,1} tem n
elementos).

Escolhamos o elemento x,,; de X. Ao acrescentarmos o elemento x,,; entre
os elementos de cada permutagao dos elementos de X — {z,1}, estamos contando
as permutacoes distintas dos elementos de X. Observe que podemos inserir x,.1
de n + 1 maneiras distintas em cada uma das P, permutacgoes dos elementos de
X —{x,11}. Assim, as permutagoes dos elementos de X sao (n+1).P, = (n+1)n! =
(n+ 1)L

Logo, por Indugdo Matematica, P(n) é verdadeira para todo nimero natural

n. [ |
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Proposta de Aplicagao 6. O nimero de Arranjos de m elementos tomados n a

néAn, = =]

Por conveniéncia, usaremos a forma A,,,, = m.(m — 1)(m — 2)...,(m —n+1) e

procederemos usando Inducao matematica sobre n.

Demonstracao: Seja P(n): O nimero de Arranjos de m elementos tomados n a n é
m.(m —1)(m —2)... ., m —n+1)

Parte (i): Sen =1entdo A,,; =m = (m —1+1) e a férmula esta valendo.

Parte (i7): Supomos que A, ,, = m.(m—1)(m—2)...(m—n+1). paral <n < m.
Mostraremos que A, 11 = m.(m —1)(m — 2)...(m — n).

Observe que ao tomar os arranjos de m elementos tomados n a n, acrescentando
ao final de cada um deles um dos m — n elementos restantes, estamos obtendo os
arranjos de m elementos tomados n + 1 a n 4+ 1. Além disso, os arranjos de m
elementos, tomados n + 1 a n + 1 desse modo, sao distintos e qualquer arranjo de
m elementos tomados n + 1 a n + 1 figura entre estes.

Assim, concluimos que o nimero de arranjos dos m elementos, tomados n + 1 a
n+1éA,,.(m—n)=m(m—1)(m-—2)..,(m—n-+1).(m—n), como queriamos.

Logo, por indugdo Matematica, A,,, = m.(m — 1)(m — 2)...(m — n + 1) que

reorganizada para a notacao fatorial fica A,,, = #Ll)' [

Proposta de Aplicacao 7. O nimero de combinacoes de m elementos tomados n

an éCnmy = (m—nT!L)!TL!
m(m—1)(m—2)...(m—n+1)
1.2.3..n

Por conveniéncia, vamos tomar C,, ,, =

Demonstragao: Seja P(n): O nimero de combinacoes de m elementos tomados n a

m(m—1)(m—2)...(m—n+1)
1.2.3..n

né
(m—141)
1
m(m—1)(m—2)...(m—n+1)
1.23..n

Parte (i): Se n =1 entdo Cy,; = m = e a formula esta valendo.

Parte (ii): Supomos C,, ,, = para um 1 < n < m. Mostra-

m(m—1)(m—2)...(m—n)
1.2.3 n.(nt1)

remos que Cy, i1 =
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Ao tomar as combinacoes de m elementos tomados n a n, acrescentando ao final
de cada uma delas, como o n+1 - ésimo elemento, um dos m —n elementos restantes,
cobrimos todas as combinagoes de m elementos tomados n+1 a n+1. Fica claro que
ao utilizarmos as combinagoes do modo acima, contamos C,, ,,.(m —n) combinagoes.
Porém, esse modo de contar considera cada uma das combinagoes aparecendo, cada
uma delas, n + 1 vezes.

Por exemplo: {ai,as,...,a,41} é obtida quando colocamos

a; em {G27 as, ..., an+1}

Qg em {al,@:s, '-'7an+l}

az em {ay, ag, ay, ..., Any1}

anyr em {ay, Gz, ay, ..., Gy}

Dai, para contarmos o nimero correto de combinagoes de m elementos, tomados
n+1an+ 1, basta usarmos a contagem C,,,.(m — n) e excluirmos os conjuntos

contados a mais, isto ¢, dividir C, ,,.(m —n) por n + 1.

Cm,n.(m—n) _ m(m—1)(m—2)..(m—n+1).(m—n)
n+1 1.2.3...n.(n+1) ’

Assim, o nimero correto de combinagoes é Cyy, 11 =

como queriamos.
m(m—1)(m—2)...(m—n+1)

Logo, por inducao Matematica, Cy,,, = R que, reorganizada
para a notacao fatorial, fica C,,,, = (m_Ln'),n, [ |

Definigio 4.3. Chamamos de Triangulo Aritmético de Tartaglid'| - Pascal ao quadro

abaizo, formado com os diversos valores de Cy, ,, = (:?)

!Tartaglia, Nicolo Fontana (1500-1557), matematico italiano.
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Proposta de Aplicagio 8 (Teorema das Linhas no Triangulo Aritmético). (§) +

(1) + ...+ (%) = 2" para todo natural n

Demonstracao: Ora, a expressao do 1° membro representa a contagem dos sub-
conjuntos de um conjunto com n elementos (provado por Inducdo Mateméatica na

Proposta de Aplicagao 1, pagina que é 2" para todo natural n. [

Proposigao 4.1 (Relagao de Stifel). (’Zj:ll) = (") + (n’ﬁl)

Demonstracao: Definamos o conjunto A com m + 1 elementos onde um dos quais é
x.

Observe que o nimero de subconjuntos de A com n + 1 elementos é Cy,11p41 =

(m+1

n+1), mas esses subconjuntos também podem ser contados considerando subcon-

juntos de A com n + 1 elementos onde z figura, C,,,, = (ZL), mais os subconjuntos
de A com n + 1 elementos onde z nao figura, Cy, 41 = (nz’:l)

Assim, (7;:11) = (") + (nﬁl), como querfamos. [

Proposta de Aplicagao 9 (Binomio de Newton). Dados dois nimeros reais, a e

b, e um numero natural n, tem-se que:

n

(a+b)" =3 : R (4.1)

k=0
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n
Demonstragao: Seja P(n): (a+b)" = ZZ:O ar—kpk
k

Parte (i): Fazendo n = 1 em (4.1, temos (J)a't® + (})a’b' = a+b = (a +b)".
Logo, P(1) é verdadeira.

Parte (ii): Supondo [4.1] valida para n.

Multiplicando por a e b separadamente, temos:

ala +b)" =a"t + (Tf) a"b+ (Z) a4+ (n ﬁ 1) a’b" !+ (Z) ab™ (4.2)

bla+b)" =a"b+ (Tf) a" b+ L+ (n i 2) a’b" ! + (n 7_L 1> ab™ + o't (4.3)
Agora, somando membro a membro, (4.2)) com , ficamos com:
ala+b)"+bla+b)" = a™ +a"b+ (1) a"b+ (1) a2 (5) a0 44 (") a?br T+
(,"5)a®"t + (M)ab™ + (") ab™ + b+

que reorganizada fica:

(a+b)(a+b)" = ("g)a™ +((5) + ())a"b+ ((}) + (2))a" 0" + .. + ((7) +
(u1))ab" + ("5 )b+t

Assim, finalizando com o uso da relagao de Stifel, concluimos que:

(a0 = (P (7 () (b (2

Logo, por Indu¢ao Matematica, segue que P(n) é verdadeira para todo nimero

natural n. u

Proposta de Aplicacao 10. Se A ¢ uma matriz invertivel entdo, para todo o n

natural A™ € invertivel e (A")~! = (A71)"

Demonstragdo: Seja P(n): A é uma matriz invertivel =A™ ¢ invertivel e (A")~! =
(A=)

Parte (1): Se n =1, temos que A' = A e usando as operagoes basicas temos

Agora, considere as seguintes propriedades:
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1. Antl = A" A,
9. A1 = (A1)
3. Se A e B sao invertiveis, entdao A.B também ¢ e (A.B)™' = (B~1. A7)

Parte (ii): Suponhamos a afirmagdo valida para algum n > 1. Usando as proprie-
dades 1 e 2, podemos escrever A"™! como produto de A e A", mostrando que A"}

é inversivel por ser um produto de matrizes inversiveis.

Al = A" A

Agora, com o uso da propriedades 1, 2, 3 e da hipotese de inducao (A")~! =

(A~H", fazendo as devidas substitui¢oes, mostramos a identidade (A"™1) =1 = (A~1)n+L,

(A1) = (A A) = (A LA = (AT AT = (AT (AT = (A

Assim, por Indugao Matematica, A" ¢ invertivel e (A")~! = (A~!)" para todo

natural n. [ |

4.3 Aplicacoes na 32 série do Ensino Médio

Finalizamos nossa lista, apresentando demonstracoes de resultados classicos de
niumeros complexos (Teorema de De Moivre) e polindmios (teorema das raizes e
Algoritmo de Euclides para Polinomios), que sao temas centrais dessa série de ensino.

Aos interessados em questoes de olimpiadas, separamos outras aplicacoes oriundas

do banco de questdes da OBMEP (veja APENDICE B, pagina .

Proposta de Aplicagao 11 (Teorema de De Moivre). Se z = a(cos(t) + isen(t))

um nimero complexo e n um natural, entdo z" = a™.(cos(nt) + isen(nt)).
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Demonstracao: Seja P(n): 2" = a"(cos(nt) + isen(nt)) para todo natural n.

Parte (i): Se n = 0, entao 2° = 1 = a°.(cos(0.t) + isen(0.t)) = 1.(1 +1i.0) =
1.(1+0) = 1. Assim, P(1) é verdadeira.

Parte (it1): Supomos que para um n > 0, P(n) seja verdadeira.

Multiplicando ambos os membros de 2" = a™(cos(nt) + isen(nt)) por z =
a(cos(t) + isen(t)), temos:

2"z = a"(cos(nt) + isen(nt))a(cos(t) + isen(t))

Agora, desenvolvendo o produto e reorganizando os termos:

2" = " cos(nt).cos(t) +isen(t)cos(nt) +isen(nt)cos(t) +i*sen(nt)sen(t)] =
[cos(nt).cos(t) — sen(nt)sen(t) +isen(t)cos(nt) 4 isen(nt)cos(t)] = [cos(nt).cos(t) —
sen(nt)sen(t) + i(sen(t)cos(nt) + sen(nt)cos(t))]

Finalizando, aplicando as identidades trigonométricas cos(z+y) = cos(z)cos(y)—
sen(z).sen(y) e sen(x + y) = sen(x)cos(y) + sen(y).cos(x), concluimos que:

2" = @ eos(nt + t) + isen(nt + t)] = a"cos((n + 1)t) + isen((n + 1)t)]

Logo, por Inducao Matematica, 2" = a".(cos(nt) + isen(nt)) para todo natural

n. |

Proposta de Aplicagao 12. Um polindmio de grau n tem, no mdximo, n raizes

reais.

Demonstragao: Seja P(n): Um polinémio f de grau gr(f) = n tem no maximo n
raizes.

Parte (i): Se n = 0 entao estamos falando do polindmio constante, que ndo tem
raizes. Logo P(0) ¢ verdadeira.

Parte (i1): Supomos que para n > 0, P(n) seja verdadeira. Definamos o polind-
mio f(z) = (z — a)*g(z) com gr(f) = n+ 1, onde a é uma raiz de multiplicidade
k > 0. Mostraremos que esse polinomio tem no maximo n + 1 raizes.

Considere a sequéncia de fatos a seguir:
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1. Como g é ndo nulo e n 4+ 1 = gr(g) + k, temos que gr(g) é no méximo n (g

tem grau menor que n + 1);
2. Se f nao tivesse outra raiz além de a, nada teriamos a demonstrar.

Agora, vamos supor que b seja outra raiz de f, dai f(b) = (b — a)*g(b) = 0 e,
consequéntemente, g(b) = 0, isto é, b tem que ser raiz de g. Como o gr(g) < n segue
que seu nimero maximo de raizes é n, pela hipotese de inducao. Assim o nimero
méaximo de raizes de f é n + 1.

Logo, por Inducao Matematica, segue que um polinomio de grau n tem, no

maximo, n raizes. L

Proposta de Aplicagdo 13 (Algoritmo de Euclides para Polinomios). Sejam a
e b dois polindmios com coeficientes reais e b # 0. Entao existem polindmios com

coeficientes reais q e v, com r = 0 ou grau de r menor que o grau de b tais que:
a=0bq+r

Além disso, q e r estdao determinados de modo inico.

Demonstracao: Comecaremos mostrando a existéncia de g e r, para isso demonstra-
remos em duas partes (I e II).

Parte I da existéncia: Se a = 0 ou gr(a) < gr(b), basta colocarmos ¢ = 0 e
r = a, estd mostrado que existem esses q e 7.

Parte II da existéncia: Se gr(a) > gr(b), procederemos usando Indugao Mate-
maética sobre n = gr(a).

Parte (i) da Indu¢do Matemdtica: Note que gr(a) = 0 acarreta que a e b # 0 sdo
polindmios constantes. Logo, basta tomarmos ¢ = ¢ e r = 0. Assim, fica mostrado
que para n = 1 a proposicao é verdadeira.

Parte (i1) da Indugdo Matemdtica: Supomos verdadeira para gr(a) = n.
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Seja os polinémios nao nulos ¢ = a,2" + a,_12" ‘... + ay de grau n, b =
by @™ + by 1™ L. 4 by de grau m. Mostraremos a validade da proposicao para um
polinomio ¢ = ¢, 12" + ¢, 2" + ... + ¢y de grau n + 1.

Definamos d = ¢ — c;—?x"“""b. Observe que, desse modo, gr(d) < n, assim,
pela hipotese de inducao, d = bg + r onde r = 0 ou grau de r menor que o grau de

b. Mas, podemos escrever ¢ = d + "1™} e substituir d = bg + . Isto é:

c=bq+r+ —CZH R )

Dai, reorganizando os termos, temos que ¢ = b(q + C;;—:lx”“_m) +rcomr =0
ou grau de r menor que o grau de b, como queriamos.

Logo, por Inducao Matemaética, segue que existem g e r nas condi¢oes do enun-
ciado para todo natural n.

Agora, mostraremos a unicidade de ¢ e r:

Suponhamos a = bq + r e a = bg; + r1, nas condigoes do teorema. Mas, dai
terfamos b(q — q1) = (1, — r) com gr(b(q — ¢q1)) > gr(r1 —r) e b dividindo r; — r, o

que 80 é possivel se r1(z) —r(z) = 0. Logo, 1 = r e, consequentemente, ¢ = ¢;. W
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Folhas de Registros
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SUGESTOES DE FICHAS PARA REGISTROS DAS ATIVIDADES
DESENVOLVIDAS

Ficha de Registro para Avaliacao do Grupo - Etapal

Aluno(a) 1:

Aluno(a) 2:

Aluno(a) 3:

Graduacao de execucao da proposta Totalmente

Parcialmente

Nao

Os alunos investigaram, corretamente, 0s
valores propostos?

Foram capazes de fazer observacoes de
padroes?

Elaboraram uma conjectura plausivel?

Observacoes:

Ficha de Registro para Avaliacao do Grupo - Etapa II

Aluno(a) 1:

Aluno(a) 2:

Aluno(a) 3:

Graduacao de execucdo da proposta

Totalmente

Parcialmente

Nao

Os alunos compreenderam as duas partes do
método?

Definiram onde queriam chegar?

Estabeleceram relacdes entre os fatos
expostos, buscando alcancar o passo indutivo?

Conseguiram expressar algebricamente as
relacdes, concluindo uma demonstracao de
forma organizada?

Observacoes:
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Ficha de Registro para Avaliacdo individual do Aluno - Etapa III

Aluno(a) 1:

Grupo:

Graduacdo de execucdo da proposta

Totalmente

Parcialmente

Nao

O aluno investigou, corretamente, os valores
propostos?

Foi capaz de fazer observacées de padroes e
elaborar uma conjectura plausivel?

Estabeleceu relacées entre os fatos expostos
buscando alcancar o passo indutivo?

Conseguiu expressar algebricamente as
relacdes concluindo uma demonstracao
organizadamente?

Observacoes:

Ficha de Registro para Avaliacao individual do Aluno - Etapa III

Aluno(a) 2:

Grupo:

Graduacao de execucdo da proposta

Totalmente

Parcialmente

Nao

O aluno investigou, corretamente, os valores
propostos?

Foi capaz de fazer observacoes de padroes e
elaborar uma conjectura plausivel?

Estabeleceram relagGes entre os fatos expostos
buscando alcancar o passo indutivo?

Conseguiram expressar algebricamente as
relacoes concluindo uma demonstracao
organizadamente?

Observacoes:

Ficha de Registro para Avaliacao individual do Aluno - Etapa III

Aluno(a) 3:

Grupo:

Graduacao de execucdo da proposta

Totalmente

Parcialmente

Nao

O aluno investigou, corretamente, os valores
propostos?

Foi capaz de fazer observacées de padroes e
elaborar uma conjectura plausivel?

Estabeleceu relacées entre os fatos expostos
buscando alcancar o passo indutivo?

Conseguiu expressar algebricamente as
relacoes concluindo uma demonstragao
organizadamente?

Observacoes:
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Apéndice B
Inducao Matematica e a OBMEP

Apesar de nao ser comtemplada nos curriculos escolares, a Inducao Matemaética
costuma ser cobrada na OBMEP, em provas de 2* fase do nivel 3 (Ensino Médio).

Almejamos, nessa secao, fornecer uma fonte de problemas, extraidos do Banco
de questoes da OBMEP [4], para professores interessados em preparar seus alunos

para esse tipo de avaliacao.

Problema Olimpico 1 (OBMEP- Nivel 3 - Maior Divisor Impar). Seja n um
numero inteiro positivo. Para cada um dos inteiros n + 1,...,2n considere o seu

maior divisor impar. Prove que a soma de todos estes divisores é igual a n?.

Solugao: Usaremos a 1* forma do Principio da Inducao Matematica. Chamemos
de S,, a soma dos maiores divisores impares dos nameros n + 1, ..., 2n.

Seja P(n): A soma dos maiores divisores impares dos ntimeros n + 1,...,2n é
S, =n?.

Parte (1): Se n =1, temos o inteiro 1 + 1 = 2 cujo tnico divisor inteiro impar é
1=12=235,.

Parte (ii): Supomos que seja verdade para n, isto é, S,, = n? seja a soma dos

maiores divisores impares dos nimeros n + 1, ..., 2n.
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Se queremos calcular S, 11 , que é a soma dos maiores divisores impares dos

numeros
n+2,n+3,..,2n,2n+1,2(n + 1),

como n+ 1 e 2(n+ 1) tém os mesmos divisores impares, isto é equivalente a somar

os maiores divisores impares de
n+2n+3,...,2n+1,n+1

que é igual a S, + (2n +1). Assim, S,11 =S, +(2n+1)=n?+2n+1= (n+ 1)~
Pelo Principio da Indugdo Matemética, segue que P(n) é verdadeira para todo

numero natural n.

Problema Olimpico 2 (OBMEP - Nivel 3 - Soma de Poténcias). .

(a) Mostre que a identidade abaizo é sempre verdadeira:
a"™t + 0"t = (a+b)(a" + b") — ab.(a" ! + 077,

(b) Sejam a e b nimeros reais tais que a +b = 1 e ab = —1. Mostre que o

nimero a'® 4+ b0 ¢ inteiro.

Solugao do item (a):

Observe que

(a+Db)(a™ +b") = a™ + ab™ + ba™ + b = @™ + 0" 4 ab(a™t + b

Dai, "™ + b"™! = (a + b)(a™ + b") — ab.(a™' 4+ b"71).

Solugao do item (b):

O exercicio pede para mostrar que f, = a™ + b" é inteiro para n = 10, iremos
mais além e mostraremos que f,, = a”™ + b" é inteiro para todo n natural e para isso

usaremos Inducao Matemaética.

Seja P(n): f, = a™+ b™ é inteiro para todo n
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Parte (i): fi =a+b=1 que é inteiro. Logo P(1) é verdadeira

Parte (ii): Supomos que para n > 1, P(n) seja verdadeira. Mas pelo item (a),
a™t + ot = (a4 b)(a" +0") — ab(a" "t 4+ b"71)
=1.(a"+0") — (=1)(a" "t + b1
=1.(a" +b") + (a" 1 +b"71)
mas, pela hipotese de indugao, (a™+b") e (a"~! +0b""1) sao inteiros, logo, a™*! +
b"*! ¢ uma soma de inteiros e, portanto, é inteiro.
Assim, por Indu¢ao Matemaética, segue que P(n) é verdadeira para todo nimero

natural n.

Problema Olimpico 3 (OBMEP - Lendo os pensamentos de Ivan). Sergio pediu
para Ivan pensar em um niumero inteiro positivo. Depois, pediu para Ivan calcular
a soma de seus algarismos e, finalmente, elevar ao quadrado o resultado. Sem falar
o numero em que pensou inicialmente, Tvan contou que obteve como resultado final
x. Mostre a Sergio como chegar as sequintes conclusoes:

a) Se Ivan tivesse pensado em um nimero com 3 ou menos algarismos, entdo x
seria menor do que 730 .

b) Se Ivan tivesse pensado em um nimero com 4 algarismos, entao x seria menor
do que o nidmero no qual Ivan pensou.

c¢) Se Ivan tivesse pensado em um nimero com 5 ou mais algarismos, entdo x
seria menor do que o numero que Ivan pensou.

Sergio fez depois o sequinte: Considerou o nimero x que Ivan disse, calculou a
soma dos seus algarismos e elevou ao quadrado o resultado. Quando Sergio falou
para Tvan o numero que obteve, Ivan disse com surpresa que esse foi o numero que
havia pensado.

d) Determine todos os possiveis valores para o nimero que Ivan pensou.

Solugao do item (a):
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Se Ivan tivesse pensado em um nimero com 3 ou menos algarismos, a soma de
seus algarismos seria no maximo 9+ 9 4+ 9 = 27 . Entao o ntimero final de Ivan z
seria no maximo 272 = 729.

Solugao do item (b):

Se Ivan tivesse pensado em um ntmero com 4 algarismos, digamos abcd, entao
= (a+b+c+d)?. Distinguimos duas possibilidades.

Primeiro, se a = 1 , entao
r<(14+9+9+9)* =784 < abcd.
Agora, se a > 2, entao
< (94+9+9+9)*=1296 < abcd.

Em qualquer um dos casos, x < abcd.

Solugao do item (c):

Suponhamos que Ivan pensou em um nimero com n > 5 algarismos, digamos
A1G3...0y.

Dai, z = (a; + az + ... + a,)? . Logo,

r<(9+9+9..9)?% = (9.n)* = 81.n° (B.1)

Observe que

10" < ayay...a, (B.2)

Entao, para mostrar que x < ajas...a, basta mostrar que, para todo inteiro n > 5

temos:

81.n% < 10"* (B.3)
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e usar (B.1]) junto com (B.2).

Para mostrar (B.3)), procederemos por indugao.
Seja P(n): 81n? < 10"~! paran > 5

Parte (i): Paran =5, temos
81.5% = 1755 < 10000 = 10°~*

Parte (i1): Suponhamos entao que essa desigualdade é valida para algum inteiro

n > 5, ou seja,

81n* < 10™! (B.4)

Vamos mostrar que ela é valida para n + 1 . Observemos que, por ser n > 5 , entao

81(n +1)* < 81(2.n)* = 4(81n?) (B.5)

Usando a hipotese de inducao (B.4]) vemos que

4(81.n%) < 4(10"1) (B.6)

Como 4 < 10 vemos que a ultima expressao em & menor do que 10.10"1 = 10",

Isto é,

410" < 10.10" = 10"

De (B.5), e da altima observacao, obtemos que

81(n +1)% < 10(+H-1
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Isto conclui a prova por induc¢ao e P(n) é, portanto, verdadeira.

Solugao do item (d):

Seja I o nimero pensado por Ivan. Vamos mostrar que I < 730 . Suponhamos
que nao seja assim, isto é que I > 730. Como [ é o ntmero final obtido por Sergio
a partir de z, podemos aplicar a parte (a) (para Sergio em lugar de Ivan) e concluir
que = tem 4 ou mais algarismos. Logo, usando as partes (b) e (c) para Sergio
concluimos que x > I. Em particular, x > 730 . Pela parte (a), sabemos que entao
I deve ter 4 ou mais algarismos. Logo, usando as partes (b) e (¢) concluimos que
I > x. Chegamos assim a uma contradi¢ao. Fica provado entao que I < 730 .

Além disso, como [ é o nimero final de Sergio, entao I é um quadrado perfeito.

Finalmente, basta verificar quais dos valores em 12,22, 32,262 e 272 = 729 pode
I tomar. Depois dessa verificacao vemos que os possiveis valores para ontimero que

Ivan pensou sao 1,81, 169 e 256.
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Apéndice C

Uma Possibilidade Computacional:

Obtencao de férmulas pelo MapleSoft

Caso a escola tenha um laboratério de apoio computacional e o sotware Maple-
Softﬂ podemos usar tais recursos para elaboracao das conjecturas.

Segundo Cruz [3]:

“O uso do computador como ferramenta no ensino, ¢ hoje bastante uti-
lizado em quase todas as areas. A informatica é uma das alternativas
mais poderosas no ensino moderno, principalmente aqueles que envolvem

modelos mateméaticos.”

O SofMaple é um sistema matemético simbolico interativo que possui recursos
para resolver questoes como calculo algébrico, interpretacao de conceitos, visualiza-
cao grafica, modelagem de problemas e etc. Aqui, ele sera aplicado, apenas, para

modelar formulas e verificar a validade de nossas conjecturas (identidades envolvendo

1Sugerimos o estudo da apostila ‘Um Curso de Maple’ disponivel em
www.alunospgmat.ufba.br/adrianocattai/construcoes/maple/manuais/maple-curso-uesc.pdf e

indicamos o site http://www.maplesoft.com/ para aquisi¢do do software
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somatorios ou produtorios). Observamos que estamos usando o sistema operacional
Windows 7 e o software MapleSoft 12 e que o procedimento, a seguir, é 0 mesmo

para outros somatoérios ou produtdrios, que venham a ser investigados.

Exemplo C.1. Vamos buscar um expressao para a soma dos n primeiros nimeros

naturais. Isto €, para 1+ 2 +3+ ... +n.

1° passo: Abrir o programa: ‘1 clique’ com botao esquerdo no link circulado.

2° passo: Inserir o somatorio: ‘1 clique’ com botao esquerdo do mouse no item

circulado.

*Maplel2 - Untitled (1) - [Serve

Arguivo (&) Editar Visualizar Insel

L2BS& ¥ BB

|‘1 Fawaritos | =

7

l [ Caligrafia J

W Expression

ffdx Ef ]

n 4 5
ka T T
Jim £ a+tb a—b |7
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3° passo: Substituir os devidos valores na expressao e teclar ‘Enter’. No caso,

trocaremos o k pelo 1 e o f pelo 4, indicando a soma 14+2+3+...+n, que queremos

modelar.

*Maple 12 - Untitled (1) - [Server1]

Arguive (&) Editar Visualizar Inserir Formatar Tabela Des
LE2BS8 XBR S¢ Tk B

| W Favoaritos

l [ Caligr afia

W Expression

h n
| [rar Lfdx 27 |

*Maple 12 - Untitled (1) - [Server1]
Arguivo (&) Editar Visualizar Inserir Formatar T

L2Bs8® Xl ¢ 1

| 'W Favoritos = ) Texto [iakem

l [ Caligrafia J n

W Expression
] H
[ra [rex 27
‘ a i=k

n - ‘

4° e ultimo passo: Selecionar a expressao resultante, dar um clique com o

botao direito do mouse e clicar com o botao esquerdo do mouse em ‘Factor’, o que

nos fornecerara uma expressao fatorada.

Nesse momento, teremos uma expressao para 0 somatorio, que esperamos estar

de acordo com a que conjecturamos.
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Chamamos a atencao para o fato de que o MapleSoft nao fornece uma expres-

sao para todos os casos de proposicoes sugeridas nesse trabalho e nao substitui a

criatividade humana, constituindo-se assim como uma ferramenta adicional para al-

guns casos; também observamos que o mesmo procedimento pode ser usado para

produtorios.
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