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Resumo

Neste trabalho, abordamos os conceitos de recorréncia linear de 1* e 2* ordem, e suas
técnicas empregadas na resolucao de problemas. Mostramos que este estudo se baseia em
exibir um modelo matematico para explicar o comportamento de determinados padroes,
sejam eles numéricos ou geométricos. Exibimos diferentes aplicagoes para mostrar que a
recorréncia matematica é uma importante ferramenta na modelagem matemaética e que
seu estudo é acessivel aos estudantes de nivel médio. Enfatizamos, através da resolucao
de questoes encontradas nos livros didaticos e até mesmo nas olimpiadas de matematica,
que o dominio das técnicas recursivas pode favorecer ao aluno a aquisicao de habilidades
na resolucao de problemas. Além disso, encorajamos professores a instigarem o raciocinio
recursivo de seus alunos, a modelarem , quando possivel, problemas matematicos por meio

da recorréncia.

Palavras - Chave: Recorréncia matemaéatica. Padroes matematicos. Matematica dis-

creta.



Abstract

In this paper, we discuss the concepts of linear recurrence 1st and 2nd order, and tech-
niques used in problem solving. We show that their study is based on showing a mathe-
matical model to explain the behavior of certain standards, whether they are numeric
or geometric. Exhibit different applications to show that mathematics recurrence is an
important tool in mathematical modeling and their study is accessible to high school stu-
dents. We emphasize, by resolving issues found in textbooks and even in the Olympics of
mathematics, the field of recursive techniques can encourage the student to acquire skills
in problem solving. In addition, we encourage teachers to instigate the recursive reasoning

of their students, the fashioning, when possible, mathematical problems by recurrence.

Keywords: Math recurrence. Mathematical patterns. Discrete mathematics.
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1 Introducao

Este trabalho tem por principal objetivo incentivar o professor a despertar
em seus alunos o uso de raciocinio recursivo na resolucao de problemas de nivel médio.
Veremos que as aplicagoes que serao tratadas no decorrer desta monografia fazem parte

do curriculo de Matematica que norteiam os ltimos anos da educagao bésica.

Sabemos que o ensino de recorréncia se baseia na descoberta de padroes numéri-
cos, e que tais padroes sao descobertos, na maioria das vezes, através de calculo avancado,
o que nao quer dizer que nao se aplica ao ensino médio. Nesse sentido, esperamos a par-
tir das analises aqui apresentadas, despertar o interesse do leitor pela descoberta e pela

beleza dos padroes encontrados em diversos ramos do conhecimento.

Veremos que todo padrao - numérico ou geométrico - pode ser modelado por
meio de técnicas recursivas. Vale ressaltar que a exibicao de uma férmula que se justifica
pela existéncia dos padroes em estudo, requer do modelador, além do conhecimento de
matemadtica, intuigao e criatividade. Segundo BIEMBENGUT(2013),

ha um consenso no que diz respeito ao ensino de matematica precisar
voltar-se para a promo¢ao do conhecimento matematico e da habilidade
em utilizé-lo. O que significa ir além das simples resolugoes de questoes
de matemadtica, muitas vezes sem significado para o aluno, e leva-lo a

adquirir uma melhor compreensao tanto da teoria matematica quanto
da natureza do problema a ser modelado.

Buscando-se em um melhor entendimento das técnicas recursivas emprega-
das na modelagem de problemas, na se¢ao 2, faremos uma abordagem sobre sequéncias

recorrentes enfocando o estudo de recorréncias lineares de 1? e 2% ordem.

Na segao 3, enfatizaremos as principais aplicagoes do estudo de recorréncia:
Progressao Aritmética, Progressao Geométrica, A Torre de Handi, Matematica Finan-
ceira, desintegracao de elementos quimicos, eliminacao de uma droga do organismo, a Lei

de Newton do aquecimento e do resfriamento, Fractais e Anélise Combinatoria.

Na secao 4, exibiremos solucoes de algumas questoes, selecionadas de livros

didaticos nacionais e das olimpiadas de matematica, por meio da recorréncia matematica.

Acreditamos que a leitura desse trabalho contribuird com a formacao de alunos
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e professores, despertando novos olhares sobre a resolucao de problemas matematicos, com

uso de técnicas recursivas, sejam reais ou nao.
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2 Sequéncias Recorrentes

Uma sequeéncia é definida recursivamente se ela for dada por uma regra que
permite calcular um termo qualquer por meio de um ou mais termos anteriores. Por
exemplo, PAs, PGs, fatorial, poténcias com expoentes naturais e a sequéncia de Fibonacci®

sao definidas por recorréncia.

Em BOYER (1996), a sequéncia de Fibonacci foi inspirada num problema
que consistia em determinar o nimero de pares de coelhos que serao produzidos num
ano, comecando com um so par, se em cada meés cada par gera um novo par que se torna

produtivo a partir do segundo més. Desse problema célebre surge a sequéncia de Fibonacci

1,1,2,3,5,8,13,21, ..., F,, ..., onde Fio = F,i1 + F),.

Além da sequéncia de Fibonacci existem outras que sao comuns, como por

exemplo, a sequéncia de inteiros:
1,09, ..., Ap_1, A, (2.1)

na qual fixamos que cada termo, a partir do terceiro, é a soma dos dois termos anteriores,

o que equivale dizer que para todo n > 3:

Ay = Qp_1 + Qp_o. (2.2)

O processo pelo qual se determinam sucessivamente os termos particulares
destas sequéncias chama-se processo recorrente e uma igualdade da forma (2.2) é uma

formula recorrente.

E facil ver que podemos construir outras sequéncias recorrentes para inteiros

usando a condigao (2.2), como por exemplo:
2.5,7,12,19,31, 50, ...

1,3,4,7,11,18,29, ...

—1,-5,—6,—11,—17, ...

I'Leonardo de Pisa, também conhecido como Fibonacci, matemaético italiano do século XI, tido como
o primeiro grande matematico europeu da Idade Média. Ficou conhecido pela descoberta da sequéncia

de Fibonacci e pelo seu papel na introdugao dos algarismos arabicos na Europa.
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Destacamos que para se estabelecer a sequéncia (2.1) precisamos conhecer os
dois primeiros elementos e a partir dai encontrar todos os elementos exigidos, usando a

regra definida em (2.2).

Para um melhor entendimento langcamos maos dos exemplos abaixo:

Exemplo 2.1. A Sequéncia dos nimeros naturais pares pode ser tabulada da seguinte

maneira:

(2,4,6,8,10,12, ...)

nela é facil ver que:

a;=2x1=2
CL2:2><2:4
a3 =2xX3=6

Mantendo-se a mesma linha de raciocinio, chegamos a relacao de recorréncia
para os nimeros naturais pares:

an = 2n (2.3)

que é valida para todo n € N.

Exemplo 2.2. A sequéncia (3,6,9,...) pode ser expressa pela relagdo de recorréncia:
an=a1+(n—1)-3 (2.4)

para todo n > 2.

Exemplo 2.3. A sequéncia (F},) de Fibonacci, que é definida por:
é valida para todon >0e Fy = F, = 1.

Exemplo 2.4. Mostre que a soma dos n primeiros niimeros de Fibonacci é igual a F},,o—1.
Solu¢ao: Queremos mostrar que F,, = F,,o — 1. Como cada termo da sequéncia de
Fibonacci é determinado por:

Fn+2:Fn+1+Fn

0 que equivale a

Fn: n+2_Fn+1
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dai,
FL=F;—F
F,=F,— F;
Fy=F;—F),

Fn—len+1_Fn
Fn: n+2_Fn+1

Somando-se todas essas n igualdades, obtemos:

Fi+F+FB+. +F  +F,=F—h=F,-1

Vamos agora classificar uma equacgao de recorréncia de acordo com a linea-
ridade. A linearidade esta relacionada ao fato de um termo esta em funcao dos outros

imediatamente anteriores.

2.1 Recorréncias Lineraes de 12 Ordem

Uma recorréncia ¢é dita linear de primeira ordem quando a lei que define os

elementos da sequéncia for da forma:
apy1 = ba, + c(n) (2.6)

onde b e ¢ sao fungoes de n € N. Em (2.6) se ¢(n) = 0, a recorréncia linear ¢ dita

homogeénea, caso contrario é nao homogénea.

Exemplo 2.5. a,.1 = 2a, ¢ uma equacao linear homogeénea de 1* ordem enquanto que,

ani1 = (n — 1)a, + 4 é uma equagao linear de 1* ordem nao homogénea.

Por se tratar de uma equagao vamos, através dos exemplos seguintes, apre-
sentar maneiras de resolucao. A solucao de uma equacao de recorréncia é obtida quando

escrevemos a, em fun¢ao de n. Vejamos:

Exemplo 2.6. Vamos determinar a solucao da equagao de recorréncia a,,, = 2a,, com
condicao inicial a; = 2. Para escrevermos a,, em fungao de n, vamos analisar o compor-

tamento da sequéncia a partir do seu valor inicial. Dad,

ay =22 =22
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CL3:2'(12:23

CL4:2'CL3:24

a, = 2"
¢ uma possivel solugao da equacao de recorréncia.

Exemplo 2.7. Resolva a equagao de recorréncia a,1 = a, +n, a; = 0.

Solu¢ao: Podemos escrever cada termo, a partir do segundo, como abaixo:

a2:a1—|—1
CL3:CL2—|—2
CL4:&3+3

ap = ap_1+ (n—1)

Adicionando, obtemos:
an=01+1+24+3+ ...+ (n—1)

ap,=14+2+3+...+(n—-1)

Como o segundo membro da ultima igualdade representa a soma dos termos de progressao

aritmética, temos:

ay, = # (2.7)

Exemplo 2.8. Vejamos como determinar a solucao da equagao de recorréncia a,,; =

a, + 2n, com a; = 1. Vamos determinar os valores iniciais da sequéncia.
a; =1
a=a1+2-1=142=3
az=a9+2-2=34+4=7
ag=as+2-3=7+6=13

De posse dos valores iniciais, podemos escrever:

(lg—a1:2
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a3—a2:4

a4—a3:6

ap —ap1=2-(n—1)

Adicionando as igualdades acima, obtemos:
ap—a;=2+44+6+...+2-(n—1).

Note que 24+4+6+...+2-(n— 1) sdo os termos de uma Progressao Aritmética de razao
2, entao:
2+2-(n—=1)] - (n—1)

5 .

anp —1=

Resultando na solucao da equacao de recorrente:
an =n*—n+ 1. (2.8)

Exemplo 2.9. Vamos escrever a,, em funcao de n na recorréncia a, 1 = n-a, considerando

a; = 1. Para isso analisemos os termos da sequeéncia:

CL2:1'CL1
CL3:2'CL2
CL4:2'CL3

ap=(Mn—1) a,

Multiplicando, podemos escrever
ag-az-ag ... a,=1-2-3-..-(n—1)-ay-ay-az-...-a,_1

O que nos permite concluir que

a, = (n—1)\L (2.9)

Exemplo 2.10. Resolva a recorréncia a,.+1 = a, + 2" considerando a; = 1.

Solu¢ao:Os termos da recorréncia sao dados por:

a2:a1—|—2
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a3:a2+22

a4:a3—|—23

U = Ap_q + 2771
Adicionando, encontramos
an=a;+ (2+2*4+2% + ... 2" h
ap=1+2+22 4234 . 427!

Como 142+ 22+ 23 4 ... 4+ 2! representa a soma de uma progressao geométrica de n
termos e razao 2, segue que

4, =2" — 1 (2.10)

Diante das solugoes recorrentes precisamos lancar maos de um outro recurso
matematico para verificar suas validades, no universo dos nimeros naturais. Tal validade

se verifica através do Principio da Indugao Matematica.

Teorema 2.1 (Principio da Indu¢do Matemaética). Seja P(n) uma proposi¢io associada

a cada a natural n > 0 e que satisfaz as sequintes condigoes:

1. P(1) € verdadeira;

2. Para todo n natural, se P(n) € verdadeira entdo P(n + 1) também é verdadeira.

O Teorema 2.1 é uma forma de verificar se uma equacao de recorréncia tem

solucao S = N.

Exemplo 2.11. Vamos verificar a validade da solucao a, = 2" para a equacao de re-

corréncia a,1; = 2 - a,, com a; = 2, usando o Principio da Inducao Matemética. Dai,
1. P(1)=2'=2 (ok)

2. Suponhamos que P(n) é verdadeira para todo n, o que equivale a a,, = 2". Queremos

mostrar que P(n + 1) é verdadeira, ou seja a,;; = 2" . Assim:
a, = 2"
Multiplicando a igualdade acima por 2, temos:

2-a,=2-2"=2"" =q,
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O que mostra que P(n + 1) é verdadeira para todo n. Portanto a soluc¢do da

equacao de recorréncia a,, = 2" é verdadeira pelo Principio da Indugao Matematica.

2

Exemplo 2.12. Facamos a verificacao da validade da solucao a, = n* —n + 1 para a

equacao de recorréncia a,.1 = a, + 2n, com a; = 1.

Solucao:Pelo Principio da Inducao Matematica, temos:

1. P(1)=12—1+1=1 (ok)

2. Suponhamos que P(n) é verdadeira para todo n, o que equivale a a,, = n* —n + 1.
Queremos mostrar que P(n + 1) é verdadeira, ou seja a,;1 = (n+1)>— (n+1) + 1
Assim:

a, =n?—n+1.

Adicionando 2n nos dois membros da igualdade acima e efetuando mani-

pulagoes algébricas no segundo membro, temos:
an+2n=n*4+2n+1-n=mn+12-n=mn+1)>-n—-1+1
an+2n=Mn+12*-n+1)+1=a,.

O que mostra que P(n+1) é verdadeira para todo n. Portanto a, = n>—n+146

solucao da equacao de recorréncia a, ;1 = a,+ 2n, pelo Principio da Inducao Matematica.

Exemplo 2.13. Verifique se a,, = 2" — 1 é solucao da recorréncia a,; = a, + 2" consi-
derando a; = 1.

Solucao: Pelo Principio da Inducao Matematica, temos:

1. P(1) =2'— 1 = 1(ok)

2. Suponhamos que P(n) é verdadeira para todo n, o que equivale a a, = 2" — 1.

Queremos mostrar que P(n + 1) é verdadeira, ou seja, qn + 1) = 2"t — 1. Assim:

n+2"=2"—142"=2.2" -1 =2"" _ 1 =q,4.

O que mostra que P(n + 1) é verdadeira para todo n. Portanto a, = 2" —1 ¢é

solucao da equagao de recorréncia a, 1 = a, + 2", pelo Principio da Inducao Matematica.
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2.2 Recorréncias Lineares de 22 Ordem

Uma recorréncia ¢é dita linear de segunda ordem quando a lei que define os

elementos da sequéncia for da forma:
Upyo + bap g1 + ca, = d(n) (2.11)

onde b, ¢ e d sao fungoes de n € N e ¢ # 0. Quando d = 0 temos uma recorréncia
linear de segunda ordem homogénea. Para que uma recorréncia do tipo (2.11) defina uma

sequéncia, é preciso estipular os valores dos seus dois termos iniciais.

Exemplo 2.14. A equagao de recorréncia a, s — 8a,.1 + 15a, = 0 é linear de 2* ordem

homogeénea de coeficientes constantes.

Exemplo 2.15. a9 — (n + 1)a,41 + a, = n é uma equagao de recorréncia linear de

segunda ordem nao homogénea de coeficientes variaveis.

Para resolver recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem com coe-
ficientes constantes, apresentaremos uma técnica. KEssa técnica consiste em encontrar
progressoes geométricas da forma " que resolvem a recorréncia e cujas razoes r Sao raizes
de uma equacao algébrica do segundo grau chamada equagao caracteristica da recorréncia.
O termo geral da sequéncia é entao obtido como uma combinacao linear dessas progressoes

com coeficientes determinados gracas aos valores dos termos a; e as.

Observe que a técnica a ser empregada é mesma usada na resolugao das
equacoess diferencias lineares homogéneas com coeficientes constantes, onde as PGs sao
substituidas por fungoes exponenciais. Dai, a cada recorréncia linear de segunda ordem
homogénea, com coeficientes constantes, da forma a, s + ba,1 + ca, = 0, associamos

uma equacao do segundo grau r? + br + ¢ = 0, chamada de equacao caracteristica.

No caso em que a equacao de recorréncia é de segunda ordem homogénea,

precisamos exibir a,, em fungao de n usando um dos teoremas abaixo, que foram extraidos

de CARVALHO(2013). Vejamos:

Teorema 2.2. Se as raizes de r> +br+c =0 sio ry e ry, entdo a, = Art+ BrY € solu¢ao

da recorréncia G,y o + ba, 1 + ca, =0, para todo A, B € R.
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Demonstragao. Basta substituir a,, = Ar{ + Br} na recorréncia a, 2 + ba, 1 + ca, = 0,

para concluirmos a demonstragao. Vejamos:
Artt2 4 Brit? 4 bArTT £ et 4 cArT 4 eBrly =

= Arf(r} + bry + ¢) + Bri(r3 4+ bra + ¢) = Ar{0+ Brj0 =0

]

Exemplo 2.16. Vamos obter a solucao da recorréncia a, .o — 8a,1 + 15a, = 0 usando o
Teorema 2.2.

Solugdo: A equagao caracteristica associada a recorréncia é dada por:
2 —
r°—=8r+15=0

com raizes r; = 3 e 79 = 5. De acordo com o Teorema 2.2, todas as sequéncias da forma

a, = A3"™ + B5™ sao solugoes da recorréncia.

Exemplo 2.17. Vamos determinar as solugoes da recorréncia a, s + 3a,+1 — 4a, = 0.
A equacao caracteristica associada a recorréncia é 72 + 3r — 4 = 0 com raifzes r; = 1 e
ro = —4. Pelo Teorema 2.2 a soluc¢do da equagao recorrente é a,, = A+ B(—4)", onde A

e B sdao numeros reais.

O teorema a seguir mostra que, se 1, # 79 € 11,79 € R | todas as solugoes da

recorréncia tém a forma especificada no Teorema 2.2.

Teorema 2.3. Se as raizes de r?> + br +c¢ = 0 sdo 1, e ry, com ry # 1o, entio a, =

Arl 4+ Bry € solugao da recorréncia ap4o + bany1 + ca, =0, para todo A, B € R.
Demonstracao. Seja b, uma solucao qualquer de a4 2+ba, +1+ca, = 0. Vamos determinar
as constantes A e B que sao solugoes do sistema de equacoes

A?”l—l-BTg = bl
Ar2 4 Br2 = by

isto é,
T%bl — Tng
A= —2— "=
7’17“2(7”2 - 7’1)
e
2
7’1b2 —Tr b1
B = 1

7’17“2(7“2—7"1)'
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Isso é possivel pois 71 # ry, 71 # 0 € 19 # 0.

Afirmamos que b, = Ar} + Brl para todo n natural, o que provara o teorema.

Com efeito, seja ¢, = b, — Ar? — Brl. Mostraremos que ¢, = 0 para todo n. Temos
Cnta 4 bCpy1 4 cCp = (bpyo 4 bbpyy + cby) — Ari(r? +bry +¢) — Bri(ra +bry +c).

O primeiro paréntese ¢ igual a zero porque b, ¢é solucao de a,, 12+ ba,1+ca, = 0. Os dois
ultimos parénteses sao iguais a zero porque r; e ry sao raizes da equacao 2 + br + ¢ = 0.

Entao ¢, 1o + bcyy1 + cc, = 0.

Além disso, como Ary + Bry = by e Ar? + Br3 = by, temos ¢; = ¢, = 0. Mas,

se Cpyo + bcpir +cc, =0 e cp = co =0, entao ¢, = 0 para todo n. ]

Exemplo 2.18. Vamos agora resolver a equacao de recorréncia de Fibonacci F, 1o =

F,.1+ F, para Fy = Fy = 1. A equagao caracteristica associada a recorréncia é dada por

r? = r 4 1, cujas raizes sao 1, = 1+2\/g ery = %g Pelo Teorema 2.2 a solucao é dada

por F, = A- (H2)" + B (%5)" Como Fy = F; = 1 podemos encontrar os valores das

constantes A e B. Resolvendo o sistema:

A+ B =1
1 _
. +\/B+B.1 \/5 = 1
2 2
obtemos,
1+46
25
e

V-l
2/5

Portanto a solucao da equacao de recorréncia de Fibonacci serd dada por

F_HMEC+%)+ﬁ—yC—ﬁ>

W 5 N 5 (2.12)

O que equivale a

1 1+\/5 n+1 1 1_\/5 n+1
e ()L (1) -

Observacao. Quando as raizes da equacao caracteristica forem complexas, a solucao
ap, = A-r} + B-r}, com A B € R pode ser escrita de modo a evitar calculos com

complexos.
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Pondo as raizes na forma trigonométrica, teremos:
r1 = p(cosl + isend)

r9 = p(cosh — isend)

ri = p"(cosnb + isennf)

ry = p"(cosnf — isennf)

A-rl+ B-r} =p"[(A+ B)cosnd + i(A — B)sennf).
Observe que A+ B e i(A — B) sao constantes arbitrérias e a solu¢ao pode ser

escrita como segue

an, = p" (A’ cosnb + B'sennf) (2.14)
onde p é o mdédulo do nimero complexo e 6§ é o argumento principal.

Exemplo 2.19. Vamos resolver a recorréncia a,o + a,41 + a, = 0.

Solucdo: A equacao caracteristica associada a recorréncia é 72 +r + 1 = 0 de raizes

I ERVET

" 2

O modulo desse niimero complexo é

e argumento principal igual a

Resultando na solugao

a, = p"(Acosnb + Bsennf) = Acos n% + Bsenn?ﬂ.

Vamos agora levar em consideragao que as raizes da equagao caracteristica sao
iguais, ou seja, r; = r9 = 1 e resolver a equagao de recorréncia através do teorema a

seguir.

Teorema 2.4. Se as raizes de v> + br + ¢ = 0 sdo iguais, 11 = 19 = T, entdo a, =

Ar™ + Bnr™ € solucdo da recorréncia anyo + ban 1 + ca, =0, para todo A, B € R .
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Demonstragao. Levando em consideracao que as raizes sao iguais entao r = —g. Substi-

tuido a, = Ar™ + Bnr™ na recorréncia a,o + ba,1 + ca,, = 0, temos que:
Ar™t2 4 Bnr™? 4 2Br™? 4 Abr™tt 4 Bone™t  Bbr™t + Aer”™ + Benr™ =

= Ar™(r* + br +c) + Bnr™(r* 4+ br +¢) + Br"r(2r +b) = Ar" -0+ Bnr" -0+ Br'r -0 = 0.

]

Exemplo 2.20. Vamos encontrar a solu¢ao da equacao de recorréncia a,;o — 10a,11 +
25a,, = 0.

Solugdo A equagao caracteristica da equagdo homogénea a, o — 10a,+1 + 25a,, = 0 é
r?—10r+25 = 0 com raizes r; = 7, = r = 5. Logo a solucao da homogénea, pelo teorema

2.3, é dada por a, = A5"™ + Bnb".

No caso em que a equacao de recorréncia ¢ nao-homogénea podemos usar o

teorema a seguir para encontrar a solucao da equagao.

Teorema 2.5. Se x, € uma solugao da equagio a,.s + ba,i1 + ca, = d(n) entdo a

substituicao a, = x, + y, transforma a equacao em y, o + by,11 + cy, = 0.
Demonstracao. Fagamos a substituicao de a,, por x, + y, na equacao para obtermos:
Tnta + Ynyz + 0Tni1 + OYnia + ey + cy, = d(n)

(Tpy2 + bTni1 + cxp) + (Yns2 + byngr + cyn) = d(n)

Como x40 + bx,11 + cx, = d(n) concluimos que a equagao a2 + ba,+1 + ca, = d(n) se

transforma em v, 19 + byn1 + cy, = 0. O

O Teorema 2.5 mostra que a solucao de uma recorréncia nao-homogeénea é
constituida de duas parcelas: uma solucao da homogénea x,, e uma solucao qualquer da
nao-homogénea y,. A solucao da nao-homogénea se baseia em tentativas enquanto que
da homogeénea, ¢ facil de achar. Por ser y,, uma solugao particular de a,, s+ ba, 1 +ca, =
d(n), precisamos escrever ¥, como combinagao linear de um conjunto de fungoes capaz de

gerar a funcao d(n). Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.21. Vamos resolver a equagao de recorréncia a, s — 6a,+1 + 8a, = n + 3".

Solug¢ao: A equagao caracteristica da equacao homogénea a,,o — 6a,,1 + 8a, = 0 é
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r? —6r +8 = 0 com rafzes r; = 2 e ry = 4. Logo a solucao da homogénea, pelo Teorema

2.2, é dada por z, = A2" + B4™.

Vamos agora descobrir, por tentativas, uma solucao particular, y,, da re-
corréncia a9 — 6a,+1 + 8a, = n + 3" E coerente supor que y, seja uma soma de
um polinomio do primeiro grau com uma exponencial, isto é, v, = can + ¢ + 3", pois
devemos substituir y,, em a, 2 — 6a,41 + 8a, para encontrarmos as constantes cg, ¢; € ca,
que identifica a solugao particular de y,. Facamos entao y,, = can+cy+co3". Substituindo

em an4o — 6a,4+1 + 8a, = n + 3", temos:
co(n +2) +¢1 + 3" — 6[ca(n + 1) + c1 + 3" + 8(can + 1 + ¢3") = n + 3"

De forma simplificada

3con —4cy +3¢; — 3" =n+ 3"

Resultando em

1
C2:§
4
C1:§
e
C[):—]_
Dessa forma
1 +4 gn
n = -n+ - —3"
Yn= 31Ty

Como a solucao da recorréncia, pelo Teorema 2.5, é dada por a, = x, + Yy,
entao:

1 4

Exemplo 2.22. Vamos resolver a equacao de recorréncia a,,o — 6a,1 + 8a, = 1 + 2".
Solugao: A equacgao caracteristica associada a equagao homogénea a,, o —6a,1+8a, =0
ér?—6r+8 =0 com raizes r; = 2 e ry, = 4. Resultando na solucao da homogénea
r, = A2" + B4". Tentaremos agora, descobrir uma solucao particular para y,. Note que
quando substituirmos y,, em a, o — 6a,1 + 8a, encontraremos 1 + 2". Fagamos entao,

por tentativa, y, = ¢y 4+ ¢12". Substituindo y,, em a9 — 6a,4+1 + 8a, = 1 4+ 2", temos:
Co+ 12" — 6(cy + 12" + 8(cy + ¢12") =1 + 27

Co + 4c12" — 6c9 — 12¢12" + 8¢y + 812" =1+ 2"
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O que implica

362 = 1_|_2n

Concluimos que a igualdade acima é impossivel. Dessa forma, a recorréncia
nao admite solugao da forma y,, = co + 12", O motivo da falha nessa primeira tentativa
é que 12" é solugao da homogénea (¢; = A e B = 0), portanto resultaria em zero e nao

uma exponencial para igualar a 2".
Fagamos agora y,, = ¢y + ¢;n2"(aumentamos o grau do bloco). Substituindo
Yp €M Apio — 6ay4+1 + 8a, =1+ 2", temos:

co 4 c1(n +2)2"2 — 6[cy + c1(n + 1)2" ] 4+ 8(cy + ¢1n2") = 1+ 2"

Cy +4ein2™ + 8¢12" — 6cy — 12¢1n2" — 12¢:2" + 8¢y + 8¢yn2™” =1+ 2"

3y — 4y 2" =1+ 2n

1
3

PN,

Dai,co=zec, = —

inQ”. Adicionado x,, com y,, obtemos a solucao da

Temos a solugao y,, = %

recorréncia igual a:

1 1
n = A2" + B4™" + — — —n2".
a + + 3 4n
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3 Aplicacoes do Estudo de Recorréncia

Baseado em pesquisas bibliograficas, lancamos maos de algumas aplicagoes de
recorréncias lineares. Nelas veremos que através da tabulacao dos dados de um problema
podemos instigar o aluno a descobrir uma regra geral que atenda todos os dados do

problema em estudo.

Nosso planejamento baseou-se em verificar férmulas deduzidas por recorréncia
que se aplicam ao desenvolvimento cognitivo do educando. Onde ele, educando, devera

encontrar uma generalizacao dos padroes pré-estabelecidos.

3.1 Progressao Aritmética

A defini¢ao de progressao aritmética encontrada em MORGADO et al. (2001)
no diz que uma progressao aritmética é uma sequéncia de numeros (ay, as, ..., Gy, ...) na
qual é constante a diferenca entre cada termo a,; e seu antecedente a,. Essa diferenca

constante é chamada de razao e sera representada por r.

Pela definicao acima, entendemos que os indices n sao nimeros inteiros positi-
vos enquanto que a,, € r sao numeros reais. Além disso, percebemos que existe um padrao
entre dois termos consecutivos, ou seja, a,.1 — a, = r. O que nos permite estabelecer

uma relacao de recorréncia entre os termos da progressao aritmética, como segue:
s — a1 =T

as —ag =T

ag —as =rT

Ap — Qp—1 =T

Adicionando essas n — 1 igualdades, obtemos:

a, —a; = (n—1)r
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O que equivale a

an, =a;+ (n—1)r (3.1)
que é uma formula recorrente para encontrarmos os termos de uma progressao aritmética.

Com o conhecimento de (3.1) podemos encontrar qualquer termo de uma
sequéncia aritmética. Por exemplo, para calcularmos o 10° termo da progressao aritmética
(3,5,7,...) basta substituir a; = 3 , r = 2 e n = 10 em 3.1 que encontraremos, facilmente,

10 = 21.

No estudo de progressao aritmética também se destaca um outro padrao, ob-
servado por Gauss !. Ele notou que a soma de dois termos equidistantes dos extremos se
mantém constante. Considerando os n termos da progressao aritmética (aq, as, ...an_1, @y ),
temos:

a1+ ap =Q9 +Ap_1 = Qa3+ Ap_9 = ...

Como os termos foram agrupados dois a dois, temos entao  parcelas iguais a
a1 + a,. Dai a soma S,, dos n termos de uma progressao geométrica sera dada por:

(ar + an) n

Sy = 5

(3.2)

De posse da formula recorrente para a soma dos termos de uma progressao
aritmética, podemos encontrar facilmente, por exemplo, a soma dos 10 primeiros multiplos

de 5. Para isso basta substituirmos a; = 5, n = 10 e a9 = 50 em (3.2) que encontraremos:

(CLl -+ alo)

510 = 9

10 = (5+50) -5 =555 = 275.

3.2 Progressao Geométrica

Segundo MORGADO et al (2001) uma progressao geométrica é uma sequéncia
na qual é constante o quociente da divisao de cada termo, a partir do segundo, pelo seu

antecedente. Esse quociente constante é representado por ¢ e chamado de razao.

Observe que a definicao acima nos permite escrever a relagao entre dois termos

consecutivos:

Upi1 = Gy - q. (3.3)

LJohann Carl Friedrick Gauss foi um matematico, astrénomo e fisico alemao que contribuiu em diversas

areas da ciéncia, dentre elas a teoria dos ntimeros, eletrostatica, astronomia e éptica.
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A partir dai, podemos construir uma relacdo de recorréncia entre os termos de uma

progressao geométrica, como segue:

Gy = daj - ¢

az=as-q=a,-q-q=a-q

a4:a3-q:a1~q2~q:a1-q3

an =ay - q"". (3.4)

A formula de recorréncia (3.4) nos permite calcular, por exemplo, o valor do
5° termo da sequéncia (2,4, 8, ...). Para isso basta substituir os valores de a; = 2, n =5

e ¢ =2 em (3.3) que teremos:

as =ay-¢° =221 =32

Vamos estabelecer agora uma relagao de recorréncia para a soma dos termos
de uma progressao geométrica. Para isso consideremos os termos de uma progressao

geométrica (ay, ag, ..., ay, ...) de razdo ¢ # 1 e soma S,,. Assim,
S,=a;+as+as+ ... +a,—1+ a,
e multiplicando por ¢, obtemos:
q-Sp,=ay+az+..+a,_1+a,+a,-q
Subtraindo as duas igualdades, temos:

Sn_qsn:al_al'qn

(3.5)

Agora que conhecemos um padrao para a soma dos termos de uma progressao

geométrica, concluimos facilmente que a soma dos cinco primeiros termos da sequéncia

(2,4,8,...) é igual a:
1-25

n =2 = 62.
S, 12 6

Vale destacar que:
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1. Quando ¢ = 1 temos S,, = n - a;.

2. Quando 0 < ¢ < 1 temos S,, = 1%1.

O entendimento de (1) é trivial. Ja o que estd em (2), mostra que quando
tomamos 0 < ¢ < 1 o valor de ¢" se aproxima de zero quando o valor de n tende ao
infinito. O caso (2) s6 se aplica quando os valores da sequéncia sao infinitos e a razao é
um numero entre 0 e 1. Por exemplo, a soma dos termos da sequéncia (1, %7 i, ...) é igual

a:

3.3 A Torre de Hanoi

O problema abaixo se refere a um dos quebra-cabecas mais conhecidos na

Matematica e foi criado em 1883 por Edouard Lucas 2 . Segundo LIMA et al. (2006),

Diz a lenda que havia em um templo 3 estacas e n discos de ouro, de
didmetros diferentes. Inicialmente os discos estavam enfiados na pri-
meira estaca, em ordem crescente de diametros, de cima para baixo.
Ocupavam-se os sacerdotes em transferi-los para a terceira estaca, usando
a segunda como estaca auxiliar. No processo de transferéncia, de cada
vez se movia apenas um disco, de uma estaca para outra, e jamais um
disco poderia ser colocado sobre um disco menor. Quando todos esti-
vessem enfiados na terceira estaca, o mundo acabaria. Quantas trans-
feréncias de discos, de uma estaca para outra, devem ser feitas para
coloca-los na terceira estaca?

Para chegarmos a solucao do problema acima vamos analisar alguns valores de

1. Para n = 1,temos 1 movimento.

Figura 3.1: Torre de Handi com 1 disco.

2. Para n = 2, temos 3 movimentos.

2Francois Edouard Anatole Lucas foi um matemaético francés que criou a Torre de Hanéi
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Figura 3.2: Torre de Handi com 2 discos

3. Para n = 3, temos 7 movimentos.

A s S ER

Figura 3.3: Torre de Handi com 3 discos

Notamos que quando mudamos de 1 disco pra 2, ampliamos o nimero de
movimentos em 2 unidades, da mesma forma quando passamos de 2 para 3 discos, o
nimero de movimentos ¢ acrescido de 4 unidades. Mantendo-se esse padrao no acréscimo
(uma progressao geométrica de razao 2) do nimero de movimentos em func¢ao do nimero

discos, podemos construir a seguinte tabela.

Discos (n) Movimentos (a,,)
1 a; =1
2 ap=a +2'=1+2=3
3 as =as +22=3+4=7
4 ay=a3+22=7+8=15
n Ay = Qp_q + 2771

O que nos permite concluir que a equagao de recorréncia para o nimero de

movimentos é dada por:

Up = Qp_1 + 27! (3.6)
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para todo n € N.

Agora precisamos encontrar a solucao da recorréncia linear de primeira ordem.
Para isso escrevamos:

(lg—a1:2
CL3—CL2:4

CL4—(13:8

ap — y_q = 2" 4,
Adicionando as igualdades obtemos:
a, —a3 =242V 4224234 . 4ot
ap=1+2" 422 +2° 4 421 (3.7)
Note que o segundo membro da igualdade (3.7) representa a soma dos termos

de uma progressao geométrica de n termos e razao igual a 2. Portanto,

2" —1
2—1

a, =1

0 que equivale a

a, =2" — 1. (3.8)

Logo, concluimos que os sacerdotes precisariam de, no minimo, 2" — 1 movi-

mentos para solucionar o problema da torre de Handi.

3.4 Matematica Financeira

O estudo de matematica financeira abordado no ensino médio esté estritamente
ligado a operacao de empréstimo. Por exemplo, uma financeira empresta um capital C' a
um cliente por um periodo de tempo n, a uma taxa de juros ¢ e ao afinal desse periodo

ele pagara a instituigao o capital C' acrescido de juros J do periodo.

E entendido que o capital C' acrescido dos juros do periodo n recebe o nome
de montante M,,. De posse dessa informacao podemos construir a tabela abaixo na
qual relacionamos o periodo n com o valor do montante M, para obtermos a relacao de

recorrencia para o calculo do montante.
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Periodo (n) Montante (M,,)
1 Mi=C+J=C+C-i=C(1+1)
2 My = M;(1+1) =C(1+1i)?
3 My =My(1+:)=C(1+1)*
n M, = My_1(141i) = C(1+1)"

Por exemplo, se realizarmos um empréstimo de R$ 150,00 a juros de 12% ao

mes, devemos pagar a divida trés meses depois com o montante de:

Mz = C(1+1i)* = 150(1 + 0.12)* = R$210, 74.

3.5 Desintegracao de Elementos Quimicos

Analises quimicas mostram que substancias radioativas decaem exponencial-
mente. Um determinado percentual da massa se desintegra em uma unidade de tempo; o

tempo que leva para metade da massa decair é chamado de meia-vida.

Embora nao seja radioativo, o mercurio metalico presente na lampada fluores-

cente na forma gasosa é uma substancia toxica aos seres humanos e ao meio ambiente.

Segundo ALMEIDA et al. (2012), considerando )y como sendo a quantidade
inicial de mercurio no ambiente de meia-vida, aproximadamente, de 2 meses, podemos
determinar a quantidade (),, remanescente a cada periodo de dois meses. Assim, dado @)y,

a quantidade inicial e n um ntimero natural par, usando um processo recursivo, podemos

escrever:
1
Q2 = 5@0
1
Q1= 5@
1
Qe = 5@4
1
Qn - §Qn—2
Multiplicando as igualdades acima, temos:

Qo Qi Qoo Que ot L Q0 Qe Qi Qu Qs
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Assim, a solugao da recorréncia é:

Q. = (%) Qo (3.9)

onde n é o tempo e ), é a quantidade de mercirio restante no tempo n.

3.6 Eliminacao de Uma Droga do Organismo

A eliminagao de drogas pelo organismo ocorre de forma exponencial. Segundo

HALLET (2004),

Quando se administra uma medicagao em um paciente, o remédio entra
no fluxo sanguineo. Quando ele passa pelo figado e pelos rins, é metabo-
lizado e eliminado a uma taxa que depende da droga em questao. Para o
antibidtico ampicilina, aproximadamente 40% da droga sao eliminados
por hora. Uma dose tipica de ampicilina é de 250 mg. Suponha que
@n, onde @, é a quantidade de ampicilina, em mg, no fluxo sanguineo
n horas depois do remédio ter sido dado.

Em n = 0 temos Qg = 250. Como, em cada hora, a quantidade restante é de

60% da quantidade anterior, temos por recorréncia:

Ql = 07 6@0
QQ - 07 6@1
Q3 = 07 6@2
Q4 - 07 6@3
Qn = 07 6Qn—1

Multiplicando, podemos escrever
Q- Q2 Q3-Qu-... - Qr=0,6-0,6-...-0,6-CQo-Q1-Q2-Q3-Qu-...-Qn
O que nos permite concluir que

Qn=Qo-(0,6)" =250-(0,6)". (3.10)

De posse da solugao da recorréncia linear de primeira ordem, podemos construir

a seguinte tabela que relaciona a quantidade de droga no organismo em func¢ao do tempo.
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Tempo (horas) | Quantidade (mg)
0 250
1 150
2 90
3 o4
4 32,4
5 19,4

Vale ressaltar que @,, = 250 - (0,6)" é uma fungao de decaimento exponencial

e seu grafico fica bem representado como segue:

Q (mg)

2504

2004

1504

100

504

Figura 3.4: Quantidade de ampicilina no organismo em funcao do tempo.

o

w4

e
o
T

oras (n)

Além da ampicilina existem outros medicamentos que apresentam comporta-

mento similar, como por exemplo, o Prozac que é vendido por prescricao médica e é

indicado para pacientes diagnosticados com depressao. Segundo ALMEIDA et al. (2012),

O Prozac é o nome comercial de um medicamento no qual cada capsula
de 20 mg equivale a 20 mg de fluoxetina. No organismo, a fluoxetina tem
meia -vida de 4 a 6 dias. Existem casos em que em que o paciente precisa
utilizar o Prozac por alguns dias e casos em que o paciente precisa ser
submetido a um tratamento com o medicamento por um longo periodo

de tempo.

Se levarmos em consideracao que o tratamento do paciente com depressao se

dara pelo uso de apenas uma capsula de 20 mg e que a meia-vida da fluoxetina é de 5

dias, a concentracao de fluoxetina C,, no organismo em fun¢ao do tempo n , em dias e

divisivel por 5, podemos escrever:
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1
05 — 500
1
Cro = 505
1
Ci5 = 5010
1
Cn - 5 ' Cn—5
Multiplicando as igualdades, obtemos
1 1 1
05'010'015'---071:5'00 5 C'5'5'010 - Ch

Como a quantidade inicial Cy é de 20 mg, a concentracao de fluoxetina C,, no

organismo em funcao do tempo n é igual a
1\ 2
C,=20- (§> . (3.11)

No caso em que a concentragao, com o passar do tempo, de fluoxetina no orga-
nismo de um paciente que faz um tratamento mais prolongado, ingerindo, sob orientacao

médica, uma capsula do medicamento a cada 5 dias, podemos escrever:
Co == 20

Cs =20+ 10 = 30
Clo = 20 + 15 = 35
Chs =20+ 17,5 = 37,5
Coo = 20 + 18,75 = 38,75

E dai,

([

1
i (1) 20- 0

1
010—05:(5) 20:5

1

) 20 =25

als

G

1
Ci5 —Cio = (5
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20
1\ 5
Coo — C15 = <§> -20=1,25

Adicionando as igualdades

1\ 5
Cn—00:10+5+2,5+1,25+...+<§> - 20
O que equivale a

N3
Cn—20:10+5+2,5+1,25+...+(5) - 20. (3.12)

Note que o segundo membro da equagao (3.12) é a soma de uma progressao

geométrica, o que nos permite escrever:

1 %_1
Cn:20+10-(21)—
5—1

Cp=20- [2 - @) 5] . (3.13)

E importante observar que de acordo com a equagao (3.13) o méximo de con-

Logo

centracao do medicamento no organismo do paciente, quando n fica relativamente grande,

é de 40 mg. Verifique!

3.7 A Lei ne Newton do Aquecimento e do Resfria-

mento

Segundo HALLET (1997),

Newton 3 sugeriu que a temperatura de um objeto quente diminui a
uma taxa proporcional a diferenca entre sua temperatura e a tempera-
tura ambiente. Da mesma forma, um objeto frio se aquece a uma taxa
proporcional a diferenga de temperatura entre o objeto e o ambiente.

3Tsaac Newton foi um cientista inglés, mais reconhecido como fisico e matematico, embora tenha sido
também astréonomo, alquimista, filésofo e tedlogo.
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Por exemplo, uma xicara de café sobre a mesa da cozinha esfria a uma taxa
proporcional a diferenca de temperatura entre o café e o ar que o cerca. A medida que o
café esfria, a taxa na qual ele esfria diminui, pois a diferenca de temperatura entre o café
e o ar diminui. A longo prazo, a taxa de resfriamento tende a zero, e a temperatura do

café aproxima-se da temperatura ambiente.

Em BASSANEZI (2013), o modelo matematico que traduz a lei de Newton

pode ser dado por uma equacao de recorréncia do tipo:
Tivi— T =k(1; —T,) (3.14)

em que
T;: Temperatura do objeto no instante ¢;

To: Temperatura inicial (quando o objeto entra em contato com o ambiente);
T,: Temperatura do ambiente;

k: Coeficiente de resfriamento.

Note que (3.14) pode ser escrita na forma

To1 = (k+ 1T, — kT, (3.15)

Considerando k+1 = a e —kT, = b, a solugao de (3.15) pode ser obtida usando
o processo de recorréncia:

T =aly+0b
Ty =aT, +b=a(aTly +b)+b=a’Ty+ab+b
Ty =aTy +b=a(a®Ty +ab+b) +b=a’Ty +a*b+ab+b
T, =a"Ty +b(a™ " +a" 2+ .. +a+1)

como a” ' +a" 2+ ...+ a+1¢éasoma de uma progressio geométrica de razao a > 1,

entao
"—1
T, = a"Tp 4+ b=
a—1
ou
b b
T,=ad" (To+— ) — .
¢ ( 0 a— 1) a—1
O que nos permite concluir que
T,=(k+1D)"(To—-T,) + T, (3.16)

é a solucao da equagao recorrente Ty — Ty = k(T — T,) para a lei de Newton.
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3.8 Fractais

Os Fractais sao figuras geométricas formadas por padroes que se reproduzem

infinitamente. Nos fractais, as cdpias sao partes exatas do todo.

Para que possamos entender a construgao e a descoberta dos padrdes ma-

tematicos recursivos, faremos o estudo dos principais fractais classicos.

3.8.1 A Curva de Koch

Segundo BARBOSA (2005), pouco é conhecido da vida de Helge Von Koch,

matematico polonés, que em 1904 e 1906 introduziu uma curva que hoje recebe seu nome.

A construcao da curva de Koch se baseia em:

1. Considerar um segmento de reta;

2. Dividir o segmento em 3 segmentos iguais, substituindo-os por 4 congruentes; in-
termediario, por um triangulo equildtero sem o segmento intermedidrio(que seria a

sua base);

3. Substituir cada um dos segmentos conforme a regra 2, e assim sucessivamente e

iterativamente.

N J\_YA_L&
Figura 3.5: Curva de Koch

Podemos observar que a curva de Koch comeca com uma curva de 4 segmentos
de mesmo comprimento e, em cada um destes segmentos, construimos uma nova curva

auto semelhante de 4 segmentos e assim indefinidamente.

Sendo L o comprimento de cada um dos quatro segmentos iniciais, temos por

recorréncia:
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Passo | C. do segmento(C,,) | N° de Segmentos (L,) | C. Total (P,)
1 L 1 L
: : i (0
; 5 E ()
4 5 £ (3)°- L
a e p O

Considerando os dados da tabela acima, concluimos que o nimero de segmen-
tos L,, que o comprimento de cada segmento C,, e o comprimento total P, no passo n,

sao dados por:

L, =4"1 (3.17)
L
C, = i (3.18)
4 n—1
P, = (g) L (3.19)

para todo n > 0.

3.8.2 A Cesta de Sierpinski

Segundo BARBOSA (2005), Waclaw Sierpinski (1882-1969), matemético po-
lonés, teve grande reputacgao, principalmente na década de 1920-1930, a ponto de uma

das crateras lunares ter seu nome.

A cesta de Sierpinski apresenta caracteristicas notdveis. Para construir, parti-

mos de um triangulo equilatero no plano, aplicando o esquema repetitivo de operacoes:

1. Marque os pontos médios dos trés lados;

2. Em conjunto com os vértices do triangulo inicial, estes pontos definem quatro novos

triangulos iguais, dos quais eliminamos o triangulo central.

A Lo 580

Figura 3.6: Cesta De Sierpinski
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Considerando ¢ o comprimento do lado do triangulo inicial, entao cada triangulo

do nivel 1 tem comprimento 5 ,e, analogamente, os lados dos niveis 2 e 3 possuem, res-

<

pectivamente por comprimentos, as metades dos lados dos nivel respectivo anterior: o5

e

C

53; por recorréncia simples os lados dos triangulos do nivel n possuem comprimento 5.

3c
on -

Segue que o perimetro P, de cada triangulo do fractal de nivel n é
Levando em consideracao a contagem de triangulos e perimetros de cada um
podemos construir a seguinte tabela de recorréncia para o nimero de triangulos, perimetro

de cada triangulo e perimetro total.

Nivel | N° de Triangulos | Per. de cada triangulo | Per.Total
0 1 3¢ 3¢
! ; s 3 (2)
2 | @ ¥ ()7
3 33 3 3- ()¢
n 3" g—,f 3 - (%)n c

3.8.3 A Esponja de Menger

A figura (3.7) mostra a Esponja de Menger que foi descrita pelo matemético

austriaco Karl Menger em 1926.

Figura 3.7: Esponja De Menger

Segundo BARBOSA (2005),

A contagem do nimero de cubos da esponja de Menger leva em consi-
deracao que no inicio temos um cubo de aresta unitaria. Entao, divi-
dimos em 27 cubos usando planos secantes ortogonais as faces. Esses
cubos devem possuir aresta % da aresta inicial. Retiramos o cubo do
centro e os cubos centrais de cada face. Dessa forma, temos para a
primeira fase 7 cubos removidos e 20 restantes.
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Mantendo-se o mesmo processo para os demais cubinhos, podemos construir

a seguinte tabela de recorréncia para os cubos que foram removidos e para os cubos

restantes:
Nivel | Cubos Removidos | Cubos Restantes
0 0 1
1 7 20
2 7-20 20?2
3 7202 203
n 7.20m1 20m

3.9 Analise Combinatoria

O objetivo principal da analise combinatoria é o de encontrar técnicas de con-
tagem, sem que seja preciso enumerar todos os elementos de um dado conjunto com regras

pré-estabelecidas.

Destacam-se como principios basicos de contagem o Principio da Adigao e o
Principio da Multiplicacdo. Segundo MORGADO et al. (1991), o Principio da Adicao
nos diz que se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e ¢ elementos, respectivamente,
entdo AU B possui p + ¢ elementos. Também em MORGADO et al. (1991), o Principio
da Multiplicacao diz que se uma decisao d; pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez
tomada a decisao di, a decisao dy puder ser tomada de y maneiras entao o nimeros de

maneiras de se tomarem as decisoes dy e dy é x - .

Os dois principios, Adicao e Multiplicagao, constituem ferramentas béasicas uti-
lizadas no ensino médio para resolver problemas de contagem. Vejamos alguns exemplos

que enfocam o Principio da Multiplicacao:

Exemplo 3.1. Numa sala hda 5 homens e 6 mulheres. De quantos modos é possivel
selecionar um casal homem - mulher?

Solucao:Para formar um casal devemos tomar as decisoes d;: escolha do homem e ds:
escolha da mulher. Note que a decisao d; pode ser tomada de 5 maneiras enquanto que
a decisao dy, de 6 maneiras. Aplicando o Principio da Multiplicagao obtemos 5 -6 = 30

maneiras de se escolher um casal.
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Exemplo 3.2. Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos existem?

Solugdo:Comegando com a escolha das centenas temos 9 possibilidades( ndo podemos
utilizar o zero), das dezenas 9 (ndo podemos usar o nimero anterior e o zero pode ser
utilizado) e das unidades, 8 possibilidades (ndo podemos usar os dois anteriores). Pelo
Principio da Multiplicagao temos 9 - 9 - 8 = 648 nimeros naturais distintos com trés

algarismos.

Além dos principios béasicos existem outros conceitos que sao empregados na
resolucao de problemas, como por exemplo, Permutacoes Simples, Arranjos e Combinagao

Simples.

Uma maneira, também de se resolver problemas de analise combinatoria, é o
de empregar conhecimentos recursivos. Buscando resolver por recorréncia enunciamos os

seguintes exemplos:

Exemplo 3.3. Determine o nimero maximo de regioes em que n retas podem dividir o
plano.
Solug¢ao:Vamos encontrar uma equagao de recorréncia que traduza o ntimero de regioes

que n retas dividem o plano. Para isso, vamos analisar alguns valores iniciais de n.

]

Figura 3.8: Numero de Regioes que n Retas Dividem o Plano

A partir da figura (3.8) podemos inferir que a sequéncia para o nimero de

regioes é dada por (2,4,7,11,...). Conhecendo os valores iniciais da sequéncia, escrevemos
a9 — a1 = 2

Cl3-@2:3

CL4—CL3:4
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Ap — Qp_1 =N

Adicionando as igualdades acima, temos

an—a1=2+3+4+..+n

0 —9— (2+n)é(n—1) :n2+2n—2'

Logo
nP4n+2

5 (3.20)

an
representa o numero de divisoes que n retas divide o plano.

Exemplo 3.4. Suponha que exista um rob6 capaz de dar passos de um ou dois metros.
Exprima por meio de uma relacao de recorréncia o nimero de modos diferentes para
percorrer n metros.

Solu¢ao: Vamos analisar a tabela abaixo para alguns valores de n e a partir dela construir

a relacao de recorréncia. Vejamos:

Numero de metros n Sequeéncias Numero de Modos
1 (1) 1
2 (11), (2) 2
3 (111), (12), (21) 3
4 (1111), (22), (211), (121), (112) 5

Com base nos dados, verificamos que se trata da sequéncia (1,2,3,5,8,13,...)

com relagao de recorréncia a, o = G,y1 + a, em que a; = 1 € as = 2.



43

4 Recorréncia Matematica Aplicada a

Resolucao de Problemas no Ensino Médio

Apoés toda a abordagem feita sobre recorréncia matematica e suas aplicagoes
nos diferentes ramos da ciéncia, nada mais coerente do que resolver problemas propostos

nos livros didaticos nacionais e nas olimpiadas de matematica, usando raciocinio recursivo.

Certamente que nao estamos interessados em discutir metodologias de re-

solugoes de questoes, na verdade queremos apenas instigar professores e alunos na desco-

berta de modelos mateméticos. Segundo BIEMBENGUT (2013),

A modelagem matematica no ensino pode ser um caminho para des-
pertar no aluno o interesse por topicos matematicos que ele ainda des-
conhece, ao mesmo tempo que aprende a arte de modelar, matemati-
camente. Isso porque é dada ao aluno a oportunidade de estudar si-
tuacoes-problema por meio de pesquisa, desenvolvendo seu interesse e
agucando seu senso critico.

Se observarmos, por exemplo, os problemas propostos nas olimpiadas de ma-
tematica ou nos livros didaticos, veremos que a grande maioria deles nao sao resolvidos
diretamente com algoritmos prontos e acabados. O que se percebe é que a cada dia as
questoes de matematica estao mais bem elaboradas, exigindo mais habilidade que com-

peténcia de nossos alunos, seja nos livros ou nas olimpiadas de matematica.

Nesse contexto, mostraremos que é possivel empregar técnicas recursivas na

resolucao de problemas abordados no ensino médio. Vejamos:

Problema 4.1. (DANTE, 2008, pag 72) Determine o niimero de diagonais de um poligono

convexo de n lados.

Aqui temos uma atividade que engloba conhecimentos geométricos e funcao.
Veja que queremos escrever o numero de diagonais em funcao do nimero de lados de
cada poligono. Uma boa saida para que o aluno encontre a solucao do problema, trata-
se de representar geometricamente cada poligono convexo com as respectivas diagonais.

Vejamos, geometricamente, a contagem do nimero de diagonais para alguns poligonos:
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N <&

Figura 4.1: Nimero de Diagonais de um Poligono Convexo

Depois da visualizacao, podemos tabular os dados, relacionando o ntimero de

lados do poligono com o nimero de diagonais.

Nimero de lados (n) | Nimero de Diagonais (d,,)
3 0
4 2
) 5
6 9
n d,

De posse da tabela podemos escrever,
d4 - d3 - (4 - 2)

ds —dy = (5—2)

ds — ds = (6 — 2)

dn — dn—l = (n — 2)
Adicionando os dois membros das igualdades acima, obtemos:
dy—ds=2+3+...+(n—2).

Sendo d3 =0e 243+ ...+ (n — 2) a soma de uma progressao aritmética de razao 1 e de

(n — 3) termos, segue
(24+n—2)-(n—23)

d, =
2
dn_n-(n—S)
2
2 _
d, =" 23”. (4.1)

Note que d,, ¢ uma funcao quadrética com n € Nen > 3.
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Problema 4.2. (IEZZI et al. 2010, pdg 143) Em uma experiéncia sobre deterioragao de
alimentos, constatou-se que a populacao de certo tipo de bactérias dobrava a cada hora.
No instante em que comecaram as observacoes, havia 50 bactérias na amostra. Obtenha

a lei que relaciona o niimero de bactérias n em funcao do tempo t em dias.

Para chegarmos a solucao do problema, vamos fazer uma analise recursiva para

obtermos o nimero de bactérias n(t) em fun¢ao do tempo ¢, em horas e inteiro. Vejamos:

n(1) =2 - n(0)
n(2) =2 n(1)
n(3) =2 n(2)
n(4) = 2 n(4)

n(t)=2-n(t—1)

Multiplicando as igualdades acima temos

Como n(0) = 50 a resposta procurada é
n(t) =50 - 2. (4.2)

comt € N.

Nesse problema, o modelo exponencial foi justificado com uso da recorréncia

matematica.

Problema 4.3. (IEZZI et al. 2010, pag 149-adaptado) No dia 1° de janeiro, dois amigos
criaram uma comunidade no faceboock. No dia seguinte cada um dos fundadores convidou
trés novos amigos para integrarem a comunidade. No dia 3 de janeiro, cada novo integrante
convidou trés novos amigos para se juntarem a comunidade e assim por diante, até o final
do meés admita que todos os convidados aceitem a proposta de se integrar a comunidade e
que ninguém receba o convite de mais de uma pessoa. Qual é a lei que relaciona o nimero

de membros n que ingressarao na comunidade por dia t?
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Novamente estamos diante de um problema que pode ser modelado por meio
de recorréncia, ao considerarmos o tempo como sendo uma variavel discreta. Buscando
um melhor entendimento da resolucao, devemos levar em consideracao que o nimero de
membros n(t) estd em funcao do tempo t, em dias, e que a sequéncia que representa o

ntimero de membros novos é (2,6, 18,54, ...), o que nos permite escrever:

n(l) =2
n(2)=2-3
n(3) =23
n(4) =2-3%

Logo, no instante ¢, em dias, o nimero de novos membros que ingressarao na comunidade

serd dado n(t) =2-3"71 ¢t € N.

Problema 4.4. (SMOLE, 2010, pdg. 166) Observe esta figura formada por uma sequéncia
de triangulos equildteros na qual cada triangulo, a partir do 2°, tem vértices nos pontos
médios dos lados do triangulo anterior. Supondo que o triangulo maior tem lado [, escreva

o termo geral para o calculo do perimetro p,, do enésimo triangulo.

Figura 4.2: Sequéncia de Triangulos

Primeiramente vamos analisar a sequéncia formada pelo perimetro de cada
triangulo. Para montarmos tal sequéncia, devemos levar em consideragao, que os novos
triangulos obtidos a partir dos pontos médios do triangulo anterior, sao todos semelhantes
em relacao ao maior triangulo. Outro ponto importante é que o perimetro do segundo
triangulo ¢ metade do perimetro do primeiro, o terceiro ¢ metade do segundo, e assim su-

cessivamente. Como p,, a partir do segundo, depende do perimetro do triangulo anterior,



4 Recorréncia Matematica Aplicada a Resolugao de Problemas no Ensino Médio 47

escrevemos:
1
P2 = D1 5
1
P3 = D2 5
B 1
Ps = D3 5
B 1
Pn = Pn-1" 5

Multiplicando os membros das igualdades acima, temos

1 n—1
P2-P3-Pseec"Pn=P1 "P2°P3 P4 - Pn-1" (‘)

2
1 n—1
Pn =D1" <§> .

pn =30-21" (4.3)

O que equivale a

Substituindo p; = 3l, obtemos

com n € N.

De posse do termo geral podemos calcular o perimetro de qualquer triangulo
da sequencia, bastando para isso conhecer a medida do lado do maior triangulo. Por

exemplo, se [ = 1 entao:

p1=3
3
p5—E
3
Plo—m

Problema 4.5. (IEZZI et al. 2010, pag 261-Adaptado) Considere que a seguinte sequéncia

de figuras foi construida segundo determinado padrao.

Figura 4.3: Ntumeros Triangulares
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O ntimero de pontos dessa figura sao chamados de nimeros triangulares. Exiba

um modelo matematico para a sequéncia dos nimeros triangulares.

Vamos primeiramente descobrir o padrao presente na sequéncia dos nimeros
triangulares. Considerando 7, como sendo cada termo da sequéncia, com n € N, podemos

escrever:

T1:1
T2:1+2
Ty=1+2+3

Ty=14+2+3+4

T,=1+2+34+4+...+n

Como 1+2+3+4+..4+n éasoma dos termos de uma progressao aritmética de razao

1 e n termos , segue que
(n+1)-n

T, =
2

(4.4)

com n € N.

Problema 4.6. (Questao 03 - OBMEP 2011, Nivel 3, 2* Fase) A linha poligonal da
figura parte da origem e passa por todos os pontos do plano que tém coordenas inteiras
nao negativas, de acordo com o padrao indicado. A unidade de comprimento nos eixos
é de 1 cm. O comprimento da poligonal da origem até um ponto (a,b) é chamado de

lonjura de (a,b); por exemplo, a lonjura (1,2) é 5 cm.

Figura 4.4: Linha Poligonal

a) Determine a lonjura dos pontos (3,2) e (0,4).
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b) Quantos pontos de coordenadas inteiras estao contidos no interior e nos lados do
quadrado cujos vértices sao (0,0), (n,0), (n,n) e (0,n).
c¢) Explique por que a lonjura do ponto (n,n) é n? + n.

d) Qual é o ponto cuja lonjura é 4257

No item (a), basta contar os pontos na figura para obtermos a lonjura (3,2)

igual a 11 e de (0,4), 16.

No item (b), observando a figura (4.4) podemos construir a seguinte tabela
para determinar o nimero de pontos inteiros que estao contidos no interior e nos lados

do quadrado de vértices (0,0), (n,0), (n,n) e (0,n).

n Quadrado Niimero de Pontos
1| (0,0),(1,0),(1,1),(0,1) 4=(1+1)>
2 | (0,0),(2,0),(2,2),(0,2) 9=(2+1)?
3| (0,0),(3,0),(3,3),(0,3) | 16 = (3+1)2

n | (0,0), (n,0),(n,n), (0,n) (n+1)2

No item (c¢), queremos determinar a lonjura do ponto (n,n). Para isso vamos montar a

seguinte relagdo de recorréncia considerando a, como sendo a lonjura do ponto (n,n).

Vejamos:
(]., 1) =a, =2
(2, 2) = a, =206
(3, 3) = a3 =12
(4, 4) = a4 =20
(5,5) = a5 = 30
O que nos permite escrever,
as—ay1 =4

(13—CL2:6
CL4—CL3:8

as — ayg = 10
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Ay — Ap—1 = 2N

Adicionando as igualdades acima e substituindo a; por 2 , segue que:
anp—a1=4+64+8+...+2n

, =2+4+6+8+..4+2n

(14+n)-n

an=2-(1+24+3+4+...+n)=2- 5

O que nos permite concluir que

an =n*+n. (4.5)
O que mostra que a lonjura do ponto (n,n) é n* + n.

No item (d), basta notar que o ponto (20, 20) tem lonjura 420. Para chegar na

lonjura 425, devemos descer na vertical 5 unidades, o que equivale ao ponto (20, 15).

Problema 4.7. (Questdao 02 - OBMEP 2012, Nivel 3, 1* Fase) Renata montou uma
sequéncia de triangulos com palitos de fésforos, seguindo o padrao indicado na figura.
Um desses triangulos foi construido com 135 palitos de fésforos. Quantos palitos tem um

lado desse triangulo?

AN AN

Figura 4.5: Contando Palitos

Para chegarmos a solugao do problema devemos observar que na sequéncia o
primeiro triangulo possui 3 palitos de fésforos, o segundo 9 e o terceiro, 18. Outro fato
interessante é que o primeiro triangulo possui um palito em cada lado, o segundo 2 e o
terceiro 3. Conhecida a regularidade da construgao, vamos buscar a solucao por meio
de recorréncia matematica. Considerando que a, seja o nimero de palitos usados na

construcao do enésimo elemento da sequéncia, temos:
a; — 3

Cl2:9

a3:18
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O que nos permite escrever,

GQ—CZ1:6

CL3—(12:9

Ap — Qp_1 = 3N

Adicionando as igualdades, obtemos:
G, — a1 =6+9+..4+3n

ap,=34+6+9+..+3n=3(1+2+3+...4+n)

Resultando em

NN V]

- (n* +n). (4.6)

Ay =

Como n determina o nimero de palitos de fésforos que estao no lado de cada figura, basta

substituirmos a,, = 135 para chegarmos a solugao.

135 =

[\CR V]

- (n*+n)
n+n—-90=0=n=9

Portanto, o triangulo que estamos procurando é o nono.

Problema 4.8. (Questao 5 - Banco de questoes OBMEP, 2009 pag. 23) Conjunto de
Cantor! - Desenhe um segmento de reta de comprimento 1, e denote-o por C;. Remova
o terco central (sem remover os extremos). Denote por Cy o que sobrou. Agora remova
o terco central (sem os extremos) de cada segmento de reta de Cy. Denote por Cs o que
sobrou. Podemos continuar esse processo, em cada estagio removendo o terco central de
cada segmento C), para formar C,, ;.

a) Desenhe Cy, Cy e (3, indicando o nimero nos extremos dos segmentos.

b) Quais dos seguintes pontos pertencem ao conjunto de Cantor? %, g, 8%, éil'

¢) Quais s@o os comprimentos de Cs, Cy e C57 Vocé pode achar uma expressao para o

comprimento de C,?7

1O Conjunto de Cantor é um subconjunto do intervalor [0, 1] definido pelo matemético Georg Cantor

como limite de um processo interativo.
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01—
CZ ] .|

ca— — — —

Figura 4.6: Conjunto de Cantor

Para responder o item (a), devemos levar em consideragao que cada segmento
é um subconjunto da reta real, com valores no intervalo [0,1]. Usando os critérios do

Conjunto de Cantor, temos a seguinte figura:

0l ——————————————

1] 1
cz I I
1] 1/3 2/3 1
C3 — — — —
0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

Figura 4.7: Extremos do Conjunto de Cantor

No item (b), deve-se observar que os extremos dos intervalos pertencem ao

Conjunto de Cantor. Dai, podemos afirmar que:

pertence ao Conjunto de Cantor, pois é extremo deCy;

(S

[
Ol

é removido de Uy, logo nao pertence ao Conjunto de Cantor;

° % é extremo de C}, logo pertence ao Conjunto de Cantor;

e <; ¢ removido de Cy, logo nao perntence ao Conjunto de Cantor.

Para resolver o item (c), vamos montar uma relagdo de recorréncia entre os

comprimentos de cada intervalo do Conjunto de Cantor. Como C; =1, Cy = % e (3= %,

induzimos que C, = 2% e Cs5 = g e dai,

2

Cg = 301
2

C'3 - 502
2

04 == 503

2
Cn — 5 Yn—1
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Multiplicando as igualdades e simplificando quando necesséario, obtemos
92 n—1
02-03-04-...-Cn:Cl-C’Q-C'g,-...-Cn_l-(§> .
O que equivale a .
2\""
Cho=1|= 4.7
(3) (47)

com n € N.
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5 Consideracoes Finais

No presente trabalho, proporcionamos um estudo detalhado sobre recorréncia
matematica e suas aplicacoes na resolucao de problemas matematicos estudados no ensino
médio.

Vimos que as técnicas recursivas podem ser estudadas no ensino médio, por
acreditarmos que seja acessivel ao entendimento dos alunos. Para isso, é necessario que os
professores estimulem seus alunos a descobrirem padroes. Por conseguinte possam exibir
um modelo matemético que o descreva. Segundo ALMEIDA et al.(2012), “mais do que
utilizar os conceitos matematicos como instrumentos para a investigacao da situagao, na
atividade de modelagem os alunos sao levados a pensar sobre os objetos matematicos em
si.”

Destacamos que ao abordarmos recorréncias lineares de 1* e de 2* ordem,
queriamos apenas mostrar que suas técnicas sao importantes na obtencao de um modelo
matematico. Cabe ao professor, que fizer uso desse trabalho, usar os pontos que julgar
pertinentes ao nivel de ensino que atua, fazendo os ajustes necesséarios a realidade dos

alunos.

Em se tratando das aplicacoes do estudo de recorréncias, apresentamos varios
exemplos com a finalidade de mostrar que em diferentes contextos se faz uso da recorréncia
linear, seja de 1* ou de 2* ordem. Acreditamos que a devida interpretacao de um fenémeno
real, que se observa através de um padrao matematico, desperta o interesse pela ma-

tematica.

Ao resolvermos problemas que constam em livros didaticos ou em olimpiadas
de matematica, estavamos mostrando que os padroes matematicos ja estao inseridos em
questoes de nivel médio, faltando apenas que o professor oportunize a seus alunos o
conhecimento recursivo na modelagem da solug¢ao. Dai a importancia de se iniciar o

estudo de recorréncia ainda na educagao bésica.

Esperamos que este trabalho venha contribuir com a prética docente de sala de
aula e que, a partir dele, se viabilize aos alunos a oportunidade de descobrirem padroes,

modelando-os na utilizagao de técnicas recursivas.
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Dessa forma, almejamos que o ensino de recorréncia linear de 1* e 2* ordem
seja tratado no ensino médio, com a finalidade de agucar o raciocinio recursivo dos alunos

e dai, eles sejam capazes de modelarem situagoes reais ou nao.
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