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RESUMO

Historicamente o estudo de sistemas de equagdes lineares precede o estudo de matrizes
e determinantes. Seguiremos esta ordem e mostraremos que seguir o curso histérico
é vidvel e dar significado preciso ao conceito de matriz e a defini¢do de determinante,
os quais tém sidos imprecisos e incompreendido pela ordem estudada. Atualmente
quase todos ou totalmente os livros did4ticos de Matemadtica para o ensino médio que
abordam o tema tem adotado a seguinte ordem de estudo: matrizes, determinantes e
sistemas de equagdes lineares. Esta ordem tem tornado invidvel a compreensdo dos
conceitos de matriz e determinante por parte dos alunos e também dos professores que
os ensinam. Essa prética tem deixado prejuizos enormes na formagao dos alunos. Com
uma abordagem simples e objetiva, introduzimos de maneira natural e sucessiva, os
conceitos de: equagdes lineares, sistema de equagdes lineares, resolucdo de sistemas de
equagdes lineares, determinante do sistema linear, matrizes e determinante de matri-
zes, sendo matrizes e determinantes considerados como ferramentas essenciais para o
estudo e resolugdo de sistema de equagdes lineares. Acreditamos que essa ordem na

abordagem pode servir para a melhoria do processo ensino-aprendizagem.

Palavras-Chave: Sistemas Lineares. Determinantes. Matrizes.



ABSTRACT

The study of linear equation systems has historically preceded the study of matrixes
and determinants. Following this order, we will show that the historical course is via-
ble, and we will give precise significance to the concept of matrix and to the definition of
determinant, which have been imprecise and misunderstood due to the order of study.
Nowadays almost all of the mathematics high school textbooks which approach this
theme have adopted the following order of study: matrixes, determinants, and linear
equation systems. This order has made it impracticable for students and teachers to
comprehend the concepts of matrix and determinant. This kind of practice has caused
enormous damage in the education process of the students. With a simple and objec-
tive approach, we introduce in a natural and successive way the concepts of: linear
equations, linear equation systems, resolution of linear equation systems, linear system
determinant, matrixes, and determinant of matrixes, keeping in mind that matrixes and
detetrminants are essential tools for the study and resolution of linear equation sys-

tems. We believe that this order of approach can improve the teaching-learning process.

Keywords: Linear Systems. Determinants. Matrixes.
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1 INTRODUCAO

1.1 Objetivos

Atualmente nas escolas brasileiras de ensino médio os alunos estudam Matri-
zes, Determinantes e Sistemas de Equag¢des Lineares nessa ordem, mas vale destacar
que historicamente as coisas ndo se passaram bem assim, o estudo de matrizes e de

determinantes surgiram com o estudo de sistemas de equagdes lineares.

Em uma aula sobre matrizes é comum os alunos perguntarem ao professor:
para que estudar matrizes, onde vamos uséa-las? Uma resposta provédvel é: vamos
usar esses conceitos de matrizes quando estivermos estudando sistemas lineares. Uma
outra pergunta muito comum em aulas de determinante é: o que é e para que serve o
determinante? Uma possivel resposta é: determinante ¢ um niimero que estd associado

a uma matriz quadrada e serve para dizer se essa matriz possui inversa ou ndo.

Como podemos perceber, os alunos do ensino médio estudam primeiro os con-
ceitos de matrizes e determinantes para obterem determinada “bagagem” conceitual
para depois estudarem os sistemas de equagdes lineares. O que julgamos ser desne-
cessdrio e prejudicial, pois como veremos nesse trabalho, os conceitos de matriz e de
determinante surgem de forma natural no decorrer do estudo de sistemas de equagdes
lineares, o que justifica a abordagem dada este trabalho, e a necessidade de entender
mais sobre estes conceitos nos leva a desenvolver um estudo mais minucioso sobre
esses temas a posteriori.

De acordo com o PNLD (2011, p. 31-32),

..para contextualizar as matrizes, elas sdo vinculadas, de modo satis-
fatério, a tabelas de dupla entrada, em todas as obras. No entanto,
essa contextualiza¢do é mais significativa quando se estudam primeiro
os sistemas lineares, porque as matrizes surgem como uma ferramenta
essencial na resolucdo desses sistemas.

O presente trabalho tem por objetivos fazer um resgate histérico, por meio de
uma revisdo bibliografica sobre a ordem cronolégica do desenvolvimento dos tépicos
de matrizes, determinantes e sistemas lineares mostrando que o estudo de sistemas de
equagdes lineares precede o estudo dos temas matrizes e determinantes e que seguir o

curso histoérico é vidvel e dar significado aos conceitos de matriz e determinante.
Como podemos ver, conforme SERGIO,
Nao é de estranhar que o inicio de matrizes e determinantes estd intima-

mente relacionado com o estudo dos sistemas lineares. Os babilonios
estudaram problemas que levam a resolugdo de um sistema linear de
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duas varidveis e duas equagdes, sendo que alguns destes problemas
foram preservados em tabletas de argilas.

Com uma abordagem simples e objetiva, introduzimos de maneira natural e su-
cessiva, os conceitos de: equagdes lineares, sistemas de equagdes lineares, resolugdo de
sistemas de equagdes lineares, determinante do sistema linear, matrizes e determinante
de matriz, sendo matrizes e determinantes considerados como ferramentas essenciais

para o estudo e resolucdo de sistemas de equagdes lineares.

Como veremos, este trabalho foi dividido em quadro capitulos, que se distri-
buem, como segue. No capitulo I, temos os objetivos do trabalho e um resgate histérico
sobre o estudo de matrizes, determinantes e sistemas de equacgdes lineares. No capitulo
II, falaremos um pouco sobre as equagdes lineares. Onde veremos as definigdes de
equacdo linear e suas solugdes, e, consequentemente, de incégnita, coeficiente e cons-
tante. E também definiremos sistema de equagdes lineares, estudaremos as solugdes de
um sistema linear, veremos a interpretagdo geométrica de sistemas lineares 2x2 e 3x 3,
assim como as operagdes elementares com as equa¢des de uma sistema e o método de
escalonamento de Gauss. No capitulo III, falaremos sobre a representacdo matricial de
um sistema linear, falaremos sobre no¢des de permutagdo e inversao, introduziremos
o importante conceito de determinante de um sistema de equagdes lineares n X 1 e
demonstraremos a regra de Cramer que servird para calcular a solu¢do de um sistema
linear n X n. No capitulo IV, falaremos sobre matriz, opera¢des com matrizes e suas

propriedades e algumas nomenclaturas de matrizes.

Um dos principais diferenciais desse trabalho é a ordem de apresentacdo e es-
tudo dos temas matrizes, determinantes e sistemas lineares, onde fica claro o conceito de
matriz e a definicdo de determinante. Esse trabalho também traz uma demonstragao
para a regra de Cramer, demonstragdo essa que ndo é encontrada nos nossos livros
didaticos. A ordem de apresentagdo de alguns teoremas mudou e outros foram de-
monstrados de forma distinta das encontradas nos livros de algebra. E apresentada as
nogdes de permutacdo e inversdo que sdo de fundamental importancia para o estudo
dos determinantes. Os capitulos II e IV ja sdo trabalhados nos livros de algebra, dife-
rentemente do capitulo III, onde trazemos uma demonstracdo para a regra de Cramer

sem usar matriz inversa.

1.2 Breve historico

Os Babilonios resolviam equagdes lineares e quadréticas com duas varidveis e
chegavam até a resolver problemas envolvendo equagdes ctibicas e biquadraticas. Um
exemplo desses problemas foi tirado de uma placa do periodo da 1* dinastia babilonica,

quando o rei Hammurdabi reinou na Babilonia (cerca de 1750 a.C.). Atualmente esta
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placa encontra-se na Biblioteca Nacional e Universitaria, em Estrasburgo.

Uma determinada drea A, que é a soma de dois quadrados, tem o valor 1000. O
lado de um dos quadrados é igual a 3 do lado do outro menos 10. Quanto medem os

lados dos quadrados?

Para resolver esse problema os babilonios usavam um sistema de equagdes ndo
lineares, se a um dos lados do quadrado, atribuirmos a letra a e ao outro lado a letra b,

obtemos o seguinte sistema de equagdes:

a2 + b* = 1000

2b
— = =10
3

Ja os primeiros registros sobre os sistemas de equagdes lineares foram encon-

a p—

trados no mais importante dos textos de matematica chinesa antiga, o Chiu Chang
Suan-Shu ou “Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica”, que de acordo com EVES
(2011, p. 243) “... data do periodo Han mas que muito provavelmente contém material
bem mais antigo” e dedica o capitulo 8 aos Sistemas de equagdes lineares e procedi-

mentos matriciais.

Conforme BOYER, a preocupagdo com diagramas levou o autor de Chiu Chang
Suan-Shu a resolver o sistema de equagdes lineares de ordem 3 x 3

3x + 2y + z = 39
2x + 3y + z = 34
x + 2y + 3z = 26

efetuando operagdes sobre o quadrado

1 2 3 0 0 3
2 3 2 _ 0 5 2
para reduzi-la a
3 1 1 36 1 1
26 34 39 99 24 39

A segunda forma representava as equagdes lineares 36z = 99, 5y +z = 24 e
3x + 2y + z = 39, das quais facilmente sdo calculados sucessivamente os valores de x,
y e z. Os métodos modernos levariam a dispor os coeficientes das equagdes lineares
em linhas, em vez de colunas, mas como podemos verificar o método é basicamente o

mesmao.

Somente na segunda metade do século XVII inicia-se um tratamento sistemati-
zado sobre sistemas de equacgdes lineares, ocorrendo no Japao com Seki S. Kowa (1642-
1708). No século XVIII, encontram-se diversos trabalhos sobre sistemas de equagdes
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lineares descritos por Colin Maclaurin (1748), Gabriel Cramer (1750) e Etienne Bézout
(1779). Eles formularam métodos de resolucdo de sistemas.

Conforme EVES (2011, p.444), comumente a cri¢do da teoria dos determinantes
é atribuida a Leibniz, em 1693, visando o estudo de sistemas de equagdes lineares,
embora considera¢des semelhantes ja tivessem sido feitas dez anos antes no Japao por
Seki Kowa. Seki foi o primeiro matemético a calcular determinantes. Em seu livro

apresentou varios exemplos, mas ndo mostrou algo que fosse véalido em casos gerais.

De acordo com EVES (2011, p. 536), “Jacobi, ao lado de Cauchy, foi talvez o
matemadtico que mais contribuiu para a teoria dos determinantes”. Foi com ele que a

palavra determinante recebeu aceitagdo final.

O matematico escocés Maclaurin (1698-1746) também contribuiu na histéria dos
determinantes. Em 1730, Maclaurin escreveu um livro chamado Um tratado sobre
Algebra, que s6 foi publicado em 1748, dois anos ap6s a sua morte. Neste livro,
Maclaurin apresenta o que chamou de “teorema geral” para eliminac¢do de incégnitas
de um sistema linear, fazendo a demonstracdo para matrizes de ordem 2 e 3 e explica
como fazer a demonstracdo para matrizes de ordem 4. Maclaurin, porém, ndo comenta
se o resultado pode ser generalizado para matrizes de ordem n. O “teorema geral de
Maclaurin” é conhecido hoje como regra de Cramer, pois foi o matematico Cramer
(1704-1752) quem publicou o resultado para matrizes de ordem n, no apéndice do seu
livro Introducdo @ Anélise de Curvas Algébricas, de 1750. E interessante observar que
a demonstragao da regra ndo constava no livro de Cramer. O termo “determinante” s6

foi introduzido em 1801, por Gauss.

O inicio da teoria das matrizes remonta a um artigo de Cayley em 1855. Diga-se
de passagem, porém, que o termo matriz ja fora usado, com o mesmo sentido, cinco

anos antes por Sylvester.

Quanto as matrizes, Cayley as introduziu para simplificar a notagdo de uma

transformacgdo linear. Assim, em lugar de:

b b
ij i di escrevia (x’, y’)z[j d)(x,y)

—_——
Q\ R\
[

O nome Matriz s6 veio com James Joseph Sylvester, 1850. Seu amigo Cayley,
com sua famosa Memoir on the Theory of Matrices, 1858, divulgou esse nome e iniciou
a demonstrar sua utilidade. Para Sylvester as matrizes eram consideradas como meros
ingrediente dos determinantes. E s6 com Cayley que elas passam a ter vida prépria e,
gradativamente, comecam a superar os determinantes em importancia.



2 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

2.1 Equacgoes lineares

Seja R o conjunto dos ntimeros reais.

Definicao 2.1. Uma equagio linear de n varidveis no conjunto dos niimeros reais é uma
equagdo do tipo

Mmx1+ axXy + - +a,x, = b,
onde x1, X2, ..., X, SA0 varidveis, a1, az, ..., 4, € R, sdo 0s coeficientes da equagio linear, e

b € R, a constante da equagdo.

E usual o termo incégnita ser substituido por varidvel. Pela definicio, uma
equacgdo linear ndo envolve produtos ou raizes de varidveis. Todas as varidveis ocor-
rem na primeira poténcia e ndo aparecem, por exemplo, como argumento de fungdes
trigonométricas, logaritmicas ou exponenciais. Para equa¢des com até trés incognitas

é comum registra-las utilizando as letras mintsculas x, y ou z, sem indexagges.

Exemplo 2.1. As equagdes abaixo sdo lineares, mas sempre devemos deixar claro quan-

tas sdo as variaveis envolvidas.

i) Equacdo linear em duas varidveis: 4x — y = 6.
ii) Equacdo linear em trés varidveis: x; + 3x; —x3 = 0.

iii) Quando dizemos “a equagdo em trés varidveis x + 2y = 3” estamos simplificando

o registro da equagdo linear em trés varidveis x + 2y + 0z = 3. <&
Exemplo 2.2. As seguintes equac¢des ndo sdo lineares.
1 cee l
i) x+yx=0. iii) x; +3x; —x; = 0.

ii) 4> —y—z=6.
&

A equacdo linear 0x; + 0x + Ox3 + - -+ + Ox,, = b é dita degenerada. Quando a
equagdo ndo é degenerada, o primeiro termo ndo nulo da equacdo linear é dito termo
principal, ou seja, seay # 0 ea; = a, = --- = a1 = 0, entdo o k-ésimo termo é o termo
principal, x; é a incégnita principal e a; é o coeficiente principal. As outras varidveis

sdo ditas varidveis livres da equacdo.
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Observacao 2.1. As equag0es lineares em uma, duas ou trés varidveis estdo associadas
a pontos (R), retas (R?) e planos (R®), respectivamente.

e Equacdo do ponto: ax = b, com a* # 0; (1 incoégnita )
e Equacdo da reta: ax + by = ¢, com a® + b* # (; (2 incognitas)
e Equacdo do plano: ax + by + cz = d, com a® + b*> + ¢* # 0. (3 incognitas)

2.2 Solucao de uma equacao linear
Denotaremos por R" o conjunto das n-tiplas ordenadas, mais precisamente,
R" = {(x1, x2, ..., x,); X; € R, paratodoi €N, com 1 <i<n}.

Definicao 2.2. Dada a equagio linear com n incognitas a;x1 + axx, + - -+ + a,x, = b, dizemos
quek = (ki, ka, ..., k,) € R" é solugio da equagdo linear se arky + arky + - - - + a,k, = b.

O conjunto de todas as solugdes particulares é denominado conjunto solugdo da
equagdo linear. Para encontrar o conjunto solugao, atribui-se valores as varidveis livres

e posteriormente encontra-se a varidvel principal em termos das anteriores.

Muitas vezes dizemos que os valores ki, ky, ..., k, satisfazem a equacao linear.
Exemplo 2.3. Determinemos duas solugdes distintas para a equacdo linear em trés
variaveis 3x — 2y +z = 6.

Solucao: Verificaremos que k; = (0, 0, 6) ek, = (2, 0, 0) sdo solugdes, de fato

30-20+16=0-0+6=6.
e
32-20+10=6-0+0=6.
\

Exemplo 2.4. Dada a equacdo linear em trés varidveis 3x — 2y +z = 6, vamos encontrar
sua solucdo geral.

Soluc¢ao: Como podemos ver, o coeficiente principal é 3, assim y e z sdo varidveis livres.
Tomemos y = a e z = b. Tem-se:

6+2a-b

3x—-2a+1b=6 = 3x-2a+b=6 = 3x=6+2a-b = x= 3

1
Portanto, (5(6 +2a-D), a, b) é a solugdo geral e
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X = {(%(6+2€l—b), a, b);a,beIR} C R

é o conjunto solugao. o
Teorema 2.1. Valem as seguintes afirmagdes sobre o conjunto solucido X da equagdo linear
ax =b.

1) Sea=0eb=0,entdo X = R, ou seja, tem infinitas solugdes.

2) Sea=0eb #0, entdo X é vazio, isto é, ndo existe solugdo.

. b
3) Sea # 0, entdo X tem um tinico elemento, dada por k = ~

Prova: (1) Sea =0eb =0, entdo Ox = 0, para todo x € R.

(2) Sea = 0eb # 0, entdo ndo existe ntiimero real k tal que Ok = b, ou seja, a

equagdo ndo tem solugdo.

(3) Se a # 0, podemos dividir cada termo da equagdo linear por 4, entdo

a

Isso encerra a demonstragao. [ ]
Teorema 2.2. Valem as sequintes afirmagdes sobre o conjunto solugido X da equagio linear
mxy+ ax, +---+a,x, =b, comn > 2.

1) Sea; =a, =---=a,=0eb =0, entdo X tem infinitas solugoes.

2) Seay =a,=---=a,=0eb #0, entdo X é vazio.

3) Sea; # 0paraalgum 1 <1 < n, entdo X tem infinitas solugoes.
Prova: (1) Sea; =a, =--- =a, = 0 e b = 0, entdo temos infinitas solu¢des. Vejamos,
Ox; +0xp +--- 4+ 0x, =0, paratodo k = (ky, ky, ..., k,) € R™.

(2)Sea; =ap =---=a, =0eb # 0, entdo ndo pode existir (k, ky, ..., k,) tal que
Ellkl + Elzkz + -+ ankn = b, pOiS Ellkl + Elzkz + -+ ankn =0.

(3) Se existe a; # 0, para algum 1 </ < n, entdo temos infinitas solu¢des da forma
k =k, ka, ..., ki1, ki, ki, ..., ky), onde ki, ko, ..., ki1, kisa, ..., k, sdo quaisquer

numeros reais e

1
ki = a_l(b — ik —axky = =gk — dakig = - = ank).

Isso encerra a demonstragdo do teorema. ]
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2.3 Equacgoes lineares degeneradas

Uma equagdo linear é denominada degenerada se todos seus coeficientes sdo

nulos, isto é, se ela tem a forma
Ox; +0xp +---4+0x,=0b

A existéncia de solucdo da equacdo degenerada depende apenas do valor da

constante b. Mais precisamente,

1) se b # 0, entdo a equagdo ndo possui solugdo e
2) seb =0, entdo todo k = (ky, ky, ..., k,), em que k € R" é uma solugdo.

Teorema 2.3. Se ki = (ky1, k12, ..., ki) e ko = (k1, kxo, ..., kou) sdo solugdes distintas da
equagdo linear a;x1 + axx, + -+ - + a,x, = b, entdo

ki+ky [kin+kn kio+ke k1n+k2n)

2 2 7 2 7 ’ 2
também é uma solugdo e é distinta das anteriores.

Prova: Verifiquemos por substituigdo:

ki1 + k kin + kau k nkin + ankon
al(ll'; 21)+---+an(1 ;‘ ) _ (ﬂlkn;‘lh zl)+m+(a 1 ;ﬂkz)

(arkiy + arky) + -+ + (@nkin + ankan)
2

(arkiy + - + apkiy) + (@tko + -+ + a,kay)
2

+k2

Portanto, é uma solucéo.

Sendo k; e k, duas solugdes distintas, existe [, com 1 < I < n, tal que ky; # k.
Sem perda de generalidade, podemos supor que ky; < k. Para mostrar que a média

é uma solucdo distinta das anteriores é suficiente mostrar que para o indice [ temos
ki + ko
kll <

< ky. Isso é simples, pois

ky +k kuy +k ko + k
kll:(uz 11)<(112 21)< 212 2 g

Isso termina a demonstracdo do teorema. ]
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Operacoes elementares com equacoes lineares

Definigao 2.3. Sejam r um niimero real e

Li: anxy+apxy+ - +apyx, =b

Lz Ao Xq1 +axnXy + -+ dry, X, = b2

duas equagoes lineares de n varidveis.

i) A soma dessas equagdes, é a equagdo linear de n varidveis L, + L, definida por

Li+Ly: (a1 +ax1)x1 + (@12 + an)xy + - -+ + (a1, + a24)X, = b1 + by.

ii) A multiplicacdo da equagdo linear L, por um niimero real r é a equacdo linear de n varidveis
rLy, definida por

rLi: (ran)xy + (rap)xy + -+ + (ray)x, = (rby).
2.4 Sistemas de equacdes lineares
Definicao e solucao

Definicao 2.4. Um conjunto com m equagdes lineares de n incégnitas é denominado um sistema
de equagoes lineares m X n.

A representagdo usual de um sistema linear m X n é a seguinte:

a;1x1 + dpX, + apxz + -+ dpX, = bl
a»x1 + dxpX, + dypyxxzy + + dyx, = bz
az1x1 + daszxpX, + dadzxzxz + -+ dzpX, = b3
anxiy + apx, + apnxz + -+ +  apX, = bi
AX1 + AppXo + AuaXz + - + dyuX, = by

Indicaremos a equagdo na i-ésima linha do sistema por L;.

Definicdo 2.5. Uma solugdo simultinea de todas as equagdes lineares que compdem o sistema
linear é dito solugdo particular do sistema. O conjunto das solugdes particulares é dito conjunto

solugdo do sistema linear.

Exemplo 2.5. Determinemos uma solugdo particular para os sistemas lineares 2 X 2 e

2 X 3, respectivamente, descritos a seguir.
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[l
N
[l
—_

13x—y ) X + Yy - z
' X + vy ] 2x 4+ z = 4

Solugdo: (1) Isolando y na equacdo L;, y = 3x — 2, e substituiremos na equagdo L,
temos:

Il
w

5
x+0Bx-2)=3 = x:Z.

5
Agora, substituindo o valor x = 2 ha equagdo y = 3x — 2, temos:

7

5
y=3--2 = y—4.

4

57
Portanto, k = (A_L' Z) € R? é solugao do sistema. Isso pode ser verificado substi-

tuindo os valores encontrados no sistema linear:

=

+

<

Il
=~ Q1
+
=13
Il

W

(2) Explicitemos z na equacgdo L,, z = 4 — 2x, e substituamos em L:

x+y-z=1 = y=z-x+1=4-2x)-x+1=5-3x = y=5-3x

Observe que y = 5-3x ez = 4—2x satisfaz as equagdes Yx € R. De fato, tomando
x=keR, y=5-3kez=4-2k temos que:

x +y + z

k+(5-3k)—(4-2k)=k+5-3k—4+2k=1

2x + z

2k+(4—-2k)=2k+4-2k=4

Teorema 2.4. As seguintes afirmagdes sobre um sistema linear m X n sdo exclusivas:

1. o sistema linear ndo admite solucdo;
2. o sistema linear admite uma tinica solucado;

3. o sistema linear admite infinitas solugoes.
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Prova: Existem duas possibilidades, o sistema linear m X n tem solugdo ou ndo tem
solugdo. Se néo tiver solugéo a afirmacdo (1) esta satisfeita. Se (1) ndo for verdadeiro o
sistema tem solucdo. Portanto, tem uma solugdo tinica ou mais de uma. Se tiver uma

solucgdo unica a afirmacao (2) esté satisfeita.

Suponhamos que (1) e (2) ndo estdo satisfeitas, entdo o sistema linear m X n
admite no minimo duas solug¢des distintas, digamos, ki = (ki1, kiz, ..., kin) e ko =

(ka1, ko, ..., kom), com ky; # ky para algum 1 <1 < n.

Sem perda de generalidade podemos assumir que ky; < k. Sendo assim, ks =

ki +k

22 solugdo do sistema linear m X n, pois é solu¢do de cada uma das equagdes
: e _ ku+ky
lineares, (ver teorema (2.3, p. [16)). Além disto temos ki; < k3; < ky, onde ks = —

que implica k; # ks # ky, portanto temos trés solugdes distintas.

ki +k
Temos também que k; = L "5 ¢ solucgdo e ki < ky < ks < ky isto implica 4
L ki+k
solugdes distintas. Tomando ks = %, temos outra solucdo com ky; < ks; < ky <

ks < ky, 0 que implica 5 solugdes distintas. Repetindo o processo podemos construir
infinitas solu¢des para o sistema linear. Portanto, se (1) e (2) ndo forem validos tem-se

que (3) seré satisfeita. |

Exemplo 2.6. (Interpretacdo Geométrica para Sistemas Lineares 2 X 2) Se as equagdes
de um sistema linear 2 X 2 forem ndo degeneradas podemos interpreta-las como
equagoes de retas no plano (R?) e sua solucdo como interseccdo destas retas. Se o
sistema admitir uma tnica solu¢do, entdo as retas sdo concorrentes; se ndo admitir

solugdo as retas sdo paralelas e se admitir infinitas soluc¢des as retas sdo coincidentes.
&

Exemplo 2.7. (Interpretacdo Geométrica para Sistemas Lineares 3 X 3) Pensando de
forma andloga ao caso do sistema linear 2 X 2, se as equagdes de um sistema linear 3 X 3
forem equagdes ndo degeneradas podemos interpreta-las como equagdes de planos no
espaco (IR%) que representaremos por 1y, 7y e 7t3. As solugdes de um sistema linear
sdo os pontos do espaco que pertencem simultaneamente a esses trés planos, ou seja,
(x, ¥, z) € my N1 N M. As posigdes relativas dos planos 71, m; e 3, sdo um total de
oito.

Se o sistema linear admite solu¢do tinica, entdo dois planos sdo concorrentes
e o terceiro plano é concorrente com a reta formada pela interseccdo dos outros dois
planos; se o sistema linear ndo admite solugdo, entdo temos 4 posigdes possiveis para
os planos no espaco, a saber: dois Planos coincidem e sdo paralelos ao terceiro, ou
dois planos sdo paralelos e o terceiro os intersecta segundo retas paralelas, ou os trés
planos sdo paralelos dois a dois ou os trés planos se intersectam dois a dois segundo

trés retas paralelas; Se o sistema linear admite infinitas solugdes, entdao temos 3 posi¢des
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possiveis para os planos no espago, a saber: os trés planos sdo coincidentes, ou os trés
planos tém uma reta em comum ou dois planos coincidem e o terceiro os intersecta
segundo uma reta. &

Definicdo 2.6. Dizemos que um sistema linear M é incompativel se M ndo possui solugio;
é compativel e determinado se possui solugdo tinica e compativel e indeterminado se possui
infinitas solugoes.

Observacgdo 2.2. Se um sistema tiver uma equacao linear degenerada com constante
ndo nula, entdo o sistema ndo admite solucgdo, pois esta equagdo ndo admite solucao,

tem-se portanto um sistema incompativel.

Um sistema linear do tipo

X1 = bl
X2 = b

X3 = b

Xy = bn
é um sistema linear compativel e determinado e k = (b;, by, ..., b,) é sua tinica solugéo.

Exemplo 2.8. O sistema linear do tipo

Il
—_

4x - 2y
l6x — 8y

Il
W

é um sistema linear compativel e indeterminado, pois como podemos verificar, os pares
ordenados (O, —%) e (i, O) sdo solugdes distintas do sistema linear. &

2.5 Sistemas lineares escalonados

Definicdo 2.7. (Sistema escalonado) Um sistema M,,x, é dito escalonado se ndo contém
equagdo linear degenerada e dados os termos principais de L; e Ly 530 i, Xy, € A(is1)r,,, Xr,,, teM-se

Tiy1 > Vi

A representagdo de um sistema escalonado é dada abaixo

a11xX1 + dpXy, + a13X3 + A14X4 + e+ ApX, = bl
Ox; + -+ 4 @pXy, + G Xpprn) + oo+ Xy, = by
Ox; + Oxp, + ... + A37, Xy, + + az,x, = bs

am/(rm’)x(rm’) + - am’nxn = bm'
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Em outras palavras; quando o sistema é escalonado a incégnita principal da
equacdo linear inferior esta a direita da equacdo linear superior. Costuma-se ndo
representar os termos Ox;.

Exemplo 2.9. Os sistemas de equacdes lineares abaixo estdo escalonados:

3x + 2y - z =0 4 — 2y + z + 3t - w =7
2z + 3t = 4 e 5 + 2w = 8
2t = 4 w =1
O
Observagdo 2.3.

i) Num sistema escalonado o niimero de linhas é sempre menor que ou igual ao ntimero
de variaveis;

ii) Num sistema linear a diferenca entre o nimero de varidveis e o nimero de equagdes
é igual ao nimero de varidveis livres. Retirando as varidveis principais do sistema as

demais sdo livres;

Definicao 2.8. (Sistema triangular) Um sistema escalonado em que o niimero de equagdes é
0 mesmo que o niimero de varidveis é dito triangular.

Representacdo geral de um sistema triangular.

a;1x1 + dapx; + apizxs + -0+ dpX, = bl
AxpXy + dx3Xz + -+ 4+ dyX, = bZ

apxs + o0 o+ azx, = b3

ApnXy = bn

Vamos mostrar que um sistema triangular admite soluc¢do tinica. Para melhor

compreender o teorema tomemos o exemplo seguinte.

Exemplo 2.10. Encontremos a solucdo do sistema linear

x + 2y - z =1
3y + 4z = 7
3z = 8

Solugao: Para k = (ky, k», k3) ser uma solugédo do sistema linear deve-se ter
ki + 2k — k3 =1

3k2 + 4k3 =
3k; = 8
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e assim, temos

i)
Ls: 3k3:8 = k3:§.
ii)
Ly: 3k2+4k3:7 = 3k2+4(§):7
32
= 3k2+?=7
11
= kzz—?.

iif)
Li: k1+2k2—k3:1 = k1+2(—%)—§:1

55
= k1 = ?
s 1Y
9" 973/
Observamos que num sistema triangular ndo existem variaveis livres.

Portanto, a solucdo do sistema dado é k = (ky, ky, k3) = (

Teorema 2.5. Um sistema triangular M,x,, admite uma solugdo tinica.

Prova: Seja M, o sistema linear triangular

a;1x1 + dpXxy, + apxz + -+ dpX, = b1
ax»nXy + dx3Xz + -+ + dyX, = b2
azxs + o0+ azyx, = b3 |

ApnXn = bn

Observe que L, admite a solugdo k = (kl, kr, ks,..., b—"), Yk, ky, ks, ..., k,_1 €

nn
R e somente solucdo deste tipo. Temos que L, e L,_; admitem solu¢des simultaneas do

tipo:

1 b, b,
k = (kll k2/ k3/ ey kn—Zl —) (bn_l - ﬂ(n_l)na—), —)

A(n-1)(n-1 mn ) Ann

,Vkl, kz, k3, ...,kn_zelR.

Este processo é indutivo e supondo que k = (ky, ky, ks,..., ki_1, ki, ..., k,), com

ki, kis1, ..., ky fixos e ky, ka, ks, ..., ki-1 € R quaisquer, é solucdo simultanea de L;, Li;1,
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Li+2, cee Ln tem-se que k = (kl, kz, k3,. ey ki—l, ki, ey kn), com kl, kz, k3,. ey kl'_z sao
. . 1 - .
reais quaisquer e ki_; = — b, — Z ai-1yki |, ki, ki1, ..., k, fixos, é solugdo de
(i-1)(i-1) =
Li-y, Li, Liss, ..., L, simultaneamente e portanto a solugdo de L;_y, L;, Li41, ..., L, existe
e é da forma k = (ky, ky, ks, ..., kioo, ki_1, ..., k,), com kyi, ky, ks,..., ki_p, varidveis e

ki—l/ ki, ki+1, ooy kn fixos.

Entédo por indugdo podemos encontrar k = (ky, ky, ..., k,) comky, ky, ..., k, €
R, tnicos e somente estes, tal que k é solucdo de Ly, L,, ..., L, e portanto do sistema
triangular M. ]

Exemplo 2.11. Encontremos a solu¢do do sistema linear 5 X 5

21 4+ 3x — x3 + x4 — x5 = 7

2% + x3 — X4 + x5 = 6

— X3 + 2x4 — x5 = 4

3xy + 2x5 = -7

3xs = 9
Solucdo: De Ls, temos x5 = 3. Fazendo x5 = 3 na equagdo L4, temos 3x4 + 2.3 = -7,
ou seja, Xy = —13—3. Novamente, substituindo os valores obtidos para x5 e x4 na linha
L3, calculamos x3 = —43—7. Esse processo nos fornece aos seguintes valores: x, = z e

137 . . ( 137 43 47 13

X1 = BETR Portanto, a solucao do sistema é (—H, < "3 3 3).

Teorema 2.6. Se o sistema escalonado nio for triangular, entdo admite infinitas solugio.

Prova: Se o sistema linear ndo é triangular, entdo existe(m) varidvel(is) livre(s), as
quais podemos atribuir valores. Ao atribuimos um conjunto de valores fixos para
as varidveis livres, obteremos um novo sistema triangular o qual terd pelo teorema
anterior, valores tinicos para as varidveis principais. Os valores atribuidos as varidveis
livres e os valores encontrados para as varidveis nado livres constituem uma solugdo
do sistema linear. Como a cada conjunto de valores atribidos as varidveis livres temos
uma solugdo do sistema linear e como podemos atribuir infinitos valores as varidveis

livres teremos infinitas solu¢des do sistema linear. ]

Exemplo 2.12. Consideremos o sistema linear

3X1+2X2—X3:8
X2 + x3 = 5
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Observemos que x3 é a varidvel livre. Entdo podemos atribuir valores a x3,
digamos x3 = k € R. Daf segue que

3x1 + 2x, - k = 8 o 3x1 + 2x, = 8+ k
X, + k =5 X, = 5- k .
Logo, Ly: x, = 5 — k. Substituindo x, =5 -k em L;:

Li: 3x1+2x =84k = 3x;+26-k)=8+k
= 3x1+10-2k=8+k

= 3X1 =3k-2
oo 3k -2
1=—3
N . ) 3k—2 e N
Portanto, a solucdo geral do sistema é K = 3 5 —k, k). Sdo infinitas as solugdes,

uma para cada valor de k € R. Por exemplo:

k=1 = K= (%, 4, 1) é solucdo do sistema.

k=2 = K= (%, 3, 2) é solucdo do sistema.

7
k=3 = K= (5, 2, 3) é solucao do sistema.
&

Observacao 2.4. Note que dado o sistema linear M, ao operarmos elementarmente com
suas equagoes lineares e obtivermos uma equagao linear degenerada com constante ndo
nula, M ndo admite solugdo. Caso encontremos uma equacao linear degenerada com
constate nula, entdo a desprezamos, pois ela ndo interfere na solugdo do sistema. E

mais, se ndo encontrarmos equagéo linear degenerada com constante ndo nula entéo:

i) M tem solugdo tinica se o escalonado equivalente é triangular;

ii) M tem infinitas solu¢des se o escalonado equivalente ndo é triangular, ou seja

tem varidveis livres.

Teorema 2.7. Todo sistema linear M é equivalente a um sistema linear escalonado (unido ou
ndo com equagdo linear degenerada com constante ndo nula).

Prova: A desmonstracdo seguira por indugdo matematica sobre o ntimero de linhas

dos sistema linear M = M,,,.

i) Se m = 1 e a equagdo é ndo degenerada com constante ndo nula, entdo M4 é

um sistema escalonado.
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if) Suponhamos vélido para m = k e mostremos que continua vélido para m =
k+1. Comom =k + 1, entdo 0 Ms1)xn € da forma

a1 x;y + a12X> + -+ A1, X5 = bl
arix1 -+ Ay Xo + e+ A2nXy = bz
as1x; + a3>X» + - + a3, Xy = l’)3
M(k+1)><n :
X, +  Apxs  + 0+ agX, = b
Ags11X1 + AgerpXe + 0+ AgapXn = b

Para efeito de calculo tomaremos a;; # 0. Sendo assim, construiremos um novo

sistema linear M’ com as seguintes operacdes elementares:

L Ll — Ll,' e ...,
o [, — aply —anly; o Ly — anly —anLy;
o I3 — apls —azly; ° L(k+1) — ﬂllL(k+1) - ll(k+1)1L1-

Com essas operagOes obtemos o sistema equivalente

a11xXq + - + AnXy = bl
M - Oxl + + (a11a3n - a31a1n)xn = (alle - a31b1)
OX1 + . 4+ (allakn — aklaln)xn = (allbk - aklbl)
Ox; + -+ + (ana(k+1)n - a(k+1)1aln)xn = (allb(kﬂ) — Agerinbr)

Operando com Ly, L3, Ly, ..., Ly, Lis1, pois se for o teorema vélido para m = k,
obteremos uma equagdo linear degenerada com constante ndo nula, ou obteremos um
sistema escalonado, o qual adicionando a primeira equagdo obteremos um sistema

escalonado equivalente ao anterior, isto completa a demonstragdo do teorema. |

2.6 Sistemas lineares equivalentes

Definic¢do 2.9. Dois sistemas lineares de n varidveis sdo ditos equivalentes se, e somente se,
tem conjuntos solucdes iguais. Expressaremos que os sistemas M e S sdo equivalentes por

M~ S.

Exemplo 2.13. Os sistemas lineares

Il
(o)}

X + y =6 -x + 2y
2x + 3y = 16 3x - y

Il
N

sdo equivalentes, pois tém a mesma solugdo, k = (2, 4). O



26

Vamos aprender como obter um sistema equivalente mais simples a partir de
outro. Mais simples no sentido da solucdo puder ser encontrada. Para isto definiremos

as operagdes elementares num sistema linear.

Definicdo 2.10. Sejam L;, em quel < i < m, as linhas de um sistema linear mxn. Utilizaremos
as seguintes notagoes.

i) L; & L;: permutar a i-ésima linha com a j-ésima linha.
ii) Ly — rL;: substituir a i-ésima linha pela multiplicagdo da i-ésima linha por um niimero

real v # 0.
iii) L — L;+rL;: substituir a i-ésima linha pela adicio da i-ésima linha com a j-ésima linha
multiplicada por um niimero real.
Podemos agrupar as operagoes (ii) e (iii) escrevendo L; —> r1L; + r,L;, em que r # 0.

Teorema 2.8. Sejam M e S dois sistemas de equagoes lineares m X n. Se S pode ser obtido de
M por um niimero finito de operagdes elementares, entdo os dois sistemas sio equivalentes.

Prova: Seja S o sistema de equagdes lineares obtido de M por uma operagdo elementar.
Se a operagdo elementar foi:

i)Li «—Lj,

As equagdes lineares ndo mudam e portanto M e S tém as mesmas solugdes.
it) L — rL;,em que r # 0,

Se k é solugdo de M, entdo é solucdo de L; : anxy + apxs + -+ + a;,x, = b; e das

demais equagdes lineares do sistema. Mas k é também solugdo de rL;, pois

(rapn)ki + (rap)ky + - - - + (ray)k, = r(anks + apk, + - - - + ai,k,) = (rb;).

Portanto k é solugdo de S;. Reciprocamente, se k é solugdo de S, k é solugdo de

. . 1
rL; e das demais equagdes lineares. Logo, é solugdo de ;(rLi):Li, em que r # 0, como
mostrado anteriormente, e das demais. Portanto, k é solucdo de M.

le) Li— Li+7’L]‘.

Seja k = (ky, ka, ..., k) solugdo do sistema linear M. Como vimos acima, k é
solucdode L; e rL;, ou seja,

ank, + ﬂizkz + o+ ainkn = bi e (7’{1]'1)1(1 + (Tﬂjz)kg + e+ (I’ﬂjn)kn = (Tb])
Adicionando essas duas equagdes temos

(an +raj)ky + (ap + rap)ky + -+ + (4, + raj,)k, = (b; + b)),
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o que mostra ser k solugdo de L; + rL;. Portanto k é solugdo de S, pois as outras linhas
de M ndo foram alteradas. Reciprocamente, se k é solugdo de S, entdo k é solugdo de
L; +rLje —rL;. Logo, pelo visto anteriormente, k é solucdo de (L; + rL;) + (-rL;) = L; e
das demais equagdes do sistema. Portanto, k é solugdo de M.

Em qualquer operacido tem-se M ~ S;. Logo, se S é obtido por um ntiimero
tinito de operagdes por linhas, os sistemas intermedidrios obtidos por cada operacdo sdo

equivalentes, e portanto, M ~ S, pois a equivaléncia de sistemas lineares é transitiva.

Observacdo 2.5. Se partindo de M obtivermos S, por operac¢oes elementares, e S ndo
admite solucdo ( ter uma equacdo linear degenerada com constante ndo nula) entdo
M também ndo admite solugado; se S admite uma tinica solugéo, entdo M admite uma

Unica solugdo; se S admite infinitas solu¢des, entdo M admite infinitas solugdes.

A técnica para resolver um sistema linear é obter um sistema linear escalonado
equivalente, e entdo analisa-lo. Este processo pode ser feito usando o algoritmo de

Gauss seguinte.

Algoritmo (Método de escalonamento de Gauss)

O método de escalonamento de Gauss consiste de uma sequéncia de operagdes

elementares com linhas num sistema de equagdes lineares, da forma seguinte.

i) Permutar as equagdes lineares, se necessario, para ter na linha L; o coeficiente
a1 * 0,'

ii) Obter novas equagdes lineares L, L3, ..., L,, com coeficientes de x; iguais a zero,

com as operagoes L; — a;1L; —apnlq, 2<j<m.
j i

iii) Verifique se ha equacao linear degenerada. Se houver equacéo linear degenerada
com coeficiente ndo nulo o sistema ndo tem solugdo; se tiver equagdo linear

degenerada com coeficiente nulo retire essa(s) equagao(des).

iv) Repita caso ndo exista equacdo linear degenerada com coeficiente ndo nulo os

passos anteriores, até obter um sistema escalonado equivalente ao inicial.

Exemplo 2.14. Solucione os sistemas lineares abaixo, se possivel.

x +y - z = 2 x + 3y - 2z =0
a)y 2x - y + z = 1 b)y{2x - 3y + z =0
-x + 3y + 2z = 13 3x — 2y + 2z = 0



x + 2y - z + 3t = x + 2y + 2z = 2

Q) 2x + 4y + 4z + 3t = 9 d) 3x — 2y — z = 5
3x + 6y — z + 8 = 10 2x — by + 3z = —4

x + 4y + 6z = 0

Solucao:
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(a) Vamos escalonar o sistema realizando as seguintes operagdes elementares,

L2 — L2 — 2L1

x+]/—z:2L3_)L3_i_L1 x + y - z =
2x — y + z = 1 ~ - 3y + 3z =
-x + 3y + 2z = 13 dy + z =
L2 e (_%)LZ
Ly —> L3+(§)L2 x +y - z = 2
~ -z = 1
52z = 11
11 _
Por L; temos z = 5 Substituindo esse valor em L,, oberemos:
11 5y —-11 16
-—=1 =1 -11= = —.
y 5 = 5 = by 5 = vy 5
11 1
Agora, substituindo z = S ey= €6 em L:
LT D L L
5 5 5 5 B 5 -

16 1y
5" 5)
(b) Procedendo de forma andloga ao item (a), temos,

Portanto, a solugdo do sistema é k = (x, y, z) = (1,

Lz —> Lz - 2L1

x + 3y — 2z =0 I, — Ls—3L x + 3y - 2z
2x — 3y + z =0 ~ - 9y + b5z
3x — 2y + 2z = 0 - 1y + 8z

Lz (—)L2

L, — 9L,—11L, X + 3y - 2z =

- 9y + 5z =
17z = 0
Logo,

172=0=—=2z=0, -9y+5z2=0—=y=0 e x+3y-2z=0=—x=0.

15



Portanto, a solucdo do sistema é k = (0, 0, 0)
(c) Procedendo de forma anéloga ao item (a):

Lz — L2—2L1
L3 S L3—3L1

I
(O8]

x + 2y - z + 3t
2x + 4y + 4z + 3t = 9

3x + 6y — z + 8 = 10
L2 — (%)Lz
x + 2y - z + 3t =3 Ly —> L3—(%)L2
6z — 3t = 3 ~
2z - t =1

x + 2y — z + 3t =
2z — t =1
0ot = 0
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Resolvendo o sistema , temos que L3 é degenerada com constante nula, logo tem

1+t
infinitas solugdes. De L, obtemos z = — Substituindo esse valor em Li:

2 2

7—4y—5t 1+t

Portanto, a solugdo do sistema é S = {( > P Y

(d) Procedendo de forma anédloga ao item (a), temos,

Lz — Lz — 3L1

x + 2y + 2z = 2 Li — L3-2L x o+
3x — 2y — z = 5 Li — Li-IL —~
2 — 5y + 3z = —4 - -
x + 4y + 6z = 0

L, — (-DL,

Ly — L3+(%)L4 x + 2y + 2z = 2

Ly — L4+}1L2 8y + 7z = 1

- 17z = -17

92 = -9

1+t 1+t 7 — 4y -5t
X422y -2l 43t=3 > x=3-2y+ L3t = x=__T°%

t) ly, te IR}.

2z
7z

4z
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x + 2y + 2z = 2
~ 8y + 7z = 1
z = -1

Logo,

z=-1, 8y+7z=1=—=y=1 e x+2y+2z=2—x=2

Portanto, a solugdo do sistema é k = (2, 1, —1). o
Exemplo 2.15. Determine o valor de k para que o sistema linear

x + y — z =1
2x + 3y + kz = 3,
x + ky + 3z = 2

i) tenha solugdo tnica;
ii) tenha infinitas solugdes;

iii) ndo admita solucéo.

Solugdo: Vamos escalonar o sistema realizando as seguintes operagdes elementares,

L1 —> L1
L2 — L2—2L1

Lo -
2x + 3y + kz = 3 ~
2

x + ky + 3z =

x + Yy - z =

X + v + z =1
y + (k+2)z =
(k+1y + 4z =

Ly — Ly—(k=1)L,

X + vy - z =1
y + (k+2)z 1
- (k+3)(k—-2)z —(k—-2)

i) Para o sistema ter solugdo tnica o sistema escalonado equivalente deve ser
triangular. Portanto, —(k + 3)(k — 2) # 0, ou seja, k # -3 e k # 2.
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ii) Para o sistema ter infinitas solugdes o sistema escalonado equivalente deve
ter uma variavel livre e ndo ter equacdo linear degenerada com constante ndo nula.
Somente z pode ser livre e isto acontece quando k = =3 ou k = 2 e para ter uma equacao

linear degenerada com constante nula deve-se ter k = 2. Portanto k = 2.

iii) Para o sistema ndo admitir solugdo o sistema escalonado equivalente deve

ter uma equagdo degenerada com constante ndo nulo. Portanto k = 3. o
Exemplo 2.16. Qual a condic¢do para que o sistema linear
X + 2y - 3z = a
2x + 6y — 11z = b ,
X — 2y + 7z = ¢
i) tenha solugdo tinica;
ii) tenha infinitas solucgdes;
iii) ndo admita solugéo.

Solugdo: Vamos escalonar o sistema dado, realizando as seguintes operagdes elemen-

tares,

L2 — L2 - 2L1

x + 2y - 3z = I, — Ls—L
2x + 6y — 11z = b ~

x — 2y + 7z = ¢

2y — 5z = b-2a ~
- 4y + 10z = c—a

x + 2y — 3z = a
2y — 52 = b—-2a
0z = -ba+2b+c

i) Como o sistema escalonado nédo é triangular V 4, b, ¢ € IR, tem-se que o sistema

nao admite solugdo tnica.

ii) Tem infinitas solu¢des quando houver equagdo linear degenerada com cons-

tante nula, ou seja, —5a +2b + c = 0.
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iii) Deve ter uma equagdo degenerada com constante ndo nula, logo —=5a+2b+c #

2.7 Sistemas lineares homogéneos

Definicao 2.11. Um sistema linear é dito homogéneo se as suas constantes forem nulas.

&

Explicitando a defini¢do, um sistema de equacdes lineares ¢ homogéneo se tem

a forma

aiixy + dpXo
ax1X1 + dxpX;

as1x; + dazX

AmX1 + ApaXp

+  a13X3

+  dx3X3

+ d33X3

+  Au3X3

+
+
+

+

+ a1y

+ ayx, =

+ dzpX, =

+ AynXy, =

0

Qualquer sistema linear homogéneo admite no minimo uma solugdo, k =

0, 0O,..., 0) dita solucdo nula ou trivial. Se admitir outra solucdo além da trivial

entdo admite infinitas solugoes.

Dado o sistema linear ndo homogéneo

anxy -+
ar»Xxy -+

ML azx

+

X1 +

a12X>
a22X7

azpXo

A2 X2

+

a13X3
a23X3

a33X3

Am3X3

+

dizemos que o sistema linear homogéneo abaixo

ai1xy + dpXo
Ax1X1 +  dxpX

M L anxy + anxs

X1 + X2

+  a13X3
+  ax3X3

+ d33X3

+  Au3X3

+
+
+

+

+  a1uX,
+  dyXy,

+  dasx,

+  AynXy

+  Auxy
+  dpXy

+  AzpXy

+  ApnXy

é o sistema linear homogéneo associado ao sistema linear M.

b
by
bs

Teorema 2.9. Se x é solucio do sistema linear M,,x, e xy, é solugio do seu sistema linear

homogeéneo associado, entdo x + xj é solugdo de M,x,. Também, se x1 e x, sdo solugdes de

My, entido x1 — x, € solugio do sistema linear homogéneo associado.
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Prova: Seja x = (ki, k», k3, ..., k,) uma solugdo do sistema linear de M,x, € x; =
(r1, 12, 13, ..., 1y) uma solugdo do sistema linear homogéneo associado. Para toda

equacao linear /, com 1 </ < m, temos
a11k1 + alzkz + a13k3 + e+ Ellnkn = bl
apnr1 + apr, + aprz + -+ + apr, = 0
Somando as duas equagdes obtemos

all(kl + 1’1) + alz(kz + 1’2) + 6113(](3 + 1’3) +...+ a,n(kn + T’n) = b], VZ, 1<l<m.

Logo, x + x;, é solucdo do sistema linear M,,,,, pois é solugdo de todas as suas

equacoes do sistema.

Dadas X1 = (kllz k12; k13, ceey kln) e Xy, = (k21; kzz, k23, ey k2n) duas solugées do

sistema linear M,,»,, € [ uma de suas linhas, com 1 <[ < m, temos:

anknn + apkin + apkiz + -+ apky, = b
ankn + apkn + apkys + --- + apky, = b

tomando a diferenca das equagdes obtemos

an (ki — k1) + ap(kiz — kap) + ai(kiz — koz) + - - + apu (ki — k2n) = 0.

Isso significa que x; — x, € solugdo do sistema linear homogéneo associado, pois

é solugdo de todas as suas equagdes.



3 REPRESENTACAO MATRICIAL E DETERMINANTE DE UM
SISTEMA LINEAR

3.1 Representacdo matricial de um sistemas linear

Para simplificar o processo de escalonamento vamos representar o sistema linear

a11xXx1 + dpXxy + apxz + -+ dpX, = b1
a» X1 + dxp»pXp, -+ dxpXxz + + dyx, = b2
Mousxn{ G31X1 + apXy + apxz + o0+ a3,X, = bz
AmX1 + AmpXo + AyaXs + 0 4+ AppXy, = by,

de modo simplificado, usando as seguintes convengodes:

i) Néao serdo representadas as varidveis, os simbolos de adi¢do e os de igualdade;
serdo representados apenas os coeficientes e as constantes. E obrigatério colocar

os coeficientes nulos e constantes nulas;

ii) Os coeficientes e as constantes ficardo dispostos de forma retangular, estando na
primeira linha os elementos da primeira equagdo, na segunda linha os elementos
da segunda equacdo, e assim sucessivamente. Na primeira coluna ficardo os
coeficientes da primeira varidvel, na segunda coluna os elementos da segunda
varidvel, e assim sucessivamente, estando na pentltima coluna os elementos da

tltima varidvel e na tltima coluna as constantes da equagdes;

iii) Podemos colocar estes nimeros entre colchetes ou parenteses.

O sistema linear acima sera representado da seguinte forma:

a1 A M3 - Mg b
Ay Ay Ay -+ Ay b2
a3 Az Az -+ a3, b3

| A1 Am2 Aw3 - Awn bm |

Esta representagdo simplificada serd dita representacdo matricial do sistema ou
matriz associada ao sistema. A matriz associada ao sistema m X n serd dita matriz
mX (n+1).
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Exemplo 3.1. O sistema linear 3 x 3

2x + 3y - z = 3
2x + 3z = 4
2y + z = =2

tem a seguinte representacdo matricial

23 -1 3
20 3 4
02 1 -2
o
Exemplo 3.2. Temos que
321 5
-1 40 03
6 0 0 -1 2
é a representacdo matricial do sistema de equagdes lineares 3 x 4
3x + 2y + z + 5w = 0
-x + 4y = 3
6x - w = 2
A ultima coluna é constituida pelas constantes do sistema. &

Usaremos a representac¢do simplificada dos sistemas equivalentes no processo
de escalonamento. E como se as operagdes elementares com as equagdes fossem feitas

com as linhas da representacdo matricial do sistema.

Podemos realizar as operagdes elementares nas linhas do sistema simplificado,

obtendo um novo sistema também simplificado. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.3. Usando representacdo matricial resolva os sistemas abaixo.

2x + y - 2z = 10 x + 2y - 3z + w =0

a){3x + 2y + 3z =1 b){ x =3y + z - 2w = 0

5 + 4y + 3z = 4 2x + y - 3z + bw =0
Solugao:

L2 — 2L2 - 3L1

2x + y - 2z = 10 21 -2 10 I, —> 2L,-5L,
aq 3x + 2y + 3z = 1 — 3 2 3 1 ~
5 + 4y + 3z = 54 3 4
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L1 — Ll_L2
L2 —> Lz L2 — Lz 1

21210 g 21 -2 10 (_%)L3

01 12 -28 ~ 01 12 -28

03 16 —42 00 —20 42

Ll(—)Ll

— 43
2 0 -14 38 Iy — I, 100 3
01 12 -28 ~ 010 -2
00 1 —il) 0 01 —%
2x + y - 2z = 10 x = 28
Logo,{ 3x + 2y + 3z =1 ~ y = -1
5x + 4y + 3z = 4 z = -&
- . o (43 28 21
Portanto, a solugdo do sistema é S = ( 0 10" 1 O)'
Ll —> Ll
Lz — Lz—Ll
x + 2y — 32z + w =0 1 2 -3 1 0 L, — Ly—2L
b x =3y + z - 2w =0 — 1 -3 1 =20 ~
2x + y - 3z + bw =0 21 -3 5 0
L1 > Ll
L, «— L, Ly «— L,
1 2 -3 1 0 L, — —%L3 1 2 -3 1 0 L, — Is
-5 4 -3 0 ~ 0 -5 4 30 ~
0 -3 3 3 0 0O 1 -1 -10
L1 — L1—2L2 Ll — Ll
Lz —> L2 L2 —> L2
1 -3 10 L3 — L3 + 5L2 10 -1 30 L3 — (—1)L3
1 -1 -1 0 ~ 01 -1 -10 ~
0 -5 4 -30 00 -1 -820
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L — L1+L3
L, — L,+1L3

10 -1 3 0 L, — Ls 100 11 0
01 -1 -120 ~ 010 7 0
00 1 8 0 001 80
+ 2y - 3z + w =0 b + 1lw = 0
Logo,s x = 3y + z - 2w = 0 ~ y + 7w =0 ~
2x + y — 3z + bw =0 z + 8w =0
x = —-1lw
Y = —Tw
- z = 8w
w = w

Portanto, a solugao do sistema dado é S = {(—-11w, —7w, —8w, w); Yw € R}.

O

Definicao 3.1. Chamaremos de matriz completa do sistema a representagdo simplificada de
um sistema linear e matriz dos coeficientes a representacdo matricial do sistema linear excluida
a coluna das constantes.

Dado o sistema linear,

a11xX1 + dpXy + aizxz + - A+ dpX, = bl
ar1x1 + dxpXpo + dxxz + -+ 4+ dyX, = bz
asz1x1 + daszxpX, + dazxzxz + - 4+ dzpX, = b3
AmX1 + ApXo + AyaXzs + 0 4+ AyppXy, = by
Sua matriz completa é

a4 M3 - Mg b

Ay Ay Gy -+ Ay by

Az Az az -+ A3, b

Aml Am2 Am3  *° Amn bm
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e a matriz dos coeficientes é

ain dip a3 vt iy
ap1 dx Az -+ dy
azy dsp dzz - 43y
Am1 Am2 Am3 = Awn

3.2 Determinante de um sistema linear n X n

Dado um sistema linear n X n iremos determinar a condi¢do necessaria e sufici-
ente para que esse sistema tenha solugdo tinica. A condi¢do é dada por um ntimero (que
serd chamado de determinante do sistema) que depende apenas dos coeficientes do sis-
tema. Mostraremos isto por indugdo matematica, fazendooscasosn =1, n =2, n =3

e n qualquer.

Teorema 3.1. (Sistema Linear 1 X 1) Um sistema linear a;1x1 = by tem solugdo tinica se, e
somente se,

by
an # 0, eneste caso x; = —
ai

Prova: i) Mostraremos que se o sistema linear tem solucdo tinica, entdoa;; # 0. Supondo

que a1 seja igual a zero, temos:
0x1 = bl.

Analisando a equagdo acima, podemos ver que ela terd infinitas solucdes se
b, = 0 e ndo terd solugdo se b; # 0, e em ambos 0s casos contraria a hipétese.
Portanto a;; # 0 e a solugdo do sistema serd dada por

b

a1

anx; = b1 — X1

ii) Mostraremos agora que se a;; # 0, entdo o sistema terd solugdo tnica. De
fato, pois como a1, # 0, podemos dividir ambos os membros da equacéo a;1x; = b; por

a11, obteremos
11X b _ ﬁ

a;nx, = b1 — = — — X1 =
a1 a1 a1

0 que mostra que o sistema tem solugado tnica.
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ap1xy + dpXy =

Teorema 3.2. (Sistema Linear 2x2) O sistema linear tem solugdo

arxy + dpX; 2

tinica se e somente se

A1 — Ay # 0,

e neste caso
biax — apb, _ a11by — byay

2
A1a — 12021 M1a — 12021
Prova: i) Mostraremos que se o sistema linear tem solugdo tinica entdo

A114 — apax # 0.

Como por hipétese o sistema tem solugdo tinica, ele ndo possui variavel livre, e
assim, um dos coeficientes de x; deve ser ndo nulo. Para efeito de calculo suponhamos
que ay; # 0. Fagamos uma operagao elementar (L, — a11L, —a1L1) nas linhas da matriz
completa do sistema linear:

an ap b L, — anly, —anl, an an b,

~

ay axn b 0 anam —apan anby —anb

Agora, do sistema da representacdo matricial acima vamos excluir a primeira
linha e a primeira coluna, obtendo assim, a representagdo de um novo sistemas linear
formado por uma tinica equagdo com uma tnica varidvel (x;). Pelo caso anterior, este
sistema linear 1 X 1 tem soluc¢do tnica se o coeficiente de x, for ndo nulo, ou seja,

112 — a1pdy1 # 0. Portanto, temos o valor

(11111122 —12071)Xy = anby —anbh

a11by — bian
X, = ————
11422 — 412021
Tendo este sistema solugdo tinica, o sistema completo 2 X 2 terd também solugdo
Unica, bastando substituir o valor de x, na primeira equacdo para encontrarmos um

valor tinico para x;. De fato,

anx; +apx; = b
b a11by — bian
1—ap|\——————
by — apx; andyp — adn
xl = =
a1 a1

bi(a11a — a12ay1) — ai2(a11br — biay)
a11(a11a2 — A12021)

ananb — anapb, _ biay — apb,

a11(a11a2 — A12a21) A1 — A12a0
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Portanto, o sistema linear 2 X 2 terd solucédo tinica dada por:

biay — anbs a11by — bian
X1 =, Xy = —M—8M8M8M8M—
a11d2 — 12021 a11d2 — 12021

ii) Mostraremos que se ay1ax» — 412421 # 0, entdo o sistema terd solugdo tnica.
Como por hipétese 114 — apa21 # 0, tem-se que a1 # 0 ou a3 # 0. Para efeito
de calculo, suponhamos que a;; # 0. Consideremos a matriz completa do sistema e
realizemos a operagao elementar L, — a11L, — a51L;, assim:

a1 aip bl LZ > allLZ_[ZZlLl an ain b1

~

Ay axp by 0 anam —apan anby —anb

Como ay1ay — aipa, # 0 tem-se que x, admite um valor tnica. Sendo a;1 # 0,

temos que x; também admitira valor tnico.

Chamaremos o nimero ay14x — dpa; de determinante do sistema linear 2 X 2.
Observe que esse nimero estd intimamente ligada a matriz dos coeficientes e é simples-
mente lembrado como sendo o produto dos elementos da diagonal principal menos
o produto dos elementos da diagonal secundéria. Simbolizaremos o determinante do
sistema 2 X 2 por

a1 a2

= d11d22 — A12421.
az1 dxn

Assim, usando essa notagao, temos:

by ap a1 by

v = biayp —apb, by ax o 1= anb, —bay |2 by
1= = 2 = =

a11d22 — A12421 Ay ap a11dz2 — A12021 ay ap

ar axp ar1 4

Observe que o “determinante” no numerador é obtido do determinante no
denominador substituindo a primeira coluna pela coluna das constantes para x; e a

segunda coluna para x,.

Teorema 3.3. (Sistema Linear 3 X 3) O sistema linear

anxy + apx; + apxs = b
anx1 + apxy + apxs = by ,
a3x1 + apx, + apXxs = bs

tem solucdo tinica se e somente se

A1102033 + 41302103 + A12023031 — 13022031 — A12021033 — A1142303 # 0,
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e neste caso

b1axas3 — a13a20b3 — a12bya33 — biassazy + a12a23b3 + a13baaz

X1 =
11022433 — A13022031 — A12021033 — A11A23A3) + A12423A31 + A13021432
Yy = a11b2a33 — a13b2a31 — b1anass — anaxsbs + biaxasy + a13ax1b;
) =
11022033 — A13022031 — A12021033 — A11A2303) + A12023031 + 413021432
Yo = a11a2b3 — biayaz, — a1 bz — aybyaz + aipboas + biazaz
3 =

11022033 — A13A22031 — A12421033 — A11423032 + A12423031 + A1342143)

Prova: i) Procedendo de forma andloga ao caso anterior, mostraremos que se o sistema
linear tem solugao Unica entdo 11022033 + 013021032 + 012023031 — 13022031 — 12021033 —
a11a3a3 # 0. Como por hipétese o sistema tem solugdo tinica, ele ndo possui varidvel

livre, e assim, a2, + a3, + agl # 0. Para efeito de calculo suponhamos que a;; # 0. Temos

entao:
L] > L1
b L, — anl,—anl,
ap1 dip a1z 07
Ly — ayls—azl,
Ay Ay Az by ~
a3 Az Aazz bs
a1 aio a3 b1

0 anam —apay  andxs —a13an  a11by — anby

0 anasm —anas ands — a3z a1bs — azby

Novamente, excluindo a primeira linha e a primeira coluna obtemos um novo
sistemas linear 2 X 2 nas variaveis x, e x3. Pelo caso anterior, este tem solucdo tinica
se o produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos da

diagonal secunddrio da matriz dos coeficientes do sistema linear,

(A11a2 — A12821)X2  +  (A11023 — A13a21)X3 = anby —anb;
(a1a3 — a12a31)x2  + (Anass — a13a31)X3 = anbs —anb;

for ndo nulo, ou seja, se

0 % A11d2 — A12d1  A11423 — A13021
a11a32 — A120431 0411033 — 413431

#  (anax — a1 )(anass — a13az1) — (a11423 — A13021)(A11432 — A12431)

* ﬂ11(ﬂl1ﬂ22ﬂ33 + 13021432 + A12023031 — A13022431 — A12021433 — 011ﬂ23ﬂ32)

=  a114x0033 + A13021432 + A12023031 — 1302031 — A12021033 — A1102303 # 0
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Podemos encontrar x, e x3 como no teorema anterior.

a11by — anby  a11a23 — aizan

a11b3 — az1b1  a11a33 — ai3a3

Xy =
11022 — A120d21  A11423 — A13421
11432 — A12031 0411433 — 413431
_ (a11b2 — az b1)(a11a33 — a13431) — (11423 — A13821)(a11b3 — a31D1)
(a11022 — 12021 )(a11a33 — A13a31) — (A11023 — A13021)(A11432 — A12431)
2 2
a7,a33by — a11413a31by — a11821433b1 — a7,a23b3 + a11a23a31b1 + ay1a13a21b3
- 2 2
a1,022033 — A11013022031 — A11012021433 — A7,023032 + 411012023031 + 411013021032
_ an1byass — aizbaazy — bianass — ay1ax3bs + biaxsas + aizanbs
A11A033 — A13022431 — A12021033 — A11023032 + A12A23031 + A1302143)
e
A110 — A12021  A11by — anb;
A1z — A12a31  A11bs — az b
X3 =

114 — A12d21  A11023 — A13021

a11432 — A12a31 0411033 — 413431

(a11a2 — a12021)(@11b3 — az1b1) — (a11b2 — axnby)(anaz, — aia3)
(a11a2 — a12a21)(a11a33 — A13a31) — (11023 — A13021)(A11432 — A12431)

2 2
ﬂllﬂzzba — a1105031b1 — a111221 b3 — ﬂllﬂ32b2 + a11a12a31by + 411021321

2 2
a7,022033 — A11413022031 — A11412021433 — A7,023032 + 110120230431 + 411013021032

1102003 — b1axnaz — a1paxbs — a11bas; + a1nbyas; + biaxas,

11022033 — A13020431 — A12021033 — A1102303 + A12A23A31 + A1342143)

Para encontrar o valor de x; vamos substituir os valores de x, e x3 encontrados

na primeira equagédo do sistema linear 3 X 3. Como a11x7 + a12X; + a13x3 = by tem-se



43

b1 — a1pxy — a13x3

a1

by apX>  A13X3

a1 a1 a1

( a11b2a33 — a13b2a31 — b1anass — A11a3b3 + b1axsaz; + a13a21 b3 )
2

_ by 11022433 — A130220431 — A12021033 — A11A23A3) + A12423A31 + 413021432
a1 a1
1102003 — b1ax0az — a12ax1bs — a11b2a3; + a1nbras; + bianias,
A11A033 — A13022431 — A12021033 — A1102303 + A12423A31 + A1302143)
a1
b ai (11111921133 — a13b2a31 — b1ax1a33 — a11a2303 + biaxas + 1113021173)

a1 a1 (A11020033 — (13020031 — Q12021033 — A11023037 + A12023031 + A13021032)

13 (A11a20b5 — b1ax0as — a12a11b3 — a11b2a3; + a1obraz; + bianias)

a11 (A11a20a33 — A13020031 — A12021A33 — A11423032 + A12023431 + ﬂ13ﬂ21ﬂ32)

1102003301 — A11a2303201 — A12011b2a33 + A1201102303 — A13811a2b5 + A13a11b2a3;

a1 (a11a22a33 — A13aa31 — A12021433 — A11023032 + A12023031 + a13a21a32)

b1ax0a33 — 1302003 — A10bra33 — b1ansazy + a12a23b3 + a13baaz

A11a033 — A13020031 — A12021033 — A11023032 + A12423A31 + A13021432

Portanto, o sistema linear 3 X 3 terd solugdo tinica dada por:

b1ax0a33 — A13a20b3 — a12bra33 — b1ansazy + a12a23b3 + a13baaz

X1 =
11022433 — A13022031 — A12021033 — A11A23A3) + A12423A31 + 413021032
Y, = a11baaz3 — a13b2a31 — biayazs — anazsbs + biaxaz, + aizanbs
) =
11022433 — A13022031 — A12021033 — A11A23A3) + A12423A31 + A13021432
Yo = a1120b3 — b1axnazy — a12axbs — anbaaz + arnboazy + banas
3 =

11022033 — A13A22031 — A12021A33 — A11423A32 + 412423031 + 413421432

11) Mostraremos que se 11422033 + aqp093031 + Aq3021030 — 13022031 — A12021033 —
a11a3a3; # 0, entdo o sistema terd solugdo tinica. Como por hipétese a11420a33 + 12023431 +
A13d2103p — A13A20031 — A12021033 — A1142343> F 0, podemos afirmar que um dos ap * O, em

quei =1, 2, 3. Para efeito de cdlculo, suponhamos que a;; # 0. Consideremos a matriz
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completa do sistema e realizemos a operagdo elementar Ly — a11Lx — anLi, em que
2 < k < 3, sobre as linhas da matriz. Assim:

L1 —> L1
b L, — anly—anl,
a1 dip a3 b
Ly — anls—anl,
Ay Ay Ay by ~

a3 Az az bs

ai aio a3 by
0 anam —anax andxs — a3y a1by — anby

0 anasm —apas ands — 13z ainbs —az by

Excluindo a primeira linha e a primeira coluna obtendo a representagdo de um
novo sistemas linear 2 X 2, nas varidveis x, e x3. Pelo caso anterior, este sistemas linear
terd solugdo tnica se o produto dos elementos da diagonal principal menos o produto

dos elementos da diagonal secundéria for ndo nulo, ou seja,

(1102 — A12a21)(A11033 — A13031) — (A11023 — A13021)(A11032 — A12a31) # O
1111(111161220133 + 12093031 + A13021432 — A13022031 — A12021033 — A11A23032) # 0

A11020033 + 012023031 + A13021032 — 13020031 — A12021033 — A114343 # 0

Mas isto é verdadeiro por hip6tese e portanto o sistema linear 2 X 2 tem solucdo
Unica. Substituindo x, e x3 na primeira linha do sistema linear 3 X 3 obteremos um

tnico xi, pois a;; # 0. Portanto o sistema terd solugdo tnica.

Observacao 3.1. Para guardar esse ntimero, que chamaremos de determinante do

sistema 3 X 3, podemos usar dois algoritmos muito conhecidos, a saber:

i) Algoritmos de Sarrus:

ou
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Em ambos os casos efetuaremos as multiplica¢des seguindo os sentidos das setas,

assim:
(a11022033 + A12023031 + A13021037) — (A13020031 + A1102303) + A12021033)
ii) Desenvolvimento de Laplace:

a1 a2 13
Ay Axp x| = an(andss — axas) — ap(anass — ax3as) + a13(a2143, — a2a31)
az1 Az a3z

A a3 a»n Az ax Aax

= an — a1 + a3
az az3 az1 dz3 az1 az2

Em qualquer um dos dois casos, podemos representar o nimero

A1100033 + 41302103 + A12023031 — (13022031 — A12021033 — A1142303 # 0

usando o simbolo do determinante

a1 dip a3
Ay Ay ax |#0
az1 dz as3

Assim,

a1 42 a3
A1100033 + A1302103) + 012023031 — A13022031 — A12021033 — 11023032 = | Ayy Axp a3 | # 0

az1 dz a3
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Observe que, para x, nas parcelas do numerador os by, by, bs substituem os
a1, Ay, a3 das parcelas do denominador, respectivamente, e para x3, 0s nimeros
by, by, bs substituem os a;3, a3, az3. Portanto, x; e x3 sdo lembrados usando o simbolo
do determinante, substituindo a segunda coluna pela coluna das constantes para x,, e

substituindo a terceiro coluna pela coluna das constantes para x3. Ficando assim:

1102033 — A13b2a31 — b1a1a33 — A11a23b3 + b1ax3as; + a13a2103

Xy =

a1
an

az1

b
by
bs

a3
az3

ass

11022433 — A13022031 — A12021033 — A11A3A3) + A12423A31 + A13021032

A11020b3 — b1axnas — a12a01bs — a11b2a3; + a12bras; + bianias,

X3 =

a1
a1

as1

ai
an

az1

ain
a

az2

ain
ax

azp

a3
a3

as3

by
by
bs

11022433 — A13022031 — A12021033 — A11A23A3) + A12423A31 + 413021032

a1
a1

as1

ain
a

as

a3
a3

as3

De forma anéloga as anteriores, ao calcular x;, observamos que nas parcela do
numerador os by, by, bs substituem os a1, 421, a31, respectivamente, das parcelas do de-
nominador. Portanto, ele é facilmente guardado usando o determinante, substituindo
a primeira coluna da matriz do numerador pela coluna das constantes. Ficando assim:

by ap a3
by ay ax
¥ = biaxass — a13ab3 — a1ob2a33 — b1axsaz, + aipaxsbs + aizbras, _ by axn as
(11822033 — A13022031 — A12021433 — A11423037 + A12023431 + 413021437 a1 ayp A4
a1 Ay 023
az1 aszp 0as3
Assim, temos a soluc¢ao tinica:

by ap a3 an by as apn app b

by ap ax ax by ax ax axp by

by ax as an by asx az ay bz

X1 = ; X2 = X3 =

a1 di2 413 ain dip a3 a1 di2 413

A dxp 023 a1 Ay 023 axn dxp a3

a1 dsp 433 a3z aszp 0a33 a1 dsp 433

Observacdes importantes:
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i) O determinante do sistema linear 3 X 3 serd simbolizado por det(S;x3) e é dado
por uma soma de produtos, em que cada parcela dessa soma possui 3 fatores

distintos, sendo um de cada linha e um de cada coluna;
ii) O ndamero de produtos desse determinante serd 3! = 6;

iii) O sinal de cada produto serd determinado pelo ntiimero de inversées da ordem
123. Se ndo houve inversdes ou teve um ntimero par de inversdes o sinal é
positivo; se o nimero de inversdes for impar o sinal é negativo. Portanto o sinal
do termo serd dado por (—1)/, onde j é o ntimero de inversdes de uma permutacdo.

Veremos em seguida o que é uma permutacgdo e o que é uma inversao.

Definicao 3.2. (Permutacdo) Dado o conjunto I, = {1, 2, ..., n} com n niimeros naturais,

qualquer sequéncia com n niimeros desse conjunto serd dito uma permutagdo de I,.

Exemplo 3.4. Consideremos o conjunto I3 = {1, 2, 3}. Com os 3 elementos desse

conjunto temos um total de 3! = 3.2.1 = 6 permutagdes, a saber:
123, 132, 213, 231, 312, 321

O

Exemplo 3.5. Considere o conjuntoly = {1, 2, 3, 4}. Com 0s 4 elementos desse comjunto
temos um total de 4! = 4.3.2.1 = 24 permutagdes, como podemos ver abaixo:

1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431,
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321

&

Cada permutacgdo serd simbolizada por uma letra mintiscula e o conjunto de

todas essas permutagdes de I,, = {1, 2, ... n} serd simbolizada por S,.
Portanto:
Sz = {123, 132, 213, 231, 312, 321}
Sy = {1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431,
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321}

Observe que o conjunto S, tem n! permutagdes.
Definicdo 3.3. (Inversdo) Uma inversdo é a mudanca de dois niimeros vizinhos numa

permutacdo. Uma permutacdo em que os niimeros estdo na ordem crescente é dita sem in-

versoes.
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Para determinar a quantidade de inversdes de uma permutacdo dada partisse
da permutacdo sem inversdes e conta-se quantas inversdes serdo necessarias para

obtermos tal permutagédo, ou parte da permutacéo e retornar para a ordem natural.

Exemplo 3.6. Na permutacdo 1243 ha uma inversdo, do 3 com 4; na permutacdo 1423
h& duas inversdo: do 4 com 3 e do 4 com 2; na permutacdo 4123 h4 trés inversdes: do 4
com3,4com?2edo4coml. '

Observacgdo 3.2. O numero de inversdes j pode ser determinado pela soma das quan-
tidades de nimeros menores a direita de cada um dos niimero da permutagdo; ou pela

soma das quantidades de niimeros maiores a esqurda de cada ntiimero da permutacéo.

Exemplo 3.7. Na permutacdo 4123 de S, ha trés inversdes, pois 4 direita do 4 ha 3
nuimeros menores que 4, e 4 direita do 1, do 2 e do 3 ndo hdo ntiimeros menores.
Portanto, j=3+0+0+0 = 3. &

Exemplo 3.8. Na permutacgdo 54132 de Ss hdo oito inversdes, pois a direita do 5 ha 4
nimeros menores que 5, hdo 3 ntiimeros menores que 4 a direita do 4, ha 0 ntiimeros
menores que 1 a direita do 1 e hd 1 ntiimeros menores que 3 a direita do 3. Portanto,
j=4+3+0+1=8. &

Teorema 3.4. (Sistema Linear n X 1, Regra de Cramer) O sistema linear

apx: + apXy + 0+ Gep-nXp-1) T AXs = b

aX1 + ApXy + 0+ Gyp-nXp-1) T X, = b
S:{ anxy + apxy + o+ AB3u-)X@p-1) t+ AmX, = bz,

AmX1 + apXo + 0+ App-1)X@-1) T Xy = by,

tem solugdo tinica se e somente se

det(Spa) = Y (<1Vauax, . A1y, a, # 0
IllZ~-~l(z171)lrz€5n

e neste caso cada x; serd dado por

(—1)]a11161212[1313 oo a(i—l)l(,'_l)blia(i+1)l(i+1) LI a(n—l)l(n_l)anln
lp..d(u1)1n€Sn
X = - ’
(-1) A1 A21,8315 - - - A1)y Bil A+ D) - + - F=Dl oy Pril,y
l1lz...l(n_1)ly,ESn

emquel <i<n.

Prova: i) Mostraremos que se o sistema linear tem soluc¢do tinica, entdo det(S,x,) # 0.
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Faremos isto por indu¢do matemadtica. J4 vimos que vale para n = 1. Supo-
nhamos valido para n — 1 e mostraremos que ¢é vélido para n. Como por hipétese o
sistema linear n X n tem solucdo tnica, este ndo possui varidvel livre, e assim, um dos
coeficientes de x, deve ser ndo nulo. Para efeito de cdlculo suponhamos a,,, # 0. Vamos
agora realizar algumas operagdes elementares com as linhas desse sistema linear, com o
objetivo de zerar todos os coeficientes a;, de x,,, em quek € {1, 2, ..., n—1}. Trocaremos
Ly por a,,Ly — ax,L,, para 1l < k < (n — 1) e manteremos L, fixa. Assim, temos o novo

sistema linear equivalente ao anterior,

(allann - alnanl)xl + -+ Oxn = blann - alnbn
(anap — azgam)xy + -+ + 0x, = byay, — azby,
(a?)lann - a3nan1)x1 + -+ Oxn = b3ann - a3nbn
(a(n—l)lann - a(n—l)nanl)xl + -+ Oxn = b(n—l)ann - a(n—l)nbn
anx1 + + aux, = by

Fazendo aya,, — a,a, = Ay e bray,, — ax,b, = By, com1 <k, | < (n—1), no sistema
acima, obtemos o sistema linear abaixo,

Anxl + A12x2 + -+ A1(n_1)X(n_1) + Ox, = B
Axx, + Axxs + + AZ(n—l)x(n—l) + O0x, = B,
A31X1 + A32x2 + -+ A3(n_1)JC(n_1) + Oxn = B3
Ap-11x1 + Ap-ipx2 + + Ap-)m-nXm-1y + 0x, = By
Ap1Xp + A2 X2 + -+ Ann-1)X(n-1) + Xy = bn

Excluindo do sistema linear acima a dltima linha (L,) e a daltima coluna dos
coeficientes de x,,, obtemos um novo sistema linear (n — 1) X (n — 1).

Anxi + Apx, + -+ Ajp-yXm-ny = Bi

Anxi +  Apxo 4+ oo+ App—nXp-n = Bo

Azixi +  Apxo  + -0+ Azp-nXm-1y = Bs
Ap—ixt + ApoipXa + -0+ Ap-ye-nXm-1) = Bu-y

Como o sistema completo tem solucdo tnica, tem-se que o sistema acima
também tem solugdo tinica e portanto deve ter, por hip6tese de indugdo:

(-1Y Ay, Ao, Az, - . Aty # 0

1112...1(,,_1)65(”_1)
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Temos entdo

0# Z (—1) Ay, Ao Ay - .. Aoy

Iy lZml(n—l)eS(n—l)

n-1) =

= Z (_1)j(alllann - alnanll)(aﬂzann - aZnanlz) oo (a(n—l)l(,,_l)ann - a(n—l)nanl(n_l))
l1lz,..l(n_1)€5(n_1)

Como podemos ver, o somatério acima é formado por um produto de (n — 1)
fatores, e cada um desses fatores é da forma ay; a,, — Axudy;,. Antes de aplicar o
samatorio vamos encontrar o produto, procedendo da seguinte forma: Vamos multi-
plicar todas as primeiras parcelas de cada fator; posteriormente vamos multiplicar a
segunda parcela do primeiro fator por todas as primeiras parcelas dos demais fatores;
posteriormente a segunda parcela do segundo fator por todas as primeiras parcelas
dos demais fator, e continuaremos esse processo de multiplicar a segunda parcela de
cada fator por todas as primeiras parcelas dos demais fatores até a altima parcela. Os
demais termos do produto serd denotado por R e mostraremos depois que R = 0.

Temos entdo

' n—2
- Z (_1)] {a111a212a3l3 e a(l’l—Z)l(n_z)a(l’l—l)l(n_l)annann -
lez...l(n_1)65(n_1)

n-2
_ali’la212a3lg cc e a(n—2)l(n,2)a(n—1)l(n,1)anllann -
n-2
_alllaZna?)lg e a(ﬂ—z)l(n_z)a(n—l)l(n_l)anlzann -

n-2
—A1,02,3n - - - A(n—-2)l,_ A (n-1) 1) Anlz0n —

n-2 —
— = a1,a2,030 - - - ll(n_z)l(n_z)a(n—l)nanl(n_l)ann } +R =

] n-2
(=1 a1,a21,831; - - - An-2)1,0 A 11-1)l1y By, +
lllg...l(n,l)ES(n,D

] n-2
+ Z —(=1)a10021,331, - - - A(11-2)1(-2) A (1-1)l g1y Frily Oy~ F
lllz...l(n_l)GS(n_l)
] n-2
+ Z —(—1)]ﬂlllﬂ2nﬂ3l3---ﬂ(n—z)z<n_2)ﬂ(n—1)l<n_1)ﬂnlzann +
lez---l(n—l)es(n—l)
] n-2
+ Z _(_1)]a111a212a3n---a(n—Z)Z(n_z)a(n—l)Z(n_l)anl3ann +

I lz...l(n_l)ES(n_l)
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] n-2
+eee Z —(=1)Yay,az,a31, - . . A-2)1, A-1)nni Oy~ + R
lllZ-nl(n—l)ES(n—l)

n

Observe que S, = U S}, onde S}, é 0 subconjunto das permutagoes de S, em que
=1
n ocupa a j-ésima posicdo. Ou seja, S, é a reunido dos subconjuntos de S, em que n

ocupa a ultima posi¢do com o subconjunto de S,, em que 1 ocupa a pentultima posigdo
com os subconjuntos de S, em que n ocupa a antipenultima posicdo, ..., unido com o

subconjunto de S, em que 1 ocupa a primeira posigao.

Observe também que j(lily...lu-1n) = j(lhl2...l-1)), onde Li,...I,-yn € S, e
liy...lu-1) € Sy—1, onde j é o nimero de inverdes. Tem-se portanto

(—1)1(1112---l(n—1)71) — (_1)]’(1112...1(,1_1))

(_1)]'(1112...711("71)) — (_1)1+j(l1lz...l(n—1)ﬂ) — _(_1)]'(1112...1(,4,1)71) —
— _(_1)j(1112...l(n_1))

(_1)]'(11l2...nl(n_1)l(n_2)) — (_1)2+j(lllz...l(n_l)l(n_z)n) — (_1)2(_1)j(lllz...l(n_l)l(n_z)n) —
— (_1)j(lllg...l(n_l)l(n_z)n) — (_1)1+j(lllz...l(n_z)l(n_l)n) —

— _(_1)j(1112...l(n_2)l(n_1))

(_1)j(ll12---nl(n—Z)l(n—l)l(n—3)) — (_1)3+j(lllz...l(n,z)l(n,l)l(n,3)1’l) — (_1)3(_1)].(lllz...l(n,l)l(n,g)n) —
— _(_1)j(ll12...l(n_z)l(n_l)l(n_g,)n) — _(_1)2+j(l1lz...l(n_3)l(n_2)l(n_1)n) —
— _(_1)j(lllz...Z(n_g)l(n_z)l(n_1)1/l) —

— _(_1)j(11lz---l(n—s)l(n—z)l(n—l))

De modo geral, temos
(_1)j(11lz...l(k_l)nl(km...l(n_l)lk) —
— (_1)(n—k)+j(lllz...l(k_l)l(kH)...l(n,z)l(n,l)lkn) —
— (_1)(n—k)(_1)j(hlz...l<k_1)l(k+1)...l(,,_z)l(,,_l)lkn) —
= (= 1) P () O=DRI kil T2l

— (_1)(1’1—]{) (_1)((71—1)—]()(_1)j(l1lz...l(k,1)lkl(k+1)...l(n_l)i’l) —
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— (_1)2(1/1—]()—1(_1)j(lllz...l(k,l)lkl(kﬂ)...l(n_z)l(n_l)n) —
— _(_1)]‘(lllz'.-l(k—l)lkl(kﬂ)-ul(n—z)l(n—l)n) —

— _(_ 1 )j(lll2-~-l(k—1)lkl(k+1)--~l(n—2)l(n—1))

Pois quando n estiver na posicdo k, para leva-lo para a dltima posigdo serdo
feitas n — k inversdes e neste momento /; estard na posi¢d n — 1; para I ir para a
posicd k deverdo ser feitas (n — 1) —k = n — k — 1 inversdes. Teremos um total de

(n—k)+ (n—k-1) =2(n - k) — 1inversdes, ou seja, um namero impar de inversoes.

Segue entdo:

(—1Y A1, Ao Asly - .. A=yl =

1112...1(,1_1)65(,1_1)

_ h-2 i
- ann Z (_1)]a111a212a3l3 e a(n—Z)l(,,_z)a(n—l)l(n_l)ann+
1112...1(,1_1)71652

n-2 ]
Ty, Z —(=1)ana2,a31, - - A (n=2)l - A (n=1)] 1) Pnly T
1112...1(,1_1)1’165},
n-2 ]
Ty, Z —(=1)a1,a21a31, - - - A(1-2)1(,-0) A1)l il +
lllz...l(n_l)nES%,
n-2 ]
+ay, Z —(=1) 11,21, 31 - + - A(n-2)l - (n—-1)l 1y Anls T
lllz...l(n_l)TZES‘:’,
n-2 ] _
Tt al’ll’l Z _(_1)]611110212&313 e a(n—Z)l(n_z)a(n—l)nanl(n_l) + R -
hly..lppynesSy™
_ n-2 i
- ann Z (_1)]a111612[2a313 e a(n—2)l(,,_2)a(n—1)l(,,_1)anl,, + R

l1 lz...l(n_l)ln €S,

Mostraremos agora que R é igual a zero. Observe que R é dado por uma soma
de produtos, nos quais aparece no minimo dois elementos da forma a,a,;, e as,a,,, que

sdo dois segundos elementos em que 1 < k < nel < s < n, ou seja, contém o fator

Anl Anl,-

Entdo R contém parcelas da forma (—1)j Banlkanls, com B constante. Dado

(_1)j(lllz...l(k_l)l(k+1)...l(s_l)l(s+1)...lnlkls)Banlkanls E R
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tem-se também que

(_1)](lllz...l(k_l)l(k+1)...l(s,l)l(erl)...lnlslk)Banlsanlk —

i(llp- L=yl 1) - Ls=1) s 41) - Lnliels
— _(_1)]( 1 Jg—pyl gy Ls—1)lsv1)--Inlk )Banlkanls €R,
que é o sismétrico do anterior.
Assim, o R serd igual a zero, pois serd dado por soma de simétricos.

Resulta entdo

(—1)16111161212 . -a(n—l)l(n,l)anln #0
lllz...l(n,l)ly,ESn

Entédo, para 1 < k < (n — 1), temos por inducao

(_1)jA111A212A313 .. 'A(k_l)l(k—l)BlkA(k+1)l(k+1) s A(n_l)l(nfl)

Il J-1)€Su-1)

—1)/
(-1) A111A212A3l3 .. 'A(k—l)l(k—l)AklkA(k+1)l(k+1> .. 'A(Vl—l)l(n—n
hiy..lg-1)€S (1)
Ay Z (=1 aw,a0,31; - - - ag-1)1_ brAgs 1)1y - - - G,
l1lz...l(n_1)ln65n
h n-2 j
i (=1 a1,a21,831, - - - Ae-1)11y Wl B+ D sy - - - Br=1) 1y Bl

l1lz...l(n_1)lnes,7

Pois By = bxa,,—ar, no numerador substitui Ay, = i, 2y, — ka4, do denominador,

ou seja, 0s b, substituem os ay, .

Em notag¢do do determinante, para 1 < k < (n — 1), tem-se

ay A - by oo an ay A o by A
Ay axp - by -+ Ay, Ay Ay -+ by - Ay,
aZ,‘ZZ an az; -+ by - oaz a; ap - by oo oazy
Ap1 A2 c bn A apl Ap2 - bn T Opn
X = =
5 75 | S /S P S I 75 | S /S V7
A1 dpp -+ Ao -+ dp dy1 dpp +++ Ay -+ Oy
aZ,ZZ a3z dsp -+ d3x - A3y asz1 dzp -+ Az - 3y

Apl A2 OAuk *° Oun Anl p2 = Auk **° OQun
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Para encontrarmos x, permutaremos a tltima coluna com a primeira, obtendo

o seguinte sistema, o qual tem solugédo tnica:

ApXy + a4pXs + ... + Au-1)Xep-1 T 4AnxXy = bl
AopXy + ApXo + ... + Du-1nXw-1 T dnX1 = b2
AzpXy + A4zpXy + ... + A3p-1)X@-1) T A31X1 = b3
AuypXpy + X2 + ... + Ayup-1)Xn-1) T X1 = bn
Temos pelo item anterior, que
by ap a3 --- -1y 411 A di2 a1zt A1m-1) by
by ay axy --- Ayn-1) 421 dp1 dpp A3 -+ Axn-1) b,
by azx az; - a3m-1) 431 —| d31 a3 a3z - A3m-1) bs
bn A2 Apz an(n—l) am anl An2 Ap3 - an(n—l) bn
xn = = =
Ty 412 A3 an a1 A a3 o i
dyn A d2z °*° ann dp1 dzp A3 -+ dp
azp Aazx dzz -+ 031 —| ad31 dzx dszz 0 A3y
Aun  An2 Apz - Ap1lun Ayl Ap2 A3 - Qpp
ain dip 413 o Aim-1) by
a1 Az 43z *°+ Od2(n-1) b,
31 A3 a3z °** d3n-1) bs
an1 An2 Gp3 an(n—l) bn
a1 dip M3 - A1
a1 Axp d23z -+ oy
azy dsp 4azz -+ a3y
Apl A2 Ap3 - Ay

Mostraremos posteriormente que trocando duas colunas ou duas linhas o de-

terminante altera apenas o sinal.

ii) Mostraremos que se

det(Snxn) = Z (=1 awaz, - .. ag-1y1,_,, 41, # 0,
1112...l(y,_1)ln€sn
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entdo sistema tem solugdo tinica. Temos entdo que pelo menos 1 dos a,;, # 0 e para
efeito de calculo suponhamos que a,, # 0.

Faremos agora algumas operagdes elementares com as linhas do sistema linear
S, com o objetivo de zerar todos os coeficientes ay, de x,, em que k € {1, 2, ..., n—1}.
Trocaremos a linha Ly, por a,,Lx — ax,L,, em que 1 < k < (n — 1), e manteremos L, fixa.

Assim, temos o novo sistema linear equivalente ao anterior,

Apxp + Aqrxs + .-+ Al(n—l)x(n—l) + O0x, = B
A21X1 + A22x2 + + AZ(n—l)x(n—l) + Oxn = Bz
Azixi +  Apxp,  + -0+ Azp-nXpm-y + Ox, = Bs
Ap-1ix1 + Ap—ipxa + -+ Ap-ym-nXm-1y + 0x, = Buoy
Ap1X1 + An2X2 + -+ An(n-1)X(n-1) + Xy = bn
onde Ay = apfn, — Ak € By = biay, — ay,by.
Esse sistema linear tem solugdo tinica desde que
(1Y A1, Az, - .. A1yt # 0

I lZ---l(n—l) Es(n—l)

Mas isso implica
(—1)16111161212 .. .a(n_l),(nfl)anln #0
lllz...l(n,l)l,,esy,

o que de fato é verdade por hipétese. Tem-se entdo que o sistema linear (n —1) X (n —1)
tem solucdo tinica e sendo a,,, # 0 tem-se portanto que o sistema linear n X7 tem solugdo
unica.

3.3 Propriedades do determinante do sistema linear n X n

Teorema 3.5.

Z (=1 ay,ax,az;, . . . ap, = Z (= ayapa3 ... a1,

111213...1,165” 1112[3~-~ln€5n

Prova: Dado o ntimero (—1)fak11ak22 ...0x,», Vamos entdo reorganiza o produto de tal

forma que os primeiros elementos dos indices dos elementos do produto fiquem em
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ordem crescente. Fazendo isto teremos

Al 105,20k53 -+ - Aje,n = A11,421,03]5 - - - Apl,

com l15l5.. .1, univocamente determinado por kikks . . . k,. Observe que como os dois
indices estdo juntos, ao mesmo tempo obtemos 11,5 ...1, de 123...n obtemos também
123...n de kikks . . . k,,, de onde resulta terem o mesmo ntimero de inversdes, ou seja,

j(klkzkg e kn) = j(lllzl3 e ln)

Portanto
(=1) ax10k,000,3 - - - g, = (1) ay,a0,a3, . . . Ay,

Segue entdo que

(1) ax 10520553 - . - Agn = z (=1Yay,ax,a3, - . . au,
k1k2k3...kn€Sn 111213.‘.ly,€5n

utilizando os mesmos indices, tem-se
(=1 aya0015 ... a1, = Z (=1 a,a2,a3, . . . Ay,
111213..,17,65,, l] lzl3...ln€Sn
Antes de demonstrar o teorema seguinte, observe que

a1 di2 413
az1 dzx A3 = a11022033 + 41302103 + A12A23031 — A13A22431 — A12021433 — A11023032

azy dz as3

a11(A22a33 — Ax3a32) + A12(A23031 — A21a33) + A13(A21a32 — A22a31)

ax a3 ay1 dz3 az1 dxn

azx 4a33 az1 az3 az1 az

ou seja, o determinante de um sistema linear 3 X 3 pode ser expresso em termos do
determinante de um sistema 2 X 2. Isto é devido ao processo de inducdo matematica
e mostraremos no teorema seguinte que este processo é sempre valido, ou seja, ex-
pressaremos o determinante de um sistema n X n em termos do determinante de um
sistema (1 — 1) X (n — 1). Vamos necessitar da notacado seguinte: o determinante |A;j| é
o determinante da matriz quadrada A;;, obtida da matriz quadrada A ao retirarmos a

i-ésima linha e a j-ésima. No caso acima, temos



57

a1 42 413

dx1 dz a3 = 4an — a2 + a3

az dz 4a33

a11|A11| = aia|Asa| + ai3|As;]

3
Z(_1)1+kalk|Alk|
P

Teorema 3.6. (Teorema de Laplace) O determinante de um sistema linear n X n pode ser
expresso em termos de n determinantes de sistemas lineares (n — 1) X (n — 1), do seguinte modo

n n

det (”ij)m = Z(_l)i+jaij|Aij| = Z(—l)”faileijl
i=1 j=1
Prova:

det(&lij)(an) = Z (—1)]a11111212 e aklk cen anl” =
hip. Iy

n
= Z Z (—1)]51111(1212 .. .llkp <Ay,
p:l lllz...p...ln

O namero de inversdes de I1,...p...l, serd igual ao nimero de inversdes de
Lir...... Laplysi .. Ikalgss - . . 1, mais ontimero de inversdes, partindo deste, que se fara

paraobter [jly...L,_1l,11 ... Lieapligr ... 1y, que é [p — K.

Entdo,
jhl . dpeaplysr . L) = il eaplps <Dl < 1) + |p = K|

Observe que j(lily...L,aplysr .. Ikoalig ... 1) é diferente de j(Lilo ... [, qlp ...
... licilia .. 1), onde p ndo entra, por um nimero par de inversdes, pois para um
elemento da esquerda permutar com um elemento da sua direita deve passar por p e

depois p deve retornar para sua posigdo inicial.

Portanto,
n n
k i k
Z(—1)P+ Oy Z (—1)ay,an, . .. G - . . Gy, = Z(—1)P+ | Ay |
p=1 hip..lgalgr1--In€Sp-1 p=1

Semelhantemente mostra-se a outra igualdade, levando em conta o teorema

anterior.
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Teorema 3.7.

i) Se trocarmos duas linhas ou duas colunas da matriz dos coeficientes de um sistema linear,
representada por A, entdo o determinante dessa matriz é o mesmo em moédulo, porém com
sinal oposto;

ii) Se a matriz dos coeficientes de um sistema linear, representada por A, tiver duas linhas
ou duas colunas iguais, entdo o determinante dessa matriz serd zero;

iii) Se somarmos a i-ésima linha a j-ésima linha multiplicada por uma constante k o determi-
nante da matriz dos coeficientes de um sistema linear ndo se altera;

iv) Se A é a matriz obtida pela multiplicacido de uma linha ou uma coluna da matriz dos
coeficientes de um sistema linear, representada por B, por uma constante k, entdo det(A) =
kdet(B);

v) Se uma linha ou uma coluna da matriz dos coeficientes de um sistema linear for nula,
representada por A, entdo det(A) = 0;

vi) Se uma linha ou uma coluna da matriz dos coeficientes de um sistema linear, representada
por A, for miiltipla de outra, entdo det(A) = 0;

Prova: i) Se B é a matriz quadrada obtida da matriz A pela troca da coluna i pela coluna

j,supondo i < j (podemos mostra da mesma forma usando as linhas da matriz),

det(B) = Z (DY au, ... a1y 818G+ 1)1y - - - G-Vl il A+ Dl - - - D,
11 lQ...ln€Sn

Observe na igualdade acima que a;, estd ocupando a posigdo doa;,, e vice-versa.
Assim para trocarmos suas posi¢des devemos realizar (j — i) inversdes para levar ay,
para seu lugar original e depois (j — i) + 1 inversdes para levar a;, para sua posigao
original. Assim o ntimero de inversdes para trocar as posicdes de a;, com a;; € dado
por (j—i)+ (j—i+1) =2(j — i) + 1, que é impar e portanto (—1)>V=+1 = —1.

Ou seja,

- —1)/ ) 0 s ) o,
det(B) = Z (-1Yay, .. A=) AL A+ D) ) - - - BG-Do Bl A+ D ) - - - Dnl,
IllZ~-~ln€Sn
- _ 1)/ . o, . .
- Z ( 1) alh LI a(l—l)l(i_l)allia(l+1)l(i+1) L a(]—l)l(]'_l)a]l]'a(]+1)l(j+1) L ai’lln
l]lz...ly,ESn

= — det(A)

Portanto,

det(B) = —det(A)
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ii) Se a matriz dos coeficientes de um sistema linear tem as linhas /; e [; iguais ao
permutarmos essas linhas, como vimos em i), seu determinante muda de sinal, porém

sem se alterar (ja que as linhas sdo iguais), portante

det(A) =0

iii) Seja a matriz B obtida da matriz dos coeficientes de um sistema linear,
representada por A, tendo trocado a linha i de A ([j4) pela linha i de A mais k vezes
a linha j de A (I;4) e conservando todas as outras linhas da matriz A, ou seja, Iz =
lian+kljaelp=1la Vr#i

det(B) = Z (=1)by, by, ... by, .

1

. bnl

n

lllz...IV,ESn

= Z (=1 aw,aa, - - - -1y, @i, + kaj)agyg,y, - - - i,
L €S,

= Z (—1)]6111151212 B P ) B Z (—1)]011161212 v klljlj oAyl
Il €Sy Il 1n€Sy

cAji; A, + K Z (=Vay, ...ap,...a5, ...a,

lllz...lnesn lllz...ly,GSy,

= Z (—1)%111] RN/ ¥

1

= det (A) + k.0 =det (A)

Portanto,
det (B) = det (A)

iv) det(A) = Z (-1Yayay, .. . kay, ...ay =k Z (=1)ay,az, . .. aw, = kdet(B).

Iy 1y€S, hly..1n€S,

v) Se a matriz dos coeficientes de um sistema linear, representada por A, tiver
pelo menos uma linha (ou coluna) nula, entdo pelo menos um dos ay;,, a2,, ..., u,
serd igual a zero, assim temos que

det(A) = Z (-1Yay,az,...0...a,, =0

Iil..14€S,

vi)

det(A) (—1)j011111212 . kaill. S/ F1 P )

1112..1”65”

k Z (—1)]a111a212 R TP /) R

1

lil..14€S,

= k0=0
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4 MATRIZES

Colegdes retangulares de ntimeros reais, de polindmios, de fungées, etc, apa-
recem em varias aplicagdes da matemdtica. Como vimos, a matriz formada pelos
coeficientes de um sistema de equagdes lineares é um bom exemplo disto. Neste
capitulo, estudaremos matrizes como objetos independentes, definindo sobre elas as

operacdes de adi¢do, subtracdo, multiplicacdo por escalar e multiplicagdo de matrizes.

4.1 Conceitos de matriz

Vamos tomar matriz como um conceito primeiro, ndo definido, tendo como mo-
delo de matriz a representagdo simplificada de um sistema linear. Podemos pensar em
uma matriz como sendo um conjunto de ntiimeros, polinémios, fungdes, etc, dispostos
em forma retangular entre parénteses ( ), ou entre colchetes [ ], em que os elemen-
tos estdo nas intersec¢des de linhas horizontais e verticais tracadas nesse retangulo de
modo equidistantes (imaginariamente). As linhas horizontais onde estdo os ntiimeros
sdo chamadas de linhas da matriz e sdo ordenadas de cima para baixo, e as linhas
verticais sdo ditas as colunas da matriz e sdo ordenadas da esquerda para a direita. As
matrizes serdo denotadas por letras latinas maitisculas. Uma matriz A com m linhas e
n colunas (em que m, n € IN*, conjunto dos nimeros naturais nao nulos), serd denotada
por A,x,, e diremos que a matriz A tem ordem m X n ou é do tipo m X n (1é-se: m por
n). O elemento da matriz A que estiver na linha i e na coluna j serd simbolizado por
a;j, 0s elementos 4;; sdo chamados de entradas ou elementos da matriz A. Conhecendo
os elementos 4;; de uma matriz A,x,, de forma explicita ou por meio de uma sentenga,

essa matriz fica perfeitamente determinada por:

a1 dip 413 o A
dx1 Ay A3 -+ oy
Amxn = (aij)mxn = az1 Aazp a3z - A3y
Am1 Am2 A3 - Omun

mxn
Exemplo 4.1. (Exemplo de matriz) Em uma mercearia, o proprietario quer registrar
os valores das compras realizadas em determinado ano por 6 de seus clientes. Ele

organizou esses dados da seguinte forma:
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Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago | Set | Out | Nov | Dez
Cliente1 | 105 | 120 | 120 | 115 | 180 | 150 | 220 | 120 | 145 | 102 | 135 | 112
Cliente 2 | 160 | 140 | 145 | 160 | 165 | 100 | 260 | 160 | 102 | 132 | 200 | 164
Cliente3 | 112 | 136 | 125 | 134 | 126 | 112 | 211 | 102 | 100 | 135 | 130 | 260
Cliente4 | 132 | 260 | 360 | 130 | 162 | 136 | 123 | 201 | 203 | 302 | 360 | 240
Cliente5 | 98 | 201 | 109 | 200 | 210 | 120 | 160 | 132 | 125 | 136 | 168 | 360
Cliente6 | 99 | 101 | 103 | 105 | 153 | 146 | 109 | 165 | 142 | 130 | 125 | 136

A identificagdo de um determinado valor gasto por um cliente pode ser feita da
seguinte forma: quando quisermos saber quanto o cliente 4 gastou no més setembro,
por exemplo, basta procurar na linha 4 o elemento que estd na coluna referente ao més

de setembro, obtendo portanto o valor 203.

Tendo em mente a ordem dos clientes e a ordem dos meses, esta tabela poderia

ser representada de modo simplificado da seguinte forma:

120 120 115 180 150 220 120 145 102 135 112 123
160 140 145 160 165 100 260 160 102 132 200 164
112 136 125 134 126 112 211 102 100 135 130 260
132 260 360 130 162 136 123 201 203 302 360 240
98 201 109 200 210 120 160 132 125 136 168 360
99 101 103 105 153 146 109 165 142 130 125 136

Exemplo 4.2. Vejamos outros exemplos de matrizes:

Ao =110 1 1 7
2) Ave ( 0 ) b)Bzx2:|4 —2] ©

4.2 Nomenclatura de matrizes

Dada uma matriz M de ordem m X n. Quando m = 1 chamaremos a matriz
M, de matriz linha, e quando n = 1 chamaremos a matriz M,,x; de matriz coluna.
Chamaremos de matriz nula toda matriz cujos elementos sdo todos iguais a 0 (zero).
Para ndo confundir a matriz nula com o ntimero real zero usaremos a notagao 0,,x, para

representar a matriz nula.

Exemplo 4.3. (Matriz Linha)

(25), e (17 -1073),
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Exemplo 4.4. (Matriz Coluna)

8
9
2
11 e
1
-1 3x1 -3
4x1
&
Exemplo 4.5. (Matriz Nula)
Oe=(0 0 T
1x2 = )1><2 (S %3 = 00 0
2X3
<o

Chamaremos de matriz quadrada toda matriz do tipo n X n (m = n), ou seja, em
que o namero de linhas é igual ao ntimero de colunas. Numa matriz quadrada A,,, 0s
elementos g;; tais que i = j formam a diagonal principal da matriz, e os elementos a;; tais
que i+ j = n+1formam a diagonal secunddria. Matriz diagonal é toda matriz quadrada
(m =n)ondea;; =0, parai # j, isto é, os elementos que nao estdo na diagonal principal
sdo todos iguais a 0 (zero). Note que os elementos da diagonal principal (i = j) também
podem ser iguais a 0 (zero). Matriz antidiagonal é toda matriz quadrada (m = n) onde
a;; =0, parai+ j# n+1,isto é os elementos que ndo estdo na antidiagonal (também
chamada de diagonal secundéria) sdo todos iguais a 0 (zero). Note que os elementos

da “antidiagonal”, em que i + j = n + 1, também podem ser iguais a 0 (zero).

Exemplo 4.6. (Matriz Quadrada)

2 3 -10
1 8 6
00 6 6 —4 1
e 5 -1 3 e
00 0 9 0 6
2x2 4 7 =2
3x3 3 -7 1 2
4x4
o
Exemplo 4.7. (Matriz Diagonal)
0000
1 0 O
10 0000
e 0 -6 0 e
0 2 0000
2x2 0 0 0
3x3 0000

4x4
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Exemplo 4.8. (Matriz Antidiagonal)

02
e 0 -6 0
10
22 4 0 0
o

Matriz identidade é toda matriz quadrada onde a;; = 0, parai # jea;; = 1, para
i = j, denotaremos a matriz identidade n X n por I,. Chamaremos de matriz triangular
superior toda matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da diagonal principal
sdo iguais a zero. De forma simbdlica, a;; = 0, para i > j. Chamaremos de matriz
triangular inferior toda matriz quadrada onde todos os elementos acima da diagonal
principal sdo iguais a zero. De forma simbdlica a;; = 0, parai < j.

Exemplo 4.9. (Matriz Identidade)

hen
I
—_
O =
)
N e’
(0}
=
I
o O O =
o O = O
o~ O O
_ O O O

Exemplo 4.10. (Matriz Triangular Superior)
2 1
e
00
0 06

Exemplo 4.11. (Matriz Triangular Inferior)

0 00
10
e
2 3

[
= N
a1 W

—_
(@]
(@]

&

Chamaremos de matriz simétrica toda matriz quadrada onde a;; = a;;. Cha-
maremos de matriz antissimétrica toda matriz quadrada onde a;; = 0, parai = je

a;j = —aj;, parai # j.
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Exemplo 4.12. (Matriz Simétrica)

a x y t
3 2 x b e f
e
2 6 y e ¢ g
t f g d
&
Exemplo 4.13. (Matriz Antissimétrica)
0 —x -y —t
0 -2 3 N f
X e
2 0 1 e 0
=3 -1 0 s s
t -f -g O
&

4.3 Operacdes com matrizes

4.3.1 Igualdade de matrizes

Definicao 4.1. Duas matrizes de mesma ordem m X n, A = (a;;) e B = (b;;) sio iguais se seus
elementos correspondentes forem iguais. Ou seja,

A=B &> aj="bj paratodoi=1,2, ..., mej=1,2,...,n

Exemplo 4.14. Determine os valores de x e y para que as matrizes

6 8 x+y x°
A=| -2 8 e B=|x-y 8
1 0 1 0

sejam iguais.

Solugdo: Sendo as matrizes A e B de mesma ordem devemos ter,

=8 e x+ty=6=x=2 e y=4

4.3.2 Adicgdo e subtracdo de matriz

Definicao 4.2. Se A = (a;j)uxn € B = (bij)mxn sd0 duas matrizes de mesma ordem, entio a
soma de A com B, simbolizada por A + B, é a matriz Cyxn, = (Cij)mxn, €M que ¢;j = a;; + bij, e a
diferenca A — B é d matriz Dyyxn = (dij)mxn, em que d;; = a;; — b;;.
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Observacao 4.1. Nao podemos somar ou subtrair matrizes de ordens distintas.

Exemplo 4.15. Se
7 -1 4 -1 - 1
A= ° 7 B= 6 e C= 0 7
-25 0 4 5 10 03
3 7 -1 4 -1 -6 7 6 -7
A+B-= + =
[ -25 0 ] ( 4 5 10 ) [ 2 10 10 )

3 7 1) (4 -1 -6 -18 5
A-B= - =
(—25 o) (4 5 10) (—60—10)

teremos

Observe que as expressdes A + C, A—C, B— Ce B + C ndo estdo definidas.

Teorema 4.1. Dadas as matrizes A, Buxn € Csen, tem-se

i) A+ B =B+ A (Comutatividade);
ii) A+ (B+ C) = (A + B) + C (Associatividade);

iii) A+0=0+A = A, onde 0¢é amatriz nula e tem o mesmo tipo que a matriz A (Existéncia

do elemento neutro);

iv) A+ (=A) = (—A)+ A = 0 (Elemento oposto).

Prova: Provaremos somente o item ii) ( associatividade), pois, assim como essa, as
demais propriedades decorrem diretamente das defini¢cdes de igualdade e adicdo de

matrizes.
it) Se A = (a;;), B = (b;j) e C = (c;;), entdo

A+ (B+C) = (aij) + (bij + cij) = [ai; + (bij + cij)] 2 [(@;j + bij) + ¢;j] =

= (Elij + bl’]‘) + (Ci]') = (A + B) +C
onde usamos a propriedade associativa da adi¢do de ntimeros reais, na passagem (1).
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4.3.3 Multiplicacdo de escalar por matriz

Definicao 4.3. Dada a matriz A = (a;j)uxn € um niimero real k, definiremos a matriz kA, por
kA = (kai]‘)mxn

Exemplo 4.16.
3 -18 5 | (-3 24 15
-6 0 -10) | -18 0 =30
Teorema 4.2. Dadas as duas matrizes A,uxn € By, € 0s escalares reais k, ky e k,, temos

i) k(A + B) = kA + kB;

i) (k + ko)A = KA + kA;
iii) 0.A = 0;
iv) ki(kA) = (kika)A.

Prova: Provaremos i), pois as demonstragdes sdo bem simples.
i) Se A = (a;j) e B = (b;;) sdo matrizes de mesma ordem e k um ntimero real, entdo

k(A + B) = k(a;; + b;j) = [k(a;j + bij)] @ [kai; + kbij] = (kaij) + (kbij) =

= k([lz]) + k(bz]) = kA + kB

onde usamos a propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a adigdo na pas-
sagem (1).

4.3.4 Multiplicacdo de matrizes

Antes de definir a multiplicacdo de matrizes, veremos o que levou Cayley a
defini-la da forma como conhecemos hoje. O conceito de matriz apareceu em 1858 num
trabalho de Cayley, sobre transformacgdes do plano, e a operagdo matricial envolvida
é justamente a multiplicagdo de matrizes. Cayley considerava transformacdes lineares
do plano IR? em si préprio, ou seja, do tipo

T(x;y) = (ax + by; cx + dy)

Se ndo quisermos pensar em transformagdes lineares, podemos considerar

u
T:{
v

mudangas de varidveis.

ax + by

cx +dy
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Suponhamos duas mudangas de varidveis:

r = Au+ Bo u = ax+by
T12 Tz:
s = Cu+Dv cx+dy

Q
Il

Qual serd a expressdo de r e s em termos de x e y?

Substituindo as expressdes de T, em T obtemos:

r
T:{
S

A B a b Aa+ Bc Ca+ Dc
, e
C D c d Ab+ Bd Cd+ Db

A(ax + by) + B(cx + dy) = (Aa + Bc)x + (Ab + Bd)y
C(ax + by) + D(cx + dy) = (Ca + Dc)x + (Cb + Dd)y

Sendo ( J as matrizes associadas a Ty, T»

A B b
e T respectivamente, Cayley definiu o produto de [ c D ] por ( ‘ J ) como sendo
c

Aa+ Bc Ab+ Bd
Ca+Dc Cb+ Db

ou seja,

A B a b| [ Aa+Bc Ab+Bd

C D c d] | Ca+Dc Cb+Dd
Definicao 4.4. (Multiplicacdo de matrizes) Dadas as matrizes A,x, € B, definimos a
matriz produto de A por B, simbolizada por AB, por AB,,x, = (AB);j, com

n

(AB);; = Z aibj = apbyj + apboj + - - - + Ajnby;.
k=1

a1 Aai

by b

Exemplo 4.17. Dadas as matrizes A = | ay ax eB = [ b“ blz
21 b

] , vamos en-
2x2

az1 Aas;
3%x2
contrar a matriz C = AB. Como vimos acima os elementos de C sdo dados por

2
(AB)ij = Z aikbkj

k=1
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Assim, temos:

2 2

(AB),, = Z akba = anbi + a12by (AB), = Z Akbio = a11b1p + a1nby
k=1 k=1
2 2

(AB)y, = Z Agkbia = an by + axnbxn (AB)y, = Z Agkbio = axb1y + axnby
k=1 k=1
2 2

(AB)3; = Z askbia = azibi + azby (AB)3, = Z Askbio = azi1bip + asby

o~
Il

1

o~
Il

1

a1 a2 b (AB)ll (AB)12
AB=| ay axp ( bll blz ) (AB)y (AB)y, | =
2 22
az1 dz2 ' (AB)31 (AB)32

a11b11 + anpby  a11b1 + a12bx
=| ambi +axnby  anbin + axnbn

az1b11 + anbyn  az1bix + anbxn

O

Observacao 4.2. S6 podemos multiplicar duas matrizes A,,x, e B,x, quando o ntimero
de colunas da matriz A for igual ao niimero de linhas da matriz B, ou seja, s6 podemos
multiplicar a matriz A pela matriz B se n = p.

Para demonstrar as propriedades da multiplicacdo de matrizes precisamos do
seguinte lema.

Lema 4.1. Se A;; = A(x;, y;), entio

y Alxi, y)) = i iA(xi/ vj)

=1 j=1 i=1

m
i=1



Prova:

m
= Z(Ail +Ap+ -+ Ain)
i=1

i=1 \ j=1
= (An+Ap+-+Ap)+An+Ap+-+Ay) +- -
+(Am +tAm+...+Aum)
= (An+An+-+Am)+(An+An+--+Amp)+--
+ (A + Ay + ...+ Au)
m m
= ZA“ + ZAQ +-- 4 ZAm
i=1 i=1 i=1
n m
- Y[L4)
=1 \i=1
Portanto,
Z Ai]' = ZA,]
i=1 j=1 =1 i=1

O que encerra a demonstragdo do lema.

Teorema 4.3. Dadas as matrizes A,xn, Bixp € Cpxg, temos

i) (AB)C = A(BC) (Associatividade);

ii) ABB+C)=AB+ ACe (A + B)C = AC + BC (Distributividade).
Prova: Demonstracao.

i) Consideremos as matrizes A,x,, Buxp € Cpxy, assim

70

+

p p ([ n po( n
((AB)C);; Z (AB)y cxj = Z [ ailblk) Ckj ¢ Z ( ﬂizblkckj]
= 1

n

n 4
= a; [Z blkaj] = Z a; (Bclj) = (A(BC))ij
1

I=1
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A passagem (1) se justifica, pois ¢;; € constante em relagdo a [. Na passagem (2)
aplicamos o Lema4.T| na pagina[69] Portanto,

(AB)C = A(BC)

ii) Consideremos as matrizes Ax,, Buxp € Cpxy. Temos que

n n n

(A(B + C))ij = Z A (B + C)kj = Z Ak (bk]' + ij) = (aikbkj + Elika]')

k=1 k=1 k=1

n

= Z Aibyj + Z axckj = (AB);; + (AC);;

k=1 k=1

Isto mostra que
AB+C)=AB+AC

A demonstracdo da distributividade a direita é semelhante. |

Observacao 4.3. A existéncia do produto AB ndo implica a existéncia do produto BA,
e muito menos que AB = BA, em geral AB # BA.

Definicdo 4.5. O trago de uma matriz quadrada A, simbolizado por tr(A), é a soma de todos

os elementos da diagonal principal, ou seja

n

tr(Anxn) = Z ajj.

i=1
Teorema 4.4. Dadas as matrizes quadradas A, B, I,, e 0 de ordem n, tem-se:
i) tr(0) =0;
ii) tr(l,) = n;
iii) tr(A + B) = tr(A) + tr(B);
iv) tr(aA) = atr(A), em que o é um nitmero real;
v) tr(AY) = tr(A);

vi) tr(AB) = tr(BA).

Prova: Provaremos apenas a propriedade vi), a qual oferece mais dificuldades. As

demais sdo imediatas.

tr(AB) = zn:(AB)ii = Zn: Zn: axby Zn: z”: briaix = ZHL(BA)kk = tr(BA)
i=1

i=1 k=1 k=1 i=1 k=1

Na passagem (1) aplicamos o lema 41| pégina m
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4.3.5 Transposicio

Definicao 4.6. Dada a matriz A = (a;j)mxn, definiremos a matriz transposta de A, simbolizada
por A!, por A" = (af.].)nxm, em que al?]. = aj.

Teorema 4.5. Sejam A e B duas matrizes(cujas ordens sdo tais que as operagoes indicadas
podem ser realizadas) e k um escalar. Entdo:

)0 =0

i) I' =1
iii) (A + B)! = A" + B!, com as matrizes A e B de mesma ordem;
iv) (kA) = kA,

v) (AB)' = B'A!, em que A é uma matriz de ordem m X n e B matriz de ordem n X p (Observe
a ordem dos fatores do produto no segundo membro da igualdade).

Prova: Provaremos apenas a propriedade v), pois as demais decorrem imediatamente

da definicdo.

Dadas as matrizes A,x, € By, temos

(AB); = (AB); = Y (aubx) = Y _ (buayc),
k=1 k=1
(B'A");; = Z (bzt‘kaltc]) = (bkla]k)
k=1 k=1
Portanto,
(AB) = B'A’

4.4 Matrizes elementares

O estudo das matrizes elementares é fundamental para o estudo das matrizes
inversas e para o determinante de matrizes. Vamos entdo definir o que sdo operagdes

elementares e matrizes elementares.

Definicdo 4.7. (Operag¢des Elementares) As operacdes elementares sobre as linhas (colunas)
da matriz A, sdo:

i) troca de duas linhas (colunas), (L; — L;);
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ii) multiplicagiio de uma linha (coluna) por uma constante k nio nula, (L; — kL;);

ii1) adigdo a uma linha (coluna) de outra linha (coluna) multiplicada por uma constante k,
(L,’ — Ll' + kL])

Observacao 4.4. A operacdo iii) poderia ter sido definida simplesmente como a adicdo

de uma linha a outra.

Definicao 4.8. (Matrizes Elementares) Uma matriz obtida da matriz identidade 1,, por uma
das operagoes elementares é denominada matriz elementar. As matrizes elementares sio de trés
tipos:

i) tipo I, se ela for obtida da matriz I,, permutando duas linhas;

ii) tipo II, se ela for obtida da matriz I, multiplicando-se uma das suas linhas por uma
constante real nio nula k;

iii) tipo III, se ela for obtida da matriz I, multiplicando uma linha por k, nesse caso k pode
ser igual a 0, e adicionando-se a outra linha.

Teorema 4.6. Sejam E e A matrizes quadradas de ordem n e E elementar. Entdo multiplicar A
por E a esquerda ( a direita) tem o efeito de efetuar a mesma operagio elementar sobre as linhas
(as colunas) de A que foi efetuada sobre I,, para obter E.

Prova: Consideremos a matriz quadrada A de ordem n dada por:

SV VR (S VA 5 U A SV

ap1 G -+ A dpj ot g

T R A
A=

a]l a]z .o a]l .o u]] .o a]n

Ayt Ap2 ccc Qpi - anj st Oun

i) Consideremos que E é uma matriz elementar do tipo I, ou seja, E foi obtida de

I, trocando a linha i pela linha j. Suponhamos que i < j, para melhor fixagdo. Assim, a



matriz elementar E serd dada por

1
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Vejamos agora o que acontece com a matriz quadrada A quando multiplicada a

esquerda e a direita por E:

EA

a1

ar1

(1j1

an1

aiz

ax

ajz

An2

ay;

i

Api

ﬂ1]‘

02]‘

an]‘

ai

an

11]'1

an

A1n

Aop

Ain

ai’lﬂ

aio

a

Eljz

A2

ayi

a;

Api

(11]‘

(12]'

lll']‘

A1n

Aop

iy

al’”’l

Observe que multiplicando a matriz A 4 esquerda por uma matriz elementar E

do tipo I, obtemos uma matriz que pode ser obtida de A, se efetuamos em A a mesma

operacdo elementar que foi feita em I,, para obter E.



a1

an

AE

Cljl

an1

a1

an1

aj1

an1

ain

ax

ajz

An2

aiz

ax

ajz

A2

ay;

a;

Api

alj

02]'

anj

alj

azj

111']'

ayi

ar;

11]'1'

Api

A1n

Aop

Ain

ann

A1n

Aop

(Z]‘n

ann
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Observe que multiplicando a matriz A a direita por uma matriz elementar E do

tipo I, obtemos uma matriz que pode ser obtida de A, se efetuamos em A a mesma

operagao elementar que foi feita em I, para obter E.

if) Consideremos que E é uma matriz elementar do tipo I, ou seja, E foi obtida de

I, multiplicando a linha 7 por uma constante real ndo nula. Assim, a matriz elementar

E sera dada por

0

0

0

1

Vejamos agora o que acontece com a matriz quadrada A quando multiplicada a

esquerda e 4 direita por E:



EA

a1

a1

kﬁil

An1

ain

a

kﬁliz

An2

ay;

ao;
ka;;

Api

a1

an1

an1

A1n

Aop

kain

ai’lﬂ

aiz

ax

An2

ayi

Ai

Ani

A1n

A2p

Ain

al’ll’l

76

Observe que multiplicando a matriz A 4 esquerda por uma matriz elementar E

do tipo II, obtemos uma matriz que pode ser obtida de A, se efetuamos em A a mesma

operacdo elementar que foi feita em I,, para obter E.

a1

ar1

AE

an1

a1

a1

an

aio

ax

An2

a

ax

An2

ayi

i

Api

kﬂli

kﬂzf
k[/'lii

kﬂm‘

A1n

Aop

ann

A1n

Aoy

Ann

Observe que multiplicando a matriz A a direita por uma matriz elementar E do

tipo II, obtemos uma matriz que pode ser obtida de A, se efetuamos em A a mesma

operacdo elementar que foi feita em I, para obter E.

iii) Consideremos que E é uma matriz elementar do tipo III, ou seja, E foi obtida

de I, trocando a linha i pela linha i mais k vezes a linha j. Suponhamos que i < j.

Assim, a matriz elementar E serd dada por



0

0

o--0--0
o -0 --0
1 k 0
0 1 0
0 0 1
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Vejamos agora o que acontece com a matriz quadrada A quando multiplicada a

esquerda e 4 direita por E:

1 -0
1 --- 0
00 - 1
EA = o
00 - 0
00 - 0
an
a1
aj
an1

a

ax

a 2

An2

an + kﬂﬂ ap + kﬂjz

0\ an a2 -+ ay

0| a1 axn -+ ay

Ol an an --- a;

0 aj1 a;z aji

1 Anl Ap2 c Oy
a1 e a1
A2i T azj

a; + kﬂ]‘i s Lli]' + kﬂ]]
aji T ajj
Api e an]'

alj

lej

Elij

A1n

o

a;, + kﬂ]‘n

ajn

ann

A1n

Aon

Ain

ann

Observe que multiplicando a matriz A a direita por uma matriz elementar E do

tipo III, obtemos uma matriz que pode ser obtida de A, se efetuamos em A a mesma

operacdo elementar que foi feita em I, para obter E.

Como queriamos demonstrar.

0
Exemplo 4.18. Consideremos a matriz E; = | 0
1

S = O
o O -

Como podemos ver, essa
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matriz foi obtida da matriz identidade I3 trocando a primeira linha pela terceira, e
consequentemente E; é uma matriz elementar do tipo I. Vejamos o que acontece com
uma matriz quadrada A de ordem 3 quando multiplicada a esquerda e a direita por E:

0 01 a1 a4 a3 az1 4z as3
EEA=[0 10 Ay1 Ay Ay |=| a4y daxn a3
1 0 0 )\ as azx as an A 13

a1 42 413 a13 42 an

0
AE; =] an ax ax 0 a3 dxn a2
1

o = O
S O =
Il

az1 dz as33 azz dz a3

Observe que multiplicar a matriz A a esquerda (2 direita) por E; equivale a
efetuar a mesma operagédo elementar sobre A que foi efetuada sobre I3, ou seja trocar a

primeira linha (coluna) pela terceira. &

10
Exemplo4.19. ConsideremosamatrizE, =| 0 2

001
foi obtida da matriz identidade I3 multiplicando a segunda linha por 2, e portanto E; é

0
0

. Como podemos ver essa matriz

uma matriz elementar do tipo II. Vejamos o que acontece com uma matriz quadrada A

de ordem 3 quando multiplicada a esquerda e a direita por Ej,

1.0 0)(an ap a a1 4 413
EzA =10 2 0 ay1 dpy a3 = 2(121 26122 2(123
0 01 az1 dzx 0as3 az1  ds 433
a1 a2 3 100 ay 2412 ag
AEy =| an ay ax 0 2 0 |=|an 2apn ax
az1 dsp 0a33 0 01 a1 243 as3

Observe no exposto acima que ao calcularmos EA com E sendo uma matriz do

tipo II estaremos multiplicando por 2 uma linha da matriz A que corresponde a linha

de I que foi multiplicada por 2 para obter a matriz E. O
100

Exemplo 4.20. ConsideremosamatrizE; = 0 1 0 | Como podemos ver essa matriz
031

foi obtida da matriz identidade I; multiplicando a segunda linha por 3 e adicionando-a

a linha 3, e portanto E; é uma matriz elementar do tipo III. Vejamos o que acontece com
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uma matriz quadrada A de ordem 3 quando multiplicada a esquerda e a direita por E3,

100 ann A4 3 ai a2 a13
EzA=[0 10 s dxp 03 | = an a a3
0 31 asz1 dzp as3 az; + 3&21 aszy + 3&22 asz + 35[23
ann dip 413 100 a1 app +3a3 a4
AE3 =| an ax a3 0 1 0 |=|an ax+3a3 ax
a1 ax azz J\L O 3 1 a1 ax +3ds33  ds3

De forma geral, se E é do tipo III, entdo calcular EA é equivalente a fazer a
mesma operagdo que foi feita em I, nas linhas de A. &

Observacgdo 4.5. Dada uma matriz elementar E, sempre existird uma matriz elementar
F tal que EF = FE = I, onde a matriz elementar F é obtida de I, efetuando a operagdo
inversa a operacdo que foi efetuada em I, para obter E.

Definicao 4.9. Dadas as matrizes elementares E e F, dizemos que F é a inversa de E, simbolizada

porF =E!, se
EF =FE = I,.
10
Exemplo 4.21. Dada a matriz elementar E; =| 0 2 0 |, pela observagdo acima pode-
0 01
100
mos esperar que tomandoF=| 0 1 0 [, teremos,
0 01
EzF:FEZZI.
De fato,
100)100 1 0
EF={0 2 04 0[|=]010]|=I
001)J){lo 01 0 1
e
100)100 100
FE;=| 0 3 2 0 |= 10|=1
0 01)L0OO01 0 01
Portanto,
EQF:FEZZI.

Como queriamos verificar. <&
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100
Exemplo 4.22. Consideremos a matriz elementar E; = 3 1 0 [. Observe que Ej; foi

0 01
obtida da matriz I3 pela operagdo elementar: L, — L, + 3L; ( a linha 2 foi substituida

pela linha 2 mais 3 vezes a linha 1).

Pela observagédo anterior podemos concluir que existe a matriz elementar F dada

1 00
porF=| -3 1 0 |, que foiobtida de I; pela operagdo elementar: (L, — L, +(=3)L1),
0 01
tal que
E3P:FE3:I.
De fato,
1 00 1 00 1 0
EsF=|13 10 -3 1 =10 10 |=I
0 01 0 01 0 1
e
1 10 1 0
FE;=| -3 1 31 =10 10 |=I
0 0 0 1 0 1
Portanto,
E3F=PE3=I.
Como queriamos verificar. &

Definicao 4.10. Dadas duas matrizes A e B de mesma ordem. Dizemos que a matriz B é
equivalente a matriz A quando, a matriz B puder ser obtida de A por um niimero finito de
operagoes elementares. E neste caso, denotamos por B ~ A.

Teorema 4.7. A matriz A é equivalente a matriz I, se, e somente se, existem matrizes elemen-
tares E1, E,, ..., E,-1, E, tais que E,E, 1E, ... E;E1A = AE,E, 1E, ... ...E;E; =1e
A=E'E;'E;'...EL E;".

Prova: Se A ~ I, tem-se que por uma quantidade finita de operacdes elementa-
res sobre as linhas de A obtemos I,. Como cada operagdo elementar sobre as li-
nhas equivale a multiplicar a matriz por uma matriz elementar a esquerda, tem-se
E.E,1E,...E,E1A =1,

Entao,

A=E'E,'E;'...E;)E;' = AE,E,\E,...E2E; = I,
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SeE,E,1E,_>...E;E1A = I, como cada multiplicagdo por uma matriz elementar

a esquerda equivale a fazer uma operagdo elementar nas linhas de A, tem-se A ~ I,.

4,5 Determinante de uma matriz

Vimos que a cada sistema linear 1 X n podemos associar uma matriz quadrada
dos seus coeficientes e temos também que a cada matriz quadrada podemos associar um
sistema linear, por exemplo o sistema linear homogéneo. Definiremos o determinante
da matriz como sendo o determinante do sistema homogéneo associado. Veremos que

este determinante estara associado ao aspecto da matriz ser invertivel ou nao.

Definicao 4.11. O determinante de uma matriz quadrada A,,, denotado por det (A), det (a;;)
ou |A|, é definido por:

det (Aan) = E (—1)]a111a212 .. .a(n_l)l(”_l)anln
lll2--~l(n—])lnesn

onde j é o niimero de inversoes da permutacdo 11, ...ly_1)l, e S, é o conjunto de todas essas
permutagoes.

Exemplo 4.23. Dada a matriz quadrada A = ( an ) de ordem 1, tem-se que

det (A) = ayq
&
. a4
Exemplo 4.24. Dada a matriz quadrada B = ( ) de ordem 2, tem-se que
a1 Aax
det (B) = Y (~1)ay,a,
1112652

= (—1)jﬂ116122 + (—1)j5112ﬂ21
= (—1)00115122 + (—1)10121121

= dndx — a12d21

Entao,

det (B) = a11ax — a1pan
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a1l dip 13
Exemplo 4.25. Dada a matriz quadrada C =| a4y a4y ay; |de ordem 3, tem-se que

az1 dz as3

det (C) (1) a1, a01,a3,

I11513€S3

= (—1)jﬂ110122ﬂ33 + (—1)jﬂ11ﬂ23032 + (—1)jﬂlzﬂ21ﬂ33+

+(=1)a12a03a31 + (—1)azanas, + (1) a13a2a3

= (—1)0ﬂllﬂzzﬂ33 + (—1)1611161235!32 + (—1)1012ﬂzlﬂ33+

2 2 3
+(=1)"a1a23a31 + (1) a1za01a3 + (=1)°a13a2a31
= 11020033 — A11023032 — A12021033 + A12423A31 + 13021432 — A13022031

= Aandpdssz + ai1pd23031 + 413021432 — 411423032 — A12021433 — 113022031
Entao,
det (C) = a11axa33 + 12023031 + 4130213 — A11023032 — A12021A33 — A13022031
O

Teorema 4.8. (Teorema de Laplace) O determinante de um sistema linear n X n pode ser
expresso em termos de n determinantes de sistemas lineares (n — 1) X (n — 1), ou seja

det (Clij)M1 = Z(_l)i+jaij|Aij| = Z(_l)i+jaij|Aij|
pa

n
j=1
A demonstracdo desse teorema estd na pagina u

Teorema 4.9. (Propriedades do Determinante de uma Matriz)

i) Se uma matriz quadrada A for triangular, entdo det(A) = a11020033 . . . Ay,

ii) O determinante de uma matriz quadrada A é igual ao determinante sua transposta.

Prova: i) Suponhamos que a matriz A seja triangular superior, ou seja, a;; = 0 se j <,
assim A é da forma

aip 4 413 0 Qi
0 ax axs - ay
A = 0 0 azz -+ O3y
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det(A) = Z(—l)jﬂ111ﬂ212 ey, = 1102 - - Ay,

pois outra permutacdo de l15l3...1, # 123...n terlamos um inversao e portanto um a;;

com j < i, 0 que resultaria em um produto nulo.

ii) O determinante da matriz A é dado por

. 1 .
det(A) = Y (-Wanay,...ay, = Y (-Daay...a,
= det (A"
onde usamos o teorema 3.5 pdgina 55| na igualdade (1). n

Observacao 4.6. Todas as propriedades estudadas no capitulo anterior sobre o deter-

minante de um sistema linear valem para o determinante de uma matriz.

Vejamos agora dois exemplos importantes de determinante.

Exemplo 4.26. Calcule o determinante da matriz abaixo, conhecido como determinante

de Vandermonde, aplicando as propriedades do determinante.

1 1 1 . 1
X1 X2 X3 o Xy
2 2 2 2
A= 1 Y2 X X
= 3 3 3 3
1 2 3 n
n-1 n—1 n—1 n—1
Xy x5 x5 Xy

Solugdo: Vamos aplicar o teorema de Laplace e algumas operagdes elementares sobre

as colunas e sobre as linhas da matriz A. Assim,

Ci «— G
C2 — Cz - C1
1 1 1 - 1 G — G-G
X1 X X3 Xy :
2ox2 X x2 Co — Ci—CG
A= o2 X8 x3 -
1 2 3 n
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1 0 0 0
X1 X2 — X1 X3 — X1 Xn — X1
2 2 .2 2 .2 )
| 4 Xy =X X3 =X Xy — X1 )
= 3 3.3 3 .3 3 _ .3 =
Xy X, — X X3 — X X, — X
n—1 n—1 n-1 n—1 n—1 n—1 n—1
XY x5 Xy X5 XY Xy XY
Ll > Ll
Lz — Lz — X1L1
Xy — X1 X3 — X1 X4 — X1 X, — X1 Ls > Ly—nlp
2 .2 2 .2 2 .2 )
X5 — X3 X5 —X] Xy — X3 X, =X
3_ .3 3 _ .3 2.2 3 _ .3 N _
0| - X5 —x] X3 —x3 X =X L, Ly =1Ly
- 4 .4 4 _ .4 4 .4 4 4 =
X5 —X] X3 —X] X, —X] Xy — X
n-1 n—1 n—1 n-1 n-1 n—1 n-1 n—1
X5 Xy x5 X} X Xy Xy Xy
X2 — X1 X3 — X1 X4 — X1 Xn —X1
x2(x2 — x1) x3(x3 — x1) x4(x4 — x1) X (X — Xx1)
2 2 2 2
| e -x) w3l —x) o X —x) G —x) |
= 3 3 3 3 =
x5(x2 — x1) x3(x3 - Xx1) x4(x4 — X1) X, (X, — x1)
n-2 n—2 n-2 n-2
x5 5o —x1) x5 (X3 —x1)  x)(xg — xq) X2 (X, — x1)
1 1 1 1
X2 X3 X4 Xn
2 2 2 2
3 x5 x5 Xy x;,
- (x2 - xl)(XB - xl) ce (xn - xl) 3 3 3 3
x5 x5 X, X,
n-2 n—2 n—2 n—2
x5 x5 Xy Xy

Nas passagens (1) aplicamos o teorema de Laplace. Observe no produto acima

que encontramos um determinante idéntico ao inicial s6 que de ordem (1 — 1) X (n — 1).

Assim, continuando o processo de baixar a ordem da matriz, concluiremos que o

determinante da matriz A serd dado por,

[(e2 = x1)(x3 = x1) -+ - (0 — x0)][(23 — x2)(Xg — x2) =+ (X — x2)] ... [(X0 — X021)] =
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:H(xi—xk),Z <i<nel <k <n-1

i>k

Portanto,

1 1 1 -+ 1

X1 X2 X3 Xn

X2 x5 X3 - X ,

= 333 5 = [Jei-x0,2 <i <nel <k <n-1

1 2 3 n i>k

n—1 n—1 n—1 n—1
XY Xy x5 X,

Exemplo 4.27. Usando as propriedades do determinante, mostraremos que

m a a a
a m a - a
a a m a|=@m-a)"'[m+ (n-1a]

a a a --- m

Soluc¢do: Vamos aplicar o teorema de Laplace e algumas operagdes elementares sobre

as colunas e sobre as linhas da matriz A. Assim,

L1 — Ll—Ln
L2 — Lz—Ln
m a a a a
a m a a a Ln—l — Ln—l_Ln
a a m --- a a L, «— L,
Al = oo .. o -
a a a m a
a a a a m
m-—a 0 0 0 a—m
0 m-—a 0 0 a—m
0 0 m-—a 0 a—m
0 0 0 cee m—a a-—-m
a a a a m
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Vamos aplicar o teorema de Laplace para calcular o determinante acima. Esco-
lhendo a primeira coluna, temos

m-—a 0 0 a—m
0 m—a 0 a—m
Al = D" m-a)| oo : +
0 0 e m—a a—m
a m (n-1)x(n-1)
0 0 0 a—m
m-—a 0 0 a—m
+(_1)1+1’la 0 m-a --- 0 a—m
0 0 - m—a a—m (n-T)xn=1)

Observe na igualdade acima que o primeiro determinante é igual ao deter-
minante inicial (com uma linha e uma coluna a menos) e o segundo determinante é o
determinante de uma matriz triangular (para chegar a essa conclusdo basta realizar
algumas trocas com as linhas da matriz, lembre que ao trocar linhas o determinante

muda de sinal), assim teremos

m—a 0 0 a—m
0 m—a 0 a—m
Al = (D" (m—-na) : : : : + a(m—a)*!
0 0 - m—a a-—-m
a a o4 L P

Continuando esse processo de baixar a ordem da matriz concluiremos que
Al =(m—a)"'m+n—-Dam—a)""' = (m—a)"[m+n-1al.
Portanto,
|A| = (m — a)"[m + (n — 1)a).
Como queriamos mostrar. &

Teorema 4.10. A matriz quadrada A é equivalente a matriz I, se, e somente se,
det(A) # 0.

Prova: Tem-se,

det(A) # 0 &= AX =0temsolucdotnica X =0 [ X =0 A ~ I,.
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Teorema 4.11. Seja E uma matriz elementar e A uma matriz qualquer de mesma ordem que
E, entio
det(EA) = det(E).det(A).

Prova: Podemos verificar facilmente, que o determinante de uma matriz elementar E
serd dado por
-1, se E for do tipo I
|E| = k, se E for do tipo II
1, seE for do tipo III

Se E for uma matriz elementar do tipo I, temos pelo teorema péagina|/3/que
EA é a matriz obtida de A permutando duas linhas, logo |[EA| = —|A| e como podemos

ver acima, |[E| = —1 e portanto |[EA| = |E||A|.

Se E for uma matriz elementar do tipo II, temos pelo teorema pagina
que EA é a matriz obtida de A multiplicando uma linha por k, logo |[EA| = k|A| e como
podemos ver acima, |E| = k, assim |EA| = |E||A].

Se E for uma matriz elementar do tipo III, temos pelo teorema4.6, pagina [73|que
EA é a matriz obtida de A substituindo a linha i pela linha i mais k vezes a linha j, logo
|[EA| = |A| e como podemos ver acima, |E| = 1.

Portanto,
|[EA| = |EJ|A|

Como queriamos demonstrar.

|

Teorema 4.12. A matriz A é produto de matrizes elementares se, e somente se,
det(A) # 0.
Prova: Se det(A) # 0, entdo A ~ I, e pelo teorema [4.7] pagina [80] tem-se que A =
E.E,1E,—...E;E; é produto de matrizes elementares.

Se A = E1E2E3 e En_1En, entao |A| = |E1E2E3 N En—lEnl = |E1||E2E3 cee En—lEnl =
|E1llE2||Es . .. Eq1Epnl = ... = |E1||E2||Es| . . . |E4-1||E,|, pelo teorema anterior |A| = |Eq||E,||E3] . ...
...|[ExllEn] # 0, pois |E;| # 0, j& que E; sdo matrizes elementar. |

Teorema 4.13. Dadas as matrizes quadradas de mesma ordem tem-se

det(AB) = det(A).det(B).

Prova: Se |A| # 0, entdo pelo teorema anterior A é produto de matrizes elementares,
A = E{E;E5...E,_1E,. Temos entdo:

|AB| = |E1E2E3 e En—lEnBl = |E1E2E3 .. En—lEn”Bl = |A||B|-
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Se |A| = 0, entdo |AB| = 0 e portanto |AB| = |A||B|. De fato, pois se |AB| # 0, entdo

ABX =0 = X = 0 e portanto A(BX) = 0 = BX = 0 como tnica solu¢do = |A| # 0.

|
Corolario 4.1. Se A é uma matriz invertivel, entio
A7 = A
Prova: Como a matriz A é invertivel, temos que ATA =1, logo
1=I=1AT"Al = |JATAl= A7 = |JA[™
Portanto,
A7 = A
|

Definicao 4.12. As matrizes A e B sio ditas semelhantes se existe uma matriz invertivel P tal
que
A=P'BP.

Corolario 4.2. Se as matrizes A e B sio semelhantes, entio

det(A) = det(B).

Prova: Dada A = P"'BP, temos

|Al = |P7'BP| = |P~||BP| = |P~"||BI|P| = |P~"||P||B| = |[P~'P||B| = |I||B| = |BI.

Portanto,
|A|l = |BI.

4.6 Matriz inversas

Defini¢do 4.13. Uma matriz quadrada A de ordem 7 é dita invertivel se existir uma
matriz quadrada B também de ordem n, tal que AB = BA = I,. Neste caso B é dita a

inversa de A e sera representada por A™'.
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35 2 =5
Exemplo 4.28. As matrizes quadradas A = ( 1 2 ) eB = ( 1 3 ] sdo invertiveis,

pois
2 - - -1 1
AB = 3 5 5 6-5 5+15 0
1 2 -1 3 2-2 -5+6 1
e
2 =5 3 5 6-5 10-10 0
BA =
-1 3 1 2 -3+3 -5+6 1
Portanto, B = A™!, ou ainda, A = B~ O

Observagdao4.7. Se A e Bsao invertiveis de mesma ordem, entdo AB também é invertivel
e (AB)™! = B'A!. De forma geral se A;, Ay, As, ..., A, sdo invertiveis de mesma or-

dem, entdo A1 A,A; ... A, éinvertivel e (A1A2As ... A,) 7! = A;lA(‘nl_l)A(‘nl_Z) LLAFTASIAT

De fato, pois
(AB)YB'A)=ABB HA ' =AIAT = AA =1
(BAYWAB) =B YA 'AB=B'IB=B'B=1

Portanto,
(AB) ' =BlA™L.

Observacao 4.8. E importante observar que se uma matriz quadrada A de ordem n for
invertivel, entdo podemos associd-la a resolug¢do de um sistema linear homogénio com
n equacgoes e n incognitas, AX = 0.

Teorema 4.14. Se uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel, entdo a sua inversa é tinica.

Prova: De fato, pois se B e C sdo inversas de A, tem-se
B =Bl =B(AC) = (BA)C=IC=(,
ou seja, as matrizes B e C sdo iguais. [ |

Teorema 4.15. A matriz A é invertivel se, e somente se, A ~ I,,.

Prova: Se A ~ I,, tem-se pelo teorema que existem as matrizes elementares E;, E,, E3,
.., En1, E, tais que E,E,1E,—»...E;E1A = AEE, 1E,»...E;E; =1 e portanto A é
invertivel com A~™! = (E,E,_1E,_»... E,E1)7..

Se A é invertivel, entdo

AX=0= A "AX=A"0=IX=0—=X=0=AX=0~[X=0= A ~ I,
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Teorema 4.16. A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

Prova: Como det(A) # 0 & A ~ [, & JA~! tem-se det(A) # 0 & JA~!

No primeiro (<) usamos o teorema pégina[86] no segundo (<) usamos
o teorema pagina ]

Teorema 4.17. Se a matriz A é invertivel a esquerda ou a direita, entdo A é invertivel e sua
inversa, a inversa a esquerda e a inversa a direita sdo iguais.

Prova: Se dB tal que BA = [, entdio AX =0 = BAX =B0 = IX=0=—= X =0 =

det(A) # 0, pois AX = 0 tem solugdo tnica. Pelo corolario anterior AL
Sendo BA = I, tem-se BAA' = JA"' = B=A"1.
Se dB tal que AB = I, entdo A é uma inversa a esquerda de B e pelo item anterior
A=B'=BA=]=B=A"
]

Teorema 4.18. Se A é invertivel entdo E,E,_1E,—»...E;E1A =1, e E,E,,_1E,—> ... E;E{l, =
AL, ou seja, a matriz inversa é encontrada realizando a mesma sequencia de operagdes elemen-
tares sobre I,, que foi efetuada sobre A para obter I,,.

Prova: Temos pelo teorema 1 que
E.E,1E, ... EzElA = AEnEn—lEn—Z ...ELEi=1=

— E,E,1E, ... EzElA =1

E,E, 1E,»...E;E;= A" = E,E, 1E,—...E,E1[ = A7l =
— E,E, 1E,»...E;E1 ] = A7!

Para obtermos A~ operamos simultaneamente com as matrizes A e I, colocadas
uma ao lado da outra, por meio de operagdes elementares, transformando A em I e |

em AL

(AEI) s (ISA—l)
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2 1 0 0
. . 10 -11 o "
Exemplo 4.29. Verifique se a matriz A = 0 1 1 1 admite inversa e se admitir
-1 0 0 3

a encontre.

Solugdo: Como as operagdes elementares sdo as mesmas para A e I;, usaremos a
representacdo a seguir,

210 0:1000), _,
1 0-11:0100|fL — I
001 1 1:0010 )
10 0 3:0001

1 0-11:0100), _, ;o
1 1 1:0010]|L — L+k
2 1.0 0:1000 )
10 0 3:0001
10-11:0 100

01 1 1 :0 0 10]|L — L-L
01 2 2:1-200 )
00 -1 4 :0 1 01




10-11:0 1 00
01 1 1 :00 1 0
00 1 -3:1-2-10
00 -1 4 :01 01
100 -2:1 -1 -10
010 4 :-12 20
001 -3:1 -2 -10
000 1 1 -1 -11
1000: 3 -3 -3 2
0100:-5 6 6 —4
0010: 4 -5 -4 3
0001: 1 -1 -1 1

Como A ~ Iy, tem-se que A é invertivel e

3 -3 -3
|5 6 6
4 -5 —4
1 -1 -1

Li — Li+L3
Lz - Lz - L3
Ly — Li+1L3

L1 — L1424
L2 4 Lz - 4L4
L3y — L3434

Observacao 4.9. Podemos representar um sistema linear por Ax = B, em que

ailr dip ot O
1 dxp -+ Oy

A= . . x=
Am1 Am2 - OAmn

X1 bl

X b
2 e B _ 2

Xy by
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Se det(A) # 0, entdo a matriz A é invertivel e o sistema linear tem solucao tinica.

Portanto

Ax=B=—x=A"'B
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Teorema 4.19. Se det(A) # 0, entio

DAL (DM ARL - (DAL

41 1> MAnl (1) An| - (=1)*7Agl
~ det(A) : :

ED"™MAGl D)™ AR -- (CD) A

onde A;; é a matriz obtida de A pela exclusio da linha i e da coluna j e |A;| = det(Ay)).

Prova: Dado um sistema de equagdes lineares Ax = B ele tera solugdo tinica se |A| # 0,
assim existe A™! tal que

Ax=B= A"Ax=A"'B= x=A"'B. 4.1)

Vamos usando a notagdo de Laplace para d4 a solugdo do sistema,

1 Z” :
P = — -1 k+1A |0k

Logo, podemos representar tinica solugdo do sistema da seguinte forma

1 n
7 D" by
k=1

X1 1 v k+2
— —1D)*2|AL|b
N |A|;< )| Al
X = X3 = 1 - k+3 =
— N (-D)*INAL
E |A|;( )| Axs by
Xn

1 n
I 2D Awlb
k=1

T (D Al + DO i+ + (<) [4,0)

2 (D2 sl + D82 il +--+ (<) (4,0

1 " -
— m ((_1)(1+3) |A13|b1 + (_1)(2+3) |A23|b2 44 (_1)( +3) |An3|bn) =

1
Al

(D" Aoy + (=D |Agylby + -+ + (1) |A, b, )



(1) |Ay|
(1) A
(1) | Ay

(1) Ay,

(1) Ay
(1) Az
(~1)%*V | Az|

(1) A,

(1) |Ay|
(1) Ay
(1) |Ay|

(1) Ay,

(-1)"? Ay
(-1)%*? |Ap)
(-1)®* Az

(1) A,

DTV NAR (1) A
1Ay (-1)*? Ay
= —| )PV |Axn| (1) |A|

D" AL (D™ A,
Ou seja,
D)"Y AL (DT )AL

1) An] (~1)*? Ay
(=1 Az (1) A5

1) A (D™ A,

(—=1)%*" A,

(=1)"" A,

(1) Ay,
(1) Ayl
(=1)%" |As,|

(=1)"*" Al

Portanto, comparando as igualdades §.T|e 4.2 concluimos que

(-D"HARL (-1)*2 A
1 (-1)*Axn| (-1)**? Ay

-1

~ det(A)

Como queriamos demonstrar.

(_1)n+1 |An1| (_1)n+2|An2|

(=D A
(=1)**"| Azl

(=1)"" Al

=1)"Al [ by
1" A0l || b2
1) A,80 || b3
D)™ A, I\ b,
=1D)" ALl ) ( by
(D" Ay || b2
1) 1As,| || bs
1" Al )\ b,

(1) Ay,

(1) Ayl

B

B
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(4.2)

Definicao 4.14. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Define-se o cofator de a;; como

cof(aij) = Aij = (=1)"/det (Ay))
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em que a matriz quadrada A;; é a matriz obtida da matriz A excluida a i-ésima linha e a j-ésima

coluna.

A matriz
A A oo Agy
Apyp Ay - Ay,
Anl AnZ ot Ann

é denominada matriz dos cofatores da matriz A (representada por Aij(A)) e sua transposta serd

chamada de matriz adjunta da matriz A e denotada por Adj (A).

Exemplo 4.30. Dada a matriz A = ( g

] com ad — bc # 0, tem-se
C

t
A1 1 D"MAul (-1)"*?Ay|
det(A) | (=1)*"1Azn| (=1)**?|Az|
_ 1 DAl (1) Az|
ad —be | (-1)'"?|Ap| (-1)**?|Ax]
3 1 d —c
~ ad-bc| b a
1 d —c
-1 _
Portanto, temos que A™ = p d—bc[ b 2 ] &

cos @ —sen 6
Exemplo 4.31. Dada a matriz B = ( ], tem-se

sen @ cos O

B—l

1 CD"AG] (=1)"2Ay] )
det(B) | (~12"1An| (~1*"|Ap|

_ 1 DAl (1)1 Az|
sen? 0 +cos? 0| (=1)"? Al (=1)*?Ax|

cos @ sen 6
—sen 6 cos 0
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4.7 Mais nomenclaturas de matrizes

Definicao 4.15. (Matriz Idempotente) Chamaremos de matriz idempotente toda matriz

quadrada ndo nula A tal que
AP=A

Exemplo 4.32. A matriz

é idempotente, pois

o

Definicao 4.16. (Matriz Nilpotente) Chamaremos de matriz nilpotente toda matriz quadrada
ndo nula A se existir um niimero natural k > 2 tal que A¥ =0, onde 0 0 representa a matriz

nula.

Exemplo 4.33. A matriz

0 00
100
110) .
é nilpotente, pois
2
000 000)O0OO 000
A=l100|=|100|/100|=l000
110 1 0Jt1 10 200
3 2
0 00 0 00 0 00O 0 00)0O0O
A=1100]|=[100 1 00(f=f00O0}|f1 00O
110 110 110 2 00J){l1 10
000
A’=[000
000



97

Definicao 4.17. (Matriz Unipotente) Chamaremos de matriz unipotente toda matriz qua-
drada A, em que (A — I) é nilpotente.

Exemplo 4.34. A matriz
1 2
A=(0 1
00

—_ N W

3%3
¢ unipotente, pois seja a matriz B = A — I3. Temos

12 3 100 02 3
B=A-L=(012|-]010]|=l002
001 0 01 000
2
023 023)023 0 0 4
BE=|00 2| = 02({loo2|=]000
00 00JLOoO OO 000
3 2
023 02 3 023 00 4)023
BB={0oo0o2]|=|002 002 |={0oo0oo0]loo02
000 000 000 000J)lLOOO
000
BE=|10 0 0
000

o

Definicao 4.18. (Matriz Ortogonal) Chamaremos de matriz ortogonal toda matriz invertivel
cuja inversa é sua transposta, ou seja, que satisfaz a igualdade

AA'=A'A =1

Exemplo 4.35. A matriz abaixo

2 L
| v
N
V5 5
é ortogonal, pois
2 L \( =2 _L 10
v v\ 01
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Definicao 4.19. (Matrizes Semelhantes) As matrizes quadradas de mesma ordem n sdo ditas

semelhantes se existir uma matriz invertivel S de ordem n tal que

S'AS=B

1 1 -4 -4
Exemplo 4.36. As matrizes A = ( 1 -3 )e B = ( 1 9 )séo semelhantes, pois existe

i ) Y ) Oy (e

Definicao 4.20. (Matrizes Hermitianas) Dizemos que uma matriz A = [a;;]ux, complexas

0
a matriz S = ( . ] tal que

¢é uma matriz Hermitiana se a transposta da sua conjugada for iqual a propria matriz, isto é,

(A) = A. Geralmente indicamos A* = A para denotar wuma matriz Hermitiana.

Exemplo 4.37. A matriz abaixo é hermitiana

0 1 1
-1 0 i
- -1 0

Verifique! &
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