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RESUMO

SANTOS, Carlos Eduardo Bezerra dos. Modelos mateméticos para o crescimento
populacional de micro-organismos como motivacéo para o estudo de funcdes exponenciais e
logaritmicas 2014. 81 f. Dissertagdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do
Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

Esta pesquisa foi realizada na intencdo de motivar o estudo de funcdes exponenciais e
logaritmicas, mostrando que a Matematica se faz presente em diversas areas de conhecimento,
em particular na Biologia. Este trabalho analisa os modelos matematicos deterministicos que
descrevem o crescimento populacional, focando populacdes de micro-organismos. S&o
apresentadas algumas utilidades dos micro-organismos, 0s seus perigos a saude e uma
modelagem do seu crescimento no corpo humano, com adaptacdes dos modelos matematicos
de Malthus, Verhults e Gompertz para 0s micro-organismos: Escherichia coli, Salmonella
enteritidis e Giardia lamblia. Por fim, sdo apresentadas sugestfes de atividades em sala de
aula, com uma visdo multidisciplinar e fazendo uso do software Crescimento Populacional da
colecdo M*® Matematica Multimidia. A interdisciplinaridade aliada a novas tecnologias
evidenciou que o estudante apresenta maior interesse em aprender um novo contetdo quando
percebe uma aplicacdo pratica deste.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Crescimento Populacional. Micro-organismos.
Escherichia coli, Salmonella enteritidis. Giardia lamblia.



ABSTRACT

SANTOS, Carlos Eduardo Bezerra dos. Mathematical models for population growth of
microorganisms how motivation for the study of exponential and logarithmic functions. 2014.
81 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) —
Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2015.

This research was conducted in an attempt to motivate the study of exponential and
logarithmic functions, showing that mathematics is present in several areas of knowledge,
particularly biology. This paper analyzes the deterministic mathematical models that describe
the population growth, focusing on populations of microorganisms. Are showed some utilities
of microorganisms, in addition to its health hazards through a growth modeling of these in the
human body, with adjustments to the mathematical models of Malthus, Verhults and
Gompertz for microorganisms: Escherichia coli, Salmonella enteritidis and Giardia lamblia.
Finally, activity suggestions are presented in the classroom, with a multidisciplinary approach
and making use of the Crescimento Populacional software M3 Matematica Multimidia
collection.

Keywords: Mathmatical Modeling. Population Growth. Micro-organisms. Escherichia coli,
Salmonella enteritidis. Giardia lamblia.
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INTRODUCAO

A ideia de pesquisar sobre uma aplicacdo de determinado conteudo matematico surgiu
de um pergunta que, de tempos em tempos, alguns alunos tém feito no decorrer da trajetoria
de todo professor: “Para que isso serve?”. Geralmente, a pergunta surge quando 0 estudante se
depara com um novo conteudo que, para ele, € aparentemente inatil e dificil. E essa indagacéo
acabara de ter sido feita quando o assunto em questéo era o estudo de funcdes exponenciais e
logaritmicas e isto motivou o autor a escolher esse tema.

Apos esse episodio e algumas reflexdes, foi possivel perceber que era necessario
algum tipo de motivacdo antes de introduzir determinados assuntos na aula de Matematica.
Enfim, como os alunos questionadores se tratavam de futuros técnicos (em Alimentos,
Biotecnologia, Farmacia, Meio Ambiente ou Quimica), essa motivacdo deveria fazer parte da
area em que eles estavam estudando, portanto, a presente pesquisa foi feita de forma a
responder onde conceitos matematicos sdo aplicados a Microbiologia.

Em paralelo, para alunos do Ensino Fundamental, este trabalho é igualmente
importante, e ndo somente para 0 processo ensino-aprendizagem em si de potenciagdo, mas
também por trazer beneficios de cunho pessoal, chamando atencdo para os seus habitos de
higiene e os perigos iminentes que a falta de cuidados com tais habitos podem trazer a sua
salde.

Os micro-organismos sao organismos muito pequenos, a maioria deles s6 pode ser
vista com ajuda do microscépico, e eles tém a capacidade de se reproduzirem rapidamente em
curto tempo, como bactérias, protozoarios, fungos, acaros e algas unicelulares. Alguns desses
micro-organismos sdo agentes causadores de diversas doencas, outros sdo Uteis na indudstria de
alimentos, produtos farmacéuticos, agricultura, digestdo etc. Eles estdo presentes em nosso dia
a dia, sobrevivem junto aos alimentos como alface, carnes, ovos, etc., grudam nos objetos que
utilizamos, sobrevivem nos meios de transporte como, por exemplo, nas barras metalicas dos
onibus e no interior do metrd, também em sola de sapatos, cédulas de dinheiro, telefones
celulares, dentre outros.

No presente trabalho, abordamos problemas multidisciplinares, buscando uma
interpretacdo matematica do crescimento de trés micro-organismos e as doencas que eles
podem causar. Em Biologia encontramos problemas complexos e, através de modelos
matematicos, podem ser realizadas previsGes comportamentais relacionadas a diversos desses

problemas.
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No primeiro capitulo sdo apresentados os modelos matematicos sobre o crescimento
populacional de forma geral e analisamos qualitativamente os modelos deterministicos
classicos de Malthus, Velhulst e Gompertz.

No segundo capitulo, realizamos um pequeno estudo sobre aspectos bioldgicos e
classificacdo dos micro-organismos, dando énfase a bactérias, protozoarios e virus, visando
uma reflexdo, andlise e aplicabilidade das utilidades e perigos iminentes de alguns micro-
organismos em nosso dia a dia e em algumas areas profissionais

No terceiro e quarto capitulos séo adaptados os classicos modelos matematicos para as
bactérias E. Coli e Salmonella e, também, para o protozoario Giardia, tendo como base 0s
modelos mencionados acima. Nesses modelos os parametros envolvidos foram obtidos
considerando-se o tempo de geracdo, o ciclo de reproducdo dentro do hospedeiro (humano) e
supondo-se gque o infectado procure tratamento médico e siga corretamente as instrucdes.

No ultimo capitulo apresentamos e descrevemos atividades realizadas em sala de aula
tendo como foco o tema escolhido, com uma visdo multidisciplinar, mostrando os perigos das
bactérias, especificamente, a Escherichia coli e a Salmonela. E apresentado um modelo
matematico para 0s seus respectivos crescimentos, bem como a influéncia no contagio de
doengas causadas por elas.

Com os alunos do Ensino Fundamental foi avaliado o crescimento do volume de
bactérias por um periodo de tempo. Com os alunos do Ensino Médio do IFRJ, utilizamos o
software Crescimento Populacional da cole¢do M* Matematica Multimidia da Unicamp, além
de promover o conhecimento das bactérias citadas e do protozoario Giardia e incentivar a
tomada de medidas preventivas para evitar o contagio. Com isso procuramos mostrar a
importancia da Matematica em outras &reas e realizar simulagbes numéricas sobre o
crescimento bacteriano.

E possivel encontrar parte do material utilizado como referéncia, bem com a
apresentacdo desta pesquisa para a banca examinadora, anexados ao texto escrito em formato
digital (ANEXO DIGITAL).
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1 MODELOS MATEMATICOS POPULACIONAIS E ASPECTOS HISTORICOS

Nesse capitulo sdo apresentados modelos matematicos sobre o crescimento
populacional. Os modelos deterministicos mais conhecidos sdo o de Malthus, o de Verhulst e
0 de Gompertz; estes modelos impulsionaram novas teorias e outros modelos matematicos,
como por exemplos, o modelo de dinamica populacional de Lotka e Volterra (1825) e o
modelo epidemiolégico SIR de Kermack e McKendrick (1927), dentre outros.

Antes de apresentarmos 0s modelos propriamente ditos, é necessario entender o que

é modelagem matematica e em que consiste um modelo matematico.

1.1 Modelagem e Modelos Matematicos — tipos de modelagem

Através do tempo, o ser humano procurou descrever os fenbmenos cientificos por
meio de teorias adequadas, elaborando modelos matematicos que permitissem realizar
previsdes comportamentais dos fendmenos e produzir conhecimentos relevantes. Dentre as
diversas formas de modelagem destacam-se as equacdes diferenciais, as quais constituem uma
ferramenta muito poderosa no desenvolvimento de modelos matematicos para compreensdo
de fendmenos cientificos das areas de Fisica, Quimica, Biologia, Engenharia e Economia.
Atualmente, inclusive nas areas sociais (Geografia, Histdria, Psicologia, Antropologia etc.), ja
se faz uso de outros métodos de modelagem matemética em suas pesquisas, tais como Analise
Estatistica de Dados, Teoria dos Grafos, Teoria da Informacéo e Teoria dos Jogos.

Uma modelagem é uma aplicacdo da Matematica para entendimento de um fato,

segundo Bassanezi:

Modelagem Matematica é um processo dinamico utilizado para a obtencdo e
validacio de modelos mateméticos. E uma forma de abstracio e generalizacdo com a
finalidade de previséo de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte
de transformar situacdes da realidade em problemas matematicos cujas solugdes
devem ser interpretadas na linguagem usual. (BASSANEZI, 2002, p.24)

E importante perceber o qudo dinamico é o processo de modelagem. Ha vérias etapas
neste processo que tém relacdes entre si, ou seja, em cada etapa, é preciso analisar se 0 que
estd sendo feito tem relacdo com o problema original e, ainda, se é possivel prosseguir com o

processo ou voltar a alguma etapa anterior. Ainda de acordo com Bassanezi, as etapas da
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modelagem séo experimentacgdo, abstracao, resolucdo, validacdo, modificacdo e aplicacdo. E é
possivel perceber que as etapas de modelagem ndo constituem um padrdo linear, e sim,
ciclico. Por exemplo, primeiro existe o problema ndo matematico e, a partir disso, pode-se
abstrair e sugerir um modelo inicial. Este modelo ¢é analisado e experimentado, podendo-se
perceber que alguns dados experimentais ndo estdo condizentes com o problema (falta ou
excesso de informacdo), entdo, retorna-se a etapa anterior para realizar as modificacGes
necessarias e validar o modelo matematico. Este processo pode ser realizado até que o modelo

seja aplicavel.

1.2 Evolucao de modelos

George Box (apud WEISS, 2009), um estatistico inglés do século XX, em seu livro A
metodologia de superficie de resposta faz uma citacdo que, a principio, surpreende: "Todos 0s

modelos estdo errados, mas alguns sio Uteis"

(tradugdo nossa). Em verdade, o que se entende
com essa frase é que para que os modelos matematicos sejam aplicaveis em determinada

populacdo é necessario que ocorra uma serie de restricdes tais como:

« um modelo pode ser muito bom somente em um determinado intervalo de tempo, ou

« pode ser (til até que a populacéo atinja seu limitante, ou ainda,

« um modelo pode ser aplicado se ndo houver algum fator externo como predadores,
falta de viveres, condi¢fes ambientais desfavoraveis, etc.

Enfim, um modelo matematico sempre pode ser melhorado, ou seja, pode evoluir na
visdo subjetiva de quem modela o problema, pois, segundo Bassanezi (2002, p. 325): “Um
modelo matematico é considerado adequado quando for satisfatorio na opinido do seu
modelador, o0 que torna qualquer modelo matematico vulneravel e sempre passivel de ser
modificado”.

A evolugdo de um modelo aplicado a Biomatematica ocorre devido a inumeras
variaveis envolvidas nos fendmenos biologicos, mas é preciso ter cuidado com 0 uso
excessivo dessas variaveis, pois, para isso, seria necessario utilizar igualmente inimeras

equacdes diferenciais com diversos parametros.

1 0 texto em lingua estrangeira ¢ “All models are wrong, but some are useful.”
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Os modelos matematicos ajudam os bidlogos a organizar suas pesquisas, ou seja, ddo
sentido sobre o que é importante para ser medido. A partir de um modelo, um bi6logo pode
tentar verificar ou refutar previsdes especificas ao invés de efetuar medigdes sem um
planejamento, sendo assim, ha um maior progresso na compreensdo da natureza.

Os modelos também ajudam bidlogos a distinguir entre diferentes padrdes que vemos
na natureza e diferentes mecanismos que podem causar esses padroes. Assim, os modelos
matematicos podem elucidar os mecanismos bioldgicos.

Outra importante utilidade dos modelos matematicos é que eles auxiliam no
gerenciamento e controle das populagdes de animais, recursos naturais (por exemplo, as
florestas), recursos da vida selvagem (por exemplo, a pesca) e doencas infecciosas (por
exemplo, a tuberculose), entre outros. Weiss (2009) menciona um fato ocorrido na Gra-
Bretanha, em 2001, onde modelos matematicos forneceram ao governo orientacbes sobre

como controlar um surto de febre aftosa que ocorria no pais, naquele ano.

1.2.1 Modelo de Malthus

O pioneiro no estudo de dinamica populacional foi o economista inglés Thomas
Robert Mathus (Fig. 2), defensor da economia classica e do controle de natalidade. Em 1798,
no seu livro An Essay on the Principle of Population, ele previu que a superpopulacdo poderia
provocar a extingdo da raca humana em 1880, afirmando que o crescimento da populacéo
humana se dad em progressdo geomeétrica, porém 0 mesmo nao ocorre para 0s meios de
sobrevivéncia, ja que esse crescimento acontece em progressdo aritmética, prevendo assim
uma catéstrofe (guerras, fome, doencas etc.). Malthus € considerado o ‘pai da demografia’ por
sua teoria para o controle populacional, conhecida como malthusianismo, que € uma teoria
demografica, econdmica e sociopolitica.

O argumento de Malthus explicitado em termos de equacdes diferenciais é o seguinte:
Aqui, P(t) representa o tamanho da populacdo e A(t) representa a quantidade total de
alimentos no ano t.

o Como P(t) cresce em forma exponencial (progressao geométrica), temos

apP@) _
dat

onde r é a taxa proporcional ao seu tamanho.

r P(t), 1)
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o Como A(t) aumenta em progressao aritmetica, entdo

dA(t) _
gt kA, 2)

onde k é a taxa de crescimento e Ap é a quantidade inicial de alimentos.

Para determinar a solucdo da Equacao 1, ao separar as variaveis da equacédo, temos
dP
? - J. rdt ] (3)

integrando em ambos os lados obtemos a solucédo geral da Equacgéo 1
INP=rt+c,, 4)
onde c,e uma constante arbitraria. A Equacéo 4 pode ser escrita da forma
P(t) =e%e". )

Figura 1 - Thomas
Robert Mathus (1766-
1834).

Fonte:
http://en.wikipedia.org/wiki/
The_Spirit_of_the_Age

Para determinar a solucéo da Equacdo 1, ao separar as variaveis da equacao, temos

%F’: [rat . (6)

integrando em ambos os lados obtemos a solucéo geral da Equagéo 1
INP=rt+c,, (7
onde c,e uma constante arbitraria. A Equagéo 7 pode ser escrita da forma
P(t) =e%e". (8)
Supondo condicéo inicial (populacéo inicial) P(0) = Py, obtemos a solucdo particular:
P(t) = Pe". 9)
A JUnica solucdo de equilibrio (estacionéria) da Equacdo 1 é P(t)=0;t>0. Das

Equacdes 1 e 9 podemos observar que
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o Ser>0e P, >0, entdo P'(t)>0 e tIim P(t) =, o tamanho da populacdo cresce
exponencialmente a medida que o tempo passa (Grafico 1);

o Se r = 0, o tamanho da populacéo é constante, para todo t;

o Ser<0e P, >0, entdo P'(t)<0 e tIim P(t) =0, portanto o tamanho da populagéo

decresce, tendendo a zero (Grafico 2).

Gréfico 1 - Curvas de crescimento populacional, com diversas

condicOes iniciais e r > 0. A linha tracejada

representa a carga de populacdo maxima

Populacio

By

tempo
Fonte: O autor, 2014.

Ao resolver a Equagéo 2, encontramos A(t) = k Ag t + c. Sendo A(0) = Ao, Ssegue que

At) = A, .(kt+1). (10)

Das Equac0es 9 e 10, obtemos

R < A0 _ A ktrd)

P(t) P,e" (1)

Logo,

R(t) = R,.(kt+1)™" | (12)
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onde R(t) representa a quantidade de alimento por pessoa, P, a populagdo inicial, A, a

A

quantidade inicial de alimentos e R, =5 a quantidade inicial de alimento por pessoa.

0

Observemos que, a medida que o tempo aumenta, a razéo entre a quantidade de alimentos e a

populacdo tende a zero, isto é, Itin} R(t)=0, t >0 (a2 medida que o tempo passa), entdo ndo

haveria alimentos suficientes para a populacdo crescente (Gréafico 3) surgindo assim uma
catastrofe.

Gréfico 2 - Curvas de crescimento populacional, com diversas

condigdes iniciaise r<0

cio
i

3

Popula

Fonte: O autor, 2014

O modelo de Malthus néo é fiel ao crescimento populacional quando o tempo é muito
longo e, menos ainda, quando agregam-se condi¢Ges adversas (superpopulacdo em um
ambiente com efeitos negativos, contaminagdo e excesso de demanda de alimentos,
combustivel, dentre outros). Entretanto o0 modelo de Malthus impulsionou novas pesquisas em

diversas areas, buscando estabelecer novas previsdes de controle populacional.
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Gréfico 3 - Razdo entre a quantidade de alimento e a populacdo no decorrer do tempo

Quantidade de alimento por pessoa
1

tempo

Fonte: O autor, 2014.

Atualmente, encontramos o modelo de Malthus sendo aplicado ao crescimento
populacional de micro-organismos (em tempo finito) e ao aumento de lixo. Nesse caso,
estudam-se o descarte de produtos tecnoldgicos, organicos, hospitalares e em especial as
garrafas Pet (politereftalato de etileno) com o seu modelo. Segundo a Abipet, em 2000, o
consumo de garrafas Pet no Brasil era de, aproximadamente, 255 mil toneladas. E, em 2001,
aumentou para 270 mil toneladas. Se essa taxa de crescimento no consumo se mantém até
2009, seguindo o modelo malthusiano, em 2009 a producdo seria de, aproximadamente, 433
mil toneladas. Observemos no Grafico 4 que o consumo naquele ano foi de 522 mil toneladas,
0 que leva a uma reflexdo: se a producdo real é maior do que a prevista nesse modelo (que j&
cresce exponencialmente), o que tem sido feito com o lixo resultante desta producéo?

Ainda segundo a Abipet, o indice de reciclagem no Brasil, em 2000, era de 26,3% e,
em 2009, de 55,6%. Aumento esse ainda ndo € suficiente, pois em 2000, 188 mil toneladas
ndo eram recicladas, enquanto em 2009, foram recicladas, aproximadamente, 260 mil
toneladas (ASSOCIACAO BRASILEIRA DA INDUSTRIA DO PET).
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Gréfico 4 - Consumo de Pet no Brasil (em milhares de toneladas).
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Fonte: Associagéo brasileira de indUstrias do Pet.

1.2.2 Modelo de Verhulst

O matematico belga Pierre Francois Verhulst (Fig. 3) fez adaptacdes no modelo de
Malthus, criando um modelo em que a taxa de crescimento depende diretamente dos recursos
disponiveis. Esse modelo foi chamado logistico e sua solucdo é denominada de funcdo
logistica sendo sua representacdo grafica conhecida como curva logistica. Ele considerou a
taxa de crescimento da populacdo diretamente proporcional ao decréscimo de recursos. Em
1846, mostrou que as forcas que tendem a impedir o crescimento da populagdo crescem em
propor¢do com a relagdo entre o excesso de populacdo para a populagdo total. Quando
Verhulst se refere ao excesso de populagdo, em verdade ele considera a existéncia de um nivel
de saturacdo ou capacidade de sustentacdo ambiental K. Quando a populacdo esta acima
desse nivel (hd um excesso), ela tende a diminuir até K; quando a populacao esta abaixo, ela
tende a aumentar até K. Assim, muitas popula¢fes crescem exponencialmente até o seu nivel
e se estabilizam ao se aproximar de K.

O modelo proposto por Verhulst & um refinamento do modelo de Malthus e é dado
pela equagéo

dP
pra ref (P), (13)
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onde r € a taxa de crescimento intrinseco, P(t) € o numero de habitantes no tempo t, K é 0

nivel de saturagdo e f(P)= (1— gj representa a resisténcia do meio .

Assim,

dP P
W rP(l— R] . (14)

Na Equacdo 14 possivel perceber que, quando P é muito pequeno em relacdo a K, a
razdo P/K esta proxima de zero, logo a Equacdo 14 se assemelha a Equacéo 1.

A Equacdo 14 é uma equacéo diferencial ndo linear do tipo de Bernoulli (BOYCE e

DIPRIMA, 2010). A solucdo trivial dessa equacdo é P(t) = 0, para todo t. Se P(t) =0,

dividimos por P? em ambos os membros, obtendo a equacao

P11
—r=_r 15
P2 P K 19)

Figura 2 - Pierre Frangois
Verhulst (1804-1849).

Fonte:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Pierre_
Fran%C3%A7ois_Verhulst

E possivel reescrever a Eq. 15 por meio da mudanca de variavel z=P™* a fim de
torna-la linear. Entdo, z'=—PP'. Substituindo as expressdes z=P™"' e z=-P?P' na

Equacdo 15, obtemos a equacéo de variaveis separaveis
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%=a—rz,onde a=r1. (16)
dt K

Separando as variaveis na Equacdo 16 e integrando em ambos os lados, encontramos a
solucéo geral

nfa=rzf i, | (17)
—r

] « : a _ i
onde c, é uma constante. A Equagdo 17 pode ser escrita na forma z =— +c,e™. Ao substituir
r

z=P'ea :% na Equacdo 17, obtemos a solucdo da Equacao 14:

Kr

Pt)=——-—.
r+ce

(18)

Se P(t) € a solugdo da Equacédo 14 que satisfaz a condicao inicial P(0) = P,, temos

KP

- . 19
(K-P)e ™ +P, 19)

P(t)

Gréfico 5 - Curvas do comportamento populacional
segundo o modelo de Verhulst, com diversas

condicdes iniciais e r > 0.

Populacio

=

tempo

Fonte: O autor, 2014.
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As solucdes de equilibrio (estacionarias) da Equacdo 14 sdo P(t)=0 e P(t) =K para
t>0 .Se P(t) éasolugdo da Equacéo 14, que passa pelo ponto (0,P,), entdo

e Ser>0e P >K, entfo P'(t)<0 etlim P(t)=K;

Ser>0e0<P(0)=P,<K, entdo P'(t)>0, IogotILrTj Pt)=K;

Se r<0eP(0) =P,< K, entdo P'(t) <0 portanto tIim P(t)=0;

Se r<0eP(0) =P, >K, entéotlir[lw P(t)=0,

conforme é possivel observar nos Graficos 5 e 6.

Através de dados experimentais, foi verificado que as curvas logisticas predizem com
bastante exatiddo o crescimento populacional de certo tipos de bactérias (Zill, 1997, p. 87),
protozoarios minicrustaceos (Daphnia), mosca de frutas (Drosophila) e até uma

metapopulacédo de garrafas Pet em um determinado espaco delimitado.

Gréafico 6 - Curvas do comportamento populacional segundo o

modelo de Verhulst, com diversas condicdes iniciais e r < 0.

Populacio

Fonte: O autor, 2014
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1.2.3 Modelo de Gompertz

Benjamin Gompertz (Fig. 4) foi um matematico inglés que aplicou o célculo a
questdes atuariais e estudou sobre a longevidade de algumas espécies. Além disso, foi
membro da Royal Astronomical Society por escrever sobre diversos instrumentos cientificos
utilizados na astronomia. Gompertz comegou a publicar muito jovem e a principal diferenca
entre seu modelo e o de Malthus est4d no fato de que ele considera que uma populacdo é

limitada e ndo cresce exponencialmente o tempo todo.

A equacdo diferencial proposta por Gompertz sobre o crescimento populacional é da

forma

(;_':: r Pln(%) (20)

onde r ¢é a taxa de crescimento intrinseco, P(t) € o nimero de individuos no tempote K € 0

nivel de saturacao.

Figura 3 - Benjamim
Gompertz (1779 — 1865)

Fonte:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Benj
amin_Gompertz
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Ao fazer a mudanca de variavel #~ (P ha Equacdo 20, a resolucdo da mesma

torna-se mais facil, pois se transforma em uma equacao de variaveis separaveis na forma

a_, (InK-z)

dt : (21)
Separando as variaveis e integrando, temos

z=IhK-e ™ (22)
De volta a variavel P e isolando-a, a solucdo geral da equacéo de Gompertz é

P(t) = K.e_((nﬂ) . (23)
Observemos que:

. Ser >0, entdo tIim Pit)=K, e

—>+o0

J Se r<Q, entéotlim P(t)=0.

Gréafico 7 - Curvas do comportamento populacional

segundo o modelo de Gompertz, com diversas condi¢Ges
iniciaise r>0.

Populacao
b

tempo

Fonte: O autor, 2014.
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Grafico 8 - Curvas do comportamento populacional
segundo o modelo de Gompertz, com diversas condig¢oes

iniciaiser < 0.

Populacio

temp'o

Fonte: O autor, 2014.

1.3 Biomatematica e alguns de seus modelos

A Biologia Matemética ou Biomatemética € uma area relativamente nova. Muitos
estudiosos tém se dedicado a pesquisa-la, por isso pode se dizer que o uso de ferramentas
matematicas na Biologia esta apenas comecando se compararmos com a Fisica, por exemplo.

Segundo Sampaio:

Biomatematica é a utilizacdo de modelos matematicos no estudo de problemas
bioldgicos, bem como métodos matematicos inspirados em processos bioldgicos. E a
disciplina que combina os usos simultaneos das ciéncias bioldgicas e da matematica,
resolvendo tanto questBes basicas de ciéncias bioldgicas como emergindo novas
areas de pesquisa em Matematica. Algumas areas de matematica aplicada estdo
sendo chamadas de Matematica Biologica ja que tém seus conceitos basicos
originados da Biologia. (SAMPAIO, 2012, p.4)

Ao longo da histéria, epidemias sempre foram motivo de preocupacdo para a
humanidade. Milhdes de pessoas morreram através de epidemias de doencas tais como colera,

tuberculose, variola e peste bubdnica. A peste bubénica, também conhecida como peste negra,
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é considerada a pior epidemia registrada na Historia e atingiu a Europa no século X1V, e, por
falta de conhecimentos, os médicos da época ndo conseguiram impedir a propagacdo da
doenca.

Através do tempo, com amargas experiéncias, percebeu-se que determinadas doencas
seriam mais bem combatidas por meio de medidas profilaticas, dando origem a epidemiologia
como ciéncia. O matemético suico Daniel Bernoulli (1790) é considerado o pai da
epidemiologia. Muitos anos se passaram até que se fosse possivel identificar as causas de
doencas infecciosas e, isso SO se deu ap0s as pesquisas dos bacteriologistas Louis Pasteur
(1822-1895) e Robert Koch (1843-1910). Entretanto, era necessario muito mais do que
conhecer a dindmica funcional da doenca, também era preciso observar sob o aspecto
quantitativo. Por isso, a partir de entdo, passou-se a utilizar modelos matematicos em
epidemiologia. Em 1906, Hamer W.H. postulou uma teoria, onde afirma que uma epidemia
depende da taxa de contato entre Susceptiveis e Infetados. Em 1927, Kermack e McKendrick
estenderam a teoria, afirmando que deve haver um numero critico (limiar) de Susceptiveis em
uma populacao para que possa ocorrer uma epidemia.

Além de permitir um melhor entendimento do desenvolvimento da doenca na
populacdo, os modelos matematicos em epidemiologia possibilitam a andlise do impacto de
medidas de controle e prevencéo.

A sequir, sdo apresentados alguns exemplos desses modelos. E necessério entender
que, nesse estudo, a populacdo é dividida em grupos de acordo com a situacdo em que 0s
individuos se encontram no desenvolvimento da doenca. Assim, consideramos Suscetiveis
(S), Infectados (1), Recuperados(R), Parasitas (P) nos modelos a seguir.

o Modelo SI — N&o ha recuperacdo dos infectados, assim, 0s suscetiveis passam para o
grupo de infectados e permanecem assim, como a Aids (NEPOMUCENO, 2005, p. 3).

o Modelo SIS — Muitas doencas podem ser descritas por esse modelo. Nele, os
individuos recuperados ndo estdo protegidos de uma nova reinfeccao, voltando ao grupo S,
como € o caso da meningite e da gonorreia (HETHCOTE, 1989, p. 124).

Um sistema de equacdes diferenciais que descreve o modelo SIS padréo é

ds

—=—alS + fl
g - A
dl ’
oS -4l

g A

onde o ¢ a taxa de transmissdo pelo contato entre Suscetiveis e Infectados ¢ B é a taxa de

individuos que retornam ao grupo S.
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o Modelo SIR — Proposto em 1927 por Kermack e McKendrick, este modelo supde
basicamente que, apds passar pelos grupos S e I, o individuo se recupera definitivamente, ou
seja, recebe a imunidade por toda a vida. Ha algumas doencas em que esse modelo pode ser
utilizado, por exemplo, o sarampo (NEPOMUCENO, 2005, p. 7)

Um sistema de equaces diferenciais que descreve o modelo SIR padréo é dado por

a5 _ —alS
dt

dl
—=alS - 4l,
e
R

@’

onde o ¢ a taxa de transmissdo pelo contato entre suscetiveis e infectados e B ¢ a taxa de
recuperacao.
o Modelo SIRS — Também proposto por Kermack e McKendrick (dessa vez, em 1933),
¢ um modelo alternativo ao SIR, pois, nele, os individuos do grupo R perdem a imunidade
depois de um tempo, passando a ser classificados novamente no grupo S. Um exemplo
classico no qual este modelo tem sido usado é a dindmica de infecgdo da gripe.

O modelo SIRS ¢é descrito pelo sistema de equacdes diferenciais:
ds

—=—alS+ 1R
dt

dl
—=alS-41 ,
i
dR

9R_ 4R
i

onde a ¢ a taxa infec¢do, B ¢ a taxa de recuperagdo (individuos deixaram o grupo [) e A € a
proporcao em que os individuos no grupo R perderam a imunidade.
o Modelo SIP — Aqui, h& interacéo entre individuos de duas espécies, uma denominada
Hospedeiro e a outra, Parasita (P). A toxoplasmose é um exemplo de doenga a que este
modelo se aplica, tendo como hospedeiro uma determinada espécie de animal e o protozoario
Toxoplasma gondii, o parasita (AGUIAR, 2011, p. 1).

O modelo SIP ¢ descrito pelo sistema de equacdes diferenciais dado abaixo
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2—?:05(8+I)—/1(P).S—ﬂ.8
dl
B aP)s-p ,
it (P)S-p
P _si-op 0. e P<Ry
a onde /(P)={ TP 5o B <P@)<R,
Pmax- I:)min
1 se P(t)>P,...

Aqui, a e B sdo, respectivamente, as taxas de natalidade e mortalidade da populacdo de
hospedeiros P(t); M(P) ¢ a medida de transmissdo do parasita ao hospedeiro em S, d ¢ a taxa de
parasitas eliminados no meio ambiente por um hospedeiro e, finalmente, 6 é o decréscimo
natural da populacéo de parasitas.

Existem outros modelos matematicos envolvendo equagfes diferenciais, conhecidos
como o SEIR (Susceptivel, Exposto, Infetado, Recuperado), SEIS (Susceptivel, Exposto,
Infetado, Susceptivel), MSEIR (iMunidade, Susceptivel, Exposto, Infetado, Recuperado). Na
literatura se encontram diversos modelos, por exemplo no livro de Novak e May (2000), sdo
apresentados outros modelos matematicos que descrevem a interacdo entre uma populacao de
virus e uma resposta imune.
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2 ASPECTOS BIOLOGICOS

Neste capitulo, sdo apresentados um breve resumo sobre micro-organismos, a curva
tipica sobre o crescimento de populagdes microbianas em um ambiente fechado e uma
classificacdo para riscos bioldgicos, com intuito de adequar os pardmetros envolvidos nos

modelos matematicos a abordar.

2.1. Classificagéo dos seres vivos

Embora os micro-organismos sejam 0s habitantes mais antigos da Terra, muitos anos
se passaram até que eles fossem conhecidos e classificados pelos seres humanos. Mas, como
mostramos a seguir, esta classificacdo passou por indmeras mudancgas e continuard a se
modificar, uma vez que é um tema dindmico no qual ha divergéncias nas opiniGes dos
bidlogos, além de novas descobertas (Madigan, 2010).

A primeira classificacdo dos seres vivos conhecida foi feita pelo filésofo grego
Aristételes (384 — 322 a.C.) em duas categorias: 0s com sangue e 0s sem sangue. Entretanto,
somente no século XVI foi apresentada uma sistematizacdo formal, dividindo os organismos
vivos em dois reinos: Plantae e Animalia. A partir de entdo, com o aprofundamento nos
estudos da microbiologia e o0 avanco da tecnologia (microscopio eletrénico), surgiram novas
propostas e, consequentemente, novas classificagoes.

Em 1866, o0 bidlogo alemdo Ernst Haeckel (1834 — 1919) incluiu o reino Protista, que
era composto por bactérias, algas, fungos e protozoarios. Em 1969, foi proposta pelo biélogo
norte-americano Robert Whittaker (1920 — 1980) outra classificacdo em 5 reinos — Monera,
Protista, Fungi, Plantae e Animalia.

Para entender melhor sobre este assunto, é necessario estudar a filogenia, que é o
estudo das relagdes evolutivas entre organismos e sobre evolugédo, que segundo Madigan
(2010, p. 37) ““ é o processo de modificagdo de uma linha de descendéncia ao longo do tempo,
resultando no aparecimento de novas variedades e espécies de micro-organismos”.

Atualmente, a classificacdo dos seres vivos é baseada nas semelhancas e diferencas
observadas nas sequéncias de nucleotideos do RNA ribossémico (rRNA). Seguindo esta

analise, foram identificadas trés linhagens celulares filogeneticamente diferentes, as linhagens
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denominadas dominios: Eubacteria e Archea (procariotos) e Eukarya (eucariotos), conforme
mostra a Fig. 4.

Figura 4 - Arvore filogenética da vida
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Fonte: Madigan, 2010

Figura 5 - Carl Woese (1928 % 2012)

Fonte:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Woese#me
diaviewer/Ficheiro:Carl_Woese.jpg

Essa nova classificacdo se deve aos estudos do matematico, fisico e microbiologista

norte-americano Carl Richard Woese que desenvolveu, em 1977, uma técnica de analise
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filogenética do rRNA, a qual consiste na organizacao celular e similaridades e diferencas do
RNA ribossémico.

2.2 Micro-organismos

Os micro-organismos sao organismos muito pequenos, podendo chegar a medir entre
0,2 ¢ 30 um. Assim, a maioria deles s6 pode ser vista com ajuda do microscopico?. Eles
sobrevivem em diversas altitudes, profundezas e ambientes (terrestre, maritimo). Os
micrébios podem se reproduzir rapidamente em pouco tempo. Os micrébios incluem os virus,

as bactérias, os protozoarios, os fungos, os &caros® (do p6 domiciliar) e as algas unicelulares
(Fig.6).

Figura 6: Alguns micro-organismos

Fonte: http://pt.wikipedia.org/
(@) virus da gripe A (b) bactéria (c) protozoario causador da doenca de Chagas —
Trypanosoma cruzi  (d) &caro (e) fungo — levedura (f) Spirulina — alga unicelular

2 Em 1999, foi descoberta uma bactéria que pode ser vista a olho nu, a Thiomargarita Namibiensis, que pode chegar a
ter 0,75 mm de diametro. (MADIGAN, 2010, p. 68)

8 Ha cerca de 300 mil espécies de acaros, mas os do pé domiciliar n&o séo visiveis a olho nu.
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2.3. Fases do crescimento de populag¢des microbianas

O crescimento de populacGes microbianas € do tipo assincrono (ndo ocorre em
sincronia), pois cada micro-organismo se encontra em diferente parte do ciclo celular
(acabaram de se bipartir, estdo replicando DNA, estdo alongando-se ou iniciando a divisao
celular). Mas, no conjunto, eles apresentam um padrdo de crescimento exponencial.

Durante a divisdo celular, uma célula se divide em duas células iguais e o tempo
necessario para que isto aconteca é chamado tempo de geracdo. A cada intervalo de tempo de
geragdo, o numero de células duplica, o que explica este crescimento exponencial. Entretanto,
este crescimento ndo pode se dar indefinidamente; por exemplo, quando algumas bactérias
sdo inseridas em um meio de cultura (recipiente fechado), em dado momento havera limitacao
de espaco fisico e de nutrientes, sendo assim, este crescimento cessa em um determinado
tempo e a populacgdo decresce gradativamente (MADIGAN, 2010, p. 149).

A curva de crescimento populacional (Fig. 7) em um meio limitado, possui quatro
fases: fase de adaptacdo (ou lag), fase exponencial (ou log), fase estacionéria e fase de morte,
que sdo descritas a seguir (MADIGAN, 2010, p. 149).

o Primeira Etapa: Fase de adaptacao

A fase de adaptacdo, também conhecida como fase lag ou latente, ocorre quando a
populacdo de micro-organismos € inoculada em novo meio de cultura, isto, porque eles nao se
reproduzem imediatamente nesse novo meio, havendo pouca ou nenhuma divisdo. Esta fase
também pode ser observada no caso em que as células sofrerem algum tipo de dano (sem ter
morrido), ou ainda, quando a populagédo é transferida de um meio de cultura rico para um
meio mais pobre. E, no caso de o0 novo meio apresentar as mesmas condi¢des do anterior, essa
fase ndo é observada.
o Segunda Etapa: Fase exponencial

A partir do momento em que cada célula se divide, formando outras duas, inicia-se a
fase exponencial ou fase log. Nesta fase, a atividade de reproducéo celular é intensa e o tempo
de geracdo chega a atingir um valor constante, mas a taxa de crescimento exponencial pode
variar muito devido a fatores ambientais e caracteristicas dos proprios organismos. Se uma
Unica célula, dentro de um recipiente, com tempo de geracdo de 20 minutos crescesse
exponencialmente por 48 horas, a populacdo gerada por ela atingiria um peso 4000 vezes

maior que o peso da Terra, 0 que certamente ndo ocorre! (MADIGAN, 2010, p. 150)
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o Terceira Etapa: Fase estacionaria

A interrupcdo do crescimento exponencial pode ser causada por diversos motivos,
como por exemplo: esgotamento de nutrientes, acumulo de residuos pela excessiva producao
de excrecdo e alteracGes no pH danosas as células sdo algumas das possiveis causas. Essa fase
¢ chamada estacionaria, na qual ndo ha aumento ou reducdo significativos do numero de
micro-organismos, ou seja, € um periodo de equilibrio ou estabilidade.
. Quarta Etapa: Fase de Morte

Quando o nimero de mortes ultrapassa o de novas células formadas, a populacéo entra
na fase de morte. E esta fase permanece até que a populacdo atinja uma pequena fragdo da
fase anterior ou morra totalmente. A taxa de morte celular ¢ muito mais lenta do que a taxa de

crescimento exponencial.

Figura 7 - Curva de crescimento tipica de uma populagédo bacteriana
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Fonte: Madigan, 2010, p. 150.

Em Microbiologia, existem maneiras diretas e indiretas de quantificar a populagédo
microbiana de uma determinada amostra. Ha necessidade de equipamentos proprios, no caso
da contagem direta, que pode ser feita para células totais (inclusive as mortas) ou viaveis, que
sdo aquelas capazes de se reproduzir e também sdo chamadas unidades formadoras de
colénias (UFC).
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Nos capitulos seguintes serdo estudados os modelos matematicos sobre o crescimento
populacional das bactérias Escherichia coli e a Salmonella (subtipos patogénicos), além do
protozoario Giardia, na modelagem sera considerada a curva de crescimento (Fig. 7).

H& micro-organismos que sdo considerados riscos bioldgicos, por serem patogénicos,
ou seja, sdo responsaveis por algumas doencas que o ser humano é suscetivel. Definimos, a

seguir, 0 que € um risco bioldgico.

2.4 Riscos biol6gicos

Segundo a Fundacdo Oswaldo Cruz, considera-se risco biologico a exposicdo a
agentes biologicos. Esses agentes podem ser bactérias, virus, fungos, parasitas, protozoarios,
enfim, micro-organismos, geneticamente modificados ou ndo, que podem causar prejuizos a
satde do ser humano ou do animal.

Os profissionais que atuam em laboratorios, hospitais, industrias de alimentacdo e em
coleta de lixo ficam mais expostos a contaminacdo. A fim de minimizar a contaminagdo de
funcionarios por agentes bioldgicos, é necessario que algumas providéncias sejam tomadas
tanto por parte do empregador como do empregado: conhecimento/conscientizacdo da
legislacdo brasileira de biosseguranca e dos riscos pelo manipulador, além do uso de
equipamentos de protecdo individual (EPIs), tais como luvas, mascara, éculos de protecéo,

jaleco ou capote, calcado fechado.

Tabela 1 - Riscos bioldgicos

Aspectos Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Risco Ausente ou muito Moderado Alto Elevado
individual baixa
Risco paraa  Ausente Ausente Moderado Elevado
comunidade

Baixa probabilidade

Baixa probabilidade

Podem causar

Causam doencas

Infectividade de causar doencas de propagar doengas graves, graves e constituem
doencas a com risco de Sério perigo.
coletividade. propagar doengas a
coletividade.

Exemplos

Bacillus subtilis
E. coli, hepatites
canina, catapora.

C. tetani, hepatites
B e C, gripe,
salmonelas, VIH,
Tuberculose (TB).

Virus da encefalite
Equina, antrax,
febre amarela,
dengue, hanta, TB
resistente.

Virus Marburg,
febre hemorragica
bolivariana, ebola,
virus de Lassa.

Fonte: http://www.cristofoli.com/biosseguranca/portaria-n%C2%BA-1-914-de-9-de-agosto-de-2011/
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Existe uma classificacdo dos agentes bioldgicos baseada no risco de infeccdo
individual, na capacidade de estender-se ao coletivo e na possibilidade do emprego de
procedimento(s) para evitar a propagacdo da doenca. Os quatro niveis de risco de
contaminacdo estdo representadas na tabela 1.

Dos micro-organismos que tratamos neste trabalho, a Salmonella e a Giardia séo de
classe de risco nivel 2 e a E. coli € de risco nivel 1.

Figura 8 - Simbolo de
risco bioldgico

D/

\)/

Fonte: http://pt.wikipedia.org/

2.5 Bactérias

Bactérias sdo organismos unicelulares extremamente simples, elas ndo possuem
carioteca (membrana nuclear) e podem se reproduzir rapidamente, a maioria delas se reproduz
por divisdo celular.

As primeiras bactérias foram observadas em 1674, pelo comerciante e cientista
holandés Antonie van Leeuwenhoek (1632-1723), quem inventou 0 primeiro microscopio.
Em 1828, o cientista alemédo Christian Gottfried Ehrenberg (zodlogo, anatomista, gedlogo),
introduziu o nome de bactéria, que deriva da palavra grega Baxtripiov e significa “pequeno
bastdo”. Em 1859, o microbiologista e quimico francés Louis Pasteur fez muitas contribuigdes
cientificas. Dentre elas, Pasteur mostrou que os processos de fermentacdo sdo causados por
microrganismos e analisou seu crescimento. Seu colega, 0 médico alem&o Robert Kock, foi
pioneiro na microbiologia médica, estudando diferentes doencas infecciosas, em especial, a
tuberculose (MADIGAN, 2010, pp. 10-11).
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Estima-se que o nimero de bactérias que habitam o corpo humano seja 10 vezes maior
que o numero de células humanas existentes nele. Muitas dessas bactérias estdo no nosso
corpo trazendo beneficios como fortalecimento do sistema imunolégico, regulagem da flora
intestinal e auxilio da digestao de alimentos. (TORTORA, 2012, p. 2).

2.5.1 Classificacdo e morfologia

Aproximadamente 6% das bactérias conhecidas sdo patoldgicas (causam doencas), e
ainda existem muitas bactérias ndo classificadas. Algumas delas sdo agentes causadores de
doencas, como por exemplo, a Salmonella, causadora de febre tifoide e gastroenterites. A
variedade morfoldgica das bactérias é vasta, ha aquelas que tém formato esférico, formato de
bastdes, as que possuem flagelos, etc (Fig. 10). O comprimento das bactérias varia entre 0,2
pum € 700 pm = 0,7mm.

O dominio Eubacteria é dividido em filos, cada filo € dividido em classes, e assim por
diante. O maior e mais metabolicamente diverso filo deste dominio é o Proteobacteria. As
proteobactérias sdo, em sua maioria, conhecidas devido a sua importancia médica, industrial e
agricola (MADIGAN, 2010, p. 8). O filo Proteobacteria divide-se em 5 classes: Alpha, Beta,

Gamma, Delta e Epsilon.

Figura 9: Morfologia das bactérias
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No préximo capitulo, sdo elaborados modelos mateméaticos para as bactérias
Salmonella e a Escherichia coli, as quais pertencem a classe Gamma.

2.5.2 Bactérias uteis no dia a dia

Ha bactérias que desempenham papéis centrais nas atividades humanas, realizando
processos quimicos necessarios a0 homem e a outros organismos, além de interagir e cooperar
de diversas maneiras. S&o chamadas “bactérias colaboradoras”.

o Algumas culturas de bactérias (como, por exemplo, Azotobacter, Klebsiella,
Rhodospirillum) envolvem leguminosas formando nddulos em suas raizes e esses convertem
nitrogénio atmosférico (N2) em nitrogénio fixado (NHj3), substancia que as plantas utilizam
para 0 seu crescimento, evitando o uso de fertilizantes que sdo poluentes (MADIGAN, 2010,
p. 8).

o Bactérias (além de alguns protozoarios) atuam no processo digestivo de animais
ruminantes, como gado bovino e ovino, realizando a digestdo da celulose; sem eles, o gado
até poderia alimentar-se de substancias ricas em celulose, mas pobre em nutrientes. So
exemplos a Selemona ruminatum e a Bacterioides ruminicola.

o Varios laticinios dependem de transformacgdes microbianas, incluindo fermentacdes
que produzem queijos, iogurtes e manteiga (como por exemplo, Lactobacillus bulgaricus e
Streptococcus thermofilus), aléem de alimentos enlatados, bebidas alcodlicas e produtos de
panificacio que dependem dessas fermentacGes microbianas. E o caso dos lactobacilos, que
sdo bactérias anaerdbias, elas conseguem converter a lactose, e outros agucares simples, em
acido lactico (este acido blogqueia os crescimentos de bactérias prejudiciais ao organismo).
Outros exemplos de produtos de interesse industrial sdo antibioticos, vitaminas, aminoacidos,
vinagre, vinhos, cervejas, dentre outras bebidas alcodlicas.

o Bactérias metanogénicas sdo bastante Uteis, pois através de suas atividades
metabolicas se produz o metano (CH,). Além disso, elas absorvem energia luminosa,
realizando a producdo de biomassa que pode ser convertida em biocombustiveis como
metanol e etanol. Pesquisadores da Universidade de Exeter, no Reino Unido, revelaram que
através de uma alteracdo da bactéria Escherichia coli € possivel gerar um biocombustivel

quase igual ao diesel e, com isso, as reducdes de emissdo de CO, podem chegar a 80%.
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Atualmente, equipes da Exeter e da Shell revelaram que seria necessario um composto unindo
100 litros da bactéria para produzir apenas uma colher de cha do biocombustivel, mas hd um
interesse de pesquisadores em estudar a bactéria a fim de que essa producdo possa ser
aprimorada (PORTAL G1, 23 abr 2013).

Figura 10 - Utilidades de algumas bacteérias
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Fonte: http://saude.ig.com.br/alimentacao/

o Existem bactérias (e fungos) que degradam o petrdleo e sdo usadas para, no caso de
contaminacdo do meio ambiente, interagir com a substancia oleosa. A biodegradacdo do
petréleo pode ser feita por bactérias extraidas do amido de milho que vivem enquanto houver
petréleo para ser decomposto em substancias mais simples. Os géneros mais importantes de
bactérias que realizam esse processo sdo: Achromobacter, Acinetobacter (Fig.12),
Alcaligenes, Arthrobacter, Bacillus, Flavobacterium, Nocardia e Pseudomonas ssp. A
desvantagem desta degradacédo, no caso de despoluicdo maritima, € 0 aumento do risco de
asfixia no mar, pois para digerir 1 litro de petréleo, as bactérias consomem o oxigénio de 327
litros de agua (BIO, 05 jul. 2010).

o A toxina botulinica (Botox) é produzida pela bactéria Clostridium botulinum, a mesma
gue causa o botulismo. Esta substancia ficou conhecida mundialmente por paralisar alguns
musculos da face, impedindo que aparegcam as rugas de expressdo. Entretanto, além dessa
propriedade, a toxina botulinica também pode ser usada para tratamento de sudorese

excessiva e para o alivio de dores de cabe¢ca (BROOKS, 2012, p.169).
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Figura 11: Acinetobacter

Fonte: http://www.bio-ideias.com/2010/07/voce-

sabia-que-as-bacterias-e-fungos.html

. A BacilaFilla (Fig. 12) é, na verdade, a modificagdo genética de uma bactéria
(Bacillus subtilis) com o objetivo de ser utilizada para selar as fendas em pisos e estruturas de
concreto, pois ao entrar em contato com o cimento, esta bactéria produz uma espécie de cola a

base de carbonato de célcio.

Figura 12 - Bacteria BacilaFilla, criada pelos
Cientificos da Universidade de Newcastle

Wil

Fonte:
http://intimicro.blogspot.com.br/2010_11_01_archive.ht
ml
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2.6 Virus

Os virus sdo agentes infecciosos extremamente pequenos, ndo medem mais que 200
nm (2.10°mm), s6 podem ser vistos com ajuda do microscépio eletronico. Os virus sdo
elementos genéticos que contém RNA ou DNA envolto por uma capa proteica e que nao
possuem a capacidade de se replicar independentemente, ou seja, sdo parasitas intracelulares
obrigatdrios que necessitam de uma célula viva para se reproduzirem. Nesse caso, esta célula
é denominada hospedeira e diz-se que o virus apresenta-se sob a forma intracelular. Uma
particula viral recebe o nome de virion quando este esta sob a forma extracelular, pois assim,
ndo obtém energia que € necessaria para sua replicacao.

O estudo dos virus (virologia) é essencial, porque estes sdo a causa de inumeras
doencas, pois Segundo Madigan et al (2010), os virus sdo 0S micro-organismos mais
numerosos do nosso planeta e podem infectar todos os tipos de organismos celulares. Mas,
este ndo é o unico motivo, ja que as alteracbes causadas nas células hospedeiras ndo sao
sempre prejudiciais e, em alguns casos, podem até ser benéficas. Atualmente, os virus

constituem importante ferramenta nas areas da genética microbiana e na engenharia genética.

Figura 13 - Alguns modelos de virus
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A classificacdo dos virus é de acordo com os hospedeiros que infectam ou pelo seu
genoma. Uma classe de virus amplamente estudada sdo os denominados bacteriéfagos ou
fagos, possuem somente DNA (Fig. 14) e infectam espécies tanto do dominio Bacteria, (como
a E. coli e a Salmonela), quanto do dominio Archea.

Os virus possuem 2 tipos de ciclos reprodutivos, o litico e o lisogénico, conforme pode
ser observado na Fig. 15.

No ciclo litico, ao invadir a bactéria, o fago injeta a&cido nucleico nesta, fazendo com
que suas fungdes normais sejam interrompidas e, assim, comeca a se replicar até que a célula
infectada se rompa, liberando novos virions.

No caso do ciclo lisogénico, ndo ha necessariamente o rompimento da célula
infectada. O fago incorpora o seu DNA ao DNA da célula hospedeira e, dessa forma, ao se
reproduzir, a célula transmite o material genético viral e as novas células também sdo

infectadas.

Figural4 - Bacteriofago (Fago)

200 nm

Componentes estruturais de um bacteriofago: 1. Cabega; 2. Cauda; 3. DNA
viral; 4. Capsideo; 5. Colar; 6. Bainha; 7. Fibras; 8. Espiculas; 9. Placa basal
Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Fago

A alternancia entre esses dois ciclos se da no intuito de maximizar a reproducéo.
Quando a célula ou bactéria esta sadia e em fase de crescimento, para o virus é melhor o ciclo

lisogénico e, no caso contrario, ocorre o ciclo litico.
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Figura 15 - Ciclos de reproducéo viral
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Fonte: http://www.sobiologia.com.br/conteudos/Seresvivos/Ciencias/biovirus2.php

2.7 Protozoarios

Nesta secdo, fazemos um breve resumo sobre os protozoarios e suas relagdes
filogenéticas.

Protozoéarios (pequenos animais) sdo seres eucariontes, sendo assim, seu material
nuclear se apresenta organizado interno a uma membrana chamada carioteca, existem
milhares de espécies, agrupadas em quatro filos: Sarcodina, Flagellata, Ciliophora e
Sporozoa. Esta classificacdo é feita baseando-se nas suas estruturas de locomogdo, dessa
forma estdo agrupados no reino protista. Desempenham papel importante no controle de
biomassa e populacdo bacteriana pois, embora algumas espécies sejam autotroficas, a maioria
dos protozoarios é heterotréfica (ndo produz seu alimento, se alimenta de outros seres vivos).
Eles medem desde 2 um até 1 mm, como é o caso dos foraminiferos.

Eles estdo presentes em diversos tipos de ambientes, principalmente os aquaticos e
umidos, apesar de haver espécies que sdo parasitas, causando diversos tipos de doencgas ao
hospedeiro, como a doenca de Chagas (Trypanossoma cruzi), a amebiase (Entamoeba

hystolitica), giardiase (Giardia lamblia) etc.
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Figura 16 - Protozoario

Fonte: www.estudopratico.com.br/protozoarios-

reproducao-doencas-e-caracteristicas/

Alguns protozoérios alternam a sua morfologia entre cistos e trofozoitos. Eles se
transformam em cistos quando o0 ambiente se torna adverso para a sobrevivéncia e, entao, eles
diminuem o volume, perdem organelas e desenvolvem uma casca resistente. Quando
percebem que o ambiente é favoravel, eles passam a forma ativa.

No trato intestinal (humano), existem muitos protozoarios, mas nem todos sao

maléficos, pois fazem parte da microbiota.
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3 BACTERIAS ESCHERICHIA COLI E SALMONELLA

3.1 Escherichia coli

O grupo filogenético Gammaproteobacteria é relativamente homogéneo e compreende
as chamadas bactérias entéricas, habitantes mais comuns do trato intestinal humano,
desempenhando papel nutricional pela sintese de vitaminas. Um exemplo classico e mais
conhecido dentre todos é a Escherichia coli (Fig. 17) que ajuda a produzir as vitaminas B e
K. No cdlon, as bactérias E. coli representam 1% da populacdo das bactérias necessarias ao
bom funcionamento do corpo humano. Essa bactéria € utilizada frequentemente em
experimentos genéticos e biologia molecular, porque sdo conhecidos amplamente seus ciclos,
replicacéo e reproducéo.

A E. coli foi descoberta em 1885, pelo médico austriaco Theodor Escherich (Fig. 18).

Figura 17 - Escherichia coli

Fonte:http://www.novasep.com.cn/technologies/

Upstream-expression-system

3.1.1 Estirpes patdgenas

Embora a maioria das linhagens de E. coli ndo seja patogénica, ainda ha espécies que
0 sdo e ha aquelas provenientes da contaminacdo por mas condic¢Ges de higiene em situaces

como por exemplo, na criacdo de animais, consumo de leite cru de animais contaminados,
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abate de animais, armazenamento e consumo de agua etc. Segundo Ferreira (2012), as cepas
mais conhecidas da E. coli, segundo sua capacidade de infecgéo intestinal, s&o:

o entropatogénica (EPEC),

o enterotoxinogénica(ETEC),

o enteroinvasiva (EIEC),

o enteroagregativa (EAEC),

o enterohemorragica (EHEC) e

J de aderéncia difusa (DAEC).

Entre as varias cepas da E. coli, o sorotipo EHEC O157:H7 produz uma toxina muito
forte, chamada shiga, a qual pode ocasionar graves doencas. A E. coli O157:H7 foi
identificada pela primeira vez em 1968, na india e em Bangladesh, apés um surto em
criancas.

Em 1982 e em 1996, nos Estados Unidos, varias pessoas, em especial criancas,
ficaram contaminadas com esta bactéria ocasionando a morte de muitos bebés e criancas
(MITTELSTAEDT, 2006).

Figura 18 - Theodor Escherich
(1857 — 1911)

Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/

A seguir, sdo apresentadas as principais caracteristicas que a pessoa contaminada sofre
ao ingerir a bactéria E. coli da cepa O157:H7.
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3.1.2 Contaminacao e sintomas

A transmissdo ocorre via fecal-oral, ou seja, a contaminacdo pode se dar atraves da
ingestdo de &gua contaminada por fezes, de vegetais lavados com agua contaminada e, ainda,
de alimentos crus ou mal cozidos preparados por pessoas que nao tém habitos higiénicos.

A dose de células de E. coli O157:H7 para infectar uma pessoa € muito baixa, poucas
centenas de células ja sdo suficientes (EDUARDO, 2007) pois a shiga, toxina produzida por
esta linhagem, ataca os glébulos vermelhos.

Ainda, segundo Eduardo (2007), os sintomas comegcam a aparecer entre 8 a 72 horas
apos a ingestdo do alimento contaminado, podendo causar colite hemorragica, cujos sintomas
sdo dores abdominais, diarreia hemorragica, as vezes vomito, pouca ou nenhuma febre e,
quando mais grave, da origem a insuficiéncia renal.

O tempo de geracdo da E. coli em um ambiente ideal é de 20 minutos (EDUARDO,
2007). Quando acabam os nutrientes a E. coli entra em fase estacionaria, diminui o volume
celular e fica arredondada, engrossa a parede celular e diminui o ndmero de flagelos,

reorganiza seu metabolismo e, como consequéncia, consume energia minima.

3.1.3 Diagndstico e Tratamento

O diagnostico da E. coli O157:H7 é feito por exame laboratorial através do isolamento
de micro-organismos em amostras de fezes e identificagdo dos antigenos, observando as
caracteristicas das colénias em meio de cultura (Sdo Paulo - Secretaria de Estado da Saude).

O tratamento de infecgé@o pela O157:H7 ndo pode ser feito com antibidticos, pois estes
podem provocar a liberacdo de verotoxina que sdo prejudiciais ao hospedeiro. O mais
indicado é a terapia de apoio e monitoramento da funcdo renal, com hemoglobinas e plaquetas
(Sédo Paulo - Secretaria de Estado da Saude).

Melhor do que tratar é prevenir. Algumas atitudes preventivas sdo lavar bem as méos
apos usar o banheiro, antes de preparar alimentos e apds contato com animais; cozinhar bem a
carne; s6 consumir derivados de leite que sejam pasteurizados; lavar muito bem frutas e

verduras com agua tratada.
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Figura 19 - Cultura de Escherichia coli

Fonte: http://www.keepourfoodsafe.org/2010/05/e-

coli-outbreaks-focus-attention-on-food-safety/

3.1.4 Modelo matematico

Considerando a curva de crescimento de uma populagdo bacteriana (Fig. 8), propomos
uma modelagem que utiliza Malthus nos primeiros dias para determinar a taxa de
crescimento, depois adaptamos pelo modelo de Gompertz.

Fase Lag: Como o periodo de incubac&o varia de acordo com a cepa e da imunidade do
hospedeiro, e 0s sintomas aparecem entre 8 e 72 horas, entdo, vamos supor que em 24 horas
para que as células ingeridas se adaptem as condi¢des do novo ambiente (corpo humano) e
comecem a se multiplicar, dando inicio a proxima fase.

Fase Exponencial: Uma vez que a populacdo se fixa em um meio ideal para sua
reproducéo (cultura), ela comega a duplicar-se a cada 20 min. (tempo de geracéo) estando a
37° C, este crescimento ocorre nos primeiros dias, até que se atinja um limite. Para simplificar
0 modelo, vamos supor que o crescimento populacional da E. coli é o menos agressivo (ciclo
lisogénico) e que a pessoa contaminada ndo tenha outras doencgas ou deficiéncias organicas.

O melhor modelo nesta fase exponencial é o de Malthus, que é da forma

{P'(t) =rP(t)

PO)=P, a4

onde P(t) representa nimero de células (E. coli) no tempo t (horas) e r € a taxa de crescimento

que seré determinada.
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A solucdo da Equacdo 14 foi dada no Capitulo 1 e é dada por P(t) = P,e"™ . Supondo

que o hospedeiro tenha ingerido 10 UFC/ml, entdo P, =10. Apos a fase de adaptacéo, a

bactéria se duplica cada % de hora (20 min.), entdo temos

P[%) =10e% =20 (15)

Da Equacdo 15 podemos obter a taxa de crescimento r, dada por r =3.In 2~ 2,08.

Portanto para t € ]0, 3[ dias, o crescimento obedece a equagao

P(t) =10e*°® (16)
Apés esta fase, os nutrientes diminuem e ficam quase esgotados e suponhamos que

-0.9t

obedecem & equagdo N(t) =N_e ™, onde N, é a quantidade de nutrientes iniciais.

Fase Estacionaria: Considerando que, apds uma semana, 0s nutrientes praticamente se
esgotaram, entdo a E. coli modifica seu metabolismo e libera toxina, onde aparecem 0s

sintomas. Assim, consideramos 0 modelo de Gompertz, conforme descrito anteriormente:

"t — K.
P'(t) = bP(t) In(P(t)]’ te [3 9

P(72) = P, =10e*%?,

17)

onde P(t) representa o nimero de UFC/ml, K é o nivel de saturagdo e b é a taxa de
crescimento, que por experimentacdo, é igual a r do modelo de Malthus.

A solucdo da Equacdo 17, apresentada no capitulo 1, é dada por

_ a2,08t

P(t)=Ke™ (18)

Fase de Morte (decrescimento): Considerando que o paciente se submeta a um
tratamento especifico, entdo o tamanho da populacdo das E.coli patogénicas deve decrescer,
portanto a taxa de decrescimento ¢ € acompanhado do sinal negativo no modelo Gompertz

P'(t) =—cP(t) In (LJ

P(t) (19)

P(9) = K -200
Da Equacdo 18 tem-se que P(9)= K. Ao resolver o problema de valor inicial 19,
substituimos a condigéo inicial P(9) = K — 200 na equacdo solucdo e obtemos o valor

aproximado de C ~10,7. Logo a solugo particular de 19 é dada por:
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10,7t

P(t) = Ke™® (20)
Reunido os resultados obtidos nas Equacfes 16, 18 e 20, obtemos a curva de crescimento de

uma populacédo E. coli EHEC 0157:H7, conforme mostra o grafico a seguir.

Grafico 9 - Populacéo de E. coli segundo o modelo de Gompertz (em azul) e nutrientes
disponiveis no hospedeiro

cam tratamento

UFCimi 4

S g5 HE GG :
1] 1o 13 20
¢ (dias)

Fonte: O autor, 2014

Portanto, reunindo as Equacdes diferenciais 14, 17e 19, temos um modelo matematico

que simula uma infecdo com a E. coli :

bP(t) tefo, 3

) — K c
P/(t) = bp(t)ln(P(t)] te[3, 9

K
—cP(t) |n(%] tel9, 20[ ,

onde o tempo é considerado em dias e a taxa de crescimento b=208; a taxa de

decrescimento ¢ ~10,7 e a carga maxima do meio K =~11000 .
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3.2 Salmonella

Outro género de bactérias entéricas com membros bastante conhecidos é o Salmonella,
causa elevada de mortalidade e que tem grande impacto socioeconémico. Existem mais de
2400 sorotipos (REZENDE, 2007), sendo os mais frequentes a S. typhimurium, S. enteritidis e
a S. virchow e S. cholerasuis. Quase todos os sorotipos das salmonelas sdo potencialmente
patogénicos. S&o habitantes comuns do trato intestinal de alguns animais como aves
domeésticas e gado.

Essas bactérias sdo mdveis e produzem acido sulfidrico (H,S), quando estdo presentes
em ambientes adequados tais como alimentos irrigados por dgua contaminada por fezes de
animais doentes ou portadores. E também, condicBGes sanitarias inadequadas, pode haver
contaminacdo de alimentos. No homem, algumas infecgdes causadas pela Salmonella séo a
gastroenterite e a febre tifoide.

Segundo Cardoso e Carvalho (2006), as infeccGes causadas pelas bactérias do género
Salmonella sdo mundialmente consideradas como as mais importantes causas de doencas
transmitidas por alimentos contaminados. S8o bactérias mesofilas, isto €, apresentam

crescimento 6timo em temperaturas entre 25°C e 40°C, sendo a temperatura ideal 37°C.

Figura 20 - Salmonella enteritidis
(bactéria flagelada) -

-

Fonte: |
http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/P
MC229727/pdf/351016.pdf
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A gastroenterite € uma infec¢do aguda que causa secrecao de liquido seroso e diarreia.
Em adultos é frequentemente chamada de intoxicacdo alimentar (salmonelose), ocasionada
pela Salmonella Typhimurium. E a febre tifoide, causada pela Salmonella typhi, € uma
doenca mais grave e trata-se de uma infeccdo sistémica que se inicia na mucosa intestinal e
vai progredindo, a bactéria se multiplica no bago e no figado, sendo liberada na corrente
sanguinea causando calafrios, tontura, diarreia, nausea, vémito, fraqueza, dor de garganta e
dores abdominais antes do inicio da febre. Algumas vezes, o doente pode apresentar manchas
vermelhas na pele e ainda ha casos de infectados que ndo apresentam sintomas (MADIGAN,
2010, pp. 1054-1055).
A seguir, serdo apresentadas as principais caracteristicas que a pessoa contaminada

sofre ao ingerir a bactéria S. enteritidis (Fig. 20).

3.2.1 Contaminacao e sintomas

A Salmonella enteritidis é transmitida de forma indireta através da ingestdo de
alimentos ou agua contaminados com um determinado nimero de células da bactéria.
Alimentos de origem animal quando crus ou mal cozidos também podem infectar o homem,
principalmente a carne de frango e ovos. A transmissdo pode ocorrer de forma direta pelo
contato direto com as maos do portador ou doente.

O desenvolvimento da doenca depende da quantidade de micro-organismos ingeridos,
da sua viruléncia e da imunidade do hospedeiro.

Apbs chegar ao intestino, as salmonelas se multiplicam na parede intestinal,

produzindo em sua mucosa um infiltrado massivo de neutrofilos, ocasionando a diarreia.

3.2.2 Diagndstico e tratamento

O diagndstico da Salmonella também é feito através de exame laboratorial e requer o

isolamento das bactérias em amostras de sangue, fezes, urina e ainda da medula 6ssea.
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No caso de gastroenterite, 0 uso de antibioticos ndo é recomendavel porque podem
provocar o prolongamento da doenca. Sendo assim, é recomendavel que o doente tenha uma
alimentacéo leve, descanse e se mantenha hidratado.

Ja a febre tifoide em casos de maior gravidade, além dos cuidados anteriores, requer

uso de medicamentos especificos e até internacéo.

3.2.3 Modelo matematico

Conforme foi visto no modelo para a Escherichia coli, para os primeiros dias, tanto
crescimento segundo Malthus quanto segundo Gompertz estdo muito proximos e, portanto,
nesta secdo, utilizamos apenas o modelo de Gompetz. Assim, a modelagem é adaptada
segundo as peculiaridades da Salmonella.

Fase Lag: De acordo com Cardoso e Carvalho, os sintomas aparecem de 12 a 36 horas
apos o contato com o alimento contaminado e a doenca pode durar entre um e quatro dias e,
em casos cronicos, até quatro semanas. Para esse modelo, consideramos que essa fase dure 6
horas.

Fase Exponencial: O Género Salmonella é mesdfilo, isto é, apresenta O6timo
crescimento em temperaturas proximas a do ambiente, sendo a temperatura ideal de
crescimento 37°C. Ap0s a fase de adaptacdo, as células comecam a reproduzir-se, com tempo
de geragédo de 40 minutos. Aqui, supomos que o0 caso da doenca (Salmonelase) seja brando e
que o doente é tratado tdo logo receba o diagnostico.

Fase Estacionaria: Supondo que, com trés dias, 0s nutrientes se esgotem e a
populacdo atinja 0 momento em que a curva de crescimento é quase constante, ou seja, 0
numero de células que duplicam é praticamente o mesmo daquelas que morrem.

Portanto, considerando que a constante b de Gompertz é aproximadamente igual a
constante r de Malthus, calculamos de forma similar ao modelo anterior,
b=r= §.In 2~1,04 e, até essa fase, temos

() = K
PO =bP) In(P(t)j, te [0, 6 (21)

PO)=F,,
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onde P(t) representa o numero de UFC/ml, K é o nivel de saturacdo e b € a taxa de
crescimento.

A solucdo da Equacdo 21, apresentada no capitulo 1, é dada por

1,04t

P(t) =Ke™ (22)

Fase de Morte (decrescimento): Admitindo que o paciente realize o tratamento,
hidratando-se e tendo os cuidados especificos, consideramos uma taxa de decrescimento ¢ na
equacao

P'(t) = —cP(t) In (Lj

P(t) (23)

P(168) = K —100

Substituindo os valores de K = 11000 e t = 6 dias, na Equacdo 22 obtemos P(6) =K. Ao
resolver o problema de valor inicial (20), substituimos a condicdo inicial P(7) = K — 100 na
equac&o solucdo (obtida no Capitulo 1), e obtemos o valor aproximado de C = 8,32 . Entdo, a
solucdo da Equacdo 23 é da forma

_a-8,32t

P(t)=Ke™ (24)

Portanto, reunindo as Equacdes diferenciais 21 e 23, obtemos modelo matematico que

simula a infegdo por salmonela:

K
K)
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Gréafico 10 - Crescimento populacional de Salmonella segundo o modelo de Gompertz e
nutrientes disponiveis no hospedeiro

com fratamento

UFCiml 7

nutrientas

[a]
D0 nong
T T r B
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f (dias)

Fonte: O autor, 2014.

4 PROTOZOARIOS

Neste capitulo, é realizado um estudo sobre a Giardia lamblia.

4.1 Giardia

No trato intestinal humano, existem muitos protozoarios, mas nem todos sdo
maléficos, pois fazem parte da microbiota normal (flora normal).

Antoine van Leeuwenhoek (Fig. 21), um holandés que era comerciante, cientista e
construtor de microscopio, foi quem descreveu pela primeira vez a Giardia em 1681, quando
encontrou este protozoario em suas proprias fezes diarreicas. Nessa época, Leeuwenhoek
chamou o parasita de Giardia intestinalis, mas dois séculos depois, um médico tcheco
chamado Vilem Lambl (1824 — 1895) deu continuidade ao estudo deste parasita que, por este

motivo, foi renomeado e passou a ser Giardia lamblia.



56

A doenca causada pela Giardia lamblia recebe o nome de giardiase. A reproducdo é
binaria e o tempo de geracéo é de 18 horas, considerando uma temperatura de 37°C.

Figura 21 - Antonie van
Leeuwenhoek (1632 — 1723)

Fonte: http://www.ahistoria.com.br/

Figura 22 - Vérios angulos de Giardia lamblia

Fonte: http://aac.asm.org/content/50/1/162.full.pdf

Além de Giardia lamblia e Giardia intestinalis, este parasita também é conhecido
como Giardia duodenale, que sdo protozoarios flagelados, como é possivel visualizar na Fig.
22.

A Giardia apresenta dois tipos de morfologia conhecidas como trofozoita e cistica. Na
forma trofozoita, ela € movel e responséavel pela doenga no hospedeiro, entretanto essa forma
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€ pouco resistente no meio ambiente. J& na forma cistica (de cisto) é imdvel e resiste bem no
meio ambiente, podendo sobreviver por varios meses no meio ambiente Uumido e frio,
inclusive em piscinas com cloro e lugares de altas temperaturas, ficando na forma latente do
protozoario.

No aparelho disgestdrio do hospedeiro, a acdo das enzimas digestivas faz com que 0s
cistos deem origem aos trofozoitos, que podem ficar livres no intestino ou se fixarem na
parede do duodeno. Se isso ocorrer, a absor¢do de nutrientes fica comprometida,

principalmente de gorduras e de vitaminas lipossoluveis.

Figura 23 - Trofozoitos de G. lamblia
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Fonte: http://www.parasitologiaclinica.ufsc.br/

4.2 Giardiase

A giardiase é uma infeccdo causada pela giardia que se apresenta sob a forma de
trofozoita, ou seja, formas ainda ndo adultas que vivem e se reproduzem no hospedeiro e sob

a forma de cistos que sdo as formas infectantes e de resisténcia dos parasitas.

Nos paises de baixa renda, as doencas diarreicas sao responsaveis por 6,9% de todas as
doengas (FORSYTHE, 2010).
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Figura 24 - Intestino delgado com Giardiase

Fonte: http://www.biolib.cz/en/image/id17365/

4.2.1 Contaminacao e sintomas

Uma pessoa infectada pode liberar de 1 a 10 bilhdes de cistos por dia (YAN et al,
2012), assim, a contaminacédo pode ser feita de forma direta, pela transferéncia dos cistos para
pessoas com maus habitos de higiene, por relacBes sexuais (sexo anal), através de maos
contaminadas para a boca e indiretamente, como citado acima, pela ingestdo de alimentos ou

agua contaminados. A partir da ingestdo de 10 cistos ja é possivel ficar doente.

Muitas pessoas contaminadas ndo apresentam sintomas, sendo apenas agentes
portadores e multiplicadores do micro-organismo, eliminando-os no meio ambiente. O
surgimento da doenga pode levar até 4 semanas a partir da ingestdo dos cistos. Quando o
portador é infectado, ha diversas manifestacfes sintomaticas: diarreia aguda, dor abdominal e
até mesmo diarreia cronica, que é consequéncia da ma absorcdo de gordura intestinal,

acarretando esteatorreia (gordura excessiva nas fezes).

4.2.2 Diagndstico e tratamento

No caso de identificar os trofozoitos, o diagnostico pode ser dado por um exame direto
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das fezes, pois, nesta forma, o protozoario pode ser identificado ao microscopio. Se 0s
trofozoitos ndo forem encontrados nesse exame, € possivel que haja cistos, pois estes ndo sao
evidenciados no exame de fezes, portanto a procura pelos cistos de gidrdia é feita por um

método chamado técnica de flutuacdo em sulfato de zinco.

Figura 25- Ciclo de reproducdo da Giardia Lamblia

1.A contaminagcdao do hospedeiro
ocorre por ingestdo de alimentos,
agua ou fomites contaminados com
cistos viaveis do parasito;

5
9

Contominog a0 a2 almentos. Ogua ou
$dmites com Csios vidvea

2.0 desencistamento é iniciado no
estdmago (meio acido) e termina no
duodeno e jejuno;

3.Colonizagdo do intestino delgado
pelas formas trofozoitas;

4 Encistamento do parasita,
principalmente na regiao do ceco;

5.Eliminacao do parasito para o meio
externo juntamente com as fezes;

* adaptado do Centers for Disease Control and Prevention (CDC)

http://www._dpd.cdc.gov/DPDx/HTML/Image_Library.htm
Fonte: http://www.misodor.com/PARASITOSES.html

As medidas de higiene como lavar as méos, as precaucdes com a higienizacdo dos
alimentos, principalmente daqueles consumidos crus, a filtragdo da agua, a coloracao da agua
distribuida, a fervura da agua ndo tratada e o tratamento de pessoas e animais doentes sdo

pontos importantes na prevencao da doenca.

No caso de tratamento, os médicos recomendam o uso de metronidazol ou tinidazol.

Apesar de a doenga infectar qualquer pessoa, criancas e mulheres gravidas podem ser mais
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suscetiveis a desidratacdo causada pela diarreia, portanto, deve-se administrar fluidoterapia se

necessario. Furazolidona e albendazol também séo prescritos no tratamento.

Neste trabalho faremos uso dos modelos matemaéticos proposto por Malthus e Verhulst

para a compreensao da dindmica desta doenca intestinal transmissivel.
4.3 Modelo matematico

Neta secdo, adaptamos um modelo logistico de Verhulst para modelar o crescimento
populacional da Giardia dentro de um hospedeiro (sem outras doengas). Para isso,
realizaremos algumas suposicdes, tal que o resultado esperado seja condizente com a curva da
Fig. 8.

Fase Lag: Suponha que o hospedeiro tenha ingerido P, cistos que provoquem a
infeccdo, a acidez estomacal favorece aos cistos e se transformam em trofozoitos que
colonizam o intestino delgado; os cistos adaptam seu metabolismo as novas condicdes
ambientais, em aproximadamente uma hora.

Fase Exponencial: Uma vez que eles conseguem se fixar em um meio ideal para sua
reproducdo, neste caso, é o duodeno e jejuno, eles iniciam a duplicar-se a cada 18h (tempo de
geracdo) estando a 37° C; este crescimento ocorre nos primeiros 3 ou 4 dias (PRESCOTT et
al, 2002).

Fase estacionaria: Devemos considerar que, na fase exponencial, 0s protozoarios
absorveram o maximo de nutrientes do duodeno, o que limita seu crescimento. Portanto, apds
a fase exponencial, o ciclo de vida da Giardia sofre mudancas bioquimicas e morfoldgicas
como foi descrito anteriormente. Este comportamento sera adaptado através do modelo de
Verhulst (Equacéo 25).

P'(t) = aP(t)( - %)

P(O) = Po,

(25)

onde P(t) representa niUmero de giardias no tempo t (dias), a é a taxa de crescimento ser

determinada. Na Equagéo 25 o fator 1—% elimina a explosdo demografica e K representa o

numero maximo de giardias suportadas pelo duodeno, o qual tem formato em U e mede de 20

a 25 cm de comprimento e 2,5 cm de diametro.


https://www.google.com.br/search?rlz=1C1KMZB_enBR533BR533&espv=210&es_sm=122&biw=1920&bih=952&q=modelo+matem%C3%A1tico+de+verhulst+para+crescimento+de+popula%C3%A7%C3%B5es&spell=1&sa=X&ei=bL7lUvvQJ8u6kQfv_4CYDA&ved=0CCQQvwUoAA
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A é4rea do duodeno é aproximadamente 50 cm? e suponhamos que uma parte dele seja

invadida pelos protozoarios, a area que ocupa cada protozoario é aproximadamente 24z pm?,

assim o limite maximo de sustentabilidade do meio é aproximadamente K =10°.
A solucdo da Equacéo 22 foi dada no Capitulo 1:

K P

PO=k=p)em+p,

Alguns pesquisadores, como a Dra. Diaz Lorenzo, afirmam que basta ingerir 10 cistos
para gerar a infeccdo, como ele se duplica a cada 0,75 do dia (18h). Supondo que o

hospedeiro ingeriu alguns cistos, por exemplo, P, =15 em unidades, ou centenas, ou

milhares etc., temos

10°.15
P(0,75) = =30 2
(0.75) (10° —15)e >"® +15 (29)
< : In(0,5)
Da Equacdo 26, obtemos a taxa de crescimento b, dada por b = “ o075 ~0,9242 .

Portanto, para te ]0, 7] dias, 0 crescimento  obedece a  equacao

10°%.15

P(t) = :
® (10° —15)e %% 115

Nesta fase, os nutrientes diminuem e ficam quase esgotados ap0s uma semana e
obedecem a equacdo N(t) = N,.e**, onde N, representa a quantidade inicial de nutrientes
(Grafico 11).

Na segunda semana aparecem 0s sintomas, pois nessa fase, os parasitas perdem de
forma irreversivel a capacidade de dividir-se, uma vez que 0s nutrientes estdo se esgotando.
Ent&o eles produzem toxinas e desenvolvem um metabolismo diferente. Muitos dos parasitas
abandonam o hospedeiro em forma de trofozoitos, a procura de nutrientes em novos
hospedeiros.

Fase de morte (decrescimento): Embora uma pessoa contaminada possa conviver
com este parasita por mais de 10 anos no organismo, consideremos que o paciente se submeta
a um tratamento antiparasitario. Seja ¢, no modelo de Verhulst, se —c é a taxa constante de
decrescimento, e supondo-se que o hospedeiro elimine pelo menos 250 UFC/ml por dia,

obtemos
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P'(t) =—cP(t)( —%}

P(15) = K — 250.

(27)

Considerando que P(14) =K e substituindo a condigéo inicial P(15) = K — 250 na
Equacdo 27 obtemos para c o valor:

( 274529
c=In

—— | = 2,607 .
20253 j

3019819000 e'*
471e + 274529 g%

Portanto, a solugdo da Equacéo 27 é dada por P(t) = para todo

Gréfico 11- Populacdo de giardias segundo o modelo de Verhuslt e nutrientes disponiveis no
hospedeiro

Koo m e

UFC/ml o Hiffvientes com ratamento
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1] 5 1|u 15 20
t (dias)

Fonte: O autor, 2014

Assim, reunindo as duas partes, crescimento e decrescimento, temos:

aP(t)(l—%j telo, 14[
P (t) =
—cP(t)(l—%) te[i4, 20[.

Na literatura, muitos autores, como Winsor (1932), afirmam que o modelo que melhor

se ajusta a curva de crescimento populacional de micro-organismos é o de Gompertz:
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K
K

Supondo as mesmas condigdes iniciais consideradas no modelo anterior (de Verhulst),

obtemos os valores b~ 0,626,d ~ —2.

Gréafico 12 - Populacao de giardias segundo o modelo de Gompertz e nutrientes disponiveis
no hospedeiro

com tratamento
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Fonte: O autor, 2014

Comparando os modelos de Verhulst e Gompertz (Grafico 13), é possivel perceber
que o modelo logistico de Gompertz se ajusta melhor, quando comparado a curva cléssica

apresentada no Capitulo 2 (Fig. 8).

Gréafico 13 -Comparacao entre os modelos de Verhulst e Gompertz

- Nutrientes

1 . Modelo de
UFC/ml | Gompertz Modelo de
B Verhulst

i] 3 10
1 (dias)

Fonte: O autor, 2014
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5 APLICACOES EM SALA DE AULA

Este assunto foi escolhido, pois, segundo os Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs), a Saude constitui, juntamente com outros cinco temas, um conjunto de questdes
sociais que sdo chamados Temas Transversais. Ainda segundo os PCNs, “as areas
convencionais devem acolher as questdes dos Temas Transversais de forma que seus
conteddos as explicitem e seus objetivos sejam contemplados”.

Foram realizadas algumas atividades em sala de aula a fim de difundir nosso trabalho,
e conscientizar os alunos do Ensino Fundamental da Escola Municipal Expedicionario
Aquino de Araljo, na Baixada Fluminense e do Ensino Médio do Instituto Federal de
Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio de Janeiro que a Matematica estd presente em
diversas areas de conhecimento e, em particular, aplicada a Biologia, mostrando um pouco

sobre as utilidades e perigos eminentes dos micro-organismos,

5.1 Potenciacéo e multidisciplinaridade no Ensino Fundamental

As atividades aplicadas nas turmas de Ensino Fundamental também tiveram a
finalidade de chamar a atencdo para os cuidados com a higiene pessoal e coletiva. O objetivo
da atividade é introduzir os contetdos de potenciacdo, fazendo com que o aluno perceba que
para realizar os célculos de uma poténcia € preciso realizar multiplicacdes sucessivas. Entéo,
além de introduzir o contetdo de potencia¢do de nimeros inteiros (pois as turmas séo do 7°
ano), procuramos trabalhar de forma interdisciplinar com Ciéncias, uma vez que o conteido
desta disciplina para o 7° ano é a biodiversidade dos seres vivos.

As atividades foram aplicadas em dois tempos de 45 minutos em duas turmas de 7°
ano. Cada turma tem 32 alunos, mas, no dia em que foram aplicadas as atividades, nem todos
estiveram presentes. Na turma 702, 15 compareceram alunos e, na 704, foram 18.

Houve grande interesse em participar da atividade. Mas, em parte, foi possivel notar
algum tipo de espanto porque, para os alunos, um professor de Matematica falando sobre

outra disciplina é algo incomum.
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O alunos responderam o questionario que esta no apéndice antes das atividades.
Inicialmente foi realizado um levantamento sobre a opinido deles sobre o estudo da
Matematica, através das seguintes duas perguntas:

a) Vocé gosta de estudar Matematica?

b) Em sua opinido, a Matematica é importante em outras areas como as Ciéncias
(Fisica, Quimica, Biologia)?

As respostas dos alunos foram muito parecidas entre si. Os 66,7% dos estudantes que
afirmaram gostar de Matematica (66,7%) justificaram respondendo basicamente que gostam
de fazer contas, apesar de apresentarem dificuldades com essa disciplina, por esta exigir
atencdo e dedicacdo. Outra resposta bem elaborada foi que a Matematica ajuda a desenvolver
0 raciocinio, comparando-a com um jogo ou um quebra-cabeca, como a aluna S afirma:

“Basicamente, no periodo (...) que estou, a Matematica estd sendo um jogo, mas
também j& tenho observado que uso ‘ela’ no dia a dia.”

Como néo poderia ser diferente, a dificuldade na disciplina foi o principal motivo pelo
qual os alunos alegaram ndo gostar de Matematica.

Com relacdo a segunda pergunta, a resposta foi quase unanime. Todos concordam que
a Matematica é importante nas Ciéncias por elas utilizarem célculos para se expressar. Mais
que isso, alguns escreveram que ela esta presente em todo lugar e que também é preciso
aprender Matematica pela exigéncia do mercado de trabalho.

A seguir eles responderam cinco (5) questdes envolvendo potenciacdo e crescimento

populacional das bactérias.

Questdo 1: Se uma determinada pessoa é contaminada pela bactéria X, guantas
bactérias X havera no seu organismo depois de:
a) 30 min? b) 1 hora? c¢)1h 30 min? d) 3horas?

Poucos alunos acertaram completamente a primeira questdo (Gréafico 1). O erro mais
comum foi considerar que o numero de bactérias aumentaria de dois em dois, assim, as
respostas dos itens a, b, ¢ e d foram, respectivamente, 2, 4, 6 e 8. Outro erro bastante cometido
foi, talvez por falta de atengdo, dobrar a quantidade de bactérias no tempo 1h30min para 3h,
respondendo, 2, 4, 8 e 16. Houve alunos que erraram completamente ou interpretaram que a

questdo era objetiva ou deixaram-na em branco.
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Grafico 14 -

Questio 1

Fonte: O autor, 2014

Questdo 2: Como vocé faria pra calcular o nimero de bactérias existentes em 5 horas (10
periodos de meia hora)?

A segunda questdo foi a que teve o maior indice de erros, (Grafico 2). Na maior parte
das respostas, os alunos simplesmente deram o resultado (errado) e ndo responderam como
fariam. Alguns responderam que bastaria “multiplicar 2 por 10”, dando a entender que, em 5
horas, ha 10 periodos de meia hora, mas sem entender o processo e, mesmo alunos que
responderam completamente certo a primeira questdo ndo conseguiram continuar o raciocinio
para concluir esta questao.

Dentre as respostas corretas, convém destacar “Fui multiplicando de 2 em 2 até 10
para poder obter o resultado” do aluno K da turma 704 e “Eu sigo o processo da questao 4

para achar o resultado” do aluno L da turma 702.

Gréfico 15 -

Questio 2

errado
91%

Fonte: O autor, 2014
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Questdo 3: Apds quanto tempo o numero de bactérias X sera 128?
Questdo 4: Complete a tabela abaixo e observe como se da o crescimento
populacional.

Periodos de meia hora | NUumero de bactérias
3

4

Foi possivel notar que os alunos que mais se interessaram pela atividade perceberam
que, ao completar a tabela da quarta questdo, poderiam responder a terceira, entretanto quase
nenhum teve a ideia de continuar o raciocinio para responder a questdo 2, uma vez que a
resposta da questdo 3 ja estaria 14, mas para responder a segunda, o aluno deveria fazer mais
duas linhas na tabela.

Os graficos 16 e 17 mostram os indices de acertos e erros. Como na quarta questéo,
havia 6 itens, alguns estudantes erraram em conta de multiplicacdo a medida que os numeros

ficavam maiores, portanto ha um setor da parcela que acertou parcialmente a questao.

Gréafico 16 -

Questao 3

certo
33%

errado

67%

Fonte: O autor, 2014
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Grafico 17 -

Questio 4

errado
58%

parcialmente
certo
9%

Fonte: O autor, 2014

5.2 Modelos Matematicos no Ensino Médio

O publico participante foi composto por 15 alunos voluntarios do IFRJ, com uma
média de idade de 16 anos. As atividades foram planejadas para dois tempos de 45 minutos e
foram realizadas no contraturno para o caso de se exigir mais tempo (como ocorreu) e
também pela disponibilidade do laboratério de informatica do instituto.

As atividades foram extraidas do portal da colecdo M3 Matematica Multimidia (Fig.
26, onde ha inumeros recursos educacionais multimidia que foram desenvolvidos pela
Unicamp e financiados por FNDE, SED, MCT e MEC, disponivel no site
http://m3.ime.unicamp.br/. Entre os recursos disponiveis (experimentos, videos, softwares e
audios), escolhemos o software “Crescimento Populacional” em que o aluno pode explorar
dois dos modelos matematicos abordados neste trabalho (Malthus e Verhulst), utilizando seus
conhecimentos da educacdo bésica. Esse software (Fig. 27) apresenta duas atividades, uma
para 0 modelo de Malthus, que aborda o crescimento populacional da bactéria E. coli e, a
outra para 0 modelo de Verhulst, que pressupde que o crescimento de certa populacdo de

bactérias € limitado, por espaco ou suprimento de nutriente, por exemplo.



69

Figura 26 - Pagina inicial do site

Recursos educacionais multimidia para
a matematica do ensino médio.

w8

UNICAMP

Inicio Recursos educacionais Justificativa pedagdgica Histérico Colaboradores E

Esse 6 o portal principzl da colegio M* Matematica

Multimidia, que contém recursos educacionais Encontre os recursos certos para sua aula
multimidia em formatos digitais desenvolvidos pelz
Unicamp com financiamento do FNDE, SED, MCT e MEC Procure algum termo (tema, conteiido, etc.)

para o Ensino Médio de Matematica no Brasil.

Sao mais de 350 recursos educacionais no formato
de videos, audios, softwares e experimentos, gue estio
licenciados sob uma licenga Creative Commons - é

Ou navegue pelas midias

o S A experimentos, videos, softwares ou dudios.
permitido copiar, distribuir, exibir, executar s obra e

criar obras derivadas, mas nio & permitido o uso

p SN ' : ou pelos temas
comercial ou o relicenciamento sobre uma licenga mais pel

analise de dados e probzbilidade, geometria & medidas ou ndmeros e fungdes.

restritiva.

°
- o
As Midias
= P
'm ®
e
Experimentos Videos Softwares Audios
Atividades praticas instigantes que 180 programas dudio-visuais de Atividades guiadas com o uso de Programas de dudio divididos em
podem serfeitas em uma ou duas dez minutos produzidos para computadores para o estudo, duas partes de cinco minutos cada

3ulas em que se constrdi slgum serem parte das stividades aplicagio ou formalizagdo de um, que podem serouvidos em

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/
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Figura 27 - Software Cercimento Populacional

AR |\ . A8,

Inicio Recursos educacionais Justificativa pedagogica Historico Colaboradores E

Procure algum termo (tema, conteido, ete.)

|

Crescimento Populacional

SOFTWAR
— — .
-—— == Os arquivos
— -
L
2 ‘ — Pacote completo
Si]'lO[CI se Guia do professor

Neste software, o aluno vai explorar numérics e graficamente dois modelos
matemitices para descrever o crescimento populacionzl de seres vivos, o de
Malthus & o de Verhulst.

Duragao

auls dupla

Conteldos Ohjetivos
= EXPONENCLAL 1. Estudar dois modelos de crescimento
= WERHULST populacional;
= MALTHUS 2. Explorar o crescimento exponencial de

0 POPULACICINAL, uma populagdo — o modelo de
Malthus;

3. Explorar o crescimento populacional
com restrighes — o modele de Verhulst:

4. Fazer andlise de graficos.

— wersdo para impressao

—wersdo para tela

Usar na internat

Clique acima para eminar 1o Soffworne oEonT mesmo,

Como usar os arquivos?

Agquivocad encontra trés arquivos: O Software, 0 Guiz do

Professor para visualizagio em Telz e o Guiz do Professar

DEra impressan caseira.
0 Software € o material que deve ser utilizado
diretamente pelos seus alunos, snguanto que o Guia do

Professor traz zlguns aprofundamentos tedricos &
recomendagies metodoligicas pera o use do material.

Autores
Samuel Rocha de Oliveira, Leonardo Barichello

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1244

A atividade 1 é dividida em 5 (cinco) partes nas quais o aluno conhece um pouco do
modelo malthusiano, conforme mostra a Fig. 28, e explora numérica e graficamente esse
modelo, interpreta os resultados, podendo fazer previsdes baseado na fungédo e no gréafico e,
assim, tem uma nocdo de o que é modelagem matematica. Na ultima parte, o software
conceitua a taxa de crescimento e faz com o estudante perceba que esta é constante no modelo

abordado.
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Figura 28 - Modelo de Malthus

[ = C' | [ m3.ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1244/atividade1_parte3.htm
Crescimento Populacional -+ Modelo de Malthus Mapa Introducio Inicio

1 Acurva, ao lado, foi obtida por meio da expressdo que vocé . -
% - . Populago (em milhares)
5 Obteve na questdo anterior. Ja os pontos verdes _
representam o tamanho da populagdo (em milhares) a cada 7000
periodo de 30 minutos. Denotaremos por Pin) a populacdo 5500
apds n periodos. ;
a 5000 ®
5 Instrugdes 5500 4
Vocé pode mover o ponto azul para ver o 0004
ramanho da populafdo eni gualguer momento.
4500
4000
= 3500
Questdo 3 L
3000
Use a ferramenta, ao lado, para responder.
2500
Quanto vale P(5) (em milhares)? 2000 4 -
1584 mil bactérias .
| =T I i
. - ]
10004 L !
Corrigir item |
500 ° !
L@ |
0e L] " Periodos
T T T T &— T T .
B Quanto vale P(7) (em milhares)? o 1 2 3 4 475 8 7 2
Corrigir item

Agora, vocé comecara a analisar algumas das
caracteristicas desse modelo.

Questdo 4

iU B a

de bactérias
600 mil?

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1244/atividadel_parte3.html

A segunda atividade (Fig. 29) faz com que o aluno perceba que, a medida que a
populacdo se aproxima do limite suportado pelo ambiente, a taxa de crescimento diminui. E
isso fica bem claro quando se compara graficamente a populacéo (P) e a taxa de crescimento
populacional (R). E possivel, inclusive, notar que a populagio para de crescer quando esta
atinge o limite que o ambiente suporta e, nesse ponto, R = 0 (Fig. 30). Por fim, é possivel
visualizar o gréfico que relaciona o tamanho da populacdo e o tempo, deixando claro que, no

modelo de Verhulst, a populagéo cresce, mas em um ritmo cada vez menor (Fig. 31).



Figura 29 - Modelo de Malthus — Populacdo X taxa
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[ C' | [) m3.ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1244/atividade2_parte3.htm

Crescimento Populacional - Modelo de Verhulst

1 Agora, vocé desenvolverd algumas previsdes.

3 Instrugdes

Movimente o ponto azul para obter o valor de R(n)
4 de acordo com o tamanho da populagio.
5

Questdo 2

Use o grafico ao lado para obter o valor de R(4),
sabendo que P(4)=289.

[0.37

v

v Corrigir item

8@

Mapa [ntroducdc Inicio

E Use o valor de R(4) e P(4) para calcular P(5).

Corrigir item

0.5

0.44g.

0.3

0.2

0.1

kouacdo da reta; y=-(0) x + 0.69

1 28689

]

50

T
100

T
150

T
200

T
250

P
Ll T T T T T T T
B00 350 400 450 500 S50 GO0 \BSK
|

[ Use o grafico, ao lado, e a resposta do item
anterior para obter o valor de R(3)?

Corrigir item

Use o valor de R(5) para calcular P(8).

-

Qg al

J

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1244/atividade2_parte3.html
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Flgura 30 - Modelo de Verhulst — Populagdo X taxa

C' | [ m3.ime.unicampbr/app/webroot/media/software/1244/atividade2_parte4.htm

8@

Crescimento Populacional -* Modelo de Verhulst Mapa Introducio lnicio

1 Por meio do precedimento que vocg usou na parte anterior,
& possivel calcular o valor de Pin) para qualquer valor de n.

2 A :
Para isso, basta fazer alguns cdlculos. 114
3
0O grafico, ao lado, traz essas informagdes ja calculadas 14 equagio da reta; y=-(0) x + 0.69
4 para que vocé possa analisar.
B 09
Questio 3 084

n Qual é o valor de P(8)?

[ 500 J

v Corrigir item

B Qual é o valor de R(8)?

Corrigir item

Qual ¢ o valor de P(9)? ' : y : 0 350 400 450

Corrigir item

E Qual é o valor de R(9)?

Lorrigir item

I
Fonte: http /Im3.ime. unlcamp br/app/webroot/med|a/software/1244/at|V|dade2 parted.html



Figura 31 - Modelo de Malthus — Populacdo X tempo
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L c

1 Note que, até agora, o grafico que vocé analisou relaciona a

5 faxa de crescimento com o tamanho da populacdo. Mas
agora vocé podera finalmente visualizar o grafico que

3 mostra o tamanho da populacde em funcdo do tempo.

4

Veja que até P(5) a populagdo crescia bem rapidamente
mas, desse ponto em diante, esse crescimento foi cada vez
mais lento e se aproximande do valor limite que vocé
calculou na parte anterior e esta representado pela reta
tracejada.

(¥ )

Esse comportamento € o que carcteriza o modelo de
Verhulst: a populagdo sempre cresce, mas em um ritmo
cada vez menor e vai se estabilizar em um valor que esta
relacionado com a capacidade do ambiente de suportar os
individuos.

Se vocé deseja saber mais mais sobre modelos de
crescimento populacional, procure pelo video O Sonho no
portal do projeto M*: www.m3.mat.br

Continuar

IrEE

[ m3.ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1244/atividade2_parte5.htm

Crescimento Populacional - Modelo de Verhulst

g@

Mapa Introducdc Inicio
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G004
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500

4504

4004

3504

3004

250

2004

1604
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504

7P (populagdo em milhares)

62273

.P|8] .F‘iEl]
P(7)

n(tempo)
T

T T T T
5 G 7 g a

Sobre o Matematica Multimidia

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1244/atividade2_parte5.html

5.2.1 A experiéncia

As atividades foram planejadas para serem realizadas em dois tempos de 45 minutos

no contraturno dos alunos da turma em questdo. Somente alunos voluntérios (15), com idade

entre 15 e 18 anos, realizaram as atividades, pois elas ocorrerem fora do horario habitual de

aula. Antes de tudo, foi reservado o laboratorio de informatica e testadas as maquinas pelo

autor. Entretanto, na hora da realizacdo, alguns computadores ndo executaram os applets®,

porque Seria necessério baixar uma atualizacdo do Java®, mas s6 os funcionarios do setor de
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informética do instituto tm acesso para realizar este tipo de procedimento. Portanto, alguns
alunos fizeram as atividades em dupla.

Passado o primeiro impacto por ser uma aula sem precedente, a atividade 1 foi
realizada sem grandes problemas. Comecamos falando sobre Malthus e o seu modelo de
crescimento populacional. Em seguida, fizemos juntos a questdo 1 e pensamos um pouco
sobre a questdo 2, ja que a resposta desta era uma generalizagdo da primeira. Poucos tiveram
duvidas, uma vez que ja tinham visto o contetido de funcéo exponencial.

Na pagina seguinte, percebi que eles ignoraram as instrucdes e foram direto fazer as
questBes e, por isso, ndo conseguiram de imediato. Foi preciso explicar que era possivel
mover o ponto azul no eixo das abscissas a fim de encontrar a imagem de cada ponto pedido.
Encerramos essa parte, conversando e percebendo que, nesse modelo, para que a populacéo
aumente uma quantidade fixa de individuos sdo necessarios periodos cada vez menores, assim
continuamos simulando o aumento de 500 mil individuos para que isso se tornasse
perceptivel.

Na questdo 5, eles também ndo tiveram problemas e concluiram que o tempo
necessario para que a populacdo quadruplicasse de tamanho e quadruplicasse novamente
foram aproximadamente iguais. Ja a Ultima questdo desta atividade comecou definindo taxa
de crescimento populacional e, como eles ja estavam familiarizados com o applet, fizeram as
contas muito rapidamente e conjecturaram que esta taxa seria constante no modelo
malthusiano. Assim, fizemos o célculo para outros periodos e percebemos que realmente vale.
Ressaltamos que este modelo descreve o crescimento de populagdes que ndo possuem
restricdes para 0 mesmo.

Antes de iniciarmos a atividade 2, foi explicado que deveriam perceber a diferenca
entre os modelos de Malthus e Verhulst. Logo, ao ler o texto inicial, enfatizaram que neste
segundo, ha “limitagdes de disponibilidade de comida”.

Houve o questionamento sobre os graficos. Por que este € diferente daquele? Conversamos e
notamos que este grafico relaciona P X R, enquanto o anterior, t X P. Depois disso, 0S
voluntarios deixaram de tentar utilizar a formula anterior para apenas consultar o grafico. Em
seguida, calculamos P(5) e P(6), porém ninguém se manifestou até entdo dizendo que R esta

diminuindo a medida que P aumenta.

4 Pequeno software que executa uma atividade especifica dentro de um programa maior.
% Linguagem de programagao.
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Na questdo 5, alguém questionou: “Por que a reta é decrescente se a populacéo esta
aumentando?” Isso foi muito bom! Entdo, sugeri que esperassemos os alunos que estavam um
pouco mais atrasados na realizacdo desta atividade e, depois discutimos a diferenga entre
crescimento populacional e taxa de crescimento populacional. E, apds esta discussdo, 0s
esclarecimentos das ideias e a observacdo do grafico t x P, foi possivel observar a diferenca
entre os modelos das atividades 1 e 2.
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CONCLUSOES

Através deste trabalho ficou evidente que o estudante apresenta maior disposi¢édo para
0 aprendizado de determinado conteudo, quando percebe a utilidade desse mesmo conteido
ou quando nota que este faz parte do seu cotidiano, ou ainda, quando tem uma perspectiva de
usar o que aprende no seu futuro profissional. Dessa forma, ha necessidade de se tentar
adequar o ensino a realidade de quem aprende. E claro que, nem sempre isso sera possivel,
uma vez que demanda um tempo maior de pesquisa e planejamento por parte do professor,
entretanto, se isso for feito algumas vezes, acredita-se que 0 processo ensino-aprendizagem
tem maior chance de obter sucesso.

No Ensino Fundamental, as atividades foram aplicadas na introdu¢do do conteudo,
assim, elas serviram tanto de estimulo para o estudo do assunto em questdo como para que 0S
alunos lembrassem como fazer os exercicios de Matematica. Ou seja, a partir dai, foi possivel
perceber trés conjuntos de alunos (ndo necessariamente disjuntos): aqueles que ficaram mais
entusiasmados em aprender, observando uma aplicacdo pratica das poténcias; aqueles que,
mesmo com um pouco mais de dificuldade, conseguiam realizar os exercicios de potenciacdo
quando faziamos mengdo a ‘“‘atividade das bactérias” e; os que nem assim manifestavam
algum tipo de interesse.

Mais do que um chamariz para as aulas de Matematica, as atividades realizadas em
sala de aula lhes trouxe a consciéncia de que era preciso haver mudancas nos seus habitos de
higiene. Mas é preciso que este ndo seja um trabalho isolado, assim daremos continuidade ao
tema e sempre que for possivel, falaremos sobre satde (habitos de higiene, nesse caso) e
outros temas transversais.

No caso do Ensino Médio, as atividades foram realizadas ap0s se ter trabalhado o
conteudo de fungdes exponenciais e logaritmicas. Esse fato fez com que eles tivessem mais
facilidade de realizarem a maioria das questdes e, além disso, evidenciou alguns conceitos que
ndo estavam bem compreendidos, o que foi proveitoso, pois nem sempre através de uma
avaliacdo por escrito é possivel perceber todas as deficiéncias de aprendizagem que um aluno
possa ter.

Com os alunos de Ensino Meédio, a interdisciplinaridade foi aliada as novas
tecnologias nas aplicagdes da Matemaética ao crescimento populacional das bactérias, a aula se
tornou dindmica, tendo uma 6tima aceitacdo por parte dos alunos, além de criar um momento

propicio para relacionar os conceitos estudados em sala de aula e aplicacGes na Biologia.
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Nessa aula, um pouco diferente dos padrdes tradicionais, é possivel contar com maior
participacdo dos estudantes, que se sentem mais motivados a interagir, fazendo mais
perguntas e até disputando a atencdo do professor e, por este motivo, é mais proveitoso que o
numero de participantes seja reduzido.

Através desse trabalho, foi possivel observar que na introducdo de determinados
conceitos matematicos, é preciso ter um olhar mais amplo, no sentido de conhecer o contetido
de forma geral, desde a origem do problema, passando por sua historia na evolucdo humana

até a sua construcdo matematica formal.
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APENDICE — Questionario para coleta de dados na elaboracio da Dissertacao.

Idade: Série:

Vocé gosta de estudar Matematica? ( )sim ( )ndo

Justifique sua resposta:

Em sua opinido, a Matematica é importante em outras areas como as Ciéncias (Fisica,
Quimica, Biologia)? ( )sim ( )ndo

Por qué?

Muitas das doencas sdo causadas por condi¢fes inadequadas de higiene. Isso porgue existe
um “mundo” que ndo podemos ver, 0 dos micro-organismos; que Sdo seres vivos muito
pequenos como bactérias e protozoarios. Eles sdo visiveis a olho nu somente se estiverem em
coldnias, portanto, é preciso usar microscopio para poder vé-los.

Uma bactéria bem conhecida é a Escherichia coli, mais chamada de E. coli, vive normalmente
nos intestinos dos mamiferos, mas é causadora de doencas se contaminar agua e alimentos.
Essa contaminacdo se da por fezes de outros animais e por falta de higiene pessoal do homem.
Algumas doengcas causadas pela E. coli:

e Infeccdo urinaria

o Diarreias com diferentes graus de gravidade

e Disenteria

e Intoxicagéo alimentar

e Infeccdo no figado

e Pneumonia

e Apendicite

Agora, imagine que em certas condi¢Bes, uma bactéria X se duplica cada 30 minutos, isto &, a
cada meia hora, uma bactéria “vira” duas bactérias geneticamente.
Responda:

1. Se uma determinada pessoa é contaminada pela bactéria X, quantas bactérias X havera

no seu organismo depois de:
b) 30 min?

¢) 1hora?
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d) 1h 30 min?
e) 3horas?

2. Como vocé faria pra calcular o nimero de bactérias existentes em 5 horas (10 periodos

de meia hora)?
3. Apds quanto tempo o numero de bactérias X sera 128?

4. Complete a tabela abaixo e observe como se da o crescimento populacional.

Periodos de meia ; .
NUmero de bactérias
hora

3

4

5. E se fossem n periodos de meia hora, como vocé representaria 0 nimero de bactérias?

Vocé observou que o crescimento acontece de forma muito rapida? Esse tipo de crescimento
tem a ver com poténcias que é a parte da Matematica que iremos trabalhar a partir de agora.
Outro fator importante é observar o quanto isso pode ser prejudicial a nossa saude. Nessas
condicBes, em 24 horas, uma pessoa teria em seu organismo 281.474.976.710.656 bactérias,
mas quando a pessoa é contaminada, ela ndo ingere apenas uma bactéria, mas milhdes. Por
isso, devemos tomar alguns cuidados para ndo sermos contaminados pela E. coli:

- Lave bem as frutas e verduras antes de consumi-las.

- Evite comer carnes mal passadas (0 cozimento mata a E.coli).

- N&o consuma leites ou sucos em caixa que estejam fora da geladeira ha muito tempo apds
abertos.

- Lave bem as maos antes de preparar alimentos ou ap6s ir ao banheiro.

- Lave bem as méos ap0s contato com animais, principalmente porcos e vacas.

- Lave bem os talheres que foram usados para cortar alimentos crus.
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