Universidade Federal Rural de Pernambuco
Sociedade Brasileira de Matematica - SBM
Departamento De Matematica

Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT

Método Hiingaro e Aplicacoes

Carlos Eduardo Silva dos Santos

DISSERTACAO DE MESTRADO

Recife
Agosto de 2014






Universidade Federal Rural de Pernambuco
Instituto de Matematica Pura e Aplicada - IMPA
Departamento de Matematica

Carlos Eduardo Silva dos Santos

Método Huangaro e Aplicacoes

Trabalho apresentado ao Programa de Mestrado Profissio-
nal em Matemadtica - PROFMAT do Departamento de Ma-
temdtica da Universidade Federal Rural de Pernambuco
como requisito parcial para obtencdo do grau de Mestre
em Matemdtica.

Orientador: Maité Kulesza

Recife
26 de Agosto de 2014






Dedico este trabalho aos meus pais, filha e noiva.






Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus por ser o autor da minha vida sempre me ajudando a
vencer.

A meus pais por todo o apoio e por serem muito importantes na minha formac¢do como
pessoa. Por me incentivarem e estarem sempre do meu lado.

A minha filha que me orgulha e me dé forcas pra continuar.

A minha noiva que esteve sempre do meu lado me incentivando e compreendendo todo
sacrificio e lutas que passei para chegar até aqui.

Aos meus amigos que foram importantes nas horas dificeis dizendo pra nao desistir.

Aos amigos da minha turma do PROFMAT que tive o privilégio de conhecer e com-
partilhar diversas experiéncias, sendo em especial, Emerson Dantas, Josemar Claudino,
Danilo Campos, Marcio Rodrigo, José Roberto e José Ferreira.

Aos meus gestores José Marcos, Adriana de Biase, Marcia Albuquerque, Sandra Al-
buquerque e minha coordenadora Suely Souza que acompanharam, me incentivaram e
compreenderam esta fase que estava passando.

A minha orientadora, professora Maité Kulesza, por ter aceitado me orientar e pelas
grandes ajudas e querer sempre que eu desse 0 meu melhor me guiando neste sentido.

Ao professor Leon Denis da Silva que sugeriu o tema do trabalho e pela ajuda com o
Latex.

A Capes pelo incentivo financeiro.






Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um método para resolu¢do de problemas de alocacao
de tarefas. O método utilizado, dito método hiingaro, é um algoritmo baseado na operagdo de
matrizes. Serdo mostrados alguns exemplos de sua utilizacdo e as justificativas de cada passo
do algoritmo. Além disso, pretende-se apresentar uma proposta de atividade utilizando este
método com os alunos do ensino basico, de modo a envolvé-los em problemas mateméticos
que estejam inseridos no contexto do problema de alocagdo de tarefas.

Palavras-chave: Alocacgdo de tarefas, método hingaro, educagdo basica.
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Abstract

The objective of this paper is to present a method for solving assignment problems. The
method, said Hungarian method, is an algorithm based on the operation of matrices. Some
examples of its use and the reasons for each step of the algorithm are shown. In addition,
we intend to submit a proposal for activity using this method with elementary school students
in order to involve them in math problems that are set within the context of the assignment
problem.

Keywords: Assignment problem, hungarian method, basic education.
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Introducao

Cada vez mais depara-se com situagdes em que precisa-se tomar decisdes a fim de obter
melhores resultados na relagdo custo-beneficio, como também obter ferramentas que facilitem
estas escolhas.

Desta forma, tem-se por objetivo apresentar neste trabalho, um método que tem por finali-
dade a resolugdo de problemas de alocacdo de tarefas, o qual € um caso particular do problema
de transporte. Este, por sua vez, visa encontrar uma melhor distribuicdo de produtos de uma
certa origem para um destino, de maneira mais eficiente a fim de obter melhores ganhos.

O método que serd usado neste trabalho é o Método Hingaro, um algoritmo de otimizagao
sobre uma matriz-custo para o problema de alocagdo de tarefas. Esse método se deve aos
Hungaros E. Egervéry e D. Konig.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo, serdo apresentadas
as defini¢des do problema de transporte e do problema de alocacdo de tarefas. Também serd
apresentando o teorema da alocacdo 6tima que € a ferramenta fundamental para justificar o
Método Hungaro, tematica central deste texto.

No segundo capitulo, o Método Hiungaro serd apresentado com todas as suas etapas, vi-
sando resolver os problemas de alocagcdo, bem como os pré-requisitos para sua aplicagdo em
determinados problemas.

Nos capitulos seguintes serdo mostradas aplica¢des do algoritmo, com exemplificagdes so-
bre a temdtica levantada, objetivando uma melhor compreensdo de suas etapas e buscando
aproximar os exemplos de problemas do cotidiano.

No que diz respeito a educagdo bésica de ensino, foi criada uma proposta pedagdgica onde
apresenta-se o0 método como um atrativo para despertar o envolvimento dos alunos da educacao
basica em situagdes problemas que envolvam a matematica de forma contextualizada.

Como apéndice a este trabalho, foi adicionado um exemplo de um problema de alocagdo de
tarefas resolvido usando a fun¢ao Solver do Excel. O método utilizado neste caso é o método
Simplex.
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CAPITULO 1

O problema de alocacao de tarefas

Neste capitulo serd apresentado o problema de alocacdo de tarefas, objeto central deste tra-
balho.

A alocacao de tarefas ¢ um caso particular do problema de transporte e consiste na
distribui¢do de produtos de determinadas origens para certos destinos. Estas aloca¢cdes podem
ser feitas de varias formas, no entanto, existe pelo menos uma alocagdo que maximiza ou
minimiza o custo da distribui¢do, chamada de alocacao 6tima. O objetivo deste trabalho é
obter esta alocacdo.

Inicialmente serd apresentado o problema de transporte. Considere os seguintes conjuntos:

* O conjunto dos m locais de oferta de um produto onde cada local de oferta i pode fornecer,
no maximo, a; unidades.

* O conjunto dos n locais de demanda para recebimento dos produtos, onde cada local de
demanda j deve receber, pelo menos, b; unidades.

Defini¢ao 1.1. Denotamos por c;; o custo para transportar cada unidade do ponto de oferta i
para o ponto de demanda j.

Definicao 1.2. A matriz-custo é a matriz C,,, dada por:

Cl1 ... Cin
C=| (1.1)

Cml --- Cmn

onde cada elemento c;; € o custo para transportar cada produto da i-ésima origem ao j-ésimo
destino.

Seja x;; o nimero de unidades despachadas do local de oferta i para o local de demanda ;.



Definicao 1.3. O problema de transporte trata de obter o minimo da fungdo
n

Z = chijxij’ (12)

m
i=1j=1

com as seguintes restri¢coes de oferta e demanda abaixo:

n
inj <a; (parai=1,2,3,....m), (1.3)
j=1
m
Y xij =b; (paraj=1,2,3,...,n). (1.4)
i=1

Definicao 1.4. Se uma alocagio € efetuada de modo a minimizar ou maximizar a fung¢do Z, ela
é dita uma alocac¢ao 6tima.

Exemplo 1. Sejam trés origens (ay,a; e a3), com as seguintes quantidades de produtos: a; =
2, ay =3 eaz = 1. Sejam também trés diferentes destinos (by,by e b3) com as seguintes
quantidades de armazenamento: by =2, b, =1 e b3 = 3. Uma possivel distribuicdo desses
produtos é dada pelo esquema abaixo:

alz@—>@:b1
azz@ @zbz

N

agz@—>@:b3

O esquema mostra que a partir das origens aj,as € az sO poderdo sair 2, 3 e 1 produtos,
respectivamente, e que os destinos by,b, e by s6 poderdo receber 2, 1 e 3 destes produtos,
respectivamente. Além disso, como as setas correspondem as distribui¢oes realizadas, a matriz
x;j € dada por:

X1 X12 X13
X=1| x21 x2 x3 |=

X31 X32 X33

O = =
o = O
—_ = =

verificadas as restri¢oes:



3
lej:1+0+1:2:a1
Jj=1

3
Y nj=1+1+1=3=0a

.
w
—_

ZX3j:O+0+1 =1=aj
=1

3
Y xi=1+140=2=0b,
i=1
3
Z;Q:o+1+o:1=b2.

x3=1+14+1=3=0b3

MwN

1

\

Esta é uma das possibilidades de alocacao das origens para seus destinos mediante as res-
tricoes.

Definicao 1.5. Um problema de transporte € dito balanceado se
m n
Z Z (1.5)

Neste caso, a oferta cumpre toda a demanda.
Quando um problema ndo estd balanceado € possivel balanced-lo. Em um caso, a capaci-
dade de oferta é maior do que a demanda e em outro, a demanda € maior do que a capacidade

de oferta.

Suponha que a diferencga entre o somatério dos produtos ofertados pelo somatorio das de-
mandas dos destinos seja igual a d, ou seja,

m n
d=Y ai—Y bj (1.6)
i=1 j=1

Este caso € solucionado com a criacdo de um ponto de demanda ficticio com custos de
transporte iguais a zero e demanda d.

Desta forma, o somatdrio dos produtos ofertados serd igual ao somatorio das demandas dos
destinos depois de ser acrescentado d a demanda.

m n
Ya=Y bj+d (1.7)
i=1 j=1



Suponha, agora, que a diferenca entre o somatério das demandas dos destinos pelo soma-
torio dos produtos ofertados seja igual a f, ou seja,

f=Y bj-
j=1

N

a;. (1.8)
1

i

Este caso € solucionado com a criagdo de um ponto de oferta ficticio com custos de trans-
porte iguais a zero e oferta f. Dessa forma temos,

Yai+f=) bj (1.9)
i=1 j=1

Neste trabalho serd estudado o seguinte problema:

Definicao 1.6. Um problema de transporte balanceado com a; =1 e bj = 1 para todo i, j =
1,...,n, erestricoes

n
inj =1 (parai=1,2,3,...,n), (1.10)
j=1
n
Y xij =1 (paraj=1.23,....n) (1.11)
i=1

é dito problema de alocacao de tarefas.

Neste caso, como cada local de oferta fornece apenas uma unidade para cada local de de-
manda, as varidveis do problema sao:

* x;j = 1, se o local de oferta i fornece para o local de demanda j,

¢ x;j =0, caso contrrio.

Logo, custo da alocagdo serd dado pela soma
n
Y ¢ (1.12)
j=1

onde os cj,j sdo as entradas da matriz-custo referente as posi¢oes da alocagdo e os indices ji
sdo diferentes dois a dois.



Observacao 1.1. Se a soma (1.12)) for minima ou mdxima, esta alocagdo é dita aloca¢io 6tima
para o problema.

Observa-se que existem n! maneiras distintas de fazer as devidas alocacdes das tarefas. Isso
ocorre pois existem n maneiras de alocar a primeira tarefa, n — 1 maneiras de alocar a segunda,
n—2 maneiras de alocar a terceira e, assim por diante, dando um total de n.(n—1).(n—2).(n—
3)....3.2.1 = n! maneiras de alocar as tarefas. Esta alocagdo apresenta as seguintes restri¢oes,

n xi1+xp2tx3+. . xp =1
inj =1= 4 x1+txn+x3+...+x,=1

J=1 X31+x32+x33+...+x3, =1
n X11+X21+X31+ ...+ Xn1 =1
inj:1:> X12+x0n+xp+...txp=1
=1 xi3tx3+x33 4. +x3=1

e € mostrada no esquema abaixo:

Origens Destinos
aj @ E—— @ b]
as @ @ b

an (m) ————(n) by

Exemplo 2. Considere o seguinte exemplo do problema de alocagao de tarefas:

Uma faculdade pretende instalar ar-condicionado em trés de seus prédios num periodo de
uma semana e convida trés firmas para submeter or¢amentos para cada um dos prédios. Na
tabela[2 aparecem os or¢amentos em unidades de 1000 reais.

Prédio 1 | Prédio 2 | Prédio 3
Firma 1 53 96 40
Firma 2 47 87 41
Firma 3 60 92 36




com a seguinte matriz-custo:

53 96 40
C=| 47 87 41
60 92 36

Como se trata de uma matriz 3x3, existem 6 alocagdes possiveis e pode-se listar todas as
possibilidades. De posse das 6 combinagdes, soma-se os orcamentos de cada firma e obtém-se

o or¢amento total de menor custo para a faculdade.

De fato, tem-se as seguintes possibilidades:

Firma 1 — Prédio 1 | 53 Firma 1 — Prédio 2 | 96
Firma 2 — Prédio 2 | 87 Firma 2 — Prédio 1 | 47
Firma 3 — Prédio 3 | 36 Firma 3 — Prédio 3 | 36
Total 176 Total 179
Firma 1 — Prédio 3 | 40 Firma 1 — Prédio 1 | 53

Firma 2 — Prédio 1 | 47 Firma 2 — Prédio 3 | 41

Firma 3 — Prédio2 | 92 Firma 3 — Prédio 2 | 92

Total 179 Total 186
Firma 1 — Prédio 2 | 96 Firma 1— Prédio 3 | 39
Firma 2 — Prédio 3 | 41 Firma 2 — Prédio 2 | 67
Firma 3 — Prédio 1 | 60 Firma 3 — Prédio 1 | 60
Total 197 Total 187

Observe que a seguinte alocagdo de tarefas terd o menor custo dentre as demais:

Firma 1 — Prédio 1 | 53
Firma 2 — Prédio2 | 87
Firma 3 — Prédio 3 | 36
Total 176

Observe também, que para esta escolha os valores de x;; da matriz de alocagao sdo dados
por:
xj=1sei=j, e x;;=0sei#].
Ou seja,
X1 X12 X13

X=1| x1 x2 x3 |=
X31 X32 X33

S O =
o = O
- o O



3 3
Como Z = Z Z cijXjj € a fungdo a ser minimizada, o custo minimo € dado pelo trago da
i=1j=1
matriz produto CX'. Ou seja,

mathrmMin(z) = tr(CX").

Desta forma, tem-se que:

53 96 40 1 00 53 96 40
CX'=147 87 41 |-{0 1 0| =47 87 41
60 92 36 0 01 60 92 36

Ficando com Min(Z) = 53 + 87+ 36 = 176.

A questdo que se apresenta agora é como obter esta alocacdo Otima, no caso em que o
numero de possibilidades torne invidvel a verificacdo caso a caso. A seguir serd apresentando
um teorema que serd fundamental para obter esta alocacgao.

Teorema 1.1. (Alocacdo Otima) Se um niimero real é somado ou subtraido de todas as entradas
de uma linha ou coluna de uma matriz-custo, entao uma alocagdo Otima para a matriz-custo
resultante é também uma alocagdo Otima para a matriz-custo original.

Prova:

Considere a matriz-custo original C,,x,:

11 €12 ... €C1j ... Cin
c21 €2 ... C2j ... C2p
C=
Cit Cp ... C,'j ... Cin
L Cnl Cn2 .- Cpnj ... Cnn | nxn
Suponha que ¢y,1,¢2,2,...,Cjj,---,Cnn S80 as entradas da alocag¢@o 6tima da matriz-custo

original, onde os indices 1;,2y,...,n; sdo diferentes dois a dois. Desta forma, tem-se que o
custo minimo de alocacdo é a soma de todas as entradas acima citadas, ou seja,

So:Clkl+Czk2+---+Cjkj+---+ann~

Seja § a soma das entradas de outra alocacdo qualquer. Como S, € a alocagdo 6tima, entdo
So < S para toda S dada.



Se um valor p real é adicionado a todas as entradas da coluna j da matriz-custo C, tem-se
uma nova matriz C’, a saber:

[ c11 ci2 ... cij+p ... c
€21 €2 ... Cjtp ... Cx;
C' = '
¢1 €2 ... Cij+tp ... Cin
| Cal Cn2 ... CpjtDp ... Cn 1,5,

Neste caso, somando as entradas da matriz C’ correspondentes as entradas da alocagio
Otima da matriz C, tem-se a seguinte soma:

S, =ciatcy2t...+(cjj+p)+...+cmn=3So+p.

Como o valor p foi somado a todas as entradas da coluna j, entdo todas as possiveis aloca-
¢Oes serdo acrescidas de p. Ou seja, se S’ é a soma das entradas de uma aloca¢io em C’, entdo
S’ = S+ p, onde S é a alocagio na matriz C com as mesmas entradas que a alocacio S’ em C’.

Dessa forma, segue que:

S;:SO—}—pﬁSwLp:S’.

Logo, S’ é alocagdo 6tima da matriz-custo C’ e possui as mesmas entradas que a alocacdo
6tima da matriz-custo C, uma vez que qualquer uma das outras sequéncias de entradas de C’/
nos ddo uma soma maior ou igual a S, + p, pelo fato da soma minima na matriz C ser S, e em
C’ ter sido somado o valor de p a todas as entradas de uma coluna.

Com um argumento andlogo, podemos mostrar que o resultado também se aplica se somar-
mos p a uma linha de C.

No capitulo seguinte, serd apresentado um algoritmo para obter esta alocacdo 6tima.



CAPITULO 2

O Método Hungaro

Este método foi apresentando em 1931, pelos hiingaros E. Egervary e D. Konig, Este tltimo
ja havia, em 1916, demonstrado um teorema combinatorio que serviu como base para a criagdo
do algoritmo em questdo. Em 1955, H. W. Kuhn, pesquisador hiingaro de programacao linear,
fez uma homenagem em um de seus trabalhos aos descobridores do algoritmo, e a partir deste
momento o método foi denominado de Método Hingaro. Tal método pode ser aplicado em
diversos problemas de alocacdo de tarefas.

O método hungaro se baseia na seguinte ideia: Suponha que temos uma matriz-custo C,x,
com todas as entradas ndo negativas e que possua n zeros de tal forma que dois deles ndo
estejam na mesma linha ou coluna. Desta forma, a alocagc@o 6tima terd soma nula.

Baseado nesta ideia e utilizando o Teorema da Alocagao Otima, serd somando ou subtraido
um ndmero real de todas as entradas de uma linha ou coluna da matriz-custo a fim de obter os
zeros necessarios para se identificar de maneira mais clara a alocagdo 6tima.

Antes de apresentar o Método Hingaro, observa-se que o problema deve estar nas seguintes
condigdes:

1. Matriz-custo quadrada,
2. Entradas da matriz-custo inteiras,

3. Problema de minimizacao.

No entanto, caso o problema ndo esteja nestas condi¢des, € possivel colocéd-lo de modo a
verificd-las, como justificado abaixo:

* Para que a primeira condicao seja satisfeita, basta introduzir uma tarefa ou uma instalacao
ficticia que ndo interfira no resultado final;

* Na verdade, esta condi¢do € exigida para facilitar os cdlculos computacionais, pois o
método vale para qualquer nimero real. E aconselhdvel que as entradas sejam nime-
ros inteiros por questdo de arredondamento, soluciona-se este problema multiplicando a
matriz-custo por uma poténcia conveniente de 10;

9



* Se o problema for de maximiza¢do, também se pode coloci-lo na forma conveniente.
De fato, considere o conjunto de entradas da matriz-custo. E possivel ordenar estes
elementos de modo que o conjunto tenha um elemento minimo g. Ao multiplicar os
elementos deste conjunto por -1, a ordem se inverte € o elemento minimo g serd 0 maximo
do novo conjunto. Ou seja, ao encontrar a alocacdo que minimiza o custo, estas entradas
serdo aquelas que maximizam o custo do problema original.

Os passos do Método Hungaro para uma dada matriz custo C,y, sdo os seguintes:

1. Subtraia a menor entrada de cada linha de todas as entradas da mesma linha.
2. Subtraia a menor entrada de cada coluna de todas as entradas da mesma coluna.

3. Risque um trago ao longo de linhas e colunas de tal modo que todas as entradas zero da
matriz-custo sdo riscadas e utilizando um niimero minimo de tracos.

4. Teste de Otimalidade

(1) Se o numero minimo de tracos necessdrios para cobrir os zeros € n, entdo uma
alocacdo 6tima de zeros € possivel, o procedimento é encerrado.

(i) Se o nimero minimo de tragos necessarios para cobrir os zeros € menor do que n,
entdo ainda ndo € possivel uma alocagdo 6tima de zeros, continue com o Passo 5.

5. Determine a menor entrada nao riscada por nenhum traco. Subtraia esta entrada de todas
as entradas ndo riscadas e depois a some a todas as entradas riscadas tanto na horizontal
como na vertical. Retome ao Passo 3.

A seguir, serd apresentada a prova de cada passo do algoritmo acima.
Prova:

1. Pelo Teorema da Alocag¢do Otima, as entradas da alocac@o 6tima serdo mantidas apos
esta operacdao com a vantagem de que, apds o Passo 1, em cada linha serd criada, pelo
menos, uma entrada zero e todas as outras entradas serdo ndo negativas.

2. Analogamente ao passo anterior, cada coluna terd, pelo menos, uma entrada zero e todas
as outras entradas serdo ndo-negativas.

3. Existem diversas maneiras possiveis de riscar os zeros da matriz-custo. O importante é
que este passo deve realizar o nimero minimo de riscos possiveis, que neste caso devera
ser menor ou igual a n.

4. Teste de Otimalidade

10



(i) Esta etapa € crucial no algoritmo e é devida ao Teorema de Konig: Se o niimero
minimo de tragos que atravessam todos os zeros for n, temos uma alocagdo possivel

para cada linha ou coluna.

A consequéncia € que se este nimero de tracos for n, entdo existird um conjunto de
n entradas zero, tais que nao haverd dois zeros na mesma linha ou coluna.

A demonstragdo do Teorema de Konig pode ser encontrada em [4]].

(i) Se o nimero minimo de tragos necessarios para cobrir os zeros € menor do que n,
entdo existem linhas e/ou colunas que nao contém zeros. Ou seja, ndo € possivel

localizar a alocagao 6tima.

5. Este passo & justificado pela aplicacio do Teorema da Alocacio Otima seguidamente. A
prova deste passo serd feita com um exemplo para melhor compreensio dos argumentos.

Suponha que m € o numero de linhas e colunas riscadas e ¢;; = a > 0 a menor entrada

ndo riscada da matriz C dada abaixo:

[ c11 cn2
21 2
C=
¢l
L Cnl Cn2

Clj
C2j

Cln
Con

Cin

Cnn

- nXxn

Para facilitar a visualizacdo da prova, serd tomado m = 2 e os tracos serdo representados
pela cor vermelha dos elementos da matriz C.

Aplicando o Teorema da Alocacao ()tima, soma-se a a todas as entradas das linhas e

colunas riscadas, de modo que:

C11 cipta

Cil cip+a

Cnl 2 ta

c1+a cxp+2a

C1j
cj+ta

an

Cln
Cconta

2.1

Cin

C
m- Jdpxn

Observe que as entradas com dois tracos foram adicionadas 2a, provenientes de uma

adicdo a linha e outra a coluna.
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Novamente pelo Teorema [I.T] subtrai-se a de todas as entradas da matriz anterior, resul-
tando em:

'cn—a Cl12 .. Cj—a ... cln—a'
C21 con+a ... C2j Con
C= ‘ ‘ ' : ' ' : 22
Ci1—a (&%) 0 ... Cip—a ( )
L Cn1l — A Cn2 cer Cpj—a ... C’m_a-nxn

Desta forma, verifica-se que estas operagdes sao equivalentes a somar a a todas as entra-
das com dois tragos e subtrair a de todas as entradas ndo riscadas e que o Teorema |l.1
garante que o Passo 5 mantém a alocacdo 6tima nas mesmas entradas com a vantagem
de gerar novas entradas zero.

Além disso, observa-se que a diferenca entre todas as entradas da matriz custo inicial e a
final € dada por:

— [m(na) —na) = na(n —m) > 0. (2.3)

De fato, seja
m n
Y= Z Z Ci j
i=1j=1
a soma de todas as entradas da matriz-custo. Somando as entradas da matriz (2.1)), tem-se
que:

L+m.(na).

Fazendo o mesmo com as entradas da matriz (2.2)), segue que:

Y+ m.(na) —n’a.

Desta forma, a diferenca entre a soma da matriz inicial e final, resulta em:

Y — [E+4m.(na) —n’a)] = —m.(na) +n*a =na(n—m) >0 pois n>m.

Consequentemente, esta expressdo nos garante que a soma das entradas da matriz-custo
ao final deste passo estd decrescendo. De modo que o processo € convergente e acaba
ap6s um nimero finito de iteracdes. Observe que a alocagdo 6tima ndo € inica. Portanto,
poderd existir mais de uma matriz-custo que a represente.
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CAPITULO 3

Exemplos e Aplicacoes

3.1 Exemplos

Nesta secdo, serdao apresentados exemplos de aplicacdo do Método Hiingaro. Os tragos serdao
representados por cores.

3.1.1 Exemplo 1 (Matriz quadrada e minimizacao)

O chefe do setor de uma fabrica quer distribuir a seus trés funciondrios a tarefa de operar trés
de suas mdquinas que trabalham com produgdo. Para isso ele elaborou uma tabela constando o
tempo em minutos que cada um leva para fabricagcao de 100 produtos executando cada maquina:

Funcionario 1 | Funcionario 2 | Funcionario 3
Miquina 1 50 45 44
Maéquina 2 44 50 45
Miquina 3 45 47 43

Qual maquina, cada funciondrio devera executar para que o tempo de produgio seja 0 menor
possivel?

Solucao:

A seguinte matriz-custo € a seguinte:

50 45 44
44 50 45
45 47 43

C =

Aplicando o Método Huingaro, tem-se:

Passo 1: Subtrai-se 44 da primeira linha, 44 da segunda e 43 da terceira linha:

a

I
NN O N
~ N —
S = O



Passo 2: Como a primeira e terceira colunas contém elemento nulo, € subtraido apenas 1 da
segunda coluna:

a

I
\S M ele)
~ N~
S = O

Passo 3: Risca-se as entradas zero da matriz com um nimero minimo de tragos horizontais
e verticais, onde os tragos serdo representados por cores:

Passo 4: Como o nimero minimo de tragos sdo trés, tem-se uma alocacao 6tima de zeros:

a
I
NS
w S
e~ o

Logo, a distribui¢ao 6tima é:

Miéquina 1-> Firma 2 | 45
Miéquina2 —>Firma 1l | 44
Miquina 3 —> Firma 3 | 43
Total 132

Com tempo total de 45 + 44 + 43 = 132 minutos.

3.1.2 Exemplo 2 (Matriz quadrada e minimizacao)

Uma empresa precisa realizar quatro obras distintas em estabelecimentos diferentes vincu-
lados a esta empresa. Para isso é realizada a licitagdo de quatro empreiteiras que apresentaram
seus orcamentos para cada obra, levando em conta o custo do deslocamento e o trabalho a ser
realizado conforme quadro abaixo:
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Orcamento (em unidades de mil reais)
Obral | Obra2 | Obra3 | Obra 4
Empreiteira 1 26 35 74 20
Empreiteira 2 26 36 72 22
Empreiteira 3 35 53 80 40
Empreiteira 4 38 48 81 41

Sabendo que cada empreiteira s6 poderd realizar uma obra, para qual obra deveria ser con-
tratada cada empreiteira para minimizar o custo total das obras?

Solucio:

A matriz-custo serd dada por:

26 35 74 20
26 36 72 22
35 53 80 40
38 48 81 41

Aplicando o Método Hingaro a matriz C, que € a matriz-custo para o problema, temos:

Passo 1: Subtrai-se 20 da primeira linha, 22 da segunda, 35 da terceira e 38 da quarta linha:

15 54
14 50
18 45
0 10 43

S B~
W L O O

Passo 2: Como a primeira e quarta coluna contém valores nulos, subtrai-se apenas 10 da
segunda coluna e 43 da terceira:

SO A~
S o A~ K
=3 OB B
W wm oo

Passo 3: Riscam-se as entradas zero da matriz com um nimero minimo de tragos horizon-
tais e verticais, onde os tracos serdo representados por cores:

6 5 11 0O
4 4 7 0
€= 5
00 O 3



Passo 4: Como o nimero minimo de tracos usados no Passo 3 sdo trés, esta ainda ndo € a
alocagdo 6tima de zeros.

Passo 5: Subtrai-se 4, que € a menor entrada ndo riscada da matriz de cada uma de suas
entradas ndo riscadas e soma-se 4 as entradas riscadas tanto horizontal quanto verticalmente:

~N O O O
S OO
S o0 O =
SN W
~N O O O

Volta ao Passo 3: Riscam-se as entradas zero da matriz com um nimero minimo de tragos
horizontais e verticais, onde os tragcos serdo representados por cores:

oW
W —
o
w o

00 07

Passo 4: Como o nimero minimo de tragos sdo quatro, tem-se uma alocagdo 6tima de zeros:

(e RN -—I e l \S]
S 0o =
SN W
o o <o

Com isso, tem-se a seguinte distribuicao 6tima das empreiteiras para as obras:

Empreiteira Obra

Empreiteira 1 | Obra 4
Empreiteira 2 | Obra 2
Empreiteira 3 | Obra 1
Empreiteira 4 | Obra 3

O custo total minimo € 20 + 36+ 35 + 81 = 172, ou seja, RS 172.000,00.
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3.1.3 Exemplo 3 (Matriz quadrada e maximizacao)

Serd elaborada a escalacdo de um time de futebol com os jogadores de um clube em que
ndo se conhece suas habilidades nas possiveis posi¢cdes em campo, apenas a do goleiro e do
atacante. Pode-se trocar a posicdo dos jogadores a fim de obter um melhor desempenho do
time na posi¢do que ele melhor atua. Serd feito um time com dez jogadores na linha. Para
isso o técnico testa seus nove jogadores, uma vez que ja € conhecida a habilidade do atacante,
em cada posi¢do e classifica-os com uma pontuagao que varia de 0 a 25 para seu desempenho
naquela posicao.

Qual é a melhor escolha para as nove posi¢des de modo a ter o melhor rendimento no jogo?

Abaixo segue a figura de um esquema 4-2-3-1 que o técnico quer montar com o time:

4-2-3-1 Escolha os jogadores

Esquema tatico

Figura 3.1 Esquema Tético

Segue a tabela com os valores obtidos, abaixo:

Jog. 1 |Jog.2 | Jog.3 | Jog.4 | Jog.5 | Jog. 6 | Jog.7 | Jog. 8 | Jog. 9
Zagueiro A 12 13 10 15 14 5 9 20 10
Zagueiro B 20 15 10 10 17 23 25 5 15
Meia A 13 14 10 15 15 5 8 20 10
Meia B 7 9 12 12 7 6 7 15 12
Meia C 5 6 8 8 5 4 5 10 7
Lateral A 10 10 12 15 9 7 8 7 8
Lateral B 12 9 9 10 10 5 7 13 9
Volante A 15 14 15 16 15 5 10 20 10
Volante B 5 6 8 8 5 4 5 10 7

17



Solucao:

Tem-se aqui um problema de maximizacao e para isso todas as entradas sdo multiplicadas
por -1 para tornar o problema de minimizac¢do e poder usar o Método Hiingaro.

De modo que resulta na matriz-custo abaixo:

[ —12 —-13 —-10 —15 —-14 -5 -9 -20 —10 |
-20 -15 -10 -10 —-17 -23 -25 -5 -—15
-13 —-14 -10 -15 —-15 -5 -8 =20 —-10
-7 -9 -12 -12 -7 -6 -7 —15 -—-12

c=| -5 -6 -8 -8 -5 -4 -5 —-10 -7

-10 -10 -12 -15 -9 -7 -8 -7 =8

-2 -9 -9 -10 -10 -5 -7 —-13 -9

-15 -14 -15 -16 —-15 -5 -10 =20 -10

-5 -6 -8 -8 -5 —4 -5 —-10 -7

Passo 1: Subtrai-se -20 de todas as entradas da primeira linha da matriz, -25 da segunda,
-20 da terceira, -15 da quarta, -10 da quinta, -15 da sexta, -13 da sétima, -20 da oitava e -10 da
nona:

8 7 10 5 6 15 11 0 10]
510 15 158 2 0 20 10
7 6 10 5 515 12 0 10
8 6 3 3 89 8 0 3
cC=|54 2 256 5 0 3
55 3 068 7 8 7
1 4 4 338 6 0 4
56 5 4 51510 0 10
54 2 256 5 0 3

Passo 2: Subtrai-se 1 de todas as entradas da primeira coluna, 4 da segunda, 2 da terceira,
0 da quarta, 3 da quinta, 2 da sexta, 0 da sétima, 0 da oitava e 3 da nona:
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738 5 31311 0 7
46 13155 0 0 20 7
62 8 5 21312 0 7
721 357 8 00

C=|{400 224 5 00
411 03 6 7 8 4
002 306 6 0 1
423 4 21310 0 7
(400 224 5 0 0]

Passo 3: Risca-se as entradas zero da matriz com um nimero minimo de tracos horizontais
e verticais, onde os tragos serdo representados por cores:

73 8 5 3 13 11 0 7

4 6 13 15 5 0 0 20 7

6 2 8 5 2 13 12 0 7

72 1 3 5 7 8 0 0
C=40 2 2 4 5 00
8 4

00 2 3 06 6 01

42 3 4 2 13 10 0 7

- O O -

Passo 4 e 5: Como ainda nao obteve-se nove tragcos, deve-se subtrair 1, que € a menor
entrada ndo riscada, de todas as entradas ndo riscadas e somar o mesmo 1 as entradas riscadas
por dois tragos. Segue-se riscando todos os zeros da matriz com o menor nimero possivel:

6 2 4 212 10 0 7
4 6 155 0 0 21 8
51 4 112 11 0 7
6 1 246 7 00

c=|40 2 2 4 5 1 1

1 9 5
00 306 6 1 2
301 3112 9 0 7
4 0 2 2 4 5 1 1|

Passos 3, 4 e 5: Como o niimero de tracos ainda € inferior a nove, prossegue-se com 0S
passos. Subtrai-se 1 das entradas ndo riscadas e soma-se 1 as entradas riscadas por dois tracos.
Em seguida, riscam-se 0s zeros novamente:
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W U B~ B W

]

2
3

2 3
7 15
1 3
1 1
0 1
2

1 3
1 2
0 1

—_— W O N =

0
1

11

11

6
11
3

8
4

— 3 WO\~ O N \O

Passos 3, 4 e 5: Ainda ndo obteve-se 0s nove tragos, entdo continua-se o processo. Subtrai-
se o 1 das entradas ndo riscadas e soma-se 1 as entradas com dois riscos. Em seguida, prosegue-

se riscando 0s zeros:

O = N WO = = 00N
SO LW OO

10

I5 15 6 0

10
4
2
6
6
0
2

—

W I A JWWwn o O

o

— N A g = O

Passos 3, 4 e 5: Como o numero de tragos ainda € inferior a nove, subtrai-se 2 que € a menor
entrada ndo riscada e soma-se 2 as entradas riscadas com dois tragcos e, em seguida, riscam-se

OS Z€eros:

(NS I ENOS B e ) RN N

1
2

2 7 2
10 17 17
1 7 2
1 0 O
0 0 O
1 2 1
0 0 O

—_— O = A= W O 0 -

(@l \S le <Rl an e o]

8
0

—_— W 3O

1

—_
o

—_— O

1

Passos 3, 4 e 5: O numero de tracos que cobrem os zeros € oito, ou seja, inferoir a 9, entdao
prosegue-se com os passos subtraindo 1 das entradas ndo riscadas e somando 1 as entradas com
dois riscos e em seguida riscam-se 0S zeros:

20



31 6 1 1750 6
6 10 17 17 9 0 0 26 12
21 6 1 076 0 6
41 0 0423 1 0

c=|20 0 0201 2 1
00 1 00740
20 0 0201 2 1

Passo 4: Observa-se que o nimero minimo de tragos utilizados para riscar todos os zeros é
nove, ou seja € possivel obter uma alocagdo 6tima de zeros conforme matriz abaixo:

31 6 1 1750 6
6 10 17 17 9 0 0 26 12
21 6 1 076 0 6
41 0 04231 0

cC={20 0 0201 2 1
43 3 0 545127
0 2 4 3 244 4 4
00 1 00740 6
20 0 0201 2 1

Desta forma temos a seguinte distribui¢ao dos jogadores para que o técnico tenha um me-
lhor rendimento do time:

Jogador Posicao
Jogador 1 | Lateral B
Jogador 2 Volante
Jogador 3 Volante
Jogador 4 | Lateral A
Jogador 5 Meia A
Jogador 6 Meia C
Jogador 7 | Zagueiro B
Jogador 8 | Zagueiro A
Jogador 9 Meia B

3.1.4 Exemplo 4 (Matriz ndo quadrada e maximimizacao)
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O professor de uma escola quer inscrever quatro de seus alunos num concurso de matema-
tica que engloba os seguintes temas da Matriz de Referéncia de Matematica do Ensino Médio:
Espaco e Forma, Grandezas e Medidas, Nimeros e Operacdes/Algebra e Fungdes e Tratamento
da Informagdo. Cada prova terd um desses temas e cada aluno s6 poderd se inscrever em um
Unico tema, uma vez que as provas ocorrerdo simultaneamente. Para isso, ele seleciona cinco
de seus melhores alunos e aplica um simulado com questdes igualmente distribuidas entre os
temas do concurso.

Sejam A, B, C, D e E os alunos. O professor elaborou uma tabela com as notas de 0 a 10
que cada aluno obteve em cada um dos temas do exame simulado:

Temal | Tema2 | Tema 3 | Tema 4
Aluno A 8 8 7 9
Aluno B 6 7 8 6
Aluno C 9 7 7 10
Aluno D 8 6 10 7
Aluno E 7 7 9 8

onde o Tema 1 é Espaco e Forma, o Tema 2 é Grandezas e Medidas, o Tema 3 é Numeros e
Operagdes/Algebra e o Tema 4 é Tratamento da Informacao.

Em qual tema cada aluno fard a sua prova?

Solucdo:

Neste exemplo um dos alunos ficard de fora da prova pois, o professor s6 escolhera quatro.
Para Aplicar o Método Hungaro, precisa-se criar uma coluna ficticia na matriz custo com va-

lores nulos. Observa-se também que o problema € de maximizacao e para isso, multiplica-se
todas as entradas da matriz por -1. Desta forma, fica-se com a seguinte matriz-custo:

a
I
I

=)
I

N
I
|
I
[S—
=]

S oo oo

Seguindo os passo do algoritmo, resulta que:

Passo 1: Subtrai-se -9 da primeira linha,-8 da segunda, -10 da terceira, -10 da quarta e -9
da quinta linha:
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1120 9
2102 8
C=(13 30 10
240 3 10
2201 9

Passo 2: Como a terceira e quarta colunas contém valores nulos, subtrai-se 1 da primeira
coluna, 1 da segunda e 8 da quinta coluna:

002 01
1 0020
C=102320 2
1 3032
1 1011

Passo 3: Riscam-se as entradas zero da matriz com um nimero minimo de tragos horizon-
tais e verticais, onde os tracos serdo representados por cores:

p—

(IP

o

[\
SO WO

o

(SI )

p—
[E—

Passo 4: Como o nimero minimo de tragos usados no Passo 3 sdo quatro, esta ainda ndo é
a alocagdo 6tima de zeros.

Passo 5: Subtrai-se 1, que € a menor entrada nao riscada da matriz de cada uma de suas
entradas ndo riscadas e soma-se 1 as entradas riscadas tanto horizontal quanto verticalmente:

0 03 01
1 0120
C=102420 2
02021
000O00©O

Passo 3: Risca-se as entradas zero da matriz com um niimero minimo de tracos horizontais
e verticais, onde os tragos serdo representados por cores:
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o
o
—
)
—

1 0120
C =

02021

00O0O

Passo 4: Como o ntimero minimo de tracos sdo cinco, tem-se uma alocacdo 6tima de zeros.
Verifica-se umas das alocag¢des 6tima na matriz abaixo:

00101
1 0120
C=102 40 2
02021
00000
Ficando com a seguinte distribuicao:
Alunos Tema
Aluno A Grandezas e Medidas
Aluno B Nao fard a prova
Aluno C Espaco e Forma
Aluno D | Nimeros e Operacdes/Algebra
Aluno E Tratamento da Informacgado

3.1.5 Exemplo 5 (Matriz quadrada e minimizacao)

O dono de um estabelecimento designou a trés de seus empregados que realizassem alguns
servicos de melhoria em sua casa de campo, como pintura das portas, cortar a grama e lavar
a parte interna da casa. Para isso, perguntou a cada um quanto cobrariam por cada servico.
Abaixo seguem os valores dados, em reais.

Cortar | Pintar | Lavar
Empregado 1 40 60 30
Empregado2 | 37 75 27
Empregado 3 35 63 40

Para qual servico cada um serd enviado, para que o dono do estabelecimento tenha uma
menor despesa?

Solucao:
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A questdo nos dé a seguinte matriz-custo:

40 60 30
C= |37 75 27
35 63 40

Aplicando o método Hungaro, tem-se:
Passo 1: Subtrai-se 30 da primeira linha, 27 da segunda e 35 da terceira linha:

10 20 0O
C=1]10 48 0
0 28 5

Passo 2: Como a primeira e terceira colunas tem elementos nulos, subtrai-se apenas 20 da
segunda coluna:

0 0 O
28 0
8 5

Passo 3: Riscam-se as entradas zero da matriz com um nimero minimo de tragos horizon-
tais e verticais, onde os tracos serdo representados por cores:

10 0 O
C=
0 8 5

Passo 4: Como o nimero minimo de tragos € trés, tem-se uma alocacao 6tima de zeros:

10 0 O
C=1]10 28 0
0 8 5

Fica-se com a seguinte distribui¢do dos servicos:

O empregado 1 pintard as postas, o empregado 2 lavard a casa e o empregado 3 cortard a
grama, com custo total do servigo de R$122,00 (60 + 27 + 35).
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3.2 Aplicacoes

Este método € de grande utilidade em véarios tipos de problemas, abaixo serdo elencados
alguns deles:

3.2.1 Economia de custos

¢ Recursos Zootécnicos

A administragdo de recursos zootécnicos leva a tomada de decisdes para se obter um melhor
desempenho, tanto na maximizacao dos ganhos produtivos quanto na minimizagao dos recursos
utilizados que levem a um bom retorno com baixo investimento.

Um exemplo a ser citado seria o seguinte: Considere trés campos disponiveis para o pastejo,
de modo que trés rebanhos situam-se a diferentes distancias de cada campo e que precisa-se
alocar cada rebanho em campos distintos, percorrendo a menor distancia possivel.

Pode-se verificar a importancia nos resultados deste exemplo, pois ele gera uma minimiza-

¢a0 de mao-de-obra para o deslocamento dos rebanhos e diminuicdo dos gastos com a alocagao
0 que acarreta em maximizacao dos ganhos.

* Empresas
Sao diversas as empresas de diferentes ramos em que se necessita tomar decisdes corretas

na distribuicao de seus recursos a fim de obter melhores retornos financeiros.

Como exemplo, tem-se:

1. Distribuicdo de maquindrios a diferentes destinos visando menor custo com o transporte.

2. Distribuicao de funciondrios para operar maquinas distintas levando em conta a capaci-
dade de producdo de pecas por cada operario em cada miquina.

3. Transferéncia de diretores de empresas para locais de trabalho diferentes observando os
custos que cada um teria em cada local de destino.
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3.2.2 Distribuicao de disciplinas e horarios da escola

Quando se trata de distribuir os professores nas suas disciplinas em horéarios especificos le-
vando em conta suas restri¢des, o trabalho gerado € um tanto exaustivo, principalmente quando
existem muitas salas de aula e muitas restrigdes nos hordrios. Para isso, ao longo do tempo
foram sendo desenvolvidos métodos para solucionar esse problema de maneira mais fécil.

Dentre os métodos que foram desenvolvidos tem-se o Método Hingaro que foi aplicado

para o problema de quadro de hordrios que se baseou na matriz de incidéncia de horérios que
se assemelha a matriz de incidéncia de transporte.
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CAPITULO 4

Proposta Pedagogica

Objetivos:

* Aproximar os alunos da educacio bdsica a situagdes do dia a dia em que se utiliza a
matematica.

* Apresentar situacdes problemas envolvendo distribuicao de tarefas para que o aluno bus-
que estratégias para escolher qual a melhor distribui¢do a fim de obter maiores ganhos.

* Apontar a importancia desse problema e as relacdes que pode-se construir com 0s con-
ceitos matematicos.
Publico alvo:

¢ Alunos do 2° Ano do Ensino Médio

Conteudo Abordado:
¢ Combinatoéria, Matrizes

Tempo de execuc¢ao:

¢ 2 h/aula

Metodologia:

1. Apresentar uma situacdao problema e construir uma tabela com os dados e discutir com
os alunos as possiveis combinag¢des para a alocagdo das tarefas verificando qual a melhor
escolha.

* Os alunos fardo uso do conceito de combinatdria para resolucdo do problema.

2. Apresentar o método Huingaro para resolu¢c@o do problema acima, mostrando sua eficicia
no ganho de tempo.
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Atividade:

Trés alunos participaram da semana de matemadtica de sua escola e foram desafiados a apre-
sentarem seus trabalhos em outras escolas. Sabendo que os trés alunos moram em localidades
distintas e que cada aluno apresentard seu trabalho em uma tnica escola. Qual a melhor dis-
tribuicdo desses alunos para que se tenha um menor custo com pagamento de locomogao, uma
vez que eles partirdo de suas residéncias?

Abaixo temos a tabela com os valores para levar cada aluno para cada escola:

Escola1l | Escola2 | Escola3
Aluno A | R$ 30,00 | R$ 25,00 | R$ 20,00
Aluno B | R$ 22,00 | R$ 18,00 | R$ 30,00
Aluno C | R$ 20,00 | R$ 15,00 | R$ 25,00
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Apéndice

Recursos computacionais para resolucao de problemas de alocacao de tarefas

Cada vez mais os recursos tecnoldgicos vao aumentando e transformando o processo, que
outrora era exaustivo, em maneiras mais rapidas e eficazes. O Método Hungaro para alocagdo
de tarefas € um método que surgiu em uma época de poucos computadores e assim era realizado
de maneira manual.

Como foi visto, o Método Hungaro trouxe consigo uma maneira mais pratica e fécil de
resolver os problemas de alocacdo, porém isto ainda pode ser aperfeicoado com o implemento
de recursos computacionais. Principalmente para casos em que os dados do problema sdo muito
grandes.

Neste capitulo serd vista uma maneira de resolu¢do do problema de alocagdo utilizando-se
do MS Excel rodado em Visual Basic. Abaixo, segue 0 passo a passo:

Considere, como exemplo, o seguinte problema:

Em uma empresa deve-se alocar quatro operarios A, B, C e D para as maquinas X, Y, Z e
K. Queremos saber qual € o tempo 6timo para que cada operario seja efetivo em sua respectiva
madaquina e também saber quanto dura um ciclo de produgio total?

Abaixo serdo mostradas as etapas a serem seguidas:

1. Cria-se uma tabela no Excel com os dados do problema. No caso, os valores de tempo
em segundos de cada operdrio em cada uma das maquinas.

2. Faz-se uma nova tabela, igual a primeira, porém com seus valores nulos e no campo
Total, utiliza-se a auto-soma tanto em linha como em coluna.

3. Cria-se um item de oferta e demanda todos iguais a um, uma vez que cada operdrio ird
para um unico destino.

4. Depois cria-se uma célula com a func¢do soma-produto, que no nosso exemplo serd na
célula H19 com produto das matrizes dos valores da primeira e segunda tabela que foi
criada.

31



Com as etapas acima fica-se com a seguinte configuragao:

A B C D E F G H I J
1
2
3
4 SEGUNDOS MAQUINA OFERTA
5 OPERARIOS X Y Z K 1
6 A 5 24 13 1
7 B 10 25 3 23 1
8 C 28 9 8 5 1
9 D 10 17 15 3 1
10 DEMANDA 1 1 1
11
12
13 SEGUNDOS MAQUINA TOTAL SINAL | OFERTA
14 OPERARIOS X Y z K = 1
15 A 1 0 0 0 1 = 1
16 B 0 0 1 0 1 = 1
17 c 0 1 0 0 1 = 1
18 D 0 0 0 1 1 = 1
19 TOTAL 1 1 1 1 20
20 SINAL = = = =
21 DEMANDA 1 1 1 1
=

Figura 4.1

5. Agora, seré utilizada a funcdo Solver, que faz parte dos complementos do Excel para
colocar as restricdes e comandos para o funcionamento do programa.

i. Como se trata de uma minimizacdo seleciona-se o programa para op¢ao minimi-
zagdo. Coloca-se também a célula da soma-produto H19 em definir objetivo e no
campo células varidveis, as células da segunda tabela, ou seja, D15 a G18.

ii. Adiciona-se algumas restricdes, como o total na coluna igual a oferta e o total na
linha igual a demanda.

6. ApOs este passo, em Opgaes, seleciona-se o item Mostrar resultados de iteracoes e clica-
se em Ok. A pagina retornard para a anterior onde clica-se em Resolver e, em seguida,
Ok e em Continuar até chegar ao resultado final.
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Parametros do Solver

Definir Objetivo:

Para: ) Max. @ Min. () valor de: 0

Alterando Células Varigveis:

S0515:5G518

Sujeito as Restrigies:

S0519:8G519 = sDs21:8G521 -
8HS515:8HS18 = §1515:5]518

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

i, |

- Carregar /Salvar

Tornar Varigveis Irrestritas Nao Negativas
Selecionar um Método de Selugdo: | GRG Ma3o Linear E Opghes

Método de Solucdo
Selecione o mecanismo GRG MNao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares, Selecione o

mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves,

Figura 4.2
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F '
Resultados do Solver ﬁ

0O Solver encontrou uma solucdo. Todas as Restricdes e

condigdes de adequacdo foram satisfeitas. Relatdrios
Resposta
(&) Manter Solucio do Solver | Sensibilidade
Limites

O Restaurar Valores QOriginais

Relatdrios de Estrutura
D =

[ reternar & Caixa de Didloge Pardmetros do Solver .
de Topicos

oK Cancelar Salvar Cenario...

0 Solver encontrou uma solucdo. Todas as Restrigdes e condigdes de adequagdo foram
satisfeitas.

Quando o mecanismo GRG foi usado, o Solver encontrou pelo menos uma solugdo ideal
local. Quando LP Simplex & usado, significa que o Solver encontrou uma solugdo ideal
global.

Figura 4.3

-
Mostrar Solugde de Avaliagio ﬁ

0 Solver estd em pausa. Os valores da solucdo atual s8o mostrados na
planilha.

Continuar Parar Salvar Cenario...

Figura 4.4
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Desta forma, obtém-se a seguinte solu¢do com o operdrio A na maquina X, operdrio B na
méquina Z, operdrio C na maquina Y e operdrio D na miquina K, com tempo minimo de 20
segundos com esta distribui¢do, conforme figura abaixo:

A B C D E E G H | J
1
2
3
4 SEGUNDOS MAQUINA OFERTA
5 OPERARIOS X Y z K 1
6 A 5 24 13 1
7 B 10 25 3 23 1
8 Cc 28 9 1 1
9 D 10 17 15 3 1
10 DEMANDA 1 1 1
11
12
13 SEGUNDOS MAQUINA TOTAL SINAL OFERTA
14 OPERARIOS X Y z K = 1
15 A 1 o ) ] 1 = 1
16 B 4] o 1 ] 1 = 1
17 c 0 1 0 0 1 = 1
18 D 0 0 0 1 1 = 1
19 TOTAL 1 1 1 1 20
20 SINAL = = = =
21 DEMANDA 1 1 1 1

Figura 4.5

Observa-se que esse processo € 0 mesmo visto anteriormente, em que o resultado € o traco
da matriz-produto. Ou seja:

5 24 13 7 1000 5 13 24 7
10 25 3 23 0010 10 3 25 23

-_ l_ _
MinZ=u(CX')=1 s o g 5 01 00| |28 8 9 5
10 17 15 3 000 1 10 15 17 3

cuja soma € dada por: 5+ 3 +9 + 3 =20.
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