T
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Sobre o Teorema da Funcao Inversa

Leandro Tezoto

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagao — Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional como requisito par-

cial para a obtencao do grau de Mestre

Orientador

Prof. Dr. Ricardo Parreira da Silva

2014



514 Tezoto, Leandro
T356s Sobre o Teorema da Fungao Inversa / Leandro Tezoto. -
Rio Claro, 2014.
35 f.: il., figs., grafs.

Dissertagao (mestrado) - Universidade Estadual Paulista,
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas.

Orientador: Ricardo Parreira da Silva

1.Topologia. 2.Anélise. 3.Contracao. 4.Ponto Fixo de Banach.
5.Teorema do Valor Médio. I. Titulo

Ficha Catalografica elaborada pela STATI - Biblioteca da UNESP
Campus de Rio Claro/SP




TERMO DE APROVACAO

Leandro Tezoto

SOBRE O TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Dissertagao APROVADA como requisito parcial para a obtencao do grau de
Mestre no Curso de Pos-Graduagao Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Uni-
versidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, pela seguinte banca

examinadora:

Prof. Dr. Ricardo Parreira da Silva

Orientador

Prof. Dr. Jamil Viana Pereira

IGCE - UNESP

Prof. Dr. Rodrigo Martins
Departamento de Matemética - UEM

Rio Claro, 26 de Setembro de 2014






Aos meus pais,

Dervile e Vanilde (in memoriam).






Agradecimentos

Primeiramente agradeco a Deus pela minha vida e por ter me dado paz, perse-
veranga e for¢ca nos momentos de maior dificuldade, onde algumas vezes pensei em
desistir.

Agrade¢o minha mae Vanilde Gianotto Tezoto (in memoriam) por ter me dado
a base para a minha formagao como cidadao, ao meu pai Dervile Modolo Tezoto,
que desde minha infancia cumpriu perfeitamente o papel de pai e muitas vezes o de
mae, nunca deixando faltar nada para nossa familia, e especialmente apoiando-me e
acreditando em meu potencial, ao meu irmao por sempre acreditar em mim e a minha
madrasta, pelo companheirismo e gratidao.

A minha noiva Flavia Rosa Dias, por me acompanhar durante todo este periodo,
pelo incentivo, compreensao, encorajamento e por estar sempre ao meu lado me dando
forcas e me apoiando.

Aos meus familiares, em especial meu saudoso tio Lupércio Bordini, que foi quem
me inspirou a seguir na area da Matematica, me mostrando durante minha infancia
agilidade com contas e truques com nimeros e baralhos.

Aos meus parceiros de mestrado Denis Vanucci Gisoldi e Mauricio Evandro Eloy,
pelas iniimeras horas de estudos, por dividirmos os momentos de ansiedade e pelas
boas risadas durante os almocos.

Aproveito também para agradecer ao meu orientador Prof. Dr. Ricardo Parreira
da Silva pela orientagao e paciéncia.

Aos demais professores da UNESP pela dedicacao e incentivo, em especial a Prof®.
Dr®. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato pelas palavras de incentivo nos momentos

mais dificeis.






"Imagine uma nova historia para a sua vida,
e acredite nela."
Paulo Coelho






Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar o Teorema da Fungao Inversa e algumas
aplicacoes na resolucao de equagoes. O caminho que seguimos para a demonstragao do
Teorema da Funcao Inversa foi através de um Teorema de Perturbacao da Identidade,
que por sua vez, é uma consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Para isso
fazemos um estudo de elementos basicos dos espagos métricos e calculo em espagos de

Banach.

Palavras-chave: Topologia, Analise, Contracao, Ponto Fixo de Banach, Teorema do
Valor Médio.






Abstract

The aim of this work is to present the Inverse Function Theorem as well some
applications on the existence of solution for equations. The demonstration of the
Inverse Function Theorem is given by a identify perturbation theorem, which is a
consequence of the Banach point fix Theorem. In order to prove such results, we

present some basics elements of metric spaces and calculus in Banach spaces.

Keywords: Topology, Analysis, Contraction, Banach’s fixed-point, Mean Value The-

orern.
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1 Introducao

Neste trabalho apresentaremos elementos de topologia geral que serao usados como
ferramentas para mostrar a inversao de uma funcao em determinada vizinhanca.

No primeiro capitulo trabalharemos com algumas nog¢oes béasicas, como definigao
de métrica e espagos métricos.

Em seguida enunciaremos o Teorema do Valor Médio, Contragao e Teorema do
Ponto Fixo de Banach, seguidos de alguns exemplos.

Por fim, demonstraremos o Teorema da Func¢ao Inversa seguido por exemplos de
equacoes nao lineares onde garantiremos a existéncia de solugao.

Este trabalho é uma continuagao do estudo feito na referéncia [5].
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2 Elementos dos Espacos Métricos

Neste capitulo apresentaremos as principais defini¢oes e resultados elementares so-

bre a topologia dos espagos métricos que usaremos nas secoes seguintes.

Definicao 2.1. Seja M um conjunto nao vazio. Uma distancia ou métrica em M é

uma funcao d : M x M — R, satisfazendo:
i) d(z,y) 2 0ed(z,y) =0z =y;
i) d(z,y) =d(y,z),Ve,y € M;
iii) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2),Vo,y,z € M (desigualdade triangular).

O par (M, d) onde M é um conjunto nao vazio e d ¢ uma métrica em M, é chamado

um espaco métrico.

Exemplo 2.1. O conjunto dos nimeros R juntamente com a métrica d(z,y) = |x — y|

é um espaco métrico. A métrica d é chamada de métrica usual de R.

Exemplo 2.2. Seja M = R", o conjunto formado por todas as n-uplas de ntimeros
reais (z1,%s,...,%,). Sendo z = (x1,...,x,) e y = (y1,...,y,) pontos arbitrarios de

R™, mostraremos a seguir que as trés fun¢oes abaixo definem métricas sobre R™:

d(z,y) = /(@1 —y1)? + ...+ (T — yn)?
d'(z,y) = |z1 — ]+ ... + |20 — Yn)
d//(]jay) = ma:z:{\xl - y1’7 ) ’mn - yn|}

A métrica d é chamada de métrica euclidiana e induz a distancia usual entre dois
pontos no espaco.

Para mostrarmos as trés condi¢oes da definicdo, vamos estabelecer primeiro a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz no R™:

Lema 2.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se z1,...,x, e yi,...,Yn SG0 nimeros

reais arbitrdrios, entao

17



18 Elementos dos Espagos Métricos

n n n

2 2
E |lzays| < E a?- E Y;
i=1 =1 =1

Demonstragao. A desigualdade 2rs < r? + s é verdadeira para quaisquer r,s € R
uma vez que (r —s)? = r? — 2rs + s> > 0. Assim, se fizemos p = /22 + ...+ 22 ¢
q= \/m , ¢ verdadeira a relacao:
) Jal lul st o
p qa P ¢
para qualquer 1 < ¢ < n. Somando em relagao ao indice ¢ teremos

2 n
_Z|$zyz| <1+1
Y e

e portanto
n

Z|xiyi|<p-q:\/x%—ir...—irx%-\/y%%—...—iryg.

=1

como queriamos. (]

Agora podemos provar que a funcao d satisfaz a desigualdade triangular.
De fato, sejam = = (x1,...,2,),y = (Y1,..-,Yn) € 2 = (21,...,2,) pontos de R™,

entao:

2

= || Do =202 4 [ D (e~ | = (A 2) +d(z )]
i=1 i=1
donde tem-se d(x,y) < d(x, 2) + d(z,y).
Geometricamente, no plano R?, a métrica d(z,y) representa a distancia euclidiana

entre os pontos x e y.
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Por sua vez, a métrica d'(x,y), no espago R" é a soma das distancias em cada

direcao. A figura abaixo mostra um exemplo geométrico em R2.

k)

i
2

Por fim, a métrica d”(z,y) calcula a distdncia entre dois pontos considerando a

maior distancia entre as distdncias em todas as diregoes. A figura abaixo mostra um

exemplo geométrico em R2.

b}

O exemplo a seguir, conhecido como Geometria do Taxista é um exemplo real da

métrica d'(x,y).

Exemplo 2.3. De acordo com a figura abaixo, suponhamos um motorista de taxi que

apanha um cliente no ponto A e este lhe diz que ird ao local representado pelo ponto

B.
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.
‘l

b=

O motorista nao pode percorrer o caminho direto de A para B. Uma das opg¢oes
é ir primeiro ao ponto C, e depois seguir para B. A distancia percorrida é portanto,
determinada pela métrica d'(z,y).

Sejam A = (z,;y,) € B = (xp;y5) 0s pontos de origem e destino, respectivamente.

A distancia entre A e B, através da Geometria do Tazista é dada por:
d'(A, B) = |xa — xo| + [ya — s
Definicao 2.3. Sejam (M, d) um espago métrico, a € M e r € RY.
i) A bola aberta de centro a e raio r,

By(a,r) :={z € M,d(z,a) <r}

ii) A bola fechada de centro a e raio r,

Byla,r] :={x € M,d(z,a) <r}

iii) A esfera de centro a e raio 7,
Sa(a,r) :={x € M,d(z,a) =r}
Exemplo 2.4. Sejam M =R? a = (0,0) e r = 1.

As esferas S4((0,0),1) = {(z,y) € R?,d((z,y),(0,0)) = 1} relativas as métricas d, d’ e
d” do exemplo 2.2, possuem respectivamente as formas dadas na figura abaixo

AN AN T
o

&v
/
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De fato, para a métrica d temos d((z, y), (0,0)) = 1 = d((z,y),(0,0)) = \/22 + 3% =

1 = 22 +y? = 1, ou seja, a expressao de uma circunferéncia de centro 0,0 e raio r = 1.

Para a métrica d’ temos |z —0|+|y—0| = 1 = |z|+|y| = 1, ou seja, um quadrado de
diagonais paralelas aos eixos coordenados de comprimento igual a 2. Basta analisarmos

0S Casos:
rzz20ey>20=>c+y=1
i) z>20ey<0=z—-y=1
i) 1<0ey>0= -z +y=1
iv) r<0ey<0=>—-z—y=1

Para a métrica d” temos que max{|z — 0|, |y — 0|} = 1 = max{|z|,|y|} = 1, que
geometricamente serd um quadrado com lados paralelos aos eixos coordenados com

comprimento igual a 2. Verificaremos analisando os casos:

i) Seoméaximoé |z|,entdo |z|=1=x=1oux=—lely|<|z|=1=-1<y <1,

o que nos daréa os lados paralelos ao eixo das ordenadas.

ii) Seoméximoé |y|,entdo |y =1=y=1louy=—lelz|<|y=1= -1<a <1,

o que nos daré os lados paralelos ao eixo das abscissas.

Definigao 2.4. Sejam (M, d) um espago métrico e X C M. Um ponto x € X é ponto
interior de X, se existe r > 0 tal que By(x,r) C X.

O conjunto X é um conjunto aberto de M, se todos os seus pontos sao interiores.
Proposigao 2.5. Seja (M, d) um espago métrico. Entao:
i) 0 e M sao subconjuntos abertos de M.
ii) Se Ay, ..., A, s@o subconjuntos abertos de M entao A; N...N A, é aberto de M.
iii) {Ax}rer, Ax aberto de M entao (J,., Ay € aberto de M.
Demonstracao.

i) ) € M e () é aberto por vacuidade. Quanto a M, toda bola de centro em = € M

é um subconjunto de M, por definicao.

ii) Sejaxz € AjN...NA,. Paracadai € {1,2,...,n} existe r; > 0 tal que By(z,r;) C A;.
Seja r = min{ry,...,r,}. Segue que By(z,r) C A;N...NA, e portanto A;N...NA,

é aberto.
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iii) Seja x € |J,c, A Entao x € Ay, para algum Ay € L. Como A, é aberto, existe
r > 0 tal que By(x,7) C Ay,. Logo By(x,r) C Jye, Ax € portanto (J,., Ay €

aberto.

2.1 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definigao 2.6. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos. Dizemos que uma fungao
f: X — Y éuma contracao se existe uma constante 0 < ¢ < 1, tal que, para quaisquer
T,y € X

dy (f(x1), (f2)) < cdx (1, 72).

Dizemos que ¢ é uma constante de contragio de f. Quando Y = X, dizemos que f é

uma contracao de X.

Exemplo 2.5. Considere a fungao f : R — R tal que f(x) = Acos(z), onde 0 < A\ < 1.

Vejamos que essa fungao é uma contracao.

Primeiramente relembremos a seguinte versao do Teorema do Valor Médio.

Teorema 2.1. Seja f uma fungdo continua num intervalo fechado |a,b] e diferencidvel

no intervalo aberto (a,b). Entao, existe um real ¢ € (a,b) tal que:

fb) = f(a)

fe) =2

ou, de maneira equivalente,
f(b) = f(a) = f'(c)(b—a)

Agora voltemos ao exemplo.

Dados = < y, segue do Teorema do Valor Médio que cos(z) — cos(y) = f'(t)(z —y),
para algum t € (x,y). Entao, |cos(z) — cos(y)| = | — sen(t)|.|r — y| < |z — y|, pois
| —sen(t)] < 1,Vt e R.

A partir disso, basta verificarmos que:

d(f(x), f(y)) = d(Acos(x), Acos(y)) = Alcos(x) — cos(y)| < M|z —y| = Ad(z, y),
comprovando, de fato, que f é uma contragao.

Exemplo 2.6. Considere agora a fungdo f : R — R tal que f(z) = —In(1 + e*),
adotando a métrica usual.
Sabendo que |f(t)

t

e
| = Tl e utilizando o Teorema do Valor Médio, temos:
e
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d(f(x), f(y)) = d(=In(1 +e"), —=In(1 +€¥)) = | = In(1 +€”) +In(1 +€*)| =
et et J
'_1+€t ’Jf—y’— _1+€t . (I,y),
t
e como 0 < < 1,Vt € R, segue que f é uma contracao.

1+ et

Exemplo 2.7. Mostre que a fungdo f(x) = x — arctg(z) definida no conjunto R —
{g + km k € Z} ¢ uma contracao.

9:.2

241

Utilizaremos novamente o Teorema do Valor Médio e a derivada f'(x) =

2

d(f(x), fly)) = |z — arctg(x) —y + arctg(y)| = 1

'-\fﬁ-y\
2

t2+1

e como 0 <

’ < 1,Vt € R, segue que f é uma contracao.

Definicao 2.7. Dizemos que uma sequéncia z : N — M de um espago métrico M é
convergente para x € M se, dado € > 0, existe nyg € N tal que, para n > ny temos
d(zp,z) <e.

Uma sequéncia x,, de um espago métrico é uma sequéncia de Cauchy se, dado € > 0,
existe ng € N tal que, para n,m > ng temos d(x,, z,,) < €.

Dizemos que um espac¢o métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy for con-

vergente.

Teorema 2.2. (Teorema do Ponto Fizo de Banach). Sejam X um espaco métrico

completo e f: X — X uma contracao. Entdo:
i) existe um e um s6 T € X tal que f(T) = T;
ii) qualquer que seja 1 € X, a sequéncia (x,)nen, onde 11 = f"(x1), converge a T;

i) para todo n, temos d(r,,Z) < " td(xy,22)/(1 — ¢), onde ¢ € uma constante de

contragao de f e (Tp)nen € uma sequéncia definida em ii).

Para a prova deste resultado sugerimos ao leitor a referéncia [5] ou [1].






3 Espacos Normados

Neste capitulo consideramos espagos métricos que possuem estrutura de soma e
multiplicagao por escalar, os espacos normados. Nestes espacos podemos estudar es-

truturas similares ao do calculo diferencial em R™.

Proposicao 3.1. Dado um espaco vetorial £ sobre o corpo K (K = R ou C), uma

norma sobre £ ¢ uma aplicagdo x € E — ||z|| € R que tem as seguintes propriedades:
i) para todo x € E, [|z]| = 0; ||z|| = 0 se e somente se x = 0;

ii) [z +yll < [lz| + [lyll para quaisquer z,y € E

iii) ||[Az|| = |All|z]| para todo A € K e x € FE;.

Um espaco vetorial munido de uma norma se chama espa¢co normado. Num espago
normado a funcdo d(z,y) = ||z — y|| é uma métrica e consideramos sempre o espago
normado munido desta métrica. Um espaco normado completo se chama espaco de

Banach.
Exemplo 3.1. Sobre o corpo C dos niimeros complexos, a funcao
AeCr | eRy

¢ uma norma. Portanto (C,| - |) ¢ um espago normado. E do fato de R ser completo,

segue que C é completo.

Definicao 3.2. Sejam E e F' espacos vetoriais sobre o corpo K. Dizemos que uma
aplicagdo T' : E — F ¢ linear se T'(x + A\y) = T'(z) + A\T(y), para todos z,y € E ¢
AeE K.

Teorema 3.3. Sejam (E,||.||g) e (F,||.||r) espagos normados ¢ T' : £ — F uma

aplicacao linear. Sao equivalentes as seguintes propriedades:
a) T é continua.

b) T é continua na origem;

¢) supjz<1||T(@)||r < oo;

25



26 Espacos Normados

d) existe um ponto zy € E e a > 0 tal que T é limitada na bola B[z, al;
e) existe M > 0 tal que ||T'(z)||r < M||z||g para todo = € E:

Demonstracao.

a) = b) : Se T é continua entao 7' é continua na origem.

b) = ¢) : Sendo T continua na origem, existe 0 > 0 tal que ||z||g < 0 implica

||T(z)||r <1 e, por homogeneidade temos, ||z||p < 1 implica ||T'(z)||r < 1/

c¢) = d) :se ||z||p < 1 implica ||T(z)||r < M, entdo = € By[xg,a] implica
|z]|e < a+ |[zol[p e, portanto, [[T'(2)||r < M(a + [|zo||r)

d) = e) : seja ||T(z)||r < L, para todo y € By[zo, a]; entao ||T(x)||r < 2LM
a
para todo x € F, pois, dado = # 0, temos
a
Yy =xo+ ——x € By, al
[|ol|
e, de T(y) = T(xo) + WT(w), segue que
T|\E
IESIP
7(2) = 027 (y) 72
e, portanto,
x T
ir@)lle < EUE g o) < 2010
e) = a): ||T(x) = T(y)llr = [|IT(x = 20)|[r < M|z — ol[p
[

Definicao 3.4. Com as operagoes usuais de soma e produto por escalar o conjunto

L(E, F) das aplicagoes lineares continuas é um espago vetorial. Além disso a expressao

Tz := sup ||Tx|y, T e€L(E,F),
[zl x <1
define uma norma em L(E, F'). Pode ser mostrado que L(E, F') com a norma induzida

acima é um espaco de Banach se, e somente se, F' é um espaco de Banach.

Proposigao 3.5. (Perturbacao de Identidade) Sejam E um espaco de Banach, U C F
um aberto e f : U — F uma contracao; seja g = I + f, onde I ¢ a aplicacao identidade
de E. Entao g € um homeomorfismo de U sobre um aberto de E, i.e., existe um aberto

W C E tal que g : U — W & inversivel com inversa ¢g~! : W — U continua.
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Demonstracao. A demonstracao seré feita em dois passos.

(1)

Dados z1, x5 € U, temos

lg(@2) — g(@1)[| = [|z2 — 21+ flz2) — f(21)]| =

> J|zs — | = 1 f(w2) = F(a1)|] > a2 — 2]l — el s — ]| = (1 = )]s — ]|, onde
c < 1 ¢ a constante de contracao de f, portanto g ¢ biunivoca e g1 : g(U) — U ¢é

continua (Lipschitiziana).

Para provar que g(U) é aberto em E, basta demonstrar que, dado o € U e § > 0

temos

Bulxo,8] C U = Blg(xo), (1 — ©)8] C g(Balo, ) C g(U). (3.1)

Fagamos yo = g(z¢); dado y € B[z, (1 — ¢)d], precisamos achar uma solugao
x € Bylrg, 0] de y = g(x), isto ¢, da equacao y = x + f(x) ou, ainda, um ponto fixo

da contragao.
x € Bylxg, 0] — fy(x) =y — f(z) € E.

Pelo Teorema 2.2, basta mostrar que f,(Bqg[xo,0]) C Bg[zo, d], o que é imediato,
pois ||z — zo|| < d e ||y — g(xo)|| < (1 — ¢)d implicam || f,(z) — xo|| < 6. De fato,

1 fy(@) = @oll = |ly — f(2) = ol| < [ly — f(wo) — wol| + [|f(2) — flzo)l| =
= ly — g(@o)|| +If (@) = f)|| S (X =)0 +cl|lz —zo|| < (L =)0 +c6 =6

3.1 Teorema da Funcao Inversa

Definicao 3.6. Sejam FE, F espacgos de Banach sobre o corpo K. Dada a fungao

f:

U — FE definida no aberto U C E e zy € U, dizemos que f é diferenciavel em

xo se existir uma aplicacdo linear D f(xg) € L(E, F) tal que para todo h € E tal que
xo+ h € U tem-se

f(xo+h)— f(xo) = Df(zo)h +r(h), com lim—— =
A fungao r é definida em algum aberto contendo a origem de E pela expressao

r(h) = f(xo + h) — f(wo) — Df(x0)h.

Dizemos que f é diferenciavel em U se f for diferenciavel em todo zy € U.
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1
Exemplo 3.2. Seja f : R — R, uma funcao definida por f(x) = x.sen (—) quando
x
x #0, f(0) =0, é continua e possui derivada em todo ponto x # 0.

fO+h) = f(O) _ h.sen(1/h) = sen (l> E como nao

Porém, no ponto 0, temos =
P h h

existe limy,_.g sen (—), segue que f nao é diferenciavel no ponto x =0

h

Definicao 3.7. Dizemos que a funcao diferenciavel f : U C E — F ¢ de classe C*, se
a aplicagao
Usxw— Df(z) € L(E,F)

for continua.

Teorema 3.8. (Desigualdade do Valor Médio) Sejam E e F espagos de Banach,
x,y € E, e f: U — F uma funcao de classe C!, onde U C E é um aberto que

contém o segmento

[z, yl ={x+tly—x) € E,0 <t <1}

Entao

1F () = F@)ll < [ly = 2l| - suposa [/ (2 + £y — )]

Demonstracao. Seja z =y —x e ¢(t) = f(r+1t2),0 <t < 1. Note que ¢ : [0,1] — F é

de classe C, e da regra da cadeia temos ¢/(z) = f’ (m + tz)z. Portanto,
156) = 511 = o) = 6O = 1| [ sl =1 [ e +12)z1] <

< supgcrer || (@ +12)2]] = [ly — 2] - supgcpc | (@ + t(y — 2)|
]

Teorema 3.9. (Teorema da Fungao Inversa) Sejam E e F espagos de Banach, U C F
um aberto e g : U — F uma funcao de classe C* tal que, num ponto xy € U, a aplicacao
linear ¢'(x¢) ¢ um homeomorfismo de F sobre F' [quando E = R", isso equivale a dizer
que F' = R™ e que o determinante da matriz jacobiana nao é nulo]. Entao existe
um aberto A contendo g e tal que g4 é uma aplicagao biunivoca e continuamente
diferenciavel que leva A sobre um aberto g(A) e (g A)~" também é continuamente

diferenciavel.

Demonstragdo. Substituindo g por ¢'(x¢) 'og, podemos supor que F' = E (pela bijecao
de ¢'(x9)) e, neste caso temos ¢'(xg) = Ig (¢'(x9)~' 0 g). Além disso, substituindo z
por x — xg e g(z) por g(x) — g(xg), podemos supor que zo = 0 e g(zg) = 0.

Seja entao f(x) = x — g(x). Logo f'(z9) = 0 e, por continuidade, ||f'(x)|| < 1/2

numa bola aberta B(0,r) centrada na origem. Da desigualdade do valor médio temos:



Exemplos

29

|1/ (z) = O] < ]z = O[] - supgesy |10+ t(z = 0))]], Le.,
L ()] < J]] - supgeyey [1f(22)]]-
Logo para x € B(0,r), temos que supg,<; ||f/(tx)|| < 1/2, e assim ||f(z)|| < ||z]|/2,
para todo x € B(0,r). Portanto, f(B(0,7)) C B(0,r).
Da Proposi¢ao 3.5, segue que g (¢ = I— f) € um homeomorfismo do aberto B(0,r) C
E sobre um aberto g(B(0,7)). Temos g(B(0,7)) D B(0,r/2): basta aplicar (3.1) com
U = B(0,r) e qualquer 6 < r,z = 0, lembrando que g(0) =0e c=1/2.
Agora vamos demonstrar que 1) = g~! ¢ diferenciavel em B(0,7/2) com derivada
Y (y) = ¢'[W(y)]~': De fato, dados yi,yo € B(0,7r/2), sejam z1, 2o € B(0,r), tais que
9(%) =1y € g(xQ) = 1yo; temos
W (y2) = Uyr) = TV ()] (y2 — w)l| = [lw2 — 21 = ¢ (1) " Hg(2) — g(x1)]]| =
= llg'(z1) g (1) [x2 — 21] = g(x2) + g(21) }] <
< g (@) 7 - Mlg(2) = g(a1) = g (@) w2 — ]l =
= [lg'(@)|[H w2 — z1]|o (22 — 21),

onde o(xy — x1) — 0 quando x5 — x4, isto é, quando ys — y1, pois g é diferenciavel.
Como ||¢'(x)|| = 1/2 quando x € B(0,r), temos

lg(2) = g(x)l| = |lwz — 21][/2

para x1, o € B(0,7/2), isto é, ||za — x1]| < 2|ly2 — y1]|, 0 que demonstra a diferencia-

bilidade de ¢ em B(0,r/2). Além disso, ¢’ é continua, pois a aplicagao

y = ' (y) = g'[v(y)]

é composta de trés aplicagoes continuas (¢, ¢’ e a inversao).

3.2 Exemplos
Exemplo 3.3. Seja f : R? — R? definida por

f(x,y) = (e“cosy, e*seny),

mostremos que f é localmente invertivel, isto é, dado um ponto qualquer x, € R? existe
uma vizinhanca V' com xy € V na qual f é invertivel.
Pelo Teorema da Funcgao Inversa, basta verificar que o jacobiano de f nunca se

anula.

e*cosy —e*seny

Jf(x,y) = = e #0

e*seny  e*cosy
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Com isso, para cada par (w, z) € R%, podemos resolver (para x e y) o sistema (nao
linear) de equagoes:

e’cosy = w e“seny = z.

Exemplo 3.4. Seja f : R® — R? definida por
flay,2) = (y* + 2%, 2% + 2%, 2 + ),

determine todos os pontos para os quais o Teorema da Fungao Inversa garante a exis-
téncia de uma inversa local para f.

Uma vez que o jacobiano

0 2y 2z
Jf(x,y,z)=|2x 0 2z |=16zyz,
2¢ 2y O

vemos que o Teorema da Funcao Inversa garante a existéncia de uma inversa local na

vizinhanca de todos os pontos nao pertencentes aos eixos ordenados.

Exemplo 3.5. A hipdtese de f ser continuamente diferenciavel nao pode ser retirada.

Consideremos a seguinte funcao:

T 1
—+a?sen |~ |,sex #0,
fo={ 2" (x) .

0,sex =0

Temos que f é diferenciavel e sua derivada é dada por:

E + 2zsen (1> — cos (1>, se x # 0,
Fa) =1 * ! '

1
- =0
2,se:1:

Se f fosse invertivel numa vizinhanca de xo = 0, entao f seria injetora nessa

1
vizinhaga. Como f/(0) = 5 > 0, f seria crescente. Mas isto é impossivel, pois em toda

vizinhanga de xo, uma vez que f muda de sinal.

Exemplo 3.6. Consideremos a funcao f definida por
F z\ | 2®—2xy? —00 < T < +00
Y r+y " —oo < Yy < +0o0
1
xTo = ,
R

No ponto
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0 jacobiano

1(3)-

Como f é diferenciavel, concluimos pelo Teorema da Func¢ao Inversa que em um

322 — 2y* —day
1 1

1
:3$2—2y2+4xy—>Jf< 1)2—37&0

conjunto aberto contendo z( a funcao f tem uma inversa f~!.






4 Conclusao

Neste trabalho fizemos um estudo de propriedades elementares dos Espacos Métricos
e Normados com o objetivo de provar o Teorema da Fungao Inversa na sua versao para
espacos de Banach. Para isso generalizamos algumas nogoes do calculo diferencial
classico e estudamos algumas propriedades de operadores lineares limitados em espagos
de Banach. Concluimos com alguns exemplos de equacoes nao lineares nos quais a
garantia de existéncia de solucao é altamente nao trivial.

Com todos esses elementos as nogoes estudadas em disciplinas mais elementares

comegaram a fazer mais sentido e algumas hipoteses nos pareceram mais naturais.
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