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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos um estudo sobre o célculo de volumes de solidos
geomeétricos. Para isso mostramos a forma como se apresenta os volumes dos
principais soélidos aos alunos do ensino médio usando o Principio de Cavalieri e

apresentamos outra forma de calcular volumes introduzindo a nogé&o de limite.

Palavras-chave: volumes, sélidos-féormulas.



ABSTRACT

In this paper we present a study on the calculation of volumes of geometric solids. To
show how this presents major volumes of solids at high school students using the
Cavalieri principle and present another way of computing volumes introducing the

notion of limit.

Keywords: volume, solid-formulas.
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1. Introducéao

O primeiro relato de como se calculava o volume de um sdlido esta descrito no
Papiro de Moscovo, também conhecido como Papiro de Golenishchevem
homenagem ao egiptdlogo que o comprou em 1893 no Egito. Este papiro de 8cm de
largura e 5m de comprimento escrito por um escriba desconhecido a cerca de
1850ac contém 2 problemas, sendo impossivel interpreta-los devido ao grau de
degradacédo do manuscrito.

Neste papiro é apresentada uma forma de céalculo do volume do tronco de
piramide de bases quadradas.

“‘um tronco de piramide tem 6 cubitos de altura, 4 cubitos de base por 2 cubitos no
topo. Qual o volume?”

Com esse problema os egipcios teriam chegado a conhecida férmula:

V= g(a2+ b? + ab)

Ja4 em (408 - 355ac) Eudoxus de Cnido usou o método conhecido como
meétodo da exaustao para calcular areas e volumes e Arquimedes por volta de 287 —
212ac levou essa ideia além, criando a heuristicaque é o método criado para
encontrar solu¢cdes a um problema que diante de questdes dificeis sdo substituidas
por outras de resolucao mais facil a fim de encontrar respostas viaveis mesmo que
imperfeitas. Este método é que mais se aproxima do calculo integral.

O método da exaustdo é um método para se encontrar areas e volumes de
figuras planas e sdlidos geométricos inscrevendo-se dentro dela uma sequéncia de
poligonos (sélidos geométricos) cujas somas das areas (volumes) irdo convergir
para area de uma figura (volume de um sdlido) desejada. Se a sequéncia for
corretamente construida, a diferenca entre o n-ésimo poligono (sélido) e a figura que
0s contém se tornara pequena a medida que n se tornar grande. Com isso se
determinava a area e o volume das figuras e dos sélidos geométricos pela limitagao
inferior. O primeiro uso dessa expressao foi feita por Gregorie de Saint-Vicent na
obra Opus geometriumquadraturaecirculietsectionumconi, de 1647. Sua
demonstracao era feita por absurdo (reductio ad absurdum) onde se assumia que a
area verdadeira era maior que uma segunda area e entdo provar que essa

suposicdo era falsa e depois assumir que a area verdadeira era menor que a



segunda e também provando que essa afirmacéo era falsa. Foi o método que deu
inicio aos métodos usados em célculo. Pelo método da exaustdo foram obtidos
alguns resultados importantes como:

» O valor de w usando o quociente entre a &rea da circunferéncia e o quadrado

do seu raio (Arquimedes)
L, .. . ~ . 7 ;4 2
> A é&rea delimitada pela intersec¢do de uma linha e uma parabola & 3 da area

de um triangulo que tenha a mesma base e a mesma altura.
» O volume de uma esfera é 4 vezes o0 de um cone de base e altura iguais ao

seu raio.

. \ . ;3
» O volume de um cilindro equilatero é 5 do de uma esfera com o mesmo

diametro.
1.1 As dificuldades encontradas

O processo ensino-aprendizagem de geometria principalmente no que se refere
o calculo de volume de algumas figuras é um desafio ao professor. Desafio porque
os alunos se encontram diante de ferramentas muito modernas que ja fazem parte
do seu dia-dia e encaram os métodos tradicionais de aprendizagem de forma
repressiva. Diante disso cabe a nos professores uma busca interminavel de
motivacdo para os alunos atras de métodos inovadores sem deixar de lado a
esséncia das demonstracdes, das descobertas matematicas de antigamente, sendo
necessario recorrermos aos recursos computacionais a fim de mostrar aos nossos
alunos de forma mais nitida a beleza que se tem a matemética e aproximando cada
vez mais a matematica em seu cotidiano. Mas para isso deveriamos encontrar nas
escolas publicas condicbes de colocarmos todas as ferramentas que temos a nosso
favor em prética para tentar evitar que a matematica/geometria se torne um objeto
abstrato de compreenséo restrita a uma pequena parcela da populacéo, que séo os
seus admiradores. Com isso, apresentaremos neste trabalho as formulas de célculo
de volumes dos principais solidos geométricos a partir de seu fatiamento em n
partes e fazendo este n tender ao infinito com o intuito de facilitar a compreenséao
dos alunos sobre o surgimento dessas formulas e o dia a dia do professor em sala

de aula.



1.2 Como é calculado o volume de sélidos geométricos no ensino médio

Para se dar inicio a abordagem do ensino de volumes aos nossos alunos do
ensino médio devemos perceber que a simples apresentacdo das formulas fara o
assunto ficar metddico e ndo conseguiriamos despertar o interesse dos alunos em
tal assunto. Assim, nés professores antes de qualquer tentativa de uma definicdo
formal, deveriamos mostrar alguns exemplos praticos para os alunos sobre o que
sera falado no decorrer do curso de geometria espacial. Tais exemplos poderiam ser
iniciados com a comparacao de dois sélidos semelhantes e verificar qual teria o
maior volume e o porqué de se ter o maior volume, e depois de analisar alguns
sélidos semelhantes comecarmos a introduzir a comparacao dos volumes de figuras
diferentes. A partir dai podemos comecar a introduzir outra situacdo que € a que
mais os alunos se deparardo e manifestardo mais interesse.

Imaginemos um engenheiro que diante da montagem de um projeto para um
cliente, além de mostrar toda parte estrutural de um prédio, tenha também que fazer
um levantamento da quantidade de concreto que sera gasto nesta obra. Observe
que em algumas partes se gastara mais em outras nem tanto e isso tudo devera ser
apresentado ao cliente antes do inicio da construcdo. Com isso se vem a
necessidade do uso de recursos para o célculo de volumes.

ApOs estas apresentacdes podemos agora iniciar a apresentacao, em sala de
aula, do calculo de volumes de forma mais especifica, mostrando aos alunos que: “o
volume de um sodlido € a quantidade de espacgo por ele ocupada” e que para se
medir este espaco ocupado pelo sélido devemos analisar o formato e as dimensdes
dele, e também mostrar que o sélido de comparacédo para se obter o volume de
qualquer outro sdlido é o cubo de aresta unitaria assim quando concluirmos que o
volume de um sélido é de trinta e duas unidades de volume é porque nele
conseguiremos inserir 32 cubos de aresta 1.

Iniciando assim a apresentacdo do calculo de volume de sélidos aos alunos
teriamos um maior interesse desses em relacdo as varias formulas do célculo de
volumes e despertariamos nestes alunos a curiosidade, a motivacao, o interesse de
verificar de onde surgiram outras formulas em geometria, algebra, trigonometria e

nas outras areas que farao parte de sua vida escolar.



1.3 A abordagem do calculo de volumes nos livros didéaticos

Apoés analisarmos alguns livros didaticos do ensino fundamental e médio,
mais precisamente das séries finais do ensino fundamental e do 2° ano do ensino
médio, constataremos que o ensino de volume é condicionado ao uso de férmulas
no ensino médio e transformacdes de unidades no ensino fundamental.

E facil de observar que poucos sdo os livros de ensino fundamental que
comecam a abordar o calculo de volumes de alguns sdlidos. Estes se dedicam mais
as apresentacdes de unidades de medida e suas transformacfes deixando a
apresentacao das férmulas e os calculos todos para 0 ensino médio. Ja nos livros de
ensino médio, mais especifico em livros do 2° ano, que é onde o assunto mais
aparece, pouco sdo os livros que se dedicam a mostrar a maneira de se

chegar/concluir as formulas de volumes de alguns sélidos geométricos, encontra-se
. . ~ A Ap H .
muito, por exemplo, a explicacdo de que o volume de uma piramide (V = T)surglu

apos a divisdo de um prisma em 3 partes de mesmo volume.

Percebemos claramente também que na maioria dos livros analisados os
conteudos de geometria espacial (mais especifico o calculo de volumes) sao
trabalhados no ensino médio nos ultimos capitulos do volume dois de cada colecéo
e no ensino fundamental também nos dltimos capitulos, o que acarretar4 na maior
parte das escolas publicas como um conteudo mal trabalhado ou até mesmo néo

trabalhado pela “falta de tempo”.
1.4 As etapas do trabalho

Noprimeiro capitulo desse trabalho mostraremos como as formulas de
volumes poderiam ser apresentadas aos alunos e analisaremos algumas questdes
propostas pelos livros didaticos.

No segundo capitulo mostraremos as formulas de volumes de alguns sdlidos
geométricos fazendo uso de cortes ou secg¢fes transversais. Em seguida usaremos
essa idéia dos cortes em alguns solidos para verificarmos que a medida que
aumentamos a quantidade de cortes, o volume se aproxima do valor exato, é neste

momento que a nog¢ao do limite (no infinito) é introduzida.



No terceiro capitulo, calculamos volumes de alguns sdélidos mais gerais, como
por exemplo, solidos formados pela rotagdo de uma funcgéo limitada em torno de um
eixo. Desta forma, mostramos que o método € mais geral e engloba uma classe

maior de soélidos do que os trabalhados no ensino médio.



2. Desenvolvimento

Neste capitulo mostraremos como as formulas de volumes dos sdlidos:
prisma, cilindro, cone, piramide e esfera sdo apresentados aos alunos
principalmente do ensino médio e a partir dai mostraremos uma maneira para que
as férmulas ndo sejam impostas e sim construidas com a introducdo de cortes ou
seccOes transversais para observarmos que a medida que aumentamos o numero

de cortes mais proximos chegamos ao volume do sélido.

2.1 A apresentacao das formulas de volumes dos principais solidos

geomeétricos

2.1.1Prisma
Veja a colecao de objetos:

Figura 1.

Definigéo:

Sejama e f dois planos paralelos distintos, uma reta r secante a esses planos
e uma regido poligonal convexa A,,A4,,A4s, ...,A, contida em a e outra regido
poligonal convexa B, B,, Bs, ..., B, contida em 3 . Definimos o prisma como a uniao
de todos os segmentos de reta, paralelos a r, de modo que cada um deles tenha um

extremo pertencente a regido poligonal a e o outro extremo pertencente a S.



Figura 2.

A reunido de todos esses segmentos de reta € um poliedro chamado de
prisma limitado ou simplesmente prisma.

A apresentacdo do volume de um prisma na maioria dos livros didaticos
analisados € feito de maneira informal com certa dose de intuicdo e recorrendo ao
principio enunciado pelo matematico italiano BonaventuraCavalieri:“sejam dois
sélidos P; e P, e um plano a. Se qualquer plano g, paralelo a a, que intercepta um
dos sdlidos também intercepta o outro e determina nesses solidos seccdes de areas
iguais, entdo os solidos P; e P, tém volumes iguais.”

Para deduzirmos os volumes de um prisma a partir do principio de Cavalieri

observemos primeiramente o volume de um paralelepipedo reto retangulo.

7

O volume de um paralelepipedo reto-retdngulo € obtido a partir da
comparacao com a porcao do espaco ocupada por um cubo (hexaedro regular) de
aresta 1 cm que é uma unidade de volume definido por 1cm?®. (1 centimetro ctbico)

Tcm

1cm
1cm

Figura 3.

A conclusdo que os livros didaticos chegam em relacdo ao paralelepipedo
reto-retangulo é que devemos calcular a quantidade desses cubos (de aresta 1 cm)
gue sdo necessarios para formar o paralelepipedo reto-retdngulo apresentado.

Assim, se considerarmos um de dimensdes 5 cm, 3 cm e 4 cm, temos:



4 cm

—— 1cm

Figura 4.

Observe que empilhando 4 camadas de cubos com aresta 1 cm, havendo em
cada camada 15 cubos logo, o total de cubos seria 15 x 4 = 60 cubos. Portanto
concluiriamos com os alunos de que o volume do paralelepipedo reto-retangulo é:

V =15.4
V =534

Como 5 x 3 é a area da base e 4 é a altura, entao:

A, = area da base
H = altura

V=4, H {

Vejamos agora como o volume de outros prismas podera ser obtido pela

comparacdo do volume de um paralelepipedo reto-retangulo e a utilizacdo do
principio de Cavalieri.

~ &,

/ V|,

[y T
\

Figura 5.

Po=——

Note que qualquer plano a paralelo a B, que intercepta um dos prismas
também intercepta o outro. Como qualquer seccdo transversal de um prisma €

congruente as suas bases entdo, qualquer plano a, nas condicbes anteriores,



determina nesses prismas sec¢fes de mesma area. O principio de Cavalieri nos
garante que, obedecidas a essas condi¢gdes, os prismas tém volumes iguais. Se as
arestas da base do paralelepipedo medem m e n, entdo o seu volume € V =m.n.H
com m.n = A, (Ap:area da base) o0 volume do paralelepipedo é o produto da area

da base pela altura (H), ou seja, V = A,.H, que é também o volume do outro prisma.

—

Figura 6.

A figura representa duas pilhas de placas retangulares de madeira, dispostas
de maneiras diferentes. E facil aceitar que elas ttm o mesmo volume, pois suas
dimensdes a, b e c sdo as mesmas.

Com isso, pelo Principio de Cavalieri, temos que o volume do prisma é:

Ap:area da base
H : altura

V=A,H {

2.1.2 Cilindro

Veja a colecao dos objetos:

Figura 7.

Os cilindros sédo solidos que tém a definicdo bastante semelhante a dos

prismas.


http://produto.mercadolivre.com.br/MLB-512234115-oleo-hidraulico-vermelho-atf200-mobil-lata-1-litro-_JM
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=
Figura 8.

Sejam a e B dois planos paralelos distintos, uma reta s secante a esses
planos e um circulo C de centroo contido em «. Consideremos todos 0s segmentos
de reta, paralelos a s, de modo que cada um deles tenha um extremo pertencente ao
circulo C e o outro extremo pertencente a f3.

A reunido de todos esses segmentos de reta € um solido chamado de cilindro
circular limitado de bases C e C' ou simplesmente, cilindro circular.

Os livros didaticos analisados, agora em poucos exemplares, recorrem ao
principio de Cavalieri para deduzir a férmula de volume de um cilindro.

Consideremos um cilindro de altura h com raio da base r e um prisma
quadrangular regular de mesma altura h e aresta de base r.7'/?-. Considerando que

estes solidos possuem as suas bases sobre um plano «,

Figura 9.

Observe que a area da base do cilindro circular é m.7% e a area da base do
prisma é [? = m.r?

Como as figuras possuem a mesma area da base e considerando que as
figuras sdo intersectadas por um plano S paralelo a a entdo também a mesma
altura. Assim, pelo principio de Cavalieri esses sélidos tém volumes iguais.

Como o volume do prisma € o produto da area da base pela altura, concluimos que:
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‘o volume V de um cilindro circular qualquer é igual ao produto da area da base,
m.72, pela altura h.”

V=mr%h

Um exemplo pratico que podemos recorrer em sala de aula é fazer o seguinte

experimento com os alunos:

» Primeiramente construimos dois recipientes um cilindro e um prisma de tal
forma que as alturas e as areas das bases sejam iguais.

» Posicionando estes recipientes sobre uma superficie plana podemos escolher
um desses recipientes, o cilindro, por exemplo, e preenché-lo com bolinhas
de isopor e assim que estiver totalmente cheio poderemos retirar essas
bolinhas do cilindro e coloca-las no prisma e verificaremos que a quantidade

de bolinhas gastas para encher os dois recipientes € a mesma.
Com este experimento deixaremos mais claro aos alunos de que o principio de
Cavalieri é valido e, entdo, a forma que foi apresentada aqui para os volumes de

prismas e cilindros também sao validos.

2.1.3 Piramide

Veja a colecao dos objetos:

Figura 10.

Seja uma regiao poligonal convexa A;, A,, 45, ..., A, contida em um plano «a, e
um ponto V, ndo pertencente a a. Consideremos todos os segmentos de reta que

possuem um extremo pertencente a regiao poligonal e o outro extremo V.
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Figura 11.

A reunido de todos esses segmentos de reta é um poliedro chamado de
piramide limitada ou simplesmente piramide de vértice V e base A4, 4,, 45, ..., A, .

A apresentacdo da formula de volume desse soélido em todos os livros

. . 1 . “
analisados € apresentada como sendo 3 do volume de um prisma: “o volume de uma

piramide triangular (DABC, por exemplo) é § do volume de um prisma triangular

(ABCDEF) de mesma base e mesma altura, como € sugerido pelas figuras abaixo,
as quais mostram a decomposicdo de um prisma triangular em 3 tetraedros de

mesmo volume”.

Figura 12.

Ap6és isso, os livros concluem que o processo € analogo a qualquer outro tipo
de piramide (quadrangular, pentagonal, etc.).

A forma construida e deduzida a partir de conteudos ja vistos pelos alunos
esta apresentada no livro de matematica volume Unico de Manoel Paiva, a maneira
apresentada por ele faz com que o aluno busque informacdes de semelhanca de
triangulos 14 na geometria plana e traga para a geometria espacial a fim de concluir
esta féormula. Mesmo esta sendo uma maneira mais abstrata da demonstracdo do
volume da piramide com certeza deixard os alunos mais seguros do resultado

encontrado.
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Proposigéao 1:
“A razdo entre as areas de dois triangulos semelhantes é igual ao quadrado
da razao de semelhanca”

Demonstracao:

Considere os triangulos ABC e DEF semelhantes, tais que a razao de

semelhanca do primeiro com o segundo sejak.

A razao entre as areas:

S
fley

8
|8

ap 2 _ — g2
2 " da K.K = K-“c.q.d.

NN
k)

Proposigéo 2:
“‘Duas piramides triangulares de mesma altura e bases de mesma area tém o
mesmo volume”.

Demonstracao:
As piramides triangulares representadas abaixo tém a mesma altura H e
bases com a mesma area B, contidos em um plano a. O plano S é paralelo a a e

pode estar em qualquer posicédo, determinando nessas piramides os triangulos S; e
S,.

Figura 13.
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Em cada piramide a seccéo determinada pelo plano f € semelhante a base, e
a razdo de semelhanca entre cada secdo e a base da respectiva piramide é o

mesmo nuamero K, logo:

B 5 B 2 ~
S_1=K e S—2=K entdo: S, = S,

Assim recorrendo novamente ao principio de Cavalieri, concluimos que as
duas piramides tém o mesmo volume.

Observe a decomposicao do prisma triangularLMNPQR:

Figura 14.

I. As piramides LMNP e PLQR tém volumes iguais, pois:

e AMNP = ARLQ sé&o as bases do prisma.
e A altura do prisma LMNPQR é a altura das piramides LMNP e PLQR.
Assim podemos concluir que as piramides apresentadas possuem a mesma altura e

a mesma area da base e, portanto possuem o mesmo volume.
[I. As piramides LRQP e LRMP tém volumes iguais, pois:

e RPéa diagonal do paralelogramo MRQP e, portanto, ARPQ = ARPM.

e Suas alturas relativas as bases RPQ e RPM sao iguais a distancia do ponto L
ao plano do paralelogramo MRPQ.

Assim podemos concluir que as piramides apresentadas possuem a mesma

altura e a mesma area da base e, portanto possuem o mesmo volume.

Assim, por | e Il, temos:

Vimne = VPLQReVLRQP = Virmp
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Logo:
Vimne = VPLQR = Virmp
Provando desse modo que o volume de um prisma triangular MNPLQR é
composto de trés piramides de volumes iguais. Sendo H a altura do prisma e 4, a

area de sua base podemos afirmar que o volume de uma dessas piramides é:

c.q.d.

Volume de uma piramide qualquer:

Observe a piramide:

Figura 15.

Consideremos uma piramide LA;A,A; ... A,de altura H e area da base B. Seja
P um ponto interior a base A;4,A4;.. A,. Essa piramide é composta das n
piramidestriangulares,LA;A,P,LA{AsP,LAsALP, ... ,LA,A;P com &reas cujas bases
sao B4, B,, B, ..., B, respectivamente.

Note que todas as piramidesLA,A,P,LA,A;P,LA,A;P tém a mesma altura H
eB;+B,+B;+:--+B,. Sendo V,V,, V.., V,0s volumes dessas piramides

triangulares, respectivamente, temos:

Vi=<Bi.H Vy=2ByH ; Vs=-Bs.H ;..iVy=2.By.H
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Assim temos,

Vi+Vy+ V44 Vy=2BLH +2BpH +-BsH +..+:B.H

1
V1+V2+V3+"'+Vn=§H.(B1+ B2+ B3+ +Bn)

1
Vi Vo4 Vst tVy= 2 HB

V—lHB
_3| O

Isto é:
" A £ 1 p
o volume de uma piramide qualquer é igual a 3 do produto da area de sua base por

sua altura”.
2.1.4 Cone

Veja a colecao dos objetos:

[
1] ';‘A’A
a P

“considere um plano a, uma regido circular C desse plano e um ponto VV ndo

Figura 16.

pertencente a a. O conjunto de todos os segmentos que ligam cada ponto de C ao

ponto VV forma um cone circular”.
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O volume do cone:

Figura 17.

Considere um cone de raio da base r e altura h e uma piramide quadrangular
regular de aresta da base r/m e altura h ambas com suas bases contidas em um
plano a. Observe que a area da base do cone é A4, = nr? e a area da base da
piramide é Az = (rVm)? = nr? todo plano S, paralelo a a, que intersecta o cone e a

piramide determina nelas secc¢des de areas A, no cone e Ag na piramide, tal que:

G -5
Ay \h Ay \h
Assim:
Ap __ A_B _
A, A, como A, = Ap
Logo:
Ab' = AB'

Assim podemos afirmar que:
e O cone e a piramide possuem areas equivalentes
e Todo plano B, paralelo a a, que secciona um dos solidos também secciona o

outro, determinando neles secg¢des equivalentes.

Assim recorrendo novamente ao principio de Cavalieri, os solidos tém volumes
iguais.
Com isso, temos:

.12 h
Veone = T
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“ H z H 1 7
O volume de um cone circular € igual a 3 do produto da area da base por sua

altura”.
2.1.5 Esfera

Veja a colecao dos objetos:

Figura 18.

Consideremos um ponto oe um segmento de medida r. Chamamos de esfera
de centro o e raio r ao conjunto dos pontos P do espaco, tais que a distancia de P

até o seja menor ou igual que r.

O volume da esfera;

Novamente que a maioria dos livros didaticos ndo apresenta uma maneira
construtiva para a obtencdo da formula de volume da esfera e uma forma facil e
possivel de compreenséo dos alunos é a seguinte.

Consideremos um cilindro equilatero (h = 2r)de raio da base r e seja s o
ponto médio do eixo do cilindro.

Tomemos dois cones tendo como bases as do cilindro e s como vértice
comum (a reunido desses dois cones € um sélido chamado clépsidra).

Ao solido que esta dentro do cilindro e fora dos dois cones vamos chamar de

solido X (este solido € chamado de anticlépsidra)



T ——
8

Cilindro Cilindro ~ Reuniodos ..
equilatero equilatero e dois cones cilindro menos
os dois cones os dois cones
Figura 19.

Consideremos agora uma esfera de raio r e o0 sélido X descrito acima.

ASPQ é isoceles:
SP=d=PQ=d.

Figura 20.
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Suponhamos que a esfera seja tangente a um plano a e que o cilindro que

num mesmo semi-espaco dos determinados por a.

vértice do soélido X, também secciona o sélido X, temos:

Area do circulo formado na esfera: ns? = n(r? — d?)

e Area da coroa circular formada em X: nr? — nd? = n(r? — d?)

Cavalieri, a esfera e o sélido X tém volumes iguais.

Vesfera = V sotido x
Vesfera = Veitinaro = 2Veone
m.T%h

3
T.T%r
3

Vesfera = M.T%.h—2

Vesfera = m.1T%.2r - 2.

formou o sélido X tenha base em a e que os dois soélidos, esfera e sdlido X, estejam

Qualguer plano B secante e paralelo a a distando d do centro da esfera e do

Observe que os solidos possuem a mesma area da base, entao pelo principio de
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3

3 .7
Vesfera =mr°— 2. 3
6.m.r3— 2.m.13
Vesfera = 3
v 4.m.13
esfera — 3
Assim,

113 H Z 4 3”
O volume de uma esfera de raio r é:V = =",

c.q.d.
2.2 O célculo de volumes com a nocao de limite
2.2.1 Volume de um solido

Para um sélido S qualquer, nés primeiro “cortamos” S em pedacos e
aproximamos cada parte por um cilindro. Estimamos o volume de S adicionando os
volumes dos cilindros. Chegamos ao volume exato de S através de um processo de
limite em que o nimero de partes tornar-se grande.

Comecamos interceptando S com um plano e obtendo uma regido plana que é
chamada seccao transversal de S. Seja A(x) a area da seccéo transversal de S no
plano P, perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto X, onde a < x < b como na
figura abaixo. (Pense em fatiar S com uma faca passando perpendicularmente aX e
calcule a érea da fatia). A area da seccgdo transversal A(x) ira variar conformex

aumenta de a para b.

Figura 21.
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Vamos dividir S em n fatias de larguras iguais a Ax usando os planos P, , P,,,
...para fatiar o solido. (pense em fatiar um péo).Se escolhermos pontos amostrais
x;em [x;_4, xi], poderemos aproximar a i — ésima fatia S;( a parte de S que esta entre

os planos P, , e P;) a um cilindro com area da base A(x);e “altura” Ax (veja figura).

Figura 22.

O volume desse cilindro é A(x);Ax, assim, uma aproximagéo para a nossa

concepcao intuitiva do volume dai — ésima fatia S; é:
V(S;) = A(x{)Ax

Adicionando os volumes dessas fatias, obtemos uma aproximacao para o

volume total (isto €, o que pensamos intuitivamente como volume).
n
V(S) ~ z A(x})Ax
i=1

Esta aproximacdo parece melhorar quandon aumenta(n — o), (Pense nas
fatias tornando-se cada vez mais finas). Portanto definimos o volume como o limite
dessas somas quandon — c. Mas reconhecemos o limite da soma de Riemann

como uma integraldefinida, e dessa forma temos a seguinte definicao.
2.2.2 Defini¢céo de volume
Seja S um sélido que estd compreendido entre x =a e x = b. Se a area da

seccdao transversal de S no plano P, passando por X e perpendicular ao eixo x, é

A(x), onde A é uma funcao continua, entdo o volume de S é:
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n
b
V = lim A(x])Ax =J A(x)dx
n—oo,

=1 a
. b ;-
Quando usamos a formula de volume V = fa A(x)dx, é importante lembrar

que A(x) é a area de uma seccdo transversal movel, obtida fatiando em X
perpendicularmente ao eixo x. Observe que, para um cilindro de eixo paralelo ao

eixo x, a area da seccao transversal é constante: A(x) = A para todo x. Entdo nossa
C b . . P
definicdo de volume resulta em V = fa Adx = A(b — a); isso coincide com a formula

V = Ah.

2.2.3 Volume do cilindro

Usando o célculo integral mostraremos que o volume de um cilindro reto, de

altura h e cuja base é um circulo de raior é V = nr?h.

Figura 23.

Transportando este cilindro para o plano cartesiano de tal forma que a origem
do plano esteja no centro da base do cilindro e o eixo x seja perpendicular a base

desse cilindro, temos:

Figura 24.
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Para cada corte que fizermos de forma transversal na altura x, temos que a
seccdo obtida é um circulo, paralelo a base, cuja area € m.r? .
Assim, o volume do cilindro é:

V= fbA(x)dx

a

h
sz nridx
0

V=7T.r2.x|g

V=mnr?h— mr%0

V=mr%h

2.2.4 Volume do cone

Usando o célculo integral mostraremos que o volume de um cone reto, de

. , , . . 2h
altura h e cuja base é um circulo de raior é Vv = .

Figura 25.

Para cada corte transversal na altura x, temos que a sec¢do obtida € um
circulo, paralelo a base, cuja area é my?.
Analisando o corte longitudinal ao lado por semelhanca de triangulos,

podemos escrever que:

Ou seja, a area de cada seccéo transversal é:

Ax)=m (%)2
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m.r?.x?
A ="

Logo, o volume do cone é dado por:

V= fbA(x)dx

ho. 2

.x%dx
0 hz

V=

m.r? x3

h
V= z

hz "3 10
V_nrz h3 03
 h2\3 3

_7erjﬁ

3.h?

c.q.d.

, r2h
Mostraremos agora que o volume de um cone é V = ”T . Se colocarmos o

cone de tal forma que seu vértice coincida com o centro do plano cartesiano entédo o

plano P, intercepta o cone em um tridngulo isésceles de altura h e raio da base r.

Figura 26.

> Dividindo o cone e dois cilindros de mesma altura:



e hy2

Figura 27.

o=
SANIES
U

Assim:

V::one = cilindro 1 + Vcilindro 2

h
Veone = n.rz.z + . RZ'E

R 2

ho . h
Vcone = T[(E) .§+7T.R E

n.R’.h m.R?h
Vcone 8 + 2

R

5mtR?*h

>~
cone — 8

> Dividindo o cone em trés cilindros de mesma altura:

e

77777777777777 hf2

Figura 28
L R
T 2 T
o =32 2= ==
h 3
2.h R
T = T .
[ _Z=L$_Z=_:r2=_
R h R 3

25



Vcone = cilindro 1 + Vcilindro 2 + Vcilindro 3

h h h
Veone = . (r1)2.§ + . (r2)2.§ + . (R)2.§

S (R)Z h+ (Z.R)2 h+ (R)Zh
cone =.(3) zHm(5) 3T 3

m.R>h 4.m.R>h m.R%*h

Veone = —7—+ =7 —+—3
14tR%h
VconeET

» Dividindo o cone em quatro cilindros de mesma altura:

hid

rl

hid
—————— r2

r?

hig

Figura 29.
h R
r n
[ 1=i$—1=—$7‘1=—
h 4 4
b 2.R
T - T .
° _ZZL:>_2:_:>7A2:_
R h R 4
2h 3 3.R
T - T .
° _3:i:>_3:_:>r3:_
R h R 4 4

Vcone = cilindro 1 + Vcilindro 2 + Vcilindro 3 + Vcilindro 4
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h h h h
Veone = . (7‘1)2-Z + . (rZ)Z.Z + . (r3)2.z + . (R)Z'Z

N R?> h 4.R*> h 9.R*> h ) h
Vcone:T[.E.Z-FT[. 16 .Z+ TT. 16 .Z+T[.R Z
m.R>h 4.m.R>h 9.m.R’.h m.R>h

Veone 64 + 64 + 64 L

IR

> Dividindo o cone em cinco cilindros de mesma altura:

h
T ] 1 R
[ 1=i$—1=—$7‘1=—
h 5 5
2.h
) ? ) 2.R
[ —=—$—=—$TZ=—
R h R 5
3.h
T3 5 3 3.R
[ ] —=—:>—=—:>T3=—
R h R 5
4.h
T4 ? T4 4.R
[ —_——= =_:r4=_
R h 5

Assim,

Vcone = cilindro 1 + Vcilindro 2 + Vcilindro 3 + Vcilindro 4 + Vcilindro 5



28

h h h h
Veone = . (rl)z.g + . (rz)z.g + . (r3)2.§ + . (r4)2.§ + . (R)?

s R? h+ 4,R? h+ 9.R? h+ 16.R? h
cone EMoe.ztM—e ot Mo gt T —r— ¢

~7T.R2.h 4.1.R%. h 9.n.R2.h+16.n.R2.h m.R%. h

+ 7. R2.

h
'5
h
5

Veone = —oe~* —35 T 135 125 T s
55.7m.R%. h
VconeET

> Dividindo o cone em n cilindros de mesma altura:

O volume do cone é o somat6rio do volume de n cilindros e a altura dos cilindros
, h
€ dado por ~

Ja os raios desses cilindros sdo encontrados usando semelhanca entre

triangulos.
Quantidade de cilindros formados Raios obtidos
sobre o cone
1 R
2 R 2.R
2’ 2
3 R 2.R 3.R
3’37 3
4 R 2.R 3.R 4.R
4’ 4 47 4
5 R 2.R 3.R 4.R 5.R
5"5’5"5"75
n R 2.R 3.R 4.R n.R
nn’'n’'n’" n

Assim, temos:
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m.—.—+ m. —+ .

V = lim .
cone — n n2'n n? n n? ‘n n2 ‘n

—00

( R?> h 4.R* h 9.R? h+ n%. R? h)

~ [m.R%.n X
Voone = lim (14+44+9+--4+n°)

n—oo n3

o [mREA N (n+1).2n+1)
Veone = Tlll_r)rolo n3 6

,  nm+1).2n+1)

Veone = lim |m.

n-oo | 6.n3
v [ R2 1 2.n3+3.n%+n
cone = 1M T K7 A2 6.3
_ L. o1 11
Vene = Jim [ R (34 57+ 25 )|
R%h
" Veone = s 3
c.q.d.
Exemplo:

Considere um cone circular reto de raio 1 e altura h igual a 3,

Assim usando, Ve = m. R?. h. (1 + L + ! )
3 2n 6.n2
Temos:
Valores atribuidos para n Volume encontrado para o cone
2 5,890486225480
3 4,537856055185
5 4,146902302738
10 3,628539514896
20 3,381139093426
50 3,236468751728
100 3,188873623026
500 3,151023714735
1000 3,146306613366




30

10000 3,142063908195
100000 3,141639777636
1000000 3,141597365980

Observe que o volume do cone de raio da base igual a 1 e altura 3 € V =
3,14592653589 e quanto mais cilindros formamos nesse cone mais proximo

chegamos ao seu volume.

2.2.5 Volume da esfera

Usando o calculo integral mostraremos que o volume de uma esfera, de raio r

4mr3
3

ev=

Observe gue a esfera de raio r é gerada pela rotacdo em torno do eixo x da

circunferéncia x2 + y? = r2.

Figura 31.

Assim,

y=vr2—x?2,comr>0e—r<x<r
Logo,
b
sz A(x)dx

a

V= JT . (f (x))?dx

-r



31
r 2
sz T (Jr? —x?) dx
=
T
V= n.f (r? —x?)dx
-r
T r
V= n.f (r®)dx — n.f (x?)dx
-r =T

5 X3 r
V=7r.r.x| — n.—|
—r 3 l—r

V=nr?r—-(-r)]-m lr3_3 - (_;)31

3 .3
V=2mr3—m. r_+r_
3 3

V=2.mr3-2.m.—

6.m.1r3—2.m73

4. .13

c.q.d.

Mostraremos agora a formula que determina o volume de uma esfera a partir
da divisdo dessa esfera em n cilindros para uma melhor compreenséo dos alunos do
ensino médio.

Se colocarmos a esfera de tal forma que o seu centro coincida com o centro
do plano cartesiano entéo o plano P, intercepta a esfera em um circulo cujo raio sera

determina pelo Teorema de Pitdgoras.
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Figura 32.

Assim pelo teorema de Pitagoras podemos afirmar que: y = vr? — x2.

> Dividindo a esfera em 2 cilindros:

N
B

Temos que estes cilindros formados apresentam o mesmo raio da base e a

Figura 33.

mesma altura por consequéncia o0 mesmo volume, assim:

Vesfera < 2. Vcilindro

Vesera < 2.0 R?

Vesfera < 2.T.T%.1

Vesfera < 2.1.13



> Dividindo a esfera em 3 cilindros:

-1/3 o )

Figura 34.
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. ~ 2T H
As alturas dos cilindros séo ~ € 0s centros de suas bases representadas no eixo

x Sao:

1) —r+Z=-I
3 3

r 2r r
2) -3t 5 =3

3) T+ =7

Calculando o volume do primeiro cilindro, temos:

Vl = 7TR2H
Raio da base:
y = r2 — x2
r 2
— 2 [ —_—
y=1r ( 3)
’ T'Z
— 2
B 8.12
Y=1"9
Assim:

V1 = 7TR2H



V. = - -
1= 79 3
_16.71.7”3
1= 27

Calculando o volume do segundo cilindro, temos:
Vz =Tr. RZ. H

Raio da base:

i

y=r?

<

Il

3
N

Assim:V, = m.R%.H

Calculando o volume do terceiro cilindro, temos:

V3 = T[RZH
Raio da base:
y = r2 — x2
r 2
— 2 [ _—
y=1r (3)
T'Z
— 2
y r 9
B 8r2
Y= 1

Assim;
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V; =m.R*H
2
8.12 2r
V3 =T 9 ?
_l6.m.r?
3T 27

Logo, o volume total é:
Viotar = V1 + V2 + V3

16.r.r® 2.mr® 16.m.1r3

50.m.73
Viotar = 7

> Dividindo a esfera em 4 cilindros:

Figura 35.

. ~ 2 i
As alturas dos cilindros séo :r e 0s centros de suas bases representadas no eixo

x S&o0:
1) —r+%r=—£
2) -2+ =0
3) 0+ =7
4) T =y

Calculando o volume do primeiro cilindro, temos:



V1 = T[RZH

Raio da base:

Assim,

Calculando o volume do segundo cilindro, temos:
V, =m.R%H

Raio da base:
y =70
y =7
Assim,
V, =m.R%H
v, = n.rz.%
v, = w.r3
2

Calculando o volume do terceiro cilindro, temos:
V3 =TI. Rz. H



Raio da base:

Assim,

Calculando o volume do quarto cilindro, temos:

V, =mR%.H
Raio da base:
y = /12 — x2
r2
= 2 _
y r 4
B 3r2
Y= 12
Assim,
V, =m.R%H
v = 3.r% r
+ =Ty
v = 3.1m.13
*T 8
Logo, o volume total é:
3.rt.r® mrd® mrd 3.mrd
Viotal = 8 + 2 + > 3
14.7.13

Viotar = T



> Dividindo a esfera em 5 cilindros:

¥

74

38

3rf5

Figura 36.

. ~ 2 i
As alturas dos cilindros séo ?r e 0s centros de suas bases representadas no eixo

x SA0:

2r _ _3r

1) —T+?— =
3r 2r T
2) -+ 5= 73

T 2r T

3 5t 575
T 2r

4 s+3=%

3r 2r
5) = + 5

r

Calculando o volume do primeiro cilindro, temos:
Vl =TI. RZ. H

Raio da base:

Assim,

V, =m.R%.H



16.7% 2r
25 5

32.m.13

=135

Calculando o volume do segundo cilindro, temos:

V, =m.R%H
Raio da base:
y = /1?2 —x2
T 2
— 2 | — —
y= [rr=(-3)
24. rz
y=
Assim,
VZ = 7TR2H
v 24.1% 2r
2="95 5
- 48. .13
27 125

Calculando o volume do terceiro cilindro, temos:

V; =m.R%2H
Raio da base:
y ==
y =
Assim,

Vs =m.R%H



Calculando o volume do quarto cilindro, temos:

V, =m.R%H
Raio da base:
y = /1?2 —x2
r 2
—_ 2 [ _—
y=1r (5)
B 24.12
Y= 1725
Assim,
V,=m.R%H
- 24.1% 2r
+=" 795 5
v = 48. .13
*7 125

Calculando o volume do quinto cilindro, temos:

Vs =m.R%H
Raio da base:

y = r2 — x2

3.7\?
= 2 [ —
y=40r (5)
B 16.712

Y= 1725

Assim,

40
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16.1% 2r

25 5
32.m.13

Vs =125

V5=T[.

Logo, teremos um volume total igual a:

32.wt.r® 48.mr® 2.mr® 48.mr® 32.mr3
+ +

Viorar = —7% 125 T7 5 T 125
210.7. 73
Vtotaz=T

Observe 0 que esta acontecendo:

1) Quando dividimos a esfera em 2 partes: V,ypq; = 2.7.73

3
2) Quando dividimos a esfera em 3 partes: Vyprq = 50'2’? ~1,85.7.73
3
3) Quando dividimos a esfera em 4 partes: : Viprar = B~ 1,75..73
o ) 2103 3
4) Quando dividimos a esfera em 5 partes: V;ptqr = = 1,68.m.r

125

Pelo capitulo anterior sabemos que o volume de uma esfera é representado por

4.1.73 s
Vesfera = T = 1,33.m.r

Dessa forma podemos concluir que quanto mais se divide a esfera mais proximo

se chega ao seu volume.

» Analisando agora a divisdo da esfera em n cilindros de mesma altura:

e O volume da esfera é o somatério do volumes de ncilindros,

e A altura dos n cilindros € dada por: H = Zn—r

e Os raios desses cilindros sdo obtidos substituindo os valores de x em

y = V72 —x2,



Assim:

Valor de x

Valor do raio ao quadrado

2.1\2
r? —(—r+—>
n

rZ—[(— 2.7

PS4t
n n

(-

n

2.1 2.1
r+—)+— +
n

2.1

n

}

2

2

) 2.1.1
r —(—r—l— >
n

Assim o volume da esfera é:

n
Vesfera = hnoloz l
P

( r+2.;.i)2]_

2.7 0\
Vesfem—ill’soTZ (=) |
4r 2.1.1 )
Vesfem—ll_r)goTz r? — + 2. " r—re|.r
4r i2 4.r2.i'
Vesrera = ‘L‘E‘OTZ w7
4,130 4r
Vesfera 711112, n z
. 2.\ 41 o2
Vesfera 7111—{2107 T l_;
i=1
n
T'
Vesfera gl_r)go n n Z
i=1
3 (o = 2
Vesfera . Zi_zg
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Observe a demonstracéo de Y, i%? = oD apaixo.

AR ]
i=1 6

V = lim
esfera noow M2

8.mr.r® m(n+1) 1 n(m+1).02n+1)
( 2 n 6 )

V = lim
esfera noow M2

8.m.13 <n2+n 2n2+n+2n+1>
2 6

- 8.mr3® 3n’+3n-2n?-3n-1
Vesfera = Tlll_r)go nz 6

- 8mrdint-1
Vesfera = rlll—rBo 2z 6

. , 1 M 1
Vesfera = 7{1_{{;10 8.m.r 2 \% &

- (8.mr® 8.mr3
Vesfera = Tlll_r)lc}o 6 - 6.2

- 8mrd®  8mrd
Vesfera = Tlll_r)lc}o _rlll—rj;lo 6. 112
v 8.m.13
esfera — 6
v 4.1.73
esfera 3
c.q.d.
Demonstracao

Vamos mostrar agora que:

n
zizz 240 qpge @+ D.Cn41)
6

i=1

P(n):12 + 22 + -+ n? = w (afirmacéo 1)

Note que:

43
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P(1): 17 = 222246 verdadeira,

Suponha que para algum n € IN, se tenha que P(n) € verdadeira, isto é, a
afirmacdo 1 é valida. Somando (n+ 1)? a ambos os lados da igualdade da
afirmacdo 1, temos:

n(n+1).2n+1)

124224+ +n+(n+1)* = ¢

+(n+1)2

n.(n+1).2n+ 1).6.(n + 1)?
6

124224+ +n*+(n+1)?%=

n+1).[n.(2n+1).6.(n+ 1)]
6

124224+ +n*+ (n+1)* =

n+1).[((n+1D)+1].[2(n+ 1) + 1]
6

12+22 4+ +n*+(n+ 1% =

Estabelecendo assim a veracidade de P(n + 1).

Portanto a formula é valida para todo n € IN.

Observacao

Considere uma esfera de raio 1, vamos usar a aproximacao:

8.mr.r3 8.mr3
Vesfera = 6 - 6. 12

Para obter a seguinte tabela:

Valores atribuidos para n Volume encontrado para esfera
2 3,141592653589
3 3,723369070921
5 4,021238596594
10 4,146902302738
20 4,178318229274
50 4,187114688704
100 4,188371325765
500 4,188773449625
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1000 4,188786015996
10000 4,188790162898
100000 4,188790204367
1000000 4,188790204782

Observe que o volume da esfera de raio 1 é aproximadamente 4,188790204786 e
pela tabela verificamos que quanto mais cilindros utilizamos mais préximo chegamos

nesse valor.

2.2.6 Volume do Prisma

Usando o calculo integral mostraremos que o volume de um prisma reto, de

altura c e cuja base é um retangulo de dimensbes ae b, é: V = abc

Figura 37.
Transportando este prisma para o plano cartesiano de tal forma que a origem
do plano esteja em um dos vértices do prisma e que uma aresta do prisma esteja

sobre o eixo x, temos:

z

Figura 38.
Para cada corte que fizermos de forma transversal na altura, temos que a

seccao obtida é um retangulo paralelo a base, cuja area € b.c.



Assim, o volume do prisma, é:

V= fbA(x)dx

V=b.cca—b.c.0
V=ab.c
c.q.d.

O calculo é feito de férmula analoga para qualquer prisma:

Observe o prisma triangular:

—
i——

Figura 39.

V= JbA(x)dx

Considerando que a area do triangulo seja A, (area da base) temos,

V= fbA(x)dx

b
V:f Abdx
a
_ h
V—Ab.X|O
V=4, (h-0)

V:Abh
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2.2.7 Volume da Piramide

Considerando uma piramide de base quadrada de lado L e altura h.

Figura 40.

Colocamos a origem 0 no vértice da piramide e o eixo x ao longo de seu eixo
central. Qualquer plano P, que passa por x sendo perpendicular ao eixo x intercepta
a piramide em um quadrado com lado de comprimento s. Podemos expressar s em

termos de x observando que, pelos triangulos semelhantes, temos:

D
E—

=

| —

Figura 41.

Usando semelhancga entre triangulos, temos:

o~ W

X
h

NI=NTY»

L P ~ P
De modo que s = f Portanto, a area da seccéo transversal é:

LZ
A(x) =s? = ﬁ.xz

A piramide esta entre x = 0 e x = h, entédo o0 seu volume é:
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c.q.d.

Onde L? é a area da base da piramide.

A Aph
Volume da piramide é: V = bT

De maneira analoga se conclui a férmula para qualquer piramide nao
importando a figura poligonal que formar a base.

Podemos pensar também na conclusdo da formula do volume da piramide
como concluimos o volume do cone.

Se fatiarmos a piramide em n partes, em cada parte formara um prisma a
mesma metodologia das sec¢des anteriores concluiremos a formula de volume da

piramide.

Figura 42.
» Se dividirmos a piramide em dois prismas:
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Figura 43.

Por semelhanca entre triangulos conseguimos encontrar um valor para x em
funcdo de L e h.

L/z

h/2 h2

Figura 44.
h
X 2
I™h
2
b L.h
X.n=——
4
L
X =-=
4
Vpirémide = prismal + Vprismaz

h h
Vpirémide = LZE + (ZX)Z

2

Vpimae = 172+ (2.5) 2

piramide 2 4 2

b AL

2 1
4

Vpirémide = (1 + 16)

20 L2.h
Vpirémide = 1_6 2

%

piramide —

6
L2,
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20.1%.h
Vpirémide = 32

» Se dividirmos a piramide em trés prismas:

Figura 45.

Por semelhanca entre triangulos conseguimos encontrar um valor para x e y

em funcdo de L e h.

L2

h/a h/3 VE]

Figura 46.
2.h h
X _3Y _ 3
L™ pL p
2 2
h_Z.L.h h_L.h
x.n= e y.h = G
_2.L _L
*= 76 Y =6

Vpirémide = Vprismal + Vprismaz + Vprisma3

h h h
Vpiramide = L2.§ + (2.x)2.§ + (z.y)z.§

h 2.1\* h N2 h
Vpiré\mideE L2-§+(2.?) §+(Zg) §

44 4\ L>.h
Vpirémide = (1 + % + %) . 3

16 4\ L*.h
Vpirémide = (1 +%+%) . 3
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IR

(36+ 16+4) L*.h
36 "3

56.1%.h
Vpirémide = 108

Vp iramide

» Sedividirmos a piramide em quatro prismas:

Figura 47.

Por semelhanca entre triangulos conseguimos encontrar um valor para x,y e

z em funcao de L e h.

Lf2

Figura 48
3.h 2.h h
X 2 Y_ 4% _ %4
L™ pL pL h
2 2 2
,_3Lh ,_2Lh L _Lh
x.h=—2 y-h=—¢ z.h=—
3L 21 L
*=g Y=g =3

Vpirémide = prismal + Vprismaz + Vprisma3 + Vprisma4

2.1\* h h h h
Vpirémide = (7> Z + (Z.X)Z.Z + (2._’)1)2.1 + (Z.Z)Z.Z

_ L h 3.1\* h 2.1\* h N2 h
Vpirémide: LZ+(2?> Z+(2?> Z+<2§> Z
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4.9 4 4
Vpirémide = (1 +— 6_4- 64)
64+36+16+4\ L% h
Vpirémide = ( 64 .
120\ L%.h
Vpirémide = (H) T
120.1%.h

Vpirémide = T

» Se dividirmos a piramide em cinco prismas:

Figura 49.
Por semelhanca entre triangulos conseguimos encontrar um valor para x,y, z

e t em funcdo de L e h.

h/s h/s h/s  h/s  h/s

Figura 50.
#h o 3h o zho R
X_53Y_52_5t_5
L nht nhL Rl h
2 2 2 2
ALk p 3Lk p 2Lk gLk
X 10 Y=o “n =710 ~ 10
_ 4.L _ 3.L _ 2.L . L
*~ 70 =70 =70 ~ 10
Vplramlde =V prismal + Vprismaz + VprismaB + Vprisma4 + Vprismas

2.I\% h h h h h
Viramize = (T) FHEOLTH QY e+ QDN+ 0N
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ul| &
/N
N
—_
o|“
N————
N
ul| s

2
e = 0.1 (2 (zﬁ) LAY
piramide 5 1 5 10 5 10
4.1 4

0
4 4 I%h
Viramiae = ( + 100 100) 5
o (100+64+36+16+4) L*.h
piramide = 100 "5
Voia o0 = (@) L% h
piramide = \100/ * 5
220.12.h

Vpirémide = W

» Sedividirmos a piramide em n prismas:

A altura serd dividida em n partes iguais. A altura de cada prisma formado

; h
sera -.
n
Os lados dos quadrados que serdo formados como base de cada prisma

possui medidas iguais a.
L —1).L —-2).L L
(n—-1) (n—2)

2’ 2 T 2m %2

Assim, o volume da piramide é:

_ IN? h (n—1).L\" h (n—Z)L
Vﬂ%[(%) -z*(Z-T> -;+< )
hy

o[ (D) A (022 2,
n—o n n n

SIE

(&) 4

n—-oo

v = lim +(<"-1>) +(M) b (2) ]_Lz_ﬁ
n—oo n n n n

V = lim Lz.h.["z“"‘””?‘””“'*1].1

n n
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Observe que,comn=2: n’+m—-1)>2+m—-2)>+-+1=1+22+32+

4* + .+ n?
Assim,
_ 14+4494-+n?| 1
V = lim L% h. > —
n-oo n n
_ 1
V=1lmLh[l+4+9++n].—
n—oo n
1 n(n+1).2n+1
V =lim [*. h.—. (n+1.( )
n-co n 6
V = lim L2 hL (n?+n).(2n+1)
lim LZ.h.—. :
— i 2 3 2 2
V—rlll_r)rgoL.h.6.n3.(2.n +n°+2.n° +n)
V= lim 2. h 2.n3+3.n2+ n
et e Tend T end
V =L%hli (1+ 1+ 1)
S e \3 T o T e
V_Lz.h
K
Ap.h
V=—
3
c.q.d.
Observacao:

Considere uma piramide base quadrada de lado 1 e altura h igual a 3, usando
a aproximagéao:

Obtemos a seguinte tabela.

Valores atribuidos para n Volume encontrado para piramide
2 1,875000000000
3 1,555555555555
5 1,320000000000
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1,155000000000

20 1,076250000000
50 1,030200000000
100 1,015050000000
500 1,003002000000
1000 1,001500500000
10000 1,000150005000
100000 1,000015000050
1000000 1,000001500000
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Observe que o volume da piramide de base quadrada de lado 1 e altura 3 é

V= 1 e quanto mais prismas formamos nessa piramide mais proximo chegamos

deste valor.
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3. Alideia de limite aplicada a outros sélidos geométricos

Neste capitulo, utilizaremos cortes transversais nas figuras, como analisado
no capitulo anterior, em figuras espaciais mais conhecidas como a esfera, o cone e
a piramide. Em seguida, aplicaremos esta ideia em figuras formadas pela rotacao
sobre o eixo x de uma equacao, como a hipérbole, elipse e no fim generalizaremos

este procedimento para qualquer fungao.

3.1 Volume do sdlido obtido rotacionando uma hipérbole

Considere a hipérbole y? —x2? =1, isolando y e tomando a parte positiva

ficamos com f(x) =y =+V1+ x2. Para efeito deste calculo vamos considerar esta
funcdo,com dominio [-1,1]. Rotacionando o grafico desta funcdo em torno do eixo x

teremos um sélidoS parecido com um banquinho,( carretel de linha).

Alx) @ area de uma circunferéncia

[y

Figura 51.
Calculando o volume desse solido S, temos:

V= JbA(x)dx

a

V= Z.flA(x)dx
0
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1
V= 2.f . R%*dx
0
1 2
V=2J‘mch+x0ch
0
1
V= Z.f m. (1 + x?)dx
0

1
V= 2.7r.j (1 + x?®)dx
0

V=2 +x3 P
= 4Z.TT.| X 3 O

V=2 4
= .7'[.3
V_8.T[
B

Resolvendo a questéo por particbes apenas na parte positiva do eixo x, pois o

valor do volume do sélido serd 0 mesmo na parte negativa do eixo:

¢ Dividindo a figura em n planos perpendiculares ao eixo x, assim:



58

2
2 2 2
. 1 4 9
V = lim |x. 1+—2 —+ . 1+—2 —+7 1+—2 -+
n—-oo n n n n
2
2
+m 1+—2 -
n n

n—-oon

T 1 4 9 n?
V = lim —. 1+—2+1+—2+1+—2+"‘+1+—2
n n n n

om 1 4 9 n?
V=Ilm-.n+=+—=+—=++—
n-on nZ n2 n2 n2

1
V = lim n.[1+ﬁ.(1+4+9+~--+n2)]

n—-oo

1 nn(n+1).(2n+1)
nd’ 6

V= limn.[1+

n—-oo

V = lim .

n—oo

- 1 2.n343.n%+n
n3’ 6
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n—-o0o
_ 1 1
V=,1‘££‘o”-[”§+ﬁ+6.nz]
4
V:TI.'.§
4.1
V="

Como este volume encontrado esta relacionado somente ao semi — eixo
positivo de x, entdo, este resultado devera ser multiplicado por 2, assim o volume do

sélido S formado é:

8.

Ve = —
5T 3

Observacao:

Analisando esta hipérbole rotacionada sobre o eixo X, limitada de [-1, 1] e

atribuindo alguns valores para n e

Usando V=m. 1+l+i+ !
’ 3 2n 6.n?

Temos:
Valores para n 1 1 Vg =2V

2n 6.n?
2 0,2500000000 0,0416666667 10,2101761242
3 0,1666666667 0,0185185185 9,5411332442
5 0,1000000000 0,0066666667 9,0477868423
10 0,0500000000 0,0016666667 8,7022116504
20 0,0250000000 0,0004166667 8,5372780361

50

0,0100000000

0,0000666667

8,4408311417




100

0,0050000000

0,0000166667

8,4091010559

500

0,0010000000

0,0000006667

8,3838677837

1000

0,0005000000

0,0000001667

8,3807230494

10000

0,0000500000

0,0000000017

8,3778945793

100000

0,0000050000

0,0000000007

8,3776118256

1000000

0,0000005000

0,0000000000

8,3775835517
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» Volume exato da hipérbole da hipérbole limitada rotacionado sobre o eixo x:

8.

VS=3

» Usando o valor de m,teremos um volume aproximado com dez casas decimais

de:

V = 8,3775804096

Observe que quanto maior o valor atribuido para n, mais préximos de

1 1 . .
Zero_— e —se tornam e o volume se aproxima cada vez mais do volume

exato do sélido S.

3.2 Volume do sdlido obtido rotacionando uma elipse

2 2
Considere a elipse %+ > =1. Isolando y teremos: f(x) =y = %.\/9 —x2

com dominio [-2, 2]. Rotacionando o grafico desta funcdo em torno do eixo x

ficaremos com um solidoS parecido com um barril.
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Figura 52.

Calculando o volume dessa figura usando integral, temos:

V= fbA(x)dx

8.1 46
V= T?

368.
V=%

» Resolvendo a questéo por parti¢oes:

¢ Dividindo a figura em nplanos perpendiculares ao eixo x, e calculando
o volume V do sdlido gerado pela rotacdo apenas no eixo positivo,

temos:



xzzi - T‘=E 9—% - h:%
x3=E - r=2 9—% - h=2
n n n
xn:Z—n - T':E 9_4_1;2 SN h:E
n 3 n n
2 2
V li 9 4 + 2 16 + 2
= lim |m.| = -——=| —+n|lz. |9-—= ]| —+7n|= -—
n-oo n? 3 n? 3
2
+ 2 9 4.n2 2
.| —. - .
3 n? n

8.1 1
V=Ilm|—.|9n——=.(4+16+ 36+ -+ (2.1)?)
n-ow |9.n n?

8.
9.n3"

V = lim [8.7‘[—

n—-oo

(4+16 436+ + (z.n)Z)]

62
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Observe que:

4+16+36+ -+ (2.n)?

= Z:(Z.n)2 = 24.n2
n=0 n=0

= n=0

o, (n+ .2+ 1)
=4Zn —4.( 6 >

Assim:

8.n
4+16+36+-+(2.n)*= ot +

Com isso, retornando ao limite podemos afirmar que:

V= 1im |8 8.m 8.n3+12.n2+4.n
" abe T o3\ T 6 ' 6

_ 64.mt 96.m 32.m
V:ill?o[&”_ 54 _54.n_54.n2]
64.
V=[8.T[—W
432.m — 64.1
V= 54
368.1
V=5

Como este volume encontrado esta relacionado somente ao semi — eixo
positivo de x, entdo, este resultado devera ser multiplicado por 2, assim o volume da

figura formada é:

368.w
27




Observacao:

64

Analisando esta elipse rotacionada sobre o eixo x, limitada de [-2, 2] e

atribuindo alguns valores para n e usando,

Vn) = 8.n_64.n_96.7r_ 32.7r]
54 54.n 54.n?
Temos:
Valores paran 96.7 32.m 2V (n)
54.n 54.n2

2 2,7925268032 04654211339 36,3028484415
3 1,8616845355 0,2068538373 38,6816675701
5 1,1170107213 0,0744673814 40,4357881102
10 0,5585053606 0,0186168453 41,6644999036
20 0,2792526803 0,0046542113 42,2509305323
50 0,1117010721 0,0007446738 42,5938528237
100 0,0558505361 0,0001861684 42,7066709067
500 0,0111701072 0,0000074467 42,7963892077
1000 0,0055850536 0,0000018617 42,8075704850
10000 0,0005585054 0,0000000186 42,8176272676
100000 0,0000558505 0,0000000002 42,8186326141
1000000 0,0000055850 0,0000000000 42,8187331455

» Volume exato da elipse:

|4

_ 3687
27

» Usando o valor de ,teremos um volume aproximado com dez casas decimais

de:

V = 42,8187443156
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96.r 32.

Observe que quanto maior o valor atribuido para n, Eypll iy ficam mais

préximos de zero e o volume se aproxima cada vez mais do volume exato da do

sélido S (elipse rotacionada).

3.3 Volume do so6lido obtido rotacionando uma func¢éo qualquer

Vamos agora generalizar este resultado:

Considere uma fungéao f(x) limitada e positiva no intervalo [a, b].

Rotacionando o gréafico de f em torno do eixo x obtemos o seguinte sélido:

Cujo volume é calculado da seguinte forma.

f(x,) : raio da circunferéncia forma apds os cortes perpendiculares ao eixo X.
b— -
Ta : altura dos n cilindros formados.

b—a

V= 711_1)1;10 . [f (xn)]?.

b—a b—a - b—a

b
V= lim | (F G2+ (F))%——+ (F(a )2+ o+ (F ()

n
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b—a

A + FO))? + (FCea))? + -+ (F ()]

V = lim m.
n—-oo n

Exemplo: Voltando no capitulo 2 secéo 2.2.4e fazendo uso da generalizacéo,

~ R
observamos um cone formado pela rotacéo da reta y = X

Figura 53.

Considerando:a =0; b =hex; = i%

V=1l b—a [(R > (R ) R )2
=y -(z-xl) +(z-x2 +"'+<E'x"

Ve b—a /R\? v )
—nl_l;lgon. n .(E) .le

) b—a (R
V = lim m. (—)

n—oo n

T n(n+1).(2n+1)
—n_>oo .n3. . 6

m.R2h = nn+1).2n+1)
= lim

6 "n-oo n3
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4. Consideragdes Finais

Na época em que tive que decidir qual seria o tema de minha dissertacao, ja
sabia que estaria relacionado a geometria. Escolha esta por achar que é uma das
areas da matematica mais aplicavel no cotidiano das pessoas, mesmo sabendo que
€ uma barreira para a maioria delas.

Com a aplicabilidade e com a resisténcia dos alunos me dediquei junto ao
meu orientador a mostrar que na geometria, em particular na geometria espacial,
podemos trabalhar a apresentacdo das formulas de volumes de uma maneira
diferente e ndo s6 impostas aos alunos como é feito por muitos.

A apresentacdo das formulas de volumes por desenvolvimento de alguns
conteudos mesmo que nao sejam do conhecimento dos alunos, como foi feito neste
trabalho com uso de limite, mostra a estes que as formulas aplicadas ndo surgem ao
acaso e por isso criamos este trabalho para se tornar mais uma ferramenta para o
professor mostrar aos alunos uma geometria mais agradavel e motivante.

E é seguindo esta linha de raciocinio, de mostrar aos alunos a origem ou pelo
menos a ideia de como surgem algumas formulas principalmente em geometria
espacial, que este trabalho foi desenvolvido, a fim de solucionar ou minimizar um
problema que ha muito tempo vem dispersando trés pontos fundamentais da

Educacdo Matematica: Professor — interesse — aluno.
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