»
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Meétodos Numéricos para encontrar zeros de

funcoes: aplicacoes para o Ensino Médio

Anderson Yassuhiro Afuso

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao — Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional como requisito par-

cial para a obtencao do grau de Mestre

Orientadora

Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato

2014



111 Afuso, Anderson Y.
X111x Métodos Numeéricos para encontrar zeros de fungoes: aplicagoes
para o Ensino Médio/ Anderson Yassuhiro Afuso- Rio Claro: [s.n.],
2014.
63 f.: fig., tab.

Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Insti-
tuto de Geociéncias e Ciéncias Exatas.

Orientadora: Suzinei Aparecida Siqueira Marconato

1. Equagao Discreta. 2. Estabilidade. 3. Zeros de fungao. 4.
Métodos Numéricos. I. Titulo

Ficha Catalografica elaborada pela STATI - Biblioteca da UNESP
Campus de Rio Claro/SP




TERMO DE APROVACAO

Anderson Yassuhiro Afuso
METODOS NUMERICOS PARA ENCONTRAR ZEROS DE FUNCOES:
APLICACOES PARA O ENSINO MEDIO

Dissertagao APROVADA como requisito parcial para a obtencao do grau de
Mestre no Curso de Pos-Graduagao Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Uni-
versidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, pela seguinte banca

examinadora:

Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato

Orientadora

Profa. Dra. Maria Aparecida Bena
FFCLRP/USP - Ribeirao Preto/SP

Prof. Dr. Jamil Viana Pereira
IGCE/UNESP - Rio Claro/SP

Rio Claro, 25 de Agosto de 2014






A minha mae, a minha irma e aos amigos que nunca deixaram de estar presentes.






Agradecimentos

Agradeco a Professora Suzi, minha orientadora, pela compreensao e dedicacao du-
rante todo o trabalho. O trabalho e a carreira docente sao singulares e profissionais
como a Professora nos motivam a continuar e perceber que podemos ser melhores. Meu

profundo agradecimento, Suzi.

Agradego aos meus amigos Dénis, Fabiana, Mauro, Juliana e Henrique, companhei-

ros de Profmat, de sidbados de estudo e risada.

Agradego & Camila, que, no comeco, conviveu com as aulas do mestrado tanto

quanto eu.

Agradego aos colegas professores com quem trabalhei e trabalho junto. Na rotina

da sala de aula sempre ha o apoio e o suporte. Durante o mestrado nao foi diferente.

Agradeco a CAPES pelo apoio financeiro, ao Departamento de Matematica da
UNESP de Rio Claro pela apoio académico e a Sociedade Brasileira de Matematica
(SBM) por implementar o Profmat no Brasil.

Agradeco & minha familia. Em especial, minha irma e minha mae.

Mae e Necas, obrigado por estarem sempre ao meu lado.






"Ninguém ignora tudo. Ninguém sabe tudo. Todos nés sabemos alguma coisa. Todos
nés ignoramos alguma coisa. Por isso aprendemos sempre."”

Paulo Freire






Resumo

As fungoes estudadas no Ensino Médio se resumem as polinomiais de primeiro e
segundo grau, modulares, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas. Os problemas
de encontrar zeros de fungao sao recorrentes e auxiliam na construgao de graficos e em

suas analises.

Dessa forma, o presente trabalho tem o objetivo de apresentar trés métodos nu-
méricos (métodos da bissec¢ao, de Newton-Raphson e das secantes) para encontrar os

zeros de funcao.

Em especial, o método de Newton-Raphson é um exemplo de equacao discreta, cujo
ponto fixo seré o zero da funcao. A teoria das Equacoes Discretas sera abordada no
Capitulo 3.

No Capitulo 4, discutiremos o método gréafico que introduz os métodos numéricos.
Na sequéncia, nos Capitulos 5, 6 e 7, é que, de fato, abordaremos os trés métodos

numéricos.

Por fim, apresentamos uma proposta de atividade para o Ensino Médio. Para além
de encontrar os zeros de funcao, os métodos numéricos motivam o estudo inicial de
recorréncia, limites e derivadas. Além disso, as aplicagoes dos métodos em sala de
aula podem ser realizadas com o auxilio de softwares mateméticos que trabalhem com

planilhas e graficos.

Palavras-chave: Equacao Discreta, Estabilidade, Zeros de funcao, Métodos Numéri-

COS.






Abstract

The functions studied in high school are summarized in polynomials of first and
second degree, modular, exponential, logarithmic and trigonometric. The problems to
find zeros of functions are recurrent and assist in constructing the graphs and their

analysis.

Thus, this dissertation aims to present three numerical methods (methods of bisec-

tion, Newton-Raphson and secant) to find the zeros of function.

In particular, the Newton-Raphson method is an example of a discrete equation
which the fixed point will be the zero of function. The theory of discrete equations will

be discussed in Chapter 3.

Chapter 4 outlines the graphical method which introduces the numerical methods.
Following, in Chapter 5, 6 and 7, is that, in fact, we’ll discuss the three numerical
methods.

Finally, we present a proposed activity for high school. In addition to finding
the zeros of function, the numerical methods motivate the initial study of recurrence,
limits and derivatives. Furthermore, the applications of methods in the classroom can
be performed with the aid of mathematical software to work with spreadsheets and

charts.

Keywords: Discrete Equation, Stability, Zeros function, Numerical Methods.






Lista de Figuras

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

3.8

3.9
3.10
3.11

4.1
4.2
4.3
4.4

4.5

5.1

6.1

6.2

7.1

Torre de Handi (Ref[11]). . . . . . . . ... oo oo 30
Torre de Handi com n discos (Ref[11]). . . . ... ... ... ... ... 30
A(n — 1) movimentos (Ref[11]). . . . .. ... ... ... L. 30
Movimento do Maior Disco (Ref[11]). . . . . .. .. .. ... ... ... 31
A(n) movimentos (Ref[11]). . . . .. ... ..o oo 31
Pontos de equilibrio de A(n + 1) = A3(n) (Ref[7]). . . . . . . . ... .. 34
Solugoes de A(n+1) = (A(n) +4)A(n) +2 com A(0) = —1,01, A(0) =

—0,99 ¢ A(0) = —2,4 (Ref[10]). . . . o v oo 35
O ponto de equilibrio z* é estavel. Se A(0) esta na faixa (z* — 6, 2* 4 9),

entdo A(n) estd na faixa (z* — e, 2" +¢), ¥n > 0 (Ref[7]). . .. .. .. 36
Exemplo de ponto de equilibrio instavel (Ref[7]). . . . . . ... ... .. 37
O ponto de equilibrio z* ¢ assintoticamente estavel (Ref[7]). . . . . .. 38

O ponto de equilibrio z* é globalmente assintoticamente estavel (Ref[7]). 38

Graficamente, £ é o valor onde o gréfico de f intersecta o eixo x (Ref]9]). 41

Grafico de f feito em um software grafico (Ref[9]). . . . . .. .. .. .. 43
Gréaficos de h e g indicando suas intersecgoes (Ref[9]). . . . . . . . . .. 43
Graficos que mostram que se f(a) e f(b) possuem sinais contrarios, entao

existe £ em [a, b] tal que f(§) =0 (Ref[9]). . . . . . . . ... ... ... 44
Grafico de f indicando intervalos que possuem isoladamente os zeros de

fFRefl9]). . . o 45
Método da bisseccao graficamente (Ref[9]). . . . . . .. ... ... ... 47
Método de Newton-Raphson graficamente (Ref[9]). . . . ... ... .. 53
Item (a): grafico de f. Ttem (b): grafico de g(z) = 23 e h(z) = z + 4

(Ref[1]). . . . o 54

Método das Secantes graficamente (Ref[9]). . . . . . .. ... ... ... 58






Lista de Tabelas

3.1 TIteragoes de A(n+1) = (A(n) +4)A(n) + 2






Sumario

Introducao
O Problema de Encontrar Zeros de Funcgoes

Equacoes Discretas ou Equacoes de Diferencas

3.1 Equacao Linear de Primeira Ordem . . . . . .. . ... ... ... ...
3.1.1 Pontos de Equilibrio . . . . ... ...
3.1.2 Estabilidade . . . . . .. ... oo

3.1.3 Critérios de estabilidade assintética para pontos de equilibrio . .

Zeros de Funcao

4.1 Método grafico para determinar zeros de uma funcao . . .. ... . ..
4.2 Localizagao de Intervalos que Contém um Zero de uma Funcao . . . . .
4.3 Método da Troca de Sinais . . . . . . . . .. .. ... L.

Método da Bisseccao

5.1 Estimativa para o nimero de Iteragoes . . . . . . . . .. ... ... ..
5.2 Algoritmo do Método da Bisseccao . . . . . . . ... ... ... ...

Método de Newton-Raphson

6.1 O Método . . . . . . . .

Meétodo das Secantes

Propostas de Atividades para o Ensino Médio

8.1 Exercicios - Método da Bisseccao . . . . . . .. .. ...
8.2 Exercicios - Método de Newton-Raphson . . . . . . .. ... ... ...

8.3 Exercicios - Método das Secantes . . . . . . . . . . .. ... ...

Referéncias

19

21

23
26
33
36
37

41
42
43
44

47
48
48

51
51

57

59
61
61
62

63






1 Introducao

Aplicagoes para os assuntos tratados em matemética nos ensino fundamental e mé-

dio podem facilitar o modo de explicar e abordar esses proprios assuntos.

Perguntas "Onde eu uso?"ou "Para que serve?'"recorrentemente aparecem em sala
de aula e justificam a utilizacao de tais aplicagoes. Questionamentos sobre exem-
plos cotidianos ou, pelo menos da vida real, onde sao utilizados equagoes, matrizes,

ou numeros complexos fazem parte da vida profissional de um professor de matemética.

A presente dissertacao nao tem a pretensao de encontrar motivos para estudar ma-
tematica no ensino basico ou formas de encontrar razoes para tal; o objetivo é abordar
um tema tratado no Ensino Médio e dele montar uma atividade para a sala de aula.
Naturalmente, a atividade para a aula se fundamenta em aspectos que fogem da lin-

guagem matematica do ensino bésico.

E importante retomar a ideia do Mestrado Profissional. Conforme PORTARIA
NORMATIVA N- 17, DE 28 DE DEZEMBRO DE 2009 , do Ministério da Educa-
¢ao, que dispoe sobre o mestrado profissional no ambito da Fundagao Coordenacao de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - CAPES, em seu "Art. 30: O mestrado
profissional é definido como modalidade de formacao pés-graduada stricto sensu que

possibilita:

I - a capacitacao de pessoal para a prética profissional avancada e transformadora
de procedimentos e processos aplicados, por meio da incorporagao do método cientifico,

habilitando o profissional para atuar em atividades técnico-cientificas e de inovacao;"

Sendo assim, a apresentacao do tema escolhido vai além dos estudos do Ensino
Médio, a qual se destina a atividade proposta. Nesse sentido, seguimos a orientacao
e a proposta do Programa Nacional PROFMAT o qual foi criado e estabeleu em sua

chamada & Adesao de Institui¢oes de Ensino Superior o seguinte objetivo:

"Promover a formacgao continuada de professores das redes piblicas de educacao."

19



20 Introdugao

O tema escolhido e relacionado ao ensino de matemética no Ensino Médio é Fungdes.

De todos os desdobramentos que o tema produz, destacaremos os métodos para

encontrar os zeros de fungoes.

Dos métodos, abordaremos o Método de Newton-Raphson, o Método das Secantes

e o Método da Bissecgao.

Em especial, o Método de Newton-Raphson sera apresentado como um exemplo
de Equagoes de Diferencgas ou Equacgoes Discretas. Tais equagoes e seus fundamentos

foram estudados como parte da dissertacao.



2 O Problema de Encontrar Zeros de

Funcoes

O estudo da Algebra no Ensino Fundamental, mais precisamente nos ciclos 3 e 4,
de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) deve explorar situagoes-
problema afim de que o aluno reconheca suas diferentes fungoes: generalizacao de
padroes aritméticos; estabelecimento de relagao entre duas grandezas; modelar e resol-

ver problemas aritmeticamente dificeis.

Além dessas fungoes, destacamos outras duas propostas do proprio PCN: a repre-
sentagao de problemas por meio de equagoes e inequagoes (diferenciando parametros,

variaveis e incognitas); e a compreensao das resolugoes de uma equagao.

Esses aspectos dados ao ensino algébrico iniciam a exploracao e a nogao de fungao
ja& no Ensino Fundamental, como proposto pelo PCN. E serd no Ensino Médio que a

abordagem do assunto seré tratada em sua amplitude conceitual e formal.

A partir desses fatores que estruturam o ensino de Fungoes, serao destacados na

presente dissertagao, métodos numéricos para se encontrar zeros de fungao.

Quando a func¢ao é polinomial de primeiro grau, o problema de encontrar zeros
dessa fungao se reduz a encontrar as raizes da equagao f(z) = ax +b = 0, a # 0.
Tradicionalmente, nesses casos, os estudantes aprendem a manipular algebricamente a

equagao, utilizando o algoritmo de isolar a incognita.

Jé& para as fungoes polinomiais de segundo grau, um dos métodos é a utilizagao da
chamada "Férmula de Bhaskara". Se f: R — R ¢ tal que f(z) = az® + bz + ¢, com
a # 0, entao os zeros da fun¢ao serao:

b= Vb? — 4dac

2a

X

desde que b* — 4ac > 0.

21
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O Problema de Encontrar Zeros de Fungoes

Estendendo o problema para outras funcoes nao lineares, a tarefa de se encontrar

os zeros dessas fungoes se torna mais complexa.

Nesse sentido, os métodos numéricos oferecem recursos com os quais podemos nos

aproximar da solugao desejada.

Os métodos estudados serao:

e Método de Newton-Raphson;
e Método das Secantes;

e Método da Bisseccao.

Porém, antes de abordar os métodos, apresentaremos o conceito de EQUACOES
DISCRETAS sendo o Método de Newton-Raphson um exemplo de equagao de primeira

ordem nao-linear.

Além dos métodos numéricos elencados acima, faremos uma proposta de atividade
que visa, nao somente a resolucao inerente ao problema, mas a compreensao tanto do

processo algébrico quanto do aspecto geométrico dos métodos.



3 Equacoes Discretas ou Equacoes de

Diferencas

Para o desenvolvimento da parte tebrica desse capitulo, utilizaremos basicamente

as referéncias (6], [7] e [10].

O crescimento de uma populagao, ou o investimento de um certo capital sao exem-
plos de situagoes que variam de acordo com uma grandeza discreta. Em ambos os
casos podemos criar um modelo transformando-os em relagoes matematicas e assim
encontrar solugoes que resolvam a situagao motivadora do estudo. Porém, essa simples
tarefa possui dois detalhes relevantes. O primeiro é que as relacoes matematicas nao
sao propriamente as solugoes. O segundo é que a solucao precisa fazer sentido para o

problema em questao, nao garantindo assim uma resposta ao caso.

Um exemplo simples de como isso ocorre é considerar um quadrado de area 25 para
encontrar seu lado. Matematicamente, podemos escrever z? = 25, onde x ¢ o lado
do quadrado. Tal relagdo nao significa a solu¢ao em si do problema. E analisando a

solucao da equagao x = —5 ou = = 5, temos que x = —5 nao faz sentido para o caso.

Considerando um exemplo sobre o investimento de um certo capital, considere a

seguinte situacao:

Exemplo 3.1. Uma pessoa investe um capital de R$1000,00 em 12 de Janeiro de 2010

e o banco onde se investiu o dinheiro paga 10% anualmente sobre o valor investido.

Logo, em 12 de Janeiro de 2011, essa pessoa tera em sua conta um valor de R$1100,00
(R$1000,00 iniciais mais 10% desses R$1000,00 como juros). Porém, em 12 de Janeiro
de 2012, a mesma pessoa nao terd em sua conta R$1200,00 e sim R$1210,00! Este
ultimo valor resulta no montante acumulado apos 1 ano, R$1100,00, mais 10% desses
R$1100,00. Ou seja, R$1100,00 + R$110,00.

23
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Equacoes Discretas ou Equacgoes de Diferencgas

Assim, podemos prever a quantia que essa pessoa terd em 12 de Janeiro de qualquer
ano futuro. Logicamente que as taxas podem mudar, ou o banco declarar faléncia, mas

estamos trabalhando com um caso sem variagaes de taxas.

Transformando a situagao acima numa relacdo matemaética, vamos definir que 12
de Janeiro de 2010 seja o tempo 0; 12 de Janeiro de 2011 o tempo 1; 12 de Janeiro de

2012 o tempo 2 e assim por diante.

Se quisermos saber a quantia em 12 de Janeiro de 2028, entao queremos saber o

valor acumulado no tempo 18.

Perceba que estamos fixando uma data-base de 12 de Janeiro e, portanto, nao leva-

mos em consideragao outras datas para o retorno do dinheiro investido.

Se considerarmos A(0) como o valor da conta no tempo 0, ou seja, o valor aplicado

inicialmente, A(0) = 1000, dai temos que

A(1)
A(2)

A(0) + (0,1)A(0) = 1000 + 0, 1 - 1000 = 1100

A(1) + (0,1)A(1) = 1100 + 0,1 - 1100 = 1210.

Estendendo a ideia chegamos que em 12 de Janeiro de 2028, teremos:

A(18) = A(17) + (0, 1) A(17).

Logo, podemos afirmar que a quantia acumulada em 12 de Janeiro de um ano ¢é o

acumulado do ano anterior mais a taxa de juros vezes o acumulado do ano anterior.
Matematicamente, na nossa situacao inicial, temos:

An+1)=A(n)+(0,1)- A(n),n=0,1,2,3,...

As equacgoes que descrevem relagoes entre valores de acordo com variaveis da forma

discreta, como o tempo, sido chamadas de EQUACOES DISCRETAS.

Exemplo 3.2. A populagao de uma cidade no tempo (n + 1) depende de suas taxas
de natalidade e de mortalidade. Logo, o tamanho da populac¢do no instante (n + 1),
que denotaremos por A(n+ 1) depende do tamanho da populagao no tempo n, ou seja,
de A(n). Resumindo, A(n + 1) é uma fungao de A(n). Ou seja,

An+1) = f(An)). (3.1)
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Assim, dado um valor inicial A(0) = Ay, da Equagao (3.1) é possivel gerar a seguinte
sequéncia

Ao, F(Ao), F(F(A)). F(F(F(A0))), -

E, por conveniéncia, sera adotada a notagao

F2(A0) = F(F(AD)), F3(Ao) = F(F(f (o)), -

f(Ap) sera chamado de primeira iterada de Ay sobre f; f*(Ag) a sequnda iterada

de Ap sobre f; e, consequentemente, f"(Ag) seré a n-ésima iterada de Aqy sobre f.

Esse processo iterativo é um exemplo de sistema dinamico discreto. Tomando
xz(n) = f"(Ap), temos

w(n+1) = f*(Ay) = f[f"(A0)] = f(a(n)).

Ou seja, da Equagao (3.1), chegamos & equivaléncia entre os conceitos de equagoes

discretas e sistema dinamico discreto.

Outra consequéncia da equagao (3.1) é que se tomarmos f(z) = g(z) + z, entdo

temos que

f(A(n)) = g(A(n)) + A(n). (3.2)

E assim, substituindo a equagao (3.2) na equagao (3.1) temos

An+1) — A(n) = g(A(n)). (3.3)

Observe que os termos do lado esquerdo referem-se a uma diferenca e, portanto, a

relagdo dada pela equagao (3.3) também é chamada de Equagao de Diferengas.

A funcéo f da Equagao (3.1) nao depende explicitamente da variavel discreta. Neste
caso, a equacao ¢ dita AUTONOMA.

Um exemplo de processo discreto autonomo é a sequéncia de nimeros naturais. No
caso, um termo € o seu anterior mais um, sendo o termo inicial igual a 1. Matemate-

maticamente, podemos escrever
Aln+1)=A(n) + L.

Assim como a sequéncia de niimeros pares que é seu anterior mais 2, sendo o termo
inicial igual a 2. Ou seja,
An+1) = A(n) + 2.
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Porém, caso A(n + 1) dependa, além de A(n), de n também, entdo a equagao sera
dita NAO-AUTONOMA. Ou seja, quando

A(n +1) = g(n, A(n)). (3.4)

Alguns exemplos de equacoes discretas nao-auténomas sao:
A(n+1) =nA(n)

A(n+1) =1,1A(n) + 1000n?
A(n+1) = A*(n) +2n + 1.

Generalizando, podemos dizer que uma equacgao discreta nao-auténoma é da forma

An+1)= f(A(n)) +g(n),n =ng,no + 1, ....

3.1 Equacao Linear de Primeira Ordem

Nesta segao serdo estudados casos especiais das Equagoes (3.1) e (3.4).

Definicao 3.1. Uma equagao discreta de primeira ordem € linear se puder ser escrita

da forma

An+1)=a(n)A(n) +b(n), A =A4, 0<ny<n (3.5)
com a(n) e b(n) fungoes de valores reais definidas para 0 < ng < n.

A equagao (3.5) é chamada de homogénea se b(n) = 0, para todo n. Caso b(n) # 0,

para todo n, entao é chamada de nao homogénea.

Exemplo 3.3. A equagao A(n+ 1) = 5A(n) é linear e homogénea,
A(n+1)=(2n+1)A(n) + n é linear e ndo homogénea e
A(n + 1) = A3(n) é nao linear.

Para a equagao discreta de primeira ordem linear e homogénea do tipo

An+1)=a(n)A(n), A0)=A4;, n>0 (3.6)
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tem-se que

A(n) =a(n —1)a(n —2)...a(0)A. (3.7)

Para demonstrar a validade de (3.7), vamos utilizar o Principio da Indugao Finita.

Para n = 1 a expressao ¢ véalida e consideremos nossa hipotese indutiva vélida para

n = k. Assim, para n = k + 1, temos
Ak +1) = a(k)A(k).
Como A(k) = a(k — 1)a(k —2)...a(0)Ay, pois é nossa hipotese indutiva, temos
Ak +1) = a(k)A(k) = a(k)a(k — 1)a(k —2)...a(0)A.

Assim, (3.7) vale para todo n € N e é a solucao de (3.6). Além disso, (3.7) pode

ser escrita como
n—1

A(n) = Ha(z’)Ao, onde A(0) = Ay.

=0
Caso A(ng) = Ao, entao

i=ng

Para a equacao discreta de primeira ordem linear e nao homogénea do tipo

An+1) =a(n)A(n) +b(n), A0)=A,, n>0 (3.8)

tem-se que
A(1) = a(0)A(0) +b(0) = a(0)Ao + b(0),

A2) = a(1)A(1) + b(1) = a(1)a(0)Ag + a(1)a(0) + b(1),
A(3) = a(2)A(2) + b(2) = a(2)a(1)a(0) Ay + a(2)a(1)b(0) + a(2)b(1) + b(2),

A(n) = [1:[ a(i)| Ao+ Z_: 1:[ a(i)] b(r). (3.9)
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Assim como foi utilizado para a equacao homogénea, demonstraremos a validade

de (3.9) por indugao.

A expressao (3.9) ¢ valida para n = 1. Vamos admitir nossa hipotese indutiva

verdadeira para n = k, ou seja,

A(k) = [Ha(i) A0+i 'H a(i)] b(r).

Adotando Hf:kﬂ a(i) = 1, vejamos o que acontece para n = k + 1.
Ak +1) = a(k)A(k) + b(k).

Substituindo a hipétese indutiva, temos

Ak +1) = a(k){[Ha(i) Ao+i 11 a(i)] b(r)}+b(k;)

= a(k) [H a(i)| Ao+ i a(k) H a(i)| b(r) + b(k)

a(i)| b(r) + b(k)

a(i)| b(r) — b(k) + b(k)

= [Jae@®A+> | I] a®] o).

=0 r=0 Li=

Portanto, (3.9) vale para todo n € N e ¢ a solucao de (3.8).

A solugao (3.9) pode ser caracterizada de outra forma. Ao considerarmos

temos
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Portanto, (3.9) possui a forma

n—1 a(n) n—1
A(n) = a(n)Ag + ; l 0t 1)] b(k), com a(n)= kli[ﬂa(k)
Ou
A(n) = a(n)Ap + a(n) a(z(—f—)l)’ com a(n) = H a(k). (3.10)
k=0 k=0

Em particular, da Equacao (3.8), se a(n) e b(n) forem constantes, ou seja, a(n) = a
e b(n) = b, temos que

a(n) = 1:[ a(k) = 1:[ a=a" (3.11)
— bk)  b0)  b(1) b(n —1)
Zoak+1) e Ta@ T al)
b b b
S atet s
= bl-+ % +- a—i)

L . (3.12)

Assim, substituindo (3.11) e (3.12) em (3.10), temos que a solu¢do para este caso

particular fica

b a"—1
A = a"A e—
(n) a"Ag+a i
a®—1
= a"Ay+b- T bara a # 1. (3.13)
a[—

Exemplo 3.4 (Torre de Hanoéi). Este é um jogo criado em 1883, pelo matemético
francés Edourd Lucas. O jogo é composto por trés bastoes em posicao vertical, fixa-
dos a uma base com n discos de didmetros decrescentes, perfurados ao centro que se

encaixam nos bastoes.

A ideia do jogo é transferir os discos que formam a torre para um dos dois bas-
toes vazios, utilizando o menor niimero de movimentos possiveis e usando as seguintes

regras:
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- Um tnico disco deve ser movimentado por vez;
- Nenhum disco maior deve ser colocado sobre um disco menor;

- Nao é permitido movimentar os discos que estejam abaixo de outro disco.

=N

— | J

Figura 3.1: Torre de Hanoi (Ref[11]).

Seja A(n) o nimero de movimentos necessarios para mover n discos de um bastao

R |
==

Figura 3.2: Torre de Hanoi com n discos (Ref[11]).

para outro.

Para comecar, podemos passar os n — 1 discos de cima para um bastao vazio.

vdrios movimentos

oy ) ﬂ

TE discos

Figura 3.3: A(n — 1) movimentos (Ref[11]).

Depois, transferimos o disco maior para o outro bastao vazio.

Em seguida, passamos os n — 1 discos tomados inicialmente e os transferimos sobre

o disco maior.
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Figura 3.4: Movimento do Maior Disco (Ref[11]).

vérios movimentos

| A %
U E::—_:_::l_j:__:_:_{i

Figura 3.5: A(n) movimentos (Ref[11]).

Resumindo, para mudar os n discos de bastao precisamos, primeiramente, transferir
os primeiros n — 1 discos para um bastao vazio, utilizando A(n — 1) movimentos, mais
1 movimento para mudar o maior disco para o outro bastao. Ou seja, o nimero de

movimentos da primeira etapa é
An—1)+ 1.

Em seguida, transferimos os n — 1 discos, com outros A(n — 1) movimentos, sobre o

disco maior e assim, terminamos o jogo para os n discos. Assim, temos que

An)=An—-1)+1+A(n—1).

A(n) = 2A(n — 1) + 1. (3.14)

A Equagao (3.14) representa uma equagao nao homogénea com coeficientes cons-

tantes. Logo, de (3.13) temos que a solugao do Exemplo é dada por

A(n) =2" —1.

Exemplo 3.5. Um outro exemplo de equagao discreta linear e semelhante a primeira
situagao ¢ quando tomamos um empréstimo e pagamos uma certa quantia por meés,

saldando parte da divida.
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Suponha que emprestamos uma quantia A(0) de reais de um amigo a taxa de juros

de 1% ao més e que pagamos todo més uma quantia de R$20,00.
Assim, temos que a equacao discreta que relaciona matematicamente o problema é

A(n+1)=1,01-A(n) — 20.

Utilizando 3.12 temos que a solucao geral é da forma

A(n) = 1,01" - A(0) — 2000 - (1,01" — 1).

Se o empréstimo for de 1000, ou seja, A(0) = 1000, entao

A(1) =990
A(2) = 979,90.
Caso continuemos a montar a sequéncia, observamos que os valores de A(n) dimi-
nuem a medida que n aumenta. Assim, podemos afirmar que a divida um dia acabara.

Porém, se o empréstimo for de 3000, ou seja A(0) = 3000, entao

A(1) = 3010
A(2) = 3020, 10.

E nesse caso, continuando a sequéncia, os valores de A(n) tendem a aumentar para

cada valor de n. Ou seja, a divida s6 cresceré e nunca sera quitada.

O problema é que nos restringimos o pagamento a R$20,00 por meés, logo existe
um limite de empréstimo que podemos devolver sem a divida crescer infinitamente ao
longo do tempo.

No caso, o limite de empréstimo é de 2000 reais.

Veja que, se A(0) = 2000, entao

A(1) = 2000

A(2) = 2000

A(k) = 2000, Vk € N.
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As solugbes constantes das equagoes discretas sao de extrema importancia, pois
esses valores, eventualmente, nos sugerem o que acontecerd com nosso sistema. Essas

solugoes sao oriundas de pontos fizos da fungao presente na equacao discreta.

No proximo item, vamos definir ponto de equilibrio de (3.1) que da origem a solugoes

constantes, as quais podem atrair ou repelir as demais; dai a sua importancia.

3.1.1 Pontos de Equilibrio

Definigao 3.2. Um ponto x* é chamado de ponto de equilibrio de (3.1) se é um ponto

fizxo de f, ou seja, se f(x*) = x*.

Se a condi¢do inicial de (3.1) for A(0) = z*, entdo temos uma solugao constante da
equagao discreta, pois A(1) = f(A(0)) = f(a*) = 2%, A(2) = f(A(1)) = f(z*) = 2%, ¢

assim por diante.

Graficamente, um ponto de equilibrio é a abscissa do ponto onde o grafico de f

intersecta a reta y = .

Exemplo 3.6. A equagao A(n + 1) = A3(n) admite trés pontos de equilibrio: —1, 0 e

1. Neste caso, f(A(n)) = A3(n). Sendo x* um ponto de equilibrio, entao, temos que

sendo as solugoes iguais a —1, 0 e 1.

Neste caso, se A(0) = —1, temos uma sequéncia constante, pois A(1) = A3(0) = —1,
A(2) = A3(1) = —1 e assim por diante. O mesmo ocorre se A(0) = 0 ou A(0) = 1;

teremos trés solugoes constantes para a equagao dada.

Exemplo 3.7. A equagao A(n + 1) = A%*(n) — A(n) + 1 admite apenas um ponto
de equilibrio: 1. Neste caso, f(A(n)) = A%(n) — A(n) + 1. Sendo z* um ponto de
equilibrio, entao, temos que

() - 20" +1=0

cuja Unica solugao é 1.
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X
|||

y

=0 x=1

Figura 3.6: Pontos de equilibrio de A(n + 1) = A3(n) (Ref[7]).

Exemplo 3.8. A equagao discreta definida por (3.8), com a(n) e b(n) constantes, ou
seja, com a(n) = a e b(n) = b, possui um ponto de equilibrio z* da forma
b

Tt = se a#1
l1—a

pois,
b

r=ar"+ bt = .
1—a

Se a = 1, entao a equacao nao possui ponto de equilibrio.

Voltando ao exemplo 3.5, o ponto z* de equilibrio é da forma

20
v 1,01 -1 000

Exemplo 3.9. Consideremos a seguinte equacao discreta nao-linear

A(n +1) = (A(n) + 4)A(n) + 2 (3.15)

e vamos encontrar seus pontos de equilibrio. Neste caso, f(A(n)) = (A(n)+4)A(n)+2.
Seja 2* o ponto de equilibrio a ser determinado. Substituindo z* no lugar de A(n) e
A(n+1) em (3.7), temos

t = (2" +4)z" + 2.

Ou seja,
0= (z"+2)(z"+1).

Portanto, os pontos de equilibrio sao z* = -2 e z* = —1.
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Tabela 3.1: Iteragoes de A(n + 1) = (A(n) +4)A(n) + 2.

A primeira linha da Tabela 3.1 apresenta trés diferentes condic¢oes iniciais: -1,01,

20,99 e -2,4.

1,01
~1,0199
-1,039404
-1,077255
11,148541
_1,275018
-1,474401
_1,723746
-1,923684
~1,994176
~1,999966
2

0,99
-0,9798999
-0,9593959
-0,9171431
-0,827421
-0,6250584
-0,1095357
1,573855
10,77244
161,1353
26611,12
708257900

24
1,84
1,974
-1,999345

E para cada condigao inicial, ¢ dada a sequéncia dos valores de A(1), A(2),---, A(11).

Nos casos em que consta A(n)

estarem muito proximos a -2.

= —2, na verdade, os niimeros foram arredondados por

Figura 3.7: Solugoes de A(n+1) = (A(n)+4)A(n)+2 com A(0) =

e A(0) = —2,4 (Ref[10]).

Da Figura 3.7, quando A(0) estd proximo de —1, ou seja, assumindo os valores
A(0) = —1,01, ou A(0) = —0,99, entdao A(1) se afasta de —1 e A(2) se afasta ainda

mais de —1. Porém, quando A(0) estd proximo de —2, assumindo, por exemplo, os

1,01, A(0)
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valores A(0) = —1,01, ou A(0) = —2,4, entdao A(1) se aproxima de —2. De fato, se

A(0) esta proximo a —2, entao,

lim A(k) = —2.
k—00
Neste exemplo, o ponto de equilibrio —1 é chamado de instavel e o ponto —2 é

chamado de estavel, de acordo com seus comportamentos quando sao tomadas certas

condicoes iniciais.

Para a condigao inicial A(0) = —0,99, A(k) tende ao infinito quando k tende ao

infinito. O problema é que —0, 99 nao esta "perto o suficiente"de —2.

Com essa ideia inicial, na proxima secao introduziremos as defini¢coes de estabili-
dade.

3.1.2 Estabilidade

Definigcao 3.3. Um ponto de equilibrio x* de (3.1) é chamado de estdvel se dado
e > 0, existe 6 > 0 tal que |A(0) —z*| < 0 implica |f"(A(0)) —z*| < € para todo n > 0.

Se x* nao € estdvel, entao ele € chamado de instdvel.

A(n)
A

Fav, \va

*

X*- 9

5§ 5§ 5 5§ § 5 § N
0 1t 2 3 45 6 7 8 9 10 n

Figura 3.8: O ponto de equilibrio z* é estavel. Se A(0) esta na faixa (z* — d,2* + 9),
entdo A(n) estd na faixa (z* — €, 2" +¢), ¥n > 0 (Ref]7]).

Se existe um ponto A(0), independente de sua proximidade de x*, cuja solucao

escapa da vizinhanca de raio ¢, para algum n € N, entao o ponto z* é instavel.
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A(n)

X"+

A
X"+8 /\ / \
O N AR

X*- 8

[

Om
-
n
W m
Sl ]
O m
[N ]
Nm
@
©
-
o

Figura 3.9: Exemplo de ponto de equilibrio instavel (Ref|7]).

Definigao 3.4. Um ponto de equilibrio x* de (3.1) é dito de atragdo se existe umn > 0
tal que

*

|A(0) —2*| < p = lim A(n) ="
n—oo

Se essa implicagao for valida para todo n € R*, entdo z* é chamado de atrator
global.

Definigao 3.5. Um ponto de equilibrio x* de (3.1) € assintoticamente estdvel se é
estdvel e de atragao. Neste caso, conforme o tempo passa, a sequéncia de pontos A(n)
que parte de A(0) se aprozima cada vez mais do ponto de equilibrio xz*. Se a implica¢do
da defini¢ao 3.4 for vdlida para todo "'y € RT" entao x* é chamado de globalmente

assintoticamente estdvel.

3.1.3 Critérios de estabilidade assintética para pontos de equi-

librio

Nessa segao, cuja referéncia |7] é utilizada, estudaremos um critério para analisar

a estabilidade assintotica para pontos de equilibrio, no caso em que f é uma funcao real.

Teorema 3.1. Seja x* um ponto de equilibrio da equacao de diferencas

Tp4+1 = f(xn)v

em que f ¢ continuamente diferencidvel em x*. Se |f (z*)| < 1, entdo x* ¢ assintoti-

camente estdvel.
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X(n)

X'+n

. \‘"s—k._,_.\._.
X(O) /—f’_‘—.—_‘—d

X

4—1 1 1 13838 8 1 5
1t 283 45678 9 10 n

Figura 3.10: O ponto de equilibrio z* é assintoticamente estavel (Ref[7]).

x(n)

x,(0)

Figura 3.11: O ponto de equilibrio z* é globalmente assintoticamente estével (Ref]7]).

Demonstrag¢ao. Vamos dividir a demonstracao em duas partes. Primeiro, provar

que z* é de atracao e depois que z* é estéavel.

Considere M uma constante tal que |f'(z*)] < M < 1. Entdo existe um intervalo
J = (z* —v,2* +7) tal que |f (z)] < M < 1 para todo z € J. Caso contrario, para
cada intervalo aberto I,, = (z* — %, x* + %), n € N, existiria um ponto z,, € I,, tal que

/ . . r, .
|f (z,)| > M. No que n — oo implica x,, — z* e, como f é continua em z*, segue que

lim f'(2,) = f ().

n—o0

Mas,
M < lim |f/(xn)|

n—oo

|f (=] < M.
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Uma contradicao que prova nossa afirmagao sobre a existéncia e propriedade do

intervalo J.

Considere xg € J. Pelo Teorema do Valor Médio, existe o entre xg e x* tal que

|f(zo) = f(a*)| = |f ()|xo — 2.

Como o € J entdo |f ()] < M. Assim,

| (z0) = f&")| < Mlao — 7],

e, portanto,
|z1 — 2*| = | f(x0) — f(2")] < M|zo — x¥|. (3.16)

Como M < 1, a inequacao 3.16 mostra que x; estd mais perto de x* do que de x,
consequentemente, 1 € J.

Dessa particularidade do conjunto J, provemos, por inducao, a validade de

|z, — 2| < M™|xo — x¥|,n € N. (3.17)

Para cada inteiro positivo n, denotemos por P, a desigualdade 3.17 com z, € J.
Por 3.16, P, é verdadeira. Suponhamos P, verdadeira, e provemos a validade de P,,1,
isto é

|Tni1 — 2% < Mo — 2¥). (3.18)

De fato,
o1 — ¥ = | fzn) — f(27)]. (3.19)

Como z,, € J, existe § entre z,, e * tal que
() = F@)] = 1f (B)]en — 27,
Desse modo,
|Tpi1 — ¥ = | f(x,) — f(2)| = |f/(ﬁ)||xn — o' < M.|x, —x%| < M.M"|xy — ¥,

e, portanto,

|Tpy1 — 2| < M"Yy — 27|,

com T,y € J.
Logo, P, 1 é verdadeira e 3.17 estd demonstrada e z* é de atracao.

Para provar a estabilidade de x*, dado € > 0, tome § = ¢ > 0. Assim, sempre que

|zg — x*| < &, como M < 1,
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|z, — a*| < M"|xg — 2*| < |zg — z*| < €, para todo n > 0.
Portanto, x* é estavel. Além disso,
0< |z, —a"| < M"|zg — 2,
pelo Teorema do Confronto:

lim |z, — 2| =0= lim z, = z".
n—oo n—oo

Assim, concluimos que x* é assintoticamente estéavel.

Este resultado sera usado para validarmos o Método de Newton-Raphson. Este
método fornece uma sequéncia (x,) que converge para x*, que serd o zero de uma

funcao f.



4 Zeros de Funcao

Nossa proposta a ser desenvolvida no Ensino Médio é o cédlculo de zeros de uma
funcao, explorando os Métodos da Bissecgao, das Secantes e de Newton-Raphson. Para
tanto, nos capitulos 4, 5 e 6 apresentamos a teoria necessaria, contidas nas referéncias
[8] e [9].

Dada uma funcao f continua e definida em um intervalo [a, b], o zero dessa fungao,

caso exista, ¢ o valor &, tal que f(£) = 0.

f(x) f()(}I

(@ (b)

&

e

3

f(x)

AN & X

(@]

Figura 4.1: Graficamente, £ é o valor onde o grafico de f intersecta o eixo = (Ref]9]).

Para aplicar um método numérico e determinar um zero de uma funcao podemos

seguir os seguintes critérios:
1. Saber se é possivel determinar quantos zeros existem no dominio de f.

2. Determinar intervalos que contenham um tnico zero.

41
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3. Aplicar um método numérico. Cada resultado seré refinado até que um valor

aproximado T possa ser utilizado como um zero de f.

Desta forma, vejamos algumas ferramentas que serao tteis nesse processo.

4.1 Meétodo grafico para determinar zeros de uma

funcao

Dada uma fungao f, temos 3 opgoes para encontrar os zeros de f:

1. Esboce o gréfico de f utilizando as técnicas do Célculo Diferencial e verifique os

intersectos do grafico com o eixo x.

2. Faga o grafico de f em um software ou calculadora grafica e verifique os intersectos

dele com o eixo z.

3. A partir de f(x) =0, obtenha a equacao equivalente g(z) = h(z) assumindo que
f(z) = g(x) — h(x), esboce os graficos de g e h sobre o mesmo plano cartesiano

e localize os pontos © = £ onde as duas curvas se intersectam. Desta forma

f(§) =0 g(&) = h(&).

Exemplo 4.1. Considere a fungao f : R — R tal que f(z) = 2® — 92 + 3.

(a) Utilize as técnicas 1 ou 2 acima para verificar o nimero de zeros da fungao f.

Note que:

lim f(x)= +oo.

T—r+00

lim f(z) = —oc.

T—r—00

f'(x) =0 & x = +/3, ou seja, temos 2 pontos criticos.

Como f”(—+/3) < 0, temos um ponto de méaximo em z = —+/3.

e De forma analoga, existe um ponto de minimo em 2 = /3 pois f”(v/3) > 0.

o f(—V3)>0e f(v3) <O,

Com estas informagoes, podemos esbocar o grafico de f(r) = 2* — 92 + 3 como

abaixo e verificar que a fungao f possui 3 zeros.
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Gr(f)

N/

Figura 4.2: Grafico de f feito em um software grafico (Ref]9]).

(b) Utilize a técnica 2 acima para verificar o ntimero de zeros da fungao f.

— 3 — S J— —
flx)=2°-92+3=0& 2° =9z —3

Plotando os gréficos de g e h sobre o mesmo plano cartesiano temos a composi¢ao
abaixo. Como existem trés intersecgoes entre os gréaficos de g e h, segue que f

possui 3 raizes reais.

Gr(g)

Gr(h)

Figura 4.3: Graficos de h e g indicando suas intersecgoes (Ref[9]).

4.2 Localizacao de Intervalos que Contém um Zero

de uma Funcao

O préximo resultado é consequéncia do Teorema do Valor Intermediario e serd muito

util na localizagao dos intervalos em que a funcao f apresenta zeros.
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x) f(x)

f(x)

& VA
]

Figura 4.4: Gréficos que mostram que se f(a) e f(b) possuem sinais contrarios, entao
existe £ em [a, b] tal que f(§) = 0 (Ref]9]).

Teorema. Considere f uma fun¢ao definida e continua em um intervalo [a, b]. Se

f(a)- f(b) <0, entao existe pelo menos um valor £ entre a e b que € zero de f.

4.3 Meétodo da Troca de Sinais

Utilizando o teorema acima, podemos fazer um método tabular para localizar os
zeros de uma fungdo f continua em um intervalo [a, b]. Assim, tabelando f para
varios valores de z, teremos que o nimero de zeros de f neste intervalo serd idéntico

ao nimero de trocas de sinais de f.

Exemplo 4.2. Vamos utilizar a técnica da troca de sinais para determinar isolada-

mente intervalos que possuem um tnico zero para a funcao f(z) = 2* — 9z + 3.

Como vimos anteriormente, devemos encontrar 3 trocas de sinais, ja que esta funcao

possui 3 zeros. Fazendo a tabela para alguns valores de z, temos:

x | —5,0|-4,0|-3,0[ 20| ~1,0{0,0|1,0[2,0|3,0]4,0
fl) | - - R e e

Desta forma, podemos montar os seguintes intervalos:

[ ) 61 - [—4,07 —3,0]
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e 52 S [0,0, 170]

b 53 € [2707 370]

Figura 4.5: Grafico de f indicando intervalos que possuem isoladamente os zeros de f

(Ref]9]).

A seguir, apresentaremos os métodos numéricos para encontrar os zeros de fungao.






5 Meétodo da Bisseccao

O método da Bissecgao ira determinar uma sequéncia de valores x; que convergem

para o zero de f.

Vejamos passo a passo o método:

e Seja a fungao f continua no intervalo I = [a, b].

e Garanta que na escolha do intervalo [a, b], tenhamos f(a) - f(b) < 0, ou seja,

exista uma Troca de Sinal.

e Vamos supor, para simplificar, que o intervalo (a, b) contenha uma tnica solugao

da equagao f(x) = 0.

e O objetivo deste método é reduzir a amplitude de intervalos que contém o zero

de f, obtendo intervalos I; = [a;, b;], com f(a;).f(b;) < 0, e determinando a cada
a; + bl

passo, um novo valor x; = , cada vez mais proximo da raiz procurada.

e O método é finalizado quando F; = |x;—x;_1| < €, sendo € uma constante positiva

que chamaremos de precisao.

f(x)

-

Figura 5.1: Método da bissec¢ao graficamente (Ref[9)]).

47
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5.1 Estimativa para o nimero de Iteracoes

Ao desenvolver o método, teremos a seguinte sequéncia de intervalos [ay, b] tal

que:

by — )| = 1bo — ao|
b1 — ay |bo — ao|
by — _ iz al % T dof
bz = 2| 2 22
|bo — ao|

by — ag
ok

Como queremos que by — aj < €, temos que < €. Dessa forma:

bo—ao b()—ao
< €<=
2k €

bo —
< 2F & log ( 0 a0> < log (2¥) © log(by—ag)—log(€) < k-log (2).

€

Desta forma, utilizando o erro absoluto como critério de parada, temos um limitante
para o nimero minimo de iteragoes a serem realizadas para determinar um zero de uma

funcao através do método da bissecgao:

log(by — ag) — log(e)

k
g log(2)

(5.1)

5.2 Algoritmo do Método da Bisseccao

Seja a fungao f continua no intervalo I = [a, b] e tal que f(a)- f(b) < 0.

Para encontrar o valor 7 aproximado do zero da fungao f no intervalo I = [a, 0],

com precisao €, fagamos o seguinte:

Considere
a+b

r =

e os seguintes intervalos
[CL, xl] € [Il, b]7

que sao as duas metades do intervalo inicial I = [a, b]. Calculamos o valor de f(z1) e

verificamos se
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f(a) - f(a1) <0 ou f(x1) - f(b) < 0.

Assim, determinaremos em qual metade, I, estard o valor aproximado T do zero

de f.

Em seguida, repetimos o processo para o intervalo que contém 7: dividimos o in-

tervalo ao meio, no valor s, e verificamos em qual metade estara z, intervalo I5.

Assim repetimos o processo até um valor k tal que Ej = |zy — x,_1] < €, a precisao

desejada.

Exemplo 5.1. Considere a fungao f : R — R tal que f(z) = 2* — 92 + 3 ¢ uma

precisao € = 0, 1.
(a) Determine o menor ntimero de iteragoes que faremos para determinar aproxima-
damente o menor zero positivo da funcao f utilizando o método da Bissecgao.

Vimos anteriormente que o menor zero de f serd & € [0,0; 1,0]. Dessa forma:

k> o9l —ao) —log(e) _ log(1=0) —log(0,1) _, o

log(2) log(2)

Assim, faremos no minimo 3 iteragoes até determinarmos uma raiz T aproximada

com no maximo um erro da ordem de 10%.

(b) Determine o menor zero positivo da fungao f(z) utilizando o método da Bissecgao.

o Iy =1[0,0; 1,0]

0+1
® Tog— T = 0,5
e Como | f(0,5) <0} [f(0,0) >0]e|f(1,0) <0}, temos o novo intervalo I; =
[0,0; 0, 5]
0+0,5
o 1 = +27 =0,25
e Como |z; — 2| = 0,25 — 0,5 = 0,25 > €, continuamos o processo.
e Como| f(0,25) >0}, f(0,0) > 0/e| f(0,5) < 0}, temos o novo intervalo I =
[0,25; 0,5]
0,254 0,5
o 1y = T+ = 0,375
e Como |zy — 1| = 0,375 — 0,25| = 0,125 > ¢, continuamos o processo.

e Como | f(0,375) <0}, [ f(0,25) > 0| e|f(0,5) <0}, temos o novo intervalo

I3 =[0,25; 0,375]
0,25+40,375
i

=0,3125

® T3
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e Como |z3 — x9| = 10,3125 — 0,375 = 0,0625 < €, paramos o processo.

Assim, a raiz procurada é, aproximadamente, |T = 0,3125|.

OBS. Com o auzilio de um software matemdtico, a raiz encontrada foi: & =

0, 3376089559658.

O método pode ser realizado também na forma de tabela:

n a

b

X

Eerro

0,0000 | 0

1,0000

0,5000

0,5000 > €

1,0000 | 0

0,5000

0,2500

0,2500 > €

2,0000 || 0.2500

0,5000

0,3750

0,1250 > €

3,0000 || 0.2500

0,3750

0,3125

0,0625 < e

Assim, a raiz procurada é, aproximadamente, |T = 0,3125|.

(5.2)



6 Método de Newton-Raphson

O Método de Newton-Raphson destina-se a encontrar solugoes numéricas para as
equagoes nao-lineares. Numa tratativa matematica, queremos encontrar valores de x

de uma fungao f, f nao linear, tal que f(z) = 0.

Graficamente, procuramos os pontos de intersegao entre o grafico de f e a reta das

abscissas.

A ideia geral do método é estabelecer uma funcao de iteragao ¢ e, aplicando-a re-
petidas vezes, a partir de uma aproximagao inicial conhecida, produzir uma sequéncia

de valores que convirja para a solugao do problema.

Ou seja, queremos, a partir da fungao de iteragao ¢ e um valor inicial zy encontrar
uma sequéncia (k) em que x5 = @(rx) que convirja para x*, que serda o zero da

funcao f.

6.1 O Método

Considere uma fungdo f : R — R de classe C* com f'(z) # 0,2 € R. A partir de
um valor arbitrario x;, podemos determinar a reta yr que é tangente ao grafico de f
no ponto P(zg, f(zx)). A reta tangente yr intersectara o eixo x no ponto P(zy41, 0)

e farda um angulo S com este eixo, conforme a figura abaixo.

Gr(f)

Sabendo que o coeficiente angular da reta yr, isto é, tg((), é dado pelo valor da

o1
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derivada de f em xj, temos:

t9(9) - [ =2
-t

f'(ax) - (@ — 2p1) = flae) =0

. Sl

(= e+1) f'(y)
o UG
o f'(xk)

Assim, a funcao iterativa de Newton-Raphson é definida por:

f(iUk)

Tkt1 = Tk — f,(%)

= p(ry) (6.1)

para k=0, 1, 2, ---.

Observagao: a hipotese de que a funcao seja diferenciavel em todo o dominio pode

ser enfraquecida, ja que apenas os valores de f'(z) precisam ser diferentes de zero.

Supondo que a sequéncia (z) convirja para z*, de 6.1 temos:

R L)

CT @)

< f(z") =0.

E assim temos x* como zero da funcao f.

Notemos que, a partir de z4,1 = @(x), se |¢ (#*)| < 1, pelo Teorema 3.1 z* é
um ponto de equilibrio assintoticamente estavel. E portanto, para um valor inicial x
proximo de x*, a solugao de zx41 = (), dada pela sequéncia (zy), tenderd ao valor
x*, que é o resultado esperado para que z* seja zero de f.

E se xy nao for préoximo de x*7

A escolha de uma boa aproximacao inicial xq é essencial para uma boa e rapida

convergéncia do método.

Uma aproximagao inicial o longe da solugao ou tal que f'(xg) ~ 0, pode acarretar
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em um numero grande de iteragoes para determinar a solugao desejada.

Ja a escolha de uma aproximagao inicial zq tal que f’(z¢) = 0 impossibilitara a

realizacao do método.

O valor aproximado  do zero da funcao f sera igual a x;,1 se, dado a precisao e,

|$k+1 — l’k| < €.

Figura 6.1: Método de Newton-Raphson graficamente (Ref[9]).

Exemplo 6.1. (1) Considere a funciao f: R — R tal que f(z) = 2% —z — 4. Através
do método de Newton-Raphson, determine o zero de f com precisao € = 1073 e

utilizando o valor inicial zg = 2.

(Solugao 1) Fagamos um roteiro de resolu¢ao para este exercicio:

1. Se f(z) = 2% — x — 4, entao f'(x) = 32* — 1.

f(zy) 3 —xp, — 4 )
— = - " A :
s T -1 ssim

2. A funcao iterativa sera: rp,1 = xj

T3 — oy, —4

Tgt1 = Tk — 32 1
2 —

3. Utilizando o valor inicial zy = 2 na fungao iterativa acima, temos:
Ty —xo — 4 5 (2)> —(2) — 4

- 327 -1 8182 =[x, = 1,818

o |z —x9| =0,1818 > ¢

® 1 — Xy —
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3 3
2y — 4 (1,8182)? — (1,8182) — 4
— =0 T 1.8182— =1,7966 =
R Ve | ’ 3(1,8182)% — 1 ’
22 = 1,7966 |

o |z5 — x| =0,0216 > ¢

3 3
a3 —xy—4 (1,7966)% — (1,7966) — 4
—gy—2 %~ 1.7966— = 1,7963
MR 302 —1 ’ 3(1,7966)2 — 1 ’ ~
x5 =1,7963];

o |3 — x5] =0,0003 < ¢

Dessa forma,

Ty = 1,7963]

(2) Considere a fungao f : R — R tal que f(z) = 23 — z — 4. Através do método
de Newton-Raphson, podemos determinar o zero de f com € = 10~3 com menos
iteragoes. Para isso, basta determinar um valor inicial x¢ bem escolhido.

(Solugao 2) O grafico (a) mostra claramente uma tnica raiz para a fungao f(z)
3
x

— x — 4. De forma anéloga, o grafico (b) indica também uma tnica raiz para
a funcao f(z).

y

Grg)
/ - /r(h)
/-——---/ ¢ x ¢

| _

Figura 6.2: Ttem (a): grafico de f. Item (b): grafico de g(z) = 23 e h(z) = v + 4
(Ref[1]).

3

e Como vimos no método grafico, a fun¢ao f(x) = 2% — x — 4 possui 1 raiz
real sendo esta positiva. Dessa forma, através do método da troca de sinais,
temos:

X

Sinal de f(x)

0,00 | 0,25]0,50 | 0,75 [ 1,00 1,25 | 1,50 | 1,75 | 2,0 | 2,25 | 2,50
- - - =] == =] =1+]+

Pela troca de sinal, apresentada na tabela acima, garantimos que a raiz

¢ € [1,75; 2,0]. Com este refinamento podemos utilizar um valor inicial
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mais préoximo do resultado garantindo uma convergéncia mais rapida no

método de Newton-Raphson.

e Utilizando xy = 1.8 (um valor qualquer dentro do intervalo determinado

acima) no método de Newton-Raphson, chegamos ao resultado | T = 1, 7963

apos 2 iteragoes.






7 Método das Secantes

Uma grande desvantagem do método de Newton-Raphson é a necessidade de se
calcular a derivada f’(x) e o seu valor numérico a cada itera¢do. Pensando nisto,
podemos aproximar esta derivada pelo quociente:

~ Jlar) = flzpa
) 2 LR 2] (7.)

T — Tg—1

onde x e xj_1 sao duas aproximacoes para a raiz &.

Neste caso, ao invés de trabalharmos com a reta tangente ao grafico de f, que possui
. / . 2
coeficiente angular f (zy), trabalhamos com uma reta proxima a ela, que é uma reta

secante ao grafico de f, com coeficiente angular

f(l"k:) - f(fk—l)

T — Tg—1

Substituindo essa expressdao na fungao iterada (6.1), teremos a seguinte funcao

iterativa para o Método das Secantes:

o (@)
T Flo) = fluey)
T — Tk—1

ou ainda, com um menor numero de operagoes:

oo e flaw) = 2k f2e)
e fxy) = f(op-1) ’

para k=1, 2, --- | n, até que |rp1 — zx| < €.

Note que no método das Secantes serao necessarias duas aproximacoes iniciais xg
e x; e através da reta secante ao grafico de f pelos pontos (xg, f(zo)) e (z1, f(x1)),
obtemos, pelo método iterativo, o valor z3, em que f(xs) = 0, conforme ja visto no
método anterior. Assim, x5 é a abscissa do ponto de interseccao da reta secante com o

eixo-x. E assim sucessivamente, ao encontrarmos xs, x4, - - -

o7
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f(x)

Figura 7.1: Método das Secantes graficamente (Ref[9]).
Exemplo 7.1. (1) Considere a fungio f: R — R tal que f(z) = e® — 3. Através do

método das Secantes, determine o zero de f com e = 1073, Utilize como valores
iniciais zg = 1,5000 e 1 = 2, 0000.

(Solugao 1) Utilizando os valores iniciais o = 1,5000 e z; = 2,0000 na fungao

iterativa das secantes, temos:

o _170'f($1)—$1'f($0)_ — .
= T T ey 1,8222 = |zy = 1,8222};

X2 —1’1| =0,1778 > ¢

o o T f(@e) —we- flan) — _
T3 = )~ () —1,8544:>,

x3 — T3] = 0,0322 > €;

. ~my- f(ws) —ay - f(an) — .
T S T ) — 1,8572 =[xy = 1,8572}

T4 — x3] = 0,0028 > €;

o oo T3 flw) —wa- flzs) — :
T = e T T ) = 1,8572 =[5 = 1,8572}

|.175 — I’4| = 0,0000 < ¢

Dessa forma,

T, = 1,8572)




8 Propostas de Atividades para o

Ensino Médio

A utilizagdo de métodos numéricos para se encontrar zeros de funcao nao fazem
parte dos materiais didaticos que abordam o tema Fungoes. Como as fungoes apre-
sentadas no Ensino Médio se resumem as polinomiais de primeiro e segundo graus,
modular, exponencial, logaritmica e trigonométricas, nao se exploram outros modos

para se encontrar os zeros de fungao a nao ser aqueles apropriados para cada uma delas.

Nesse sentido, o recurso dos métodos numéricos como o da bisseccao, de Newton-

Raphson e das secantes, seriam algo extra dos materiais didaticos para o Ensino Médio.

Contudo, esses métodos, em seus algoritmos, introduzem conceitos de Calculo em
seus procedimentos. Ao apresentar e resolver exercicios utilizando os métodos numeéri-
cos, conceitos como limites e derivadas devem ser ferramentas dessas aplicagoes. Assim,

ja4 no Ensino Médio os estudantes teriam o primeiro contato com o Célculo.

Mas por que se adiantaria um tema, que, nos curriculos, é apenas ensinado no En-

sino Superior?

Ao se trabalhar os conceitos de limite e derivada, a tarefa de se determinar zeros
de fungoes, se aprofunda a discussao sobre a parte grafica das fungoes e sua relagao
algébrica. Com isso, os recursos de softwares sao essenciais para intermediar as contas

e algoritmos e a visualizacao dos resultados.

A seguir, sao propostos exercicios com essa finalidade, separando-os em exercicios

que trabalham cada método.
Os exercicios do Método da Bisseccao tem os objetivos de interpretacao e relacao

de informagoes numa tabela, analise e construgao de grafico e a aplicagao do algoritmo

recursivo.

59
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Em especial, a utilizacao de softwares como o Excel, ou outros aplicativos que tra-
balhem com planilhas e graficos, ajudam na compreensao dos exercicios. Eles ilustram
a situagao e permitem a otimizacgao do tempo de se fazer os calculos, além de interpre-

tar geometricamente o problema.

Para os exercicios referentes aos métodos de Newton-Raphson e das secantes, é
essencial a apresentacao dos conceitos de limite e derivada. Esses pré-requisitos sao
apenas uma introdugao ao tema. Assim, a interpretacao geométrica da derivada e a
no¢ao intuitiva de limite sao mais importantes do que a apropriacao da linguagem do
Céalculo e suas definigoes. Uma tabela com as regras da derivada pode ser utilizada

como suporte, pois apenas as derivadas de fungoes polinomiais serao proprias ao nivel
do Ensino Médio.

Para esses métodos, o recurso do Excel também é positivo e, além de otimizar os
calculos, pode-se trabalhar a nocao de recorréncia e as ideias de convergéncia e diver-

géncia de sequéncias.

Essa abordagem com os métodos numéricos auxiliam no desenvolvimento das com-
peténcias e habilidades, por exemplo, da matriz de Referéncia de Matematica e suas

Tecnologias do ENEM. Em especial, as Competéncia 5 e 6.

Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis so-
cioeconomicas ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas.

H19 - Identificar representagoes algébricas que expressem a relagao entre grandezas.

H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relagoes entre grandezas.

H21 - Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébri-

COS.

Competéncia de area 6 - Interpretar informacoes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia, extrapolagao,
interpolacao e interpretacao.

H24 - Utilizar informacoes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou graficos.

H26 - Analisar informagoes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a

construcao de argumentos.

Assim, no contexto do Ensino Médio, os métodos numéricos podem se apresentar
para além da ideia de encontrar zeros de funcao. As aplicacoes dos métodos podem
servir de motivagao para o uso de aplicativos e softwares de planilhas e gréficos e a ini-

ciagao do Calculo, cujas habilidades estao em consonancia com as matrizes curriculares
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nacionais.

8.1 Exercicios - Método da Bisseccao

1. Na tabela abaixo seguem resultados da fungao f(zr) = e* — 222.

X -1,5(-1,0|-0,5{0,0 0,510} 1,5 | 2,0 | 2,5 | 3,0 | 3,5 | 4,0

Flz) || 428 | -1,63 ] 0,11 | 1,00 | 1,15 ] 0,72 | -0,02 | -0,61 | -0,32 | 2,09 | 8,62 | 22,60

(a) Com base na tabela, determine a quantidade de zeros que a fungao f possui.

Justifique.

(b) Com base na tabela, determine cada um dos intervalos I = (a, b) que contém

isoladamente cada zero.

(c) Verifique, através do método gréfico, a resposta encontrada no item (a).

2. Considere a fungao f : R — R tal que f(z) = € — 222, Determine através do
método da Bissec¢ao o valor aproximado da maior raiz de f(z) = 0 com uma

precisao € = 0, 05.

8.2 Exercicios - Método de Newton-Raphson

1. Determine o zero das funcgoes reais dadas abaixo, através do método de Newton-
Raphson. Utilize e = 0, 002.

(a) f(z)=—a®+22% —z + 8, com zy = 3, 500.

(b) f(z) =e* — 222 Escolha um z, adequado para determinar o maior zero de
f(z).

(c) f(z)=z-In(x)—1, com zo = 1,700.

(d) f(z)=2"-0,8=0, xo=0,740.

2. Considere a fungao f : R — R tal que f(z) = 23 — 3x + 3 cujo grafico esta
representado na figura abaixo. Utilizando a aproximagao inicial zog = 0, o que

acontece na sequéncia do processo? Comente.

3. Considere a fungio f(z) = 23 — 2z + 2 cujo grafico estd representado na figura
abaixo. Sabe-se que y; e y» s20 as retas tangentes ao grafico de f respectivamente
nos pontos de abscissas © = 0 e z = 1. Utilizando a aproximacao inicial xy = 1,
quais os resultados dos 100 primeiros passos do método de Newton-Raphson?

Comente.
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8.3 Exercicios - Método das Secantes

1. Abaixo temos o grafico da fungdo f : I C RT™ — R tal que f(z) = 2® — 2sen(z) —

In(x) para um intervalo I.

(a) Utilize a figura e realize graficamente 3 iteragoes do Método das Secantes
usando como aproximagoes iniciais zo = 0,8 e z; = 1, 8. Indique no gréfico
os pontos xy, x3 e x4 obtidos. Explique como foram obtidos, ou seja, o

procedimento usado para obter x;,; usando as informagoes z,_; e zy.

(b) Indique no grafico um ponto zy que nao seria uma boa escolha como valor
inicial para o método de Newton-Raphson e explique o motivo. Escolha um
valor inicial adequado e realize graficamente duas iteracoes do método de

Newton-Raphson.
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