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RESUMO

Existiu uma época em que era imprescindivel justificar a utilizagdo de um recurso
tecnolégico em sala de aula. Na atualidade, € quase unanimidade a sua importancia
entre os educadores. Aos poucos, as escolas estdo se equipando e implantando a
informatica em seus curriculos escolares, e o uso das tecnologias, segundo
recomendagOes dos Parametros Curriculares Nacionais, contribui com o processo
de ensino e aprendizagem. Nesse sentido, este trabalho envolve o uso do software
GeoGebra como recurso didéatico a ser utilizado pelos professores de matematica,
com o proposito de deixar as aulas mais dinamicas e atraentes para os alunos,
podendo ser uma grande oportunidade de aprendizagem significativa. Para isso, as
Funcdes Trigonométricas servirdo de embasamento para nossas analises e
discussbes. Esta escolha se deu porque, segundo os Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio, o ensino da trigonometria esta associado a uma série
de célculos algébricos exaustivos, que servem para destacar propriedades das
funcdes trigopnométricas e para realizar analises dos seus respectivos graficos.

Palavras-chave: matematica, geogebra, funcdes trigonométricas, aprendizagem.
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ABSTRACT

Times ago it was essential to justify the use of technological resources in the
classroom. Nowadays, their importance among educatorsis almost unanimity.
Schools are gradually equipping and deploying informatics in their curricula and the
use of technology, according to recommendations of the National Curriculum
Parameters, contributes to the teaching and learning process. In this way, this study
involves the use of GeoGebra software as a teaching resource to be used by math
teachers with the purpose of turning the lessons most dynamic and engaging for
students and can be a great opportunity for meaningful learning. To this end,
Trigonometric Functions work as a basis for our analysis and discussions. This
choice was made because, according to the National Curriculum Parameters for high
school, the teaching of trigopnometry is associated with a lot of exhaustive algebraic
calculations to highlight properties of trigonometric functions and to perform analyzes
of their respective charts .

Keywords : mathematics, geogebra , trigopnometric functions , learning.
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CAPITULO | — Introducéo

O conhecimento matemético ja contribuiu e continua contribuindo para o
desenvolvimento de diversas areas do conhecimento humano, proporcionando
avancos na ciéncia e novas oportunidades de praticar habilidades que ajudem no
desenvolvimento intelectual de profissionais e estudantes da matematica e de areas
diversas. Entretanto, muitos alunos ainda questionam o porqué do seu ensino e qual
a sua relevéancia no seu cotidiano.

AVILA (2010) justifica que o ensino de matematica numa escola faz parte de
um resumo historico de uma riqueza adquirida pela humanidade ao longo dos anos.
Destacando que para atingir os objetivos de um curriculo escolar, que visa uma boa
concepcao cidada, é imprescindivel inserir o ensino de mateméatica para que haja
uma formacdo mais completa por parte dos alunos. Ressaltando que, 0s
conhecimentos matematicos influem diretamente no ensino de outras areas, tais
como astronomia, fisica, quimica, etc.

Na década de 90, de acordo com (SILVA, 2005), verificou-se que 0s piores
resultados obtidos pelos alunos ndo estavam relacionados com as atividades que
envolviam apenas calculos e sim nas mais complexas, que exigem mais raciocinios
por partes dos alunos.

SILVA (2005) destaca que, mesmo com Varias mudancas propostas para o
ensino da matemética, ainda existe altos indices de reprovacdo dos alunos nessa
area, e esta componente curricular continua sendo um grande desafio nas diversas
areas do conhecimento.

Os parametros curriculares nacional do ensino médio (PCNEM'’s, 2007)
realca que o artefato principal para o ensino da matematica esta na resolucao de
problemas, que exige empenho dos individuos diante de desafios, fazendo fluir o
pensar e o fazer. Essas capacidades ndo surgem quando se propdem apenas
exercicios de fixagcdo dos conceitos e técnicas, nesta ocasido, ocorrera apenas um
repasse de uma técnica, no qual o aluno ira desenvolver apenas passos analogos a
situacdes semelhantes e isso ndo garantira capacidade de utilizar os mesmos
conhecimentos em situacoes diferentes.

De acordo com GRAVEMEIJER (2005) uma das dificuldades do ensino da
matematica pode esta associada na formalidade abstrata da transmissdo dos

conteudos por parte dos professores, que em muitos casos, sao oriundos dos
1



autores dos livros didaticos. Com isso, surge um desajuste ao comparar 0O
conhecimento formal dos professores com o pratico dos alunos.

Desta forma, cabe-se uma investigacado sobre a forma com a qual o aluno
consegue compreender determinados contetudos, analisando as dificuldades e
consultando suas necessidades e, a partir dai, adaptar a teoria a pratica.

Uma possibilidade para realizar essa investigacdo pode estar na promoc¢ao
do uso de recursos tecnoldgicos no ensino, que de acordo com os PCNEM'’s, podem
contribuir de forma significativo no processo de ensino-aprendizagem.

O presente trabalho tem como objetivo propor o uso do software GeoGebra,
atraves de tutoriais em forma de roteiros, como recurso didatico a ser utilizado pelos
professores, com o propodsito de deixar as aulas mais dinamicas e atraentes para 0s
alunos. Nesse sentido, este trabalho foi aplicado numa turma de segundo ano do
ensino médio, com o intuito de verificar a influéncia que o software GeoGebra pode
proporcionar ao ser utilizado como recurso didatico.

As Funcdes Trigonométricas servirdo de embasamento para as analises e
discussbes deste trabalho, que esta dividido em seis capitulos.

O capitulo 1 (um) tem como escopo a apresentacao do tema escolhido para
ser desenvolvido, a justificativa para a escolha do mesmo, os objetivos a serem
alcancados e a sua estrutura do trabalho, apresentando os contetdos dos demais
capitulos.

O capitulo 2 (dois) da énfase ao uso de ferramentas computacionais
utilizadas como recursos tecnolégicos na sala de aula. Em especial, destaque para o
software GeoGebra, que foi a ferramenta escolhida como instrumento de pesquisa.

O capitulo 3 (trés) destaca o enfoque contido nos curriculos escolares em
relacdo ao ensino das funcdes trigopnométricas, assim como, a abordagem desse
tépico no ensino médio nas escolas publicas. Nele, sdo apontadas algumas
dificuldades encontradas no ensino desse conteudo.

O capitulo 4 (quatro) concentra-se numa abordagem, com auxilio do
GeoGebra, nas dificuldades citadas no capitulo trés. Mostrando alternativas para
que o ensino das func¢des trigonométricas se torne mais significativo e atrativo
para o alunado.

No capitulo 5 (cinco) discorremos sobre a aplicacdo do trabalho. A partir da

pesquisa de campo apresentamos, analiticamente, os resultados do estudo.



No capitulo 6 (seis) sdo apresentadas as consideracfes finais e feitas
recomendacdes para o desenvolvimento de futuras pesquisas. Em seguida, as
referéncias bibliograficas, livros e textos utilizados na elaboragdo e como

embasamento tedrico.



CAPITULO Il — As ferramentas computacionais

Com o avanco tecnolégico das ultimas décadas é cada vez mais comum a
presenca de recursos tecnolégicos no nosso cotidiano. E, em se tratando de
ambiente escolar, a utilizagdo desses recursos chega a ser um consenso e até
mesmo uma exigéncia entre os educadores e, aos poucos, as escolas vao se
adaptando e implantando essas ferramentas em suas matrizes escolares.

Geralmente, os alunos utilizam apenas editores de textos, planilhas
eletronicas e PowerPoint para fazer e apresentar seus trabalhos escolares.
Entretanto, existem outros recursos que, trabalhados de forma eficiente, pode
enriquecer o processo de ensino-aprendizagem no ambiente escolar e até mesmo
fora dele.

LOPES (2004) afirma que o foco defendido hoje em dia, ao implantar a
informatica na matriz escolar, € o uso do computador como recurso didatico e
através do mesmo preparar os estudantes para um mundo cada vez mais
tecnoldgico.

Conforme BONA (2009), as criancas e os jovens reagem de forma diferente
a nova era cientifica e tecnologica em que vivemos, principalmente no ambiente
escolar, que é bastante diferente de algumas décadas atras. Com isso, surge a
preocupacdo e a necessidade de adaptar os principios do ensino da matematica
para esses jovens e criancas. Ou seja, é necessario, além da formalizacdo dos
contelidos, apresentar dispositivos que sirvam de suporte para que 0s alunos sejam
criativos ao enfrentarem novas situagdes-problemas.

Neste contexto, BONA (2009), relata a existéncia de varios softwares com
fins educativos e que podem servir de recurso para as aulas de matematica,
deixando-as mais dinamicas e atrativas. Embora, seja necessario que o0s
professores realizem estudos e identifique dentre os mais diversos softwares
agueles que mais se adequem as suas necessidades, servindo assim, de recurso

didatico para suas aulas.



2.1 — GeoGebra

O software GeoGebra® é um programa de computador gratuito voltado para
0 ensino de matematica e que possui, como caracteristica principal, a possibilidade
do “arrastar’, o que torna as constru¢cdes dinamicas. Esse software possui uma
multiplataforma destinada a todos os niveis de ensino, nela pode haver combinacgfes
de algebra, graficos, geometria e tabelas em apenas uma aplicacdo. A figura 2.1
ilustra a interface do GeoGebra.

Esse software foi desenvolvido pelo austriaco Markus Hohenwarter’ com o
proposito de ser tornar um recurso didatico. Ele iniciou o projeto do GeoGebra na
Universitdt Salzburg em 2001 e, desde entdo, segue em processo de
desenvolvimento e aprimoramento na Florida Atlantic University. A popularidade

desse software cresce dia a apés dia desde sua criacao.
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Figura 2. 1 — Interface do GeoGebra

O GeoGebra possui caracteristica importantes, uma delas, € a geometria
dinamica, em 2D3 que possibilita construir diversos objetos, tais como: pontos,

retas, segmentos de reta, circulos, poligonos, graficos ilustrativos de fungdes, entre

! Aglutinacéo das palavras Geometria e Algebra e disponivel em htttp://www.geogebra.org
2 professor e pesquisador Ph.D. na area de informética aplicada a educagéo matematica.
® Em duas dimensdes



outros, que podem ser alterados instantaneamente mesmo ap0s o término das
construcoes.

Outra caracteristica que chama atencao no software é o fato das equacoes e
coordenadas serem inseridas de forma direta pelo teclado dos computadores. Assim
como, possui a vantagem de trabalhar com variaveis associadas a numeros, pontos
e vetores.

Para um nivel mais avancando, o GeoGebra permite obter derivadas e
integrais de funcBes e ainda oferece uma série de comandos que servem para
realizar analise matematica, como por exemplo, a identificacdo de pontos singulares
de funcdes, como zeros e/ou extremos.

Estas duas caracteristicas atribuem ao GeoGebra a seguinte
particularidade: associa uma expressao ou equacao na janela de algebra com a sua
representacdo grafica na janela de visualizacdo e vice-versa, conforme ilustra a
figura 2.2. Desta forma, didaticamente, ao alterar uma das duas representacoes
(algébrica ou gréfica) a outra modifica-se instantaneamente.

Outros pontos importantes do software séo:

e Ainterface do GeoGebra é simples e possui varios recursos;

e Gera de aplicativos interativos em html;

¢ Disponivel em varios idiomas, inclusive em portugués;

e Os Institutos Internacionais de GeoGebra (IGl) sao organizagdes sem
fins lucrativos e foram criados devido a ampla divulgacdo e uso do
software livre GeoGebra. Tem como objetivo agregar interessados no
uso dessa ferramenta como instrumento de ensino e aprendizagem,
criando uma comunidade aberta com a finalidade de compartilhar
conhecimentos através de treinamentos e desenvolver novos materiais
de suporte para estudantes, professores e pesquisadores;

e Este software funciona em computadores com 0s sistemas operacionais
Windows, Linux ou Mac OS;

e O GeoGebra é um software que possui codigo de fonte disponivel.

O GeoGebra ja recebeu varios prémios de software educacional na Europa e
nos EUA, dentre eles, podemos citar:

e Prémio EASA 2002 de software académico em Ronneby na Suécia;



e Prémio LEARNIE AWARD 2003, 2005 e 2006 de software educacional
austriaco em Viena;

e Prémio DIGITA 2004 de software educacional em Colbnia na Alemanha;

e Prémio COMENIUS 2004 de midia educacional aleméo em Berlim;

e Prémio Internacional TROPHEES DU LIBRE 2005 de software Livre,
categoria Educacdo em Soissons na Franca;

e 1° Prémio ETWINNING AWARD 2006 no "Desafio dos Circulos" com

GeoGebra em Linz na Austria;
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Figura 2. 2 — Janelas do GeoGebra

Por ser um software gratuito e livre, 0 GeoGebra surge com um recurso a
ser utilizado nas novas perspectivas de ensino-aprendizagem dos conteldos da
matematica, permitindo assim, que professores e alunos desfrutem a exploracéao,
hipéteses e investigacdes sobre esses conteldos na busca por conhecimentos que
envolvam a matemética.

E com todas essas ferramentas e caracteristicas que possui o software
GeoGebra que pretendemos explorar o ensino de fun¢cdes trigonométricas. Pois,
além possibilidades didaticas, o GeoGebra € uma extraordinaria ferramenta que
serve para criar ilustragcbes graficas matematicas que podem ser inseridas em

editores de textos como o microsoft word, por exemplo.



Com a ampla divulgagéo e o grande numero de usuarios simpatizante com o
GeoGebra foi fundado o International GeoGebra Institute (IGI), que consiste numa
organizacdo sem fins lucrativos e com objetivo de desenvolver e compartilhar
trabalhos independentes em varios paises. A partir de entédo, varias filiais foram

fundadas em todos os continentes, assim como ilustra a figura 2.3.
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Figura 2. 3 — International GeoGebra Institute (1GI)
Fonte: http://www.geogebra.org/cms/pt BR/institutes

Os professores, pesquisadores e alunos associados as IGl's se dedicam
para desenvolver o software e promover as seguintes atividades:

e Desenvolver materiais gratuitos sobre o GeoGebra;

e Capacitar professores e futuros formadores sobre o0 GeoGebra;

e Desenvolver e implementar novas funcdes para o software GeoGebra;

e Desenvolver um sistema de apoio on-line para professores;

e Desenvolver projetos de pesquisa com o0 GeoGebra;

e Troca de experiéncias conferéncias nacionais e internacionais.

De forma generalizada, os integrantes dos IGI's compartilham experiéncias e
oferecem suporte para o desenvolvimento do GeoGebra, buscando parcerias e a

criagdo de uma comunidade de usuérios.


http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/institutes

CAPITULO Il = As Fungdes Trigonométricas no Curriculo Escolar

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM, 2007)
destacam que o ensino da trigonometria € um exemplo de conexdo entre a
aprendizagem de matematica e o desenvolvimento de habilidades e competéncias
dos individuos, desde que esse estudo seja direcionado as aplicacdes, evitando
assim, excessos de célculos algébricos das identidades e equacgfes trigonométricas
para destacar propriedades das funcdes trigonométricas e realizar analises dos seus
respectivos graficos. Destacam ainda, que um dos pontos que deve-se garantir no
ensino da trigopnometria € a construcao de modelos que correspondam a fenébmenos
periédicos.

Ja as orientacdes pedagdgicas da Secretaria de Educacdo da Bahia, as
funcdes trigonométricas, em especial as fungcdes seno e cosseno, apresentam
importante papel em modelos mateméticos para os fenébmenos periédicos.

Nas Orientacbes Teoricos-Metodologicas (OTM’s) para matematica do
ensino médio da Secretaria de Educacédo do Estado de Pernambuco, de 2008, as
funcBes trigonométricas podem ocupar lugar central em modelos matematicos
para os fendmenos peridédicos. Resulta dessa perspectiva que as funcdes seno e
cosseno, com suas propriedades fundamentais, devem ser privilegiadas no ensino,
pois, com base nelas, € possivel construir, gradualmente e com compreensao,
modelos simples para muitos fenédmenos periédicos.

Neste capitulo pretende-se rever alguns topicos ressaltando alguns detalhes
merecedores de alguma atencdo e que posteriormente, neste trabalho sera

abordado com o auxilio do GeoGebra.

3.1 - 0O Ensino de Func¢des Trigonométricas no Ensino Médio

3.1.1 — O circulo trigonométrico

Segundo AUBYN et. al. (2004), uma forma didatica de apresentar os
conceitos de funcdes trigonométricas é através do circulo trigopnométrico?, que

consiste numa circunferéncia® de raio unitario.

* Seria mais razoavel usar o termo circunferéncia trigonométrica, mas, por tradigdo, circulo trigopnométrico é o
termo usado.
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Tomando x e ycomo as coordenadas de um ponto genérico P de uma
circunferéncia, de centro na origem e raio unitario, e utilizando o teorema de

Pitadgoras tem-se,
x*+y*=1 (3.1)

Na figura 3.1 representamos o plano de coordenadas cartesianas e o circulo

trigonométrico da equacéo (3.1), designado por A.

Xg—————— ===

Figura 3. 1 — Circulo trigonométrico com raio unitario.

Seja t um numero real qualquer associado a um ponto P do circulo
trigonométrico. Considere, tal como indicado na figura 3.2, o angulo orientado® 6
cuja medida em radianos é t.

Esse angulo determina uma semi-reta com extremidades no centro do
circulo (ponto O) e na interseccdo com o circulo trigonométrico (ponto P), que por
definicdo, foi associado ao numero real t.

Nota-se que, do ponto de vista formal, acabamos de definir uma funcéo ¢
gue, a cada numero real t, associa o ponto P do circulo trigopnométrico construido da

seguinte forma:

p:R-> 1

® Circunferéncia é um conjunto de pontos que estdo a mesma distancia de um ponto fixo do plano, esse ponto é
o centro da circunferéncia (O) e a distancia € o raio (r).
® O sentido positivo é o contrario ao dos ponteiros do reldgio.
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A funcdo ¢ € sobrejetiva porque, dado um ponto P qualquer do circulo
trigonométrico, € possivel determinar um numero real t tal que P = ¢(t), em outras
palavras, tal que P seja o ponto associado a t pelo processo descrito no inicio. De
fato, basta considerar a semi-reta OP, determinar um angulo orientado 6 que ela
faca com o eixo das abscissas, e tomar para t a medida, em radianos, desse angulo

6 (ver figura 3.2).

\9 (t radianos)

Figura 3. 2 - O ponto P associado ao numero real t.

No entanto, a funcdo ¢ nao € injetiva. De fato, suponha que o ponto P do
circulo trigonométrico esta associado a um nuamero t, ou seja, que P = ¢(t). Isto
significa que um angulo orientado entre o eixo das abscissas e a semi-reta OP mede
t radianos. Mas, outro angulo orientado entre o eixo das abscissas e a semi-reta OP
mede, por exemplo, t+ 2w radianos, visto que um angulo de 2m radianos
corresponde a uma volta completa no circulo trigopnométrico, esses angulos sao
conhecidos como arcos cbngruos e estdo ilustrados na figura 3.3
Consequentemente, o ponto Ptambém esta associado ao numero real t + 2m, ou

seja, P = ¢(t + 2m). Ou seja,

P=¢(t)=¢(t+2m)

onde concluimos que ¢ néo € injetiva.

11
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Figura 3. 3 - Arcos cdngruos.

AUBYN et. al. (2004) levanta a questdo: dado um ponto P do circulo
trigonométrico, a que nimeros reais P estara associado? Ou seja, quais 0s humeros
reais t tais que P = ¢(t)?

Para responder a esta questdo, considere 8 um angulo orientado entre o
eixo das abscissas e a semi-reta OP. Seja a« a medida dada em radianos
correspondente ao angulo 6, logo P = ¢(a). A partir dai, verifica-se que todos os
angulos formados entre a semi-reta OP e o eixo horizontal das abscissas diferem de
angulo 6 por um numero inteiro de voltas no circulo trigopnométrico, ou seja, diferem
por um multiplo inteiro de 2x. Isso implica que a medida t, em radianos, de qualquer
um desses angulos € igual a a mais um multiplo inteiro de 2m, ou seja, existe um

namero inteiro k tal que t € igual a 2w + a:

t=2kn+aVkeZ (3.2)

Dai segue que, se P € um ponto do circulo trigopnométrico associado ao
namero real a (P = ¢(a)), entdo P também esta associado ao numero real t
(P = ¢(t)) se a condicao (3.2) for verificada. Dito de outra forma, ¢(t) = ¢(a).

Assim, a equacao (3.2) é equivalente a

t=-2kn+a VkEL (3.3)
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A equacao (3.3) pode ser reescrita da seguinte forma
t=2(-kn+a

e, como quando k pertence ao conjunto dos nimeros inteiros 0 mesmo acontece a
—k, as equacoes (3.2) e (3.3) sdo equivalentes.

De forma anéloga, tém-se as condi¢des abaixo:
t=-2knta (3.4)

A seguir serdo apresentados alguns exemplos com estes tipos de situagoes.

Exemplo 3.1 - Considere os pontos P e Q do circulo trigopnométrico representados na
figura 3.4. Como determinar todos os numeros reais t, tais que, P ou Q estédo

associados a t ? Em outras palavras, quais os valores de t tais que P = ¢(t) ou

Q=97

Figura 3. 4 — llustracdo do exemplo 3.1.
Da figura 3.4, sabe-se que P = ¢(a) e Q = ¢(m + «), vem, por (3.2),

(t=2kn+a)V(t=2kr+7m+a) (3.5)
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Veja que a primeira destas condi¢cfes informa que a diferenca entre t e a €
um multiplo inteiro de 2m, ou ainda, que é um multiplo inteiro par de m. A segunda
condicao, que pode se escrita como t = (2k + 1)m + «, indica que a diferenca entre t
e a € um multiplo inteiro impar de m. Ou seja, a diferenca entre t e a« € um multiplo
inteiro (qualquer) de =, ou seja, t € da forma km + «. Com isso, acabamos de

mostrar que (3.5) é equivalente a

t=kn+a (3.6)

Exemplo 3.2 - Considere os pontos P e Q do circulo trigpnométrico representados na
figura 3.5 e determine todos 0s numeros reais t tais que P ou Q estdo associados a

t, ou seja, tais que P = @(t) ou Q = ¢(t).

Figura 3. 5 - llustragdo do exemplo 3.2.

Pela figura 3.5, tem-se que P = ¢(a) e Q = ¢(r — «). Por consequéncia,

tendo em conta (3.2),

(t=2kn+a)vV(t=2kn+rm—q) (3.7)
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A primeira condicdo informa que t é obtido somando um multiplo par de
n(2k) e a. A segunda diz que t € obtido fazendo a diferenca entre um multiplo impar

de m(2k + 1) e a. A condicao (3.7) pode entéo ser abreviada para
t=kn+ (—D*a (3.8)
Exemplo 3.3 - Considere os pontos P e Q do circulo trigonométrico representados na

figura 3.6 e determine todos 0s numeros reais t tais que P ou Q estdo associados a

t, ou seja, tais que P = @(t) ou Q = ¢(t).

>

Figura 3. 6 — llustracéo do exemplo 3.3.

Sabe-se, pela figura 3.6, que P = ¢(a) e Q = ¢(—a) e, por consequéncia,

tendo em conta (3.2), tem-se

(t = 2kw + Q) V (t = 2kt — ) (3.9)

Tendo em conta a convencgao de notacao introduzida em (3.4), nota-se que

(3.9) é equivalente a

t=2knta (3.10)
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Baseado em experiéncia propria e em troca de informac¢des com colegas
docentes, concluimos que demonstragcdes como essas, através do uso tradicional de
problemas, reduzidos a aplicacdo e sistematizacdo dos conhecimentos, atrai a
antipatia e o desinteresse dos alunos. E esse, € um dos motivos, pelos quais,
buscamos novas alternativas de ensino-aprendizagem da matematica, procurando
deixar as aulas mais dindmicas e, consequentemente, mais atrativas para 0S

estudantes.

3.1.2 - Funcéo seno

Para definir o seno do numero real t, considere o angulo orientado 6 cuja
medida em radianos € t e, em seguida, considere o ponto P do circulo
trigonométrico associado ao numero real t, ou seja, P = ¢(t). Enfim, 0 senode t € a
ordenada do ponto P no sistema de coordenadas cartesianas onde esta inserido o

circulo trigonométrico, conforme ilustra a figura 3.7 a seguir.

sen(t)

Figura 3. 7-0 seno de t.

Essa definicdo associa cada namero real t a outro numero real chamado de
seno de t. Essa associacdo chama-se funcédo seno (usualmente designada por

sen).
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O dominio da funcdo seno é o conjunto R dos numeros reais, ja que o
calculo do seno de t se pode aplicar a qualquer numero real. Ja o contradominio
desta funcdo é o conjunto das ordenadas dos pontos do circulo trigonométrico, ou
seja, o intervalo [—1,1].

Em termos de notacgéo usual para funcdes, pode-se escrever:

sen:R - [—1,1]
Recorrendo ao circulo trigonométrico, para alguns valores de t, € evidente

os valores do seno de t, ou simplesmente, sen(t). Como exemplos, tem-se:

Tabela 3. 1- Valores do seno no circulo trigonométrico

s
sen(0) =0 sen (E) =1 sen(m) =0

3 T
sen (7) =—1|sen(2n) =0 | sen (— E) =-1

A seguir sera descritos alguns procedimentos para determinar os valores da

" T T T . , . .
funcdo seno nos pontos (E)’ (Z) e (5) a partir do circulo trigonométrico.

’ T - , . L.
Para calcular o seno do numero real (E)' utilizando o circulo trigopnométrico,

tal como ilustrado na figura 3.8, basta determinar a ordenada do ponto P, que, neste

caso, € o comprimento do segmento PR.

P
o -m/6
Q

Figura 3. 8 — Seno do numero real (g)
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Por construcédo os angulos £0OPQ e 20QP sé&o iguais e a sua soma mede

m— ((%) + (g)) =7 — (g) = (2?”) radianos, pois a soma dos angulos de um triangulo

€ sempre igual a m radianos. Logo, cada um dos angulos 20PQ e £0QP mede (g)
radianos, o que prova que o triangulo A OPQ é equilatero. Consequentemente, a
medida do lado PQ é igual a do lado OP (e também a do lado OQ), cujo
comprimento é 1, por ser o raio do circulo trigopnométrico.

Como, por construcéo, os triangulos A OPR e A OQR sao geometricamente

iguais, conclui-se que os segmentos PR e QR tém o0 mesmo comprimento, e esses

. 1
sdo igual a 5+ Portanto,

Vs ,
Para o calculo do seno de (Z)’ recorre-se novamente ao circulo
trigonométrico, como representado na figura 3.9.

4

Figura 3. 9 — Seno do numero real (g)

O triangulo A OPR é retangulo em R e o angulo 2POR mede (%) radianos.

Logo o angulo ZPOR também mede(%) radianos, uma vez que o tridngulo A OPR é

isdsceles. Seja y' o comprimento do segmento PR (que é igual ao do segmento OR)
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. . 1
tem-se, pelo Teorema de Pitagoras, (y')2+ (y)?=1, ou seja, (y')* = p onde

V2

. A , .
concluir-se que: y’ = ==. Portanto o seno de (Z)’ que é o comprimento do segmento

PR, é dado por:
sen(Z) = 22

A seguir 0 processo para determinar o seno de (g) recorrendo a figura
3.10.

3
6

Figura 3. 10 — Seno do numero real (g)

Por construcdo, os triangulos A OPQ e A ORS sdo geometricamente iguais,
pelo fato do comprimento do segmento RS ser igual ao comprimento do segmento

PQ, e dos angulos £SOR e «P0OQ também serem iguais. Note que PQ é o seno de

T . L, . 1 .
(g), cujo valor, como demonstrado, € igual a = Chamando de y" o comprimento do

segmento OS, que é o seno de (g) pode-se aplicar o Teorema de Pitagoras ao

triangulo A ORS, obtendo:

2

2 1 1"\2 1 1"\2 3 "
G +(3) =120 =1-2 0" =520 =

~| 3
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Portanto:

sen (%) = @

Um outro resultado interessante, que se deduz a partir do circulo

trigopnométrico, conforme ilustracédo da figura 3.11, é:

sen(—t) = —sen(t),Vt € R

Assim como,
sen(2km +t) = sen(t),Vt e R,Vk € Z

____________

sen(t)

sen(-t) -t

Figura 3. 11 — Paridade da func¢é&o seno.

De forma anéloga se demonstra as seguintes igualdades:

sen (g+ t) = sen (% — t)

sen(m —t) = sen(t)

sen(m +t) = —sen(t)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
(3.15)
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3 3
sen (771 + t) = sen (77-[ - t) (3.16)

Mas geralmente, e tendo em conta as propriedades (3.11) e (3.12), tem-se:

sen(2km —t) = —sent (3.17)

T T
sen (an + 5 + t) = sen (E - t) (3.18)
sen(2km + m —t) = sen(t) (3.19)
sen(2kmw + m + t) = —sen(t) (3.20)

3 3
sen <2kn + 77-[ + t) = sen (; - t) (3.21)

As igualdades (3.17) a (3.21) séo vélidas para quaisquer que sejam k €Z e
t eER.

3.1.2.1 - Grafico da funcédo seno

A funcéo seno definida de R em [—1,1], €, como j& foi exposto, sobrejetiva.
Entretanto, de acordo com as igualdades de (3.17) a (3.21), ndo € injetiva. Quando t

cresce de 0 até g o ponto P do circulo trigopnométrico (ver figura 3.7) associado a t

percorre, no sentindo anti-horario o primeiro quadrante do circulo trigonométrico.

Nota-se assim que o seno de t, que é a ordenada de P, cresce de 0 até 1. Quando t
T, : . .
cresce de > até m, o ponto P percorre, no sentido contrario ao dos ponteiros de um

reldgio, o quarto circulo trigopnométrico que esta no segundo quadrante, onde o seno
de t decresce de 1 até 0. Utilizando a igualdade (3.18) com k = 0, nota-se que, no

intervalo [0,7], o grafico da funcdo seno tem um comportamento Simeétrico em
relacdo a reta vertical y = (g) Finalmente, utilizando as igualdades (3.19) e (3.20),

nota-se que, no intervalo [0,2x], o grafico do seno é simétrico em relagdo ao ponto
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de abscissa e ordenada 0. Dai, o grafico da fung&o seno no intervalo [0,2r] terd o

comportamento ilustrado na figura 3.12.

0 w2 3m/2 TT

=]

Figura 3. 12 — Grafico da fung¢ao seno no intervalo [0,21r].

Para outros valores da varidvel independente, o seno desses valores é
calculado através da igualdade (3.12) e, consequentemente, o grafico do seno vai
ser uma repeticdo da curva representada na figura 3.12, assim como, ilustra a
figura 3.13. A curva eshocada nessa figura é conhecida como senéide’. Observa-se
que, por (3.11), a funcdo seno é impar, logo seu grafico € simétrico em relacédo a

origem dos eixos.

1
/n -3mi2 . -2 0 2 r\ayn
4

Figura 3. 13 — Gréfico da funcgéo seno.

Pelo fato de ser ter, para todo t real, sen(t + 2m) = sen(t), dizemos que a

funcdo seno é periddica e que seu periodo principal é 2.

’ O gréfico da funcéo seno é conhecido como sendide.
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3.1.3 - Funcgé&o cosseno

O cosseno de um namero real t pode ser definido por um processo analogo
ao do seno. O cosseno de t é a abscissa do ponto P do circulo trigopnométrico

associado ao numero real t, tal como ilustrado na figura 3.14.

 — — e m— - ———

cos(t)

Figura 3. 14 — O cosseno de t.

A funcédo cosseno, designada por cos, € a fungdo que a cada numero real t
associa a outro numero real, chamado de cosseno de t, ou simplesmente, cos(t).

Tal como o caso do seno, é imediato ver, recorrendo ao circulo trigonométrico, que

cos:R - [-1,1]

€ uma funcao sobrejetiva mas nao injetiva.

Seja t um numero real qualquer, assim como ilustrado na figura 3.15, o
cosseno de t € o comprimento do segmento OQ. E 0os A ORS e A OPQ sé&o, por
construgcédo, geometricamente iguais. Logo o comprimento do segmento OQ (que

coincide com o cosseno de t) € igual ao comprimento do segmento OS (que coincide
com o seno de (g— t). Esse raciocinio, que feito com o ponto P no 1° quadrante,

generaliza-se ao caso em que P pertence aos outros quadrantes.
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/s
cos(t) = sen (E — t),Vt e R (3.22)

A partir de da figura 3.15 pode-se calcular o valor do cosseno em pontos

onde conhecamos o seno.

A 3 R
m2 -t
P
2 -8 '
bl \ t
1
8 . %
(@] Q

Figura 3. 15 — Arcos complementares.

Assim, tem-se:

Tabela 3. 2- Seno e cosseno de arcos complementares
i i T
cos(0) = sen (E) =1 cos (E) =sen(0) =0 cos(m) = sen (— E) =-1

cos (377-[) = sen(—m) =0 | cos(2m) = sen (— 377[) =1 cos (— g) = sen(m) = 0
ws@=sen@ =2 | s@msen@)=Z | o))

Com recurso ao circulo trigonomeétrico, ou a formula (3.22), é facil deduzir
para 0 cosseno as igualdades correspondentes as estabelecidas para o seno em
(3.11), (3.12), (3.17), (3.18) e (3.21), e que séo:

cos(—t) = cos(t) (3.23)

cos(2km +t) = cos(t) (3.24)
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cos(2km — t) = cos(t) (3.25)
cos(2kmr + m +t) = —cos(t) (3.26)
cos(2km +m —t) = —cos(t) (3.27)

Estas igualdades séo validas quaisquer que sejam k € Z e x € R. A titulo de

exemplo, sera demonstrado apenas a igualdade (3.23):
cos(—t) = sen (E + t) = sen (E - t) = cos(t) (3.28)
2 2

Na expressao anterior, a primeira igualdade resulta da substituicdo de t por
—t em (3.22), a segunda igualdade é obtida de (3.18), com k = 0, a ultima igualdade

ndo € mais do que (3.22). As demais sdo demonstradas de forma analogas a essas.
3.1.3.1 — Grafico da funcéo cosseno

A partir da igualdade (3.22) é imediato obter o grafico da funcdo cosseno.
Basta transladar o gréfico da funcéo seno, para a esquerda, de (g) A figura 3.16

ilustra o grafico da func&o cosseno, conhecido como cossendide®.
A funcédo cosseno, assim como a func¢do seno, € perioddica e o seu periodo
principal é 2m. Por outro lado, a igualdade (3.23) mostra-nos que a fun¢éo cosseno

€ par, pelo que o seu grafico € simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas.

/—\ /; \ /\x\
2 evfz 0 n\i/(ﬂz o
]

Figura 3. 16— O grafico da func¢édo cosseno.

o) gréfico da funcao cosseno é chamado de Cossendide.
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3.1.4 — Relagdo Fundamental |

Seja t um numero real associado ao ponto P do circulo trigonométrico, com
x e y, respectivamente, como abscissa e a ordenada. Pelo Teorema de Pitagoras,

lembrando que, por defini¢cdo, temos x = cos (t) e y = sen(t), logo:
cos?(t) + sen®(t) = 1,Vt €R (3.29)

Essa igualdade é chamada de Relacdo Fundamental | da Trigonometria e esti
ilustrada na figura 3.17.

sen(t)

Figura 3. 17 — Relagcdo Fundamental I.

3.1.5 - Funcéo Tangente

A funcgéo tangente, designada por tg, tem a seguinte definigcéo:

sen (t)
cos(t)

tg(t) = (3.30)

O dominio da fungdo tangente, decorrente de (3.29), € o conjunto D,, de

todos os nameros reais cujo cosseno é diferente de zero:
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I

Dy = {t € R/cos(t) # 0} = {t € R/t # km + 5

\Vk € T}

A tangente tem uma interpretacdo geométrica simples no circulo

trigonométrico (como ilustrado na figura 3.18), onde se considera o caso de t

. s
pertencer ao intervalo |0, 2 [

R
A
P
O\ te®)
R
. X,
O Q S

Figura 3. 18 — A tangente de t.

Recordando que o seno de t € a ordenada do ponto P do circulo
trigopnométrico associado ao arco t, ou seja, no caso da figura 3.18, o comprimento
do segmento PQ. O cosseno de t é a abcissa de P, ou seja, o comprimento do
segmento OQ. Portanto:

sen (t) PQ
cos(t) O_Q

tg(t) =

Recorrendo ao Teorema de Thales, e tendo em vista que o comprimento do

segmento OS é igual a 1, o raio do circulo trigonométrico, tem-se:

PQ RS

—S =" =RS
0Q  0S

tg(t) =
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3.1.5.1 - Grafico da funcéo tangente

Recorrendo a interpretacdo geomeétrica da funcdo tangente ilustrada na
figura 3.18, nota-se que, quando t cresce de 0 até (g) sem atingir este valor, o

comprimento do segmento RS (que coincide com a tangente de t) vai aumentando,
a partir de 0, tanto quanto se queira. Isto significa que, no intervalo [0,% [, a tangente
é uma fungao crescente e toma todos os valores do intervalo [0, +oo[. O gréafico da

restricdo da funcao tangente ao intervalo [0,% [. Estéa representado na figura 3.19.

Figura 3. 19 — A restricdo da fungao tangente ao intervalo [0,%[

Observe que a funcao tangente é impar, visto que:

sen(—t) —sen(t)
cos(—t)  cos(t)

tg(=t) = —tg(t) (3.31)

Logo, o grafico da funcdo tangente é simétrico em relacdo a origem do
referencial. A partir do gréfico ilustrado na figura 3.19, conclui-se que a restricdo da

~ . T T Pa s gt
funcdo tangente ao intervalo ]—5,5[ tera um grafico com o comportamento

esbogado na figura 3.20.

Das igualdades (3.12) e (3.25) resulta,
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\ y : que:
: l
| l
I I sen(t + 2m) sen(t)
1 1 = = =
: : tg(t + 2m) cos(t T 2m) — cos(D) tg(t) (3.32)
: l
1 I
: l Devido & igualdade precedente,
1 1
| | ressalta-se que a funcao tangente € periodica
1 I
! ! e que o seu periodo é 2m. No entanto, a partir
WE EW X das igualdades (3.19) e (3.26), pode-se
- Ei EE escrever:
1 1
: l
! ! sen(t+m) —sen(t)
' ' tg(t = = =tg(t
: : g9t +m cos(t+m) —cos(t) 9
: l
: l
! ! Mostrando assim que:
| |
Figura 3. 20 — Restricdo da funcso tg(t +m) =tg(t), vt €R (3.33)
tangente ao intervalo |— g, g]

Com isso, nota-se que m € um periodo da fungcéo tangente. E tendo em
vista que, a restricdo da funcdo tangente ao intervalo ]—%,g[ € injetiva, como

ilustra a figura 3.20, tem-se que = € o menor periodo da funcéo tangente e é tido
como o periodo principal da funcao.

Uma vez conhecida a restricdo do grafico da funcédo tangente ao intervalo

— g, %[ e sabendo que m é um periodo da funcéo tangente, o grafico desta funcéo
€ imediato. Esse, de fato, vai ser uma repeticdo do gréafico representado na figura

3.19, assim como, ilustrado na figura 3.21.
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T -5m/2 T -3m/2 a1 -m/2 0 m2 m 3m/2 m 5m/2 T

Figura 3. 21 — Gréfico da funcao tangente.

3.1.6 — A funcgao cotangente
A funcao cotangente, designada por cotg, € definida por

cos(t)
sen(t)

cotg(t) = (3.34)

O dominio da funcdo cotangente, como se depreende de (3.28), é o

conjunto D, de todos os numeros reais cujo seno € diferente de zero:
Deorg = {t € R/sen(t) # 0} = {t € R/t # km, k € Z}

Da igualdade (3.18) surge uma relagcéo entre a cotangente e a tangente:

_cos(t) _sen (% - t) o om
cotg(t) = sen(t) cos (% _ t) =l (E B t)

ou seja, para todo t no dominio da cotangente, se tem

cotg(t) =tg (g - t) (3.35)
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Segundo AUBYN et. al. (2004), foi a partir da equacao (3.35) que surgiu 0
nome de cotangente, pois a cotangente de t € a tangente de g —t e 0s angulos com
estas medidas (em radianos) sdo complementares.

A cotangente tem uma interpretacdo geométrica simples no circulo

trigonométrico, tal como indicado na figura 3.22, onde se considera o caso de x

pertencente ao intervalo ]0,%[. Nesta figura, os triangulos A OPQ e A ORU sao

semelhantes, pois sdo ambos retangulos e o angulo £P0Q é igual ao angulo ZROU.
Ent&o, tem-se:
cos(t) 0Q RU

=—=—=RU
sen(t) 0S O0OU

cotg(t) =

No caso de um valor qualquer de t pertencente ao dominio da funcéao
cotangente, é imediato ver que o valor absoluto da cotangente de t é igual ao
comprimento do segmento horizontal, tangente ao circulo trigopnométrico, e que une
a semi-reta OP, determinada pelo ponto P do circulo associado a t, ao eixo das

ordenadas.

—

@
ot-----------Xo

Figura 3. 22 — A cotagente de t.

3.1.6.2 — Grafico da funcéo cotangente

Para obter o gréafico da funcao cotangente, recorre-se a (3.35) e ao fato da

tangente ser uma funcao impar:
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cotg(t) =tg (g - t) = —tg (t - g) (3.36)

Enfim, o grafico da funcdo cotangente pode se obtido a partir da figura

3.21, por translacdo de % assim como ilustrado na figura 3.23.

YT

Figura 3. 23 — Gréfico da fungdo cotangente.

S
=]
El

3m 2m 5m 3m

Analisando a figura 3.23, nota-se que, o contradominio da cotangente é o
conjunto dos numeros reais e que se trata de uma funcao periddica, cujo periodo
principal é .

A tangente e a cotangente de t sdo imediatamante calculaveis para valores
de t que o0 seno e 0 cosseno sao conhecidos. A tabela 3.3 a seguir, aponta os

valores do seno t, do cosseno de t, da tangente de t e da cotangente de t (quando

, T T bis bis
possivel), para os casosonde t =0, t = p t= " t= 3€ t= >

Tabela 3. 3 - Valores do seno, cosseno, tangente e da cotangente para dngulos

notaveis
; i3 T i3 i3
‘ 6 2 3 2
1
sen(t) 0 - E E 1
2 2 2
1
cos(t) 1 ﬁ E - 0
2 2 2
tg(t) 0 ? 1 V3 ]
cotg(t) ! V3 1 ? 0
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3.1.7 — Funcgbes Secante e Cossecante

Além das funcbes seno, cosseno, tangente e cotangente, usualmente
também sado definidas as funcdes secante e cossecante. A funcdo secante
designada por sec e cossecante designada por cosec, sao definidas

respectivamente por:

sec(t) = (3.37)

cos(t)

cosec(t) = (3.38)

sen(t)

A partir de 3.37 e 3.38 observa-se que o dominio da secante € o conjunto de
nameros reais tais que cos(t) # 0 e o dominio da cossecante € o conjunto de
nameros reais t tais que sen(t) # 0. Nota-se que, o dominio da secante coincide
com o dominio da tangente, enquanto o dominio da cossecante coincide com o

dominio da cotangente.
3.1.7.1 - Graficos das funcdes secante e cossecante

Os graficos das funcdes secante e cossecante (representados pelas
figuras 3.24 e 3.25) séo obtidos, respectivamente, a partir dos graficos do cosseno
e do seno.

Analisando os graficos ilustrados nas figuras 3.24 e 3.25 verifica-se que o
contradominio das funcdes secante e cossecante € o conjunto | — o, —1] e [1, +oo[.

Essas funcdes séo periddicas e o periodo principal é 2.

=

w

[N}

m2 -2m -3m/2 - -m2 0 w2 ™ 32 2w 5mi2

3

-4

Figura 3. 24 — Gréfico da fungao secante.
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-2m -3n/2 - /2 0 ™2 ™ 3mi2 2m

Figura 3. 25 — Grafico da funcdo cossecante.

A funcdo secante e cossecante possuem interpretacdes simples no circulo

trigonométrico. Com base na figura 3.26, onde t € um numero real compreendido
T . , . Ly . A
entr o e P é o ponto do circulo trigonométrico associado a t. Os triangulos

A OPQ e A OPN séo semelhantes e, como o raio do circulo é 1, tem-se:

1 1 0P ON _
cos(t) 0Q 0Q OP

\y

sec(t) =

Q N

X
o sec(t) \

Figura 3. 26 — A secante de t.

Ou seja, a secante de t coincide com o comprimento do segmento ON. Dai,
0 nome de secante, visto que a reta que passa em O e em P é secante ao circulo

trigonometrico.
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De forma anéloga, se da a interpretacdo da cossecante no circulo
trigonométrico, conforme figura 3.27. Considerando os triangulos A OPS e A OPM,
semelhantes, onde a raz&do entre os lados correspondentes a angulos iguais €

constante. Logo,

1 1 _oP O0OM _
sen(t) 0S 0S OP

N

oM

cosec(t) =

<

Figura 3. 27 - A cossecante de t.
Isto €, a cossecante de t coincide com o comprimento do segmento OM. O

nome de cossecante se da ao fato de ser a secante de (g — t), gue € imediato

cosec(t) = 1 = 1 = sec (E - t) 3.39
sen(t)  cos (%— t) 2 (3:39)

3.1.8 — Relacbes entre as fungdes trigonométricas

Da Igualdade Fundamental da Trigonometria (equacdo 3.24), pode-se
deduzir relagbes semelhantes para as outras fung¢des trigonométricas. Dividindo
ambos os membros dessa equag&o por cos*(t) (supondo cos(t) # 0) e por sen?(t)

(supondo sen(t) # 0) obtém-se, respectivamente,
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sen®(t) 1
cos?(t)  cos2(t)

(3.40)

cos’(t) 1
sen2(t)  sen?2(t)

(3.41)

Tendo em conta as definicdes das fungbes tangente, cotangente, secante e

cossecante, as igualdades 3.40 e 3.41 podem ser reescrita da seguinte forma:

1+ tg?(t) = sec?(t) (3.42)

cotg?(t) + 1 = cossec®(t) (3.43)

3.2 — Comentérios

As dificuldades encontradas no ensino das funcfes trigonométricas podem
esta associadas ao fato das metodologias adotadas pelos professores ao abordarem
o tema de forma abstrata e mediante a uma série de calculos que, muitas vezes,
tomam muito tempo nas aulas.

SILVA (2011) aponta que uma das dificuldades para o ensino da
Trigonometria estd na interpretacdo e relacdo de suas varias representacoes:
geomeétrica, algébrica, no triangulo retangulo, no circulo trigonométrico e no plano
cartesiano. Em um ambiente tradicional, que se baseia no uso de quadro, pincel
elou giz, relacionar estas multiplas interpretacdes néo € tarefa facil, sem mencionar
que, por vezes, pode gerar uma visdo fragmentada dos conceitos trigonométricos.
Ressalta ainda que, o nivel de abstracdo necessario na aprendizagem em
Trigonometria, principalmente ao sair do ambiente do triangulo retangulo, exige
novas abordagens, que sejam capazes de relacionar as diversas representacdes e
permitam tornar concretas e visiveis as propriedades dos objetos com o0s quais
trabalhamos, de forma a permitir a construgéo soélida dos conceitos trigopnométricos.

De acordo com KRUSE (2007), a abordagem na maioria das escolas dada
as Funcdes Trigonométricas Seno e Cosseno se baseiam em construcdes de
graficos, em que é necessarios realizar varios célculos para se preencher uma

tabela e essa pratica toma muito tempo da aula. E é a partir dessa tabela que os
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alunos verificam o periodo e a imagem destas funcdes. Afirma ainda, que essa
pratica deixa muito a desejar, uma vez que, o objetivo resume-se somente em tracar
os graficos das funcdes, sem se preocupar com as variagdes desses ocasionadas

pelos coeficientes (parametros) das funcdes senos e cossenos e sua aplicabilidade.
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CAPITULO IV - O ensino de Funcdes Trigonométricas com o auxilio do
GeoGebra

Neste capitulo serd dado énfase ao ensino das fungdes trigonométricas com
0 auxilio do GeoGebra. Buscando alternativas para explorar as peculiaridades
relativas ao ensino dessas func¢des de forma critica, investigativa e dinamica.

Inicialmente, apresentam-se roteiros para as constru¢cfes dos gréficos das
funcBes trigonométricas a partir das definicbes contidas na maioria dos livros
didaticos utilizados no ensino médio. Em seguida, serd apresentado analises dos
parametros que constitui a definicho mais abrangente da funcdo seno
(y = a + bsen(cx + d)), suas implicacdes no dominio, na imagem e no periodo da

mesma.

4.1 — A Funcéao Seno

Apresenta-se a seguir um roteiro com ilustracdes para a construgcdo do
grafico da funcéo seno, utilizando o software GeoGebra.

Observac¢des importantes:

e (Cada um dos botdes contidos na barra de ferramentas do GeoGebra
tem um tridngulo branco no seu canto inferior direito;

e Ao clicar no botdo quando o triangulo est4 branco, a ultima opcao
utilizada com esse botéo, seré entéo a ferramenta escolhida;

e Quando passar o cursor por cima do triangulo branco, este se torna

vermelho, e ao ser clicado, abre-se um menu de possibilidades.

Roteiro:

1 — Habilitar todos os rotulos dos objetos que serdo criados: op¢des > rotular > para

todos os objetos novos;
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Opgoes
Descrigdes Algébricas
< Pontos Sobre a Malha
Arredondamento

| Rotular ) ' _Modo Automatico

I° Para Todos os Objetos Novos l

Menos para os 5bjetos Novos
Apenas para os Pontos Novos

i Tamanho da Fonte
@ |dioma

< Configuragoes...
Figura 4. 1 — Rotular todos os objetos novos.

2 — Exibir os eixos ortogonais: clicar com o botdo direito do mouse na janela de

visualizagao > janela de visualizagao > eixos;

Janela de Visualizagao

IL Eixos l
& Malha

« Zoom
EixoX : EixoY
Exibir Todos os Objetos
Visualizagdo Padréo Ctrl+M
= Janela de Visualizag3o ...
Figura 4. 2 — Exibir os eixos.

3 — Exibir o rétulo do eixo x, alterar a unidade de medida do eixo x para radianos, a
. A . s oo , .
distancia entre os pontos para (5) e exibir os numeros sobre o0 mesmo: clicar com o

botdo direito do mouse na janela de visualizagdo > janela de visualizagédo > alterar
as configuracoes;

€2 Configuragdes -
. - , A ; S ’4
Padrées Janela de Visualizagédo Planilha CAS Avancado
Janela de Visualizagao

Basico EixoX EixoY Malha

EixoX !
7 Exibir EixoX

7/ Exibir Nameros

Diregao Positiva Apenas

“Distancia: 1
Graduacgdes: >
Rétulo: x - Unidade:

Origem em: 0.0 Ajustar a Borda da Janela de Visualizé |

Restaurar Configuragao Padrdao Gravar Configuragcdes = Fechar

Figura 4. 3 — ConfiguracGes dos eixos.
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4 — Exibir o rétulo do eixo y, a distancia entre os pontos para 1 e exibir os nimeros

sobre o0 mesmo: clicar com o botdo direito do mouse na janela de visualizacdo >
janela de visualizacdo > alterar as configuracoes;

X,
0 2 m 3m2 2w

o

Figura 4. 4 — Parcial do roteiro até o passo 4.

5 — Criar um circulo com centro na origem e raio unitario: barra de ferramentas >
botdo de circulos > circulo dados centro e raio;

@\@E@E @ Mover Janela de Visua
) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
|& Circulo dados Centro e Raio |

(= Compasso
) Circulo definido por Trés Pontos

(™ Semicirculo Definido por Dois Pontos
<1 Arco Circular dados Centro e Dois Pontos
“J Arco Circular definido por Trés Pontos

4 Setor Circular dados Centro e Dois Pontos
<) Setor Circular definido por Trés Pontos

Figura 4. 5 — Ferramenta para criar um circulo dados centro e raio.

6 — Clicar na origem do sistema de eixos (para inserir circulo basta clicar no local

onde deseja-se que fique o centro do mesmo) e digitar o nimero 1 (um) na janela
que ira ser exibida na sequéncia,
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%7 Circulo dados Centro e Raio u
Raio
1

(o]

Figura 4. 6- Inserindo o raio do circulo

7 — Alterar as propriedades do circulo: Aumentar a espessura (estilo) para 0 maximo

(13); Mudar a cor para azul,

o Propriedades [

Objetos Basico| Cor Estilo Algebra Avangado| Programagao
“Arco
Circulo
d
‘A
+Ponto Estilo: ————~
“Reta
+Segmento
*Texto
Angulo

Espessura da Linha

13579113
Preenchimento: Padrao -~ I Inverter Preenchimento
Transparéncia

0 255075100

‘Apagar Restaurar Configuracdo Padrao Fechar
Figura 4. 7 — Estilo de linha.

€ Propriedades ——

Objetos  ~ Avangado Programag&o

“Arco Basico Cor Estilo | Algebra
Circulo

d
‘A

*Ponto '

‘Reta _ | Visualizar: [l 0, 51, 204)

11 Recente:

.
|
E

/Apagar Restaurar Configuragdo Padrac Fechar
Figura 4. 8 — Cor do objeto.

0 2 m 3mi2 2m

Figura 4. 9 - Parcial do roteiro até o passo 6.
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8 — Inserir um ponto no primeiro quadrante do circulo e, em seguida, renomea-lo

para P:

8.1 — barra de ferramentas > botdo de pontos > novo ponto;

8.2 — clicar com o botéo direito do mouse sobre o ponto > renomear para P;

AL [ @l ol &l o]
«* Novo Ponto
'~ Ponto em Objeto

¢ Vincular / Desvincular Ponto

[
Ll

a=2

> Intersecéo de Dois Objetos
" Ponto Médio ou Centro

<> Namero Complexo

Figura 4. 10 — Inserir um novo ponto.

9 — Tracar um segmento de reta com extremidades no centro do circulo no ponto P e

alterar o estilo da linha do segmento:
9.1 — barra de ferramentas > segmento definido por dois pontos;

9.2 — clicar com o botdo direito do mouse sobre o segmento e altere as
propriedades: botéo direito > propriedades > estilo: espessura 13 > cor: preto.

=@l ol 45 =] <] Mover
-~ Reta definida por Dois Pontos

|-*_Segmento definido por Dois Pontos |
" Segmento com Comprimento Fixo

- Semirreta Definida por Dois Pontos
=2 Caminho Poligonal

<~ Vetor Definido por Dois Pontos
== Vetor a Partir de um Ponto

Figura 4. 11 - Ferramenta para criar um segmento definido por dois pontos.
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Ol
o

X
2 L 3m/2 2w

Figura 4. 12 — Parcial do roteiro até o passo 9.

10 — Marcar a interse¢do do circulo com o eixo x, lado positivo do mesmo: barra de
ferramentas > botédo de pontos > interseccdo de dois objetos;

BB RANEE
'+ Novo Ponto

' Ponto em Objeto

<+ Vincular / Desvincular Ponto

IX Intersecdo de Dois Objetos l
" Ponto Médio ou Centro

> Numero Complexo

Figura 4. 13 - Ferramenta para a intersecdo entre dois objetos.

11 - Inserir o angulo que o segmento OP faz com o eixo das abscissas. Selecionar a

ferramenta e clicar na interseccdo do circulo com o eixo x, no centro do circulo e no
ponto P;

Wm Mover: Arraste ou selecic
<, Angulo ]

<% Angulo com Amplitude Fixa

- Distancia, Comprimento ou Perimetro
‘& Area

" Inclinagéo

w2 Criar Lista

Figura 4. 14 — Ferramenta para inserir um angulo.

43



12 — Alterar o tamanho da ilustracdo do angulo para 80 e a decoracdo do mesmo:

botdo direito do mouse > propriedades > Decoracéo; Exibir, em propriedades, o
valor e o nome do angulo;

€7 Propriedades V @
Ponto I Avancgado | Programacao ‘
“Reta Basico | Cor | Estilo ~ Decoragéo
*Segmento Decoragé@o:| 1
=Texto I =
=Angulo =

Leqr i

el

g B - 1
q i , i

7 Apagar | Restaurar Co':%_'b Padrao lFechar ‘

Figura 4. 15 — Alterando a decoracdo de um angulo.

13 — Exibir, em propriedades, o valor e 0 nome do angulo;

ol a=4496°

%
Ojo 2 m 3m/2 2m

Figura 4. 16 — Parcial do roteiro até o passo 13.

14 — Tracar uma reta paralela ao eixo das abscissas passando pelo ponto P: barra
de ferramentas > reta paralela > clicar no eixo x e no ponto P;

Elxfelollalxdb=-]=]]+]
I;‘ Reta Paralela '
~ Mediatriz
<, Bissetriz

£ Reta Tangente
.Q Reta Polar ou Diametral

+* Reta de Regressao Linear

&~ Lugar Geométrico
Figura 4. 17 — Ferramenta para tracar uma reta paralela.
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15 — Marcar a interseccédo (ponto C) da reta que passa pelo ponto P com o eixo das

ordenadas;

ol a=44.96°
olo /2 ™

3m/2 2m

Figura 4. 18 — Parcial do roteiro até o passo 15.

16 — Desabilitar (com o botéo direito) a exibicdo da reta do passo 10;

Reta b: Reta PC

| Exibir Objeto |
~ Exibir Rétulo
- Habilitar Rastro

@ Copiar para a Linha de Comandos

Renomear
2 Apagar

Propriedades ...
Figura 4. 19 — Desativar a exibicdo de um objeto.

17 — Tragar um segmento de reta com extremidades em C e P. Em seguida, mudar o

estilo da linha para tracejada;

7 Propriedades ﬁ
Ponto I Avangado | Programacgao
“Reta _| Basico | Cor ‘ Estilo ‘ Algebra
°b Espessura da Linha
b, y!
[°¢ 13579113
oa
of _ | Estilo:|——
2 Apagar [ Restaura---—------- Ao Padréo |Fechar |

Figura 4. 20 — Estilo tracejado de uma linha.
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18 — Tracar um segmento de reta com extremidades na origem dos eixos e no ponto
C. Esse segmento representa a funcdo seno, renomear 0 segmento para seno e

destacar as propriedades do mesmo, alterando a espessura para 5 e a cor para
vermelho;

%7 Propriedades LY @
#Circulo  ~ Avancado | Programacéo
»Ponto Basico ‘ Cor ‘ Estilo | Decoragao
“Reta
3 T T ] Recente:
ESegmento _jé 1
- ,a
a,
i _ | Visualizar: [ (255, 0, 51)
7 Apagar ’ Restaurar Configuracdo Padrao ‘Fechar ‘

Figura 4. 21 - Cor do segmento que representa o seno.

€2 Renomear =5

Novo nome para Segmento OC

seno °
| OK H Cancelar

Figura 4. 22 - Renomear 0 segmento para seno.

19 — Inserir um texto para expressar o valor do segmento que representa o valor da

funcédo: barra de ferramentas > Inserir texto > “seno = ” seno;

=ec |nserir Texto ]
<% Inserir Imagem
# Caneta

-2» Relacdo entre Dois Objetos
A. Calculadora de Probabilidades
2/ Inspetor de Fungdes

Figura 4. 23 - Ferramenta para inserir um texto.
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€2 Texto &J

Editar
"sen(\alpha)="seno| 3
“Formula LaTeX- Simbolos- Objetos-

ofm [ [

Visualizar
sen(a) = 0.74

\ OK H Cancelar ‘

Figura 4. 24 — Editando o texto para o segmento que representa o valor da funcéo
seno.

2 m 3m/2 2w

Figura 4. 25 — Parcial do roteiro até o passo 19.

20 — Inserir, no campo de entrada, o ponto («, sin(a)) que percorrera o tracado da

funcéo seno; Renomear o ponto para seno e habilitar o rastro do mesmo;

Ponto seno: (a, sin(a))
Coordenadas Polares

- Exibir Objeto
+ Exibir Rétulo
| Habilitar Rastro |

= Copiar para a Linha de Comandos

Renomear
7 Apagar

]

Propriedades ...

Figura 4. 26 — Habilitar o rastro do ponto (seno).
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21 — Mover o ponto P no sentido positivo adotado nas funcdes trigopnométricas e
observar o comportamento do grafico, relacionando o segmento que representa o

valor da fungéo seno e o ponto (a, sin(a@));

sen(a) = (.88

0
Qlo w2 3m/2 ™

Figura 4. 27 — Gréafico da fungao seno feito no GeoGebra.

Com este roteiro, pode-se explorar de forma simples, rapida e atraente a
construcdo do grafico da funcdo seno, evitando assim, calculos exaustivos e
construcdes de tabelas, que tomam muito tempo e causam desestimulos na maioria
dos estudantes, como foi mencionado no capitulo anterior.

Além disso, tem-se o dinamismo oferecido pelo programa ao permitir que,
com simples uso do mouse, arrastando o ponto P, visualizar o percurso feito pelo
ponto a medida que o angulo aumenta ou diminui.

Este roteiro pode ainda ser transformado num applet (aplicativo java) e
inserido numa plataforma de ensino virtual, tipo o ambiente Moodle, possibilitando
por exemplo, a criacdo de um curso/modulo sobre este assunto.

Essa construcdo podera também ser explorada na introducédo dos conceitos
de dominio e imagem da funcdo sendide, como também dos conceitos de
crescimento/decrescimento, pontos de maximo/minimo, periodicidade, sinais,

limitacdes e simetria da fungédo seno.

4.2 — A Funcéo Cosseno

De modo semelhante ao que foi feito na se¢ao anterior, apresenta-se agora,
um roteiro para a constru¢éo do grafico da fungéo cosseno:

Observagdes importantes:
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e (Cada um dos botdes contidos na barra de ferramentas do GeoGebra
tem um triangulo branco no seu canto inferior direito;

e Ao clicar no botdo quando o triangulo esta branco, a ferramenta
selecionada é a ultima opcéo utilizada com esse botéo;

e Quando passar o cursor por cima do triangulo branco, ele se torna

vermelho, e ao ser clicado, abre-se um menu de possibilidades.
Roteiro:
1 — Repetir os passos de 1 a 13 do roteiro para a construgéo da funcao seno;

2 — Tracar uma reta perpendicular ao eixo das abscissas passando pelo ponto P:

barra de ferramentas > reta perpendicular > clicar no eixo x e no ponto P;

ABC H

IE
\/[

;@M@ SN
- Reta Perpendicular
—- Reta Paralela
~ Mediatriz
<, Bissetriz

a=2

=
J

£ Reta Tangente
.© Reta Polar ou Diametral

+ Reta de Regressao Linear

&~ Lugar Geométrico

Figura 4. 28 — Ferramenta para tracar uma reta perpendicular.

3 — Marcar a interseccdo (D) da reta que passa pelo ponto P com o eixo das

abscissas;

Olo
o
o

2 m 3m/2 2m

B

Figura 4. 29 — Parcial do roteiro da funcdo cosseno até o passo 3.
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4 — Desabilitar (com o bot&o direito) a exibicao da reta;

5 — Tracar um segmento com extremidades em D e P. Em seguida, mudar o estilo
da linha para tracejada;

6 — Tracar um segmento de reta com extremidades na origem dos eixos e no ponto
D. Esse segmento representa a funcdo cosseno, renomear 0 segmento para
cosseno e destacar as propriedades do mesmo, alterando a espessura para 5 e a
cor para vermelho;

7 — Inserir um texto para expressar o valor do segmento que representa o valor da
fungéo: barra de ferramentas > Inserir texto > “cos(\alpha) = ” cosseno;

2 Texto &J

Editar
"cos(\alpha)=" cosseno|
Férmula LaTeX-

P

Simbolos- | Objetos-

ofm |

Visualizar
cos(a) = 0.71

| OK H Cancelar

Figura 4. 30— Editando o texto para o segmento que representa o valor da fungéo
cosseno.

a3 44.51°

(o] =}

0 w2 m 3m/2 2m
cos(a) = 0.71

Figura 4. 31 — Parcial do roteiro para a funcdo cosseno até o passo 7.

50



8 — Inserir, no campo de entrada, o ponto (a,cos(a)) que percorrerd o tracado da

funcédo cosseno; Renomear o ponto para cosseno e habilitar o rastro do mesmo;

Ponto cosseno: (a, cos(a))

~ Exibir Objeto
~ Exibir Rotulo

 Habilitar Rastro |

= Copiar para a Linha de Comandos

Renomear
7 Apagar

& Propriedades ...

Figura 4. 32 — Habilitar o rastro do ponto (cosseno).

9 — Mover o ponto P no sentido positivo adotado no circulo trigonométrico e observar
o comportamento do grafico, relacionando o segmento que representa o valor da
funcdo cosseno e o ponto (a, cos(a));

1
i
| cosseno
1
1

Figura 4. 33 — Grafico da funcado cosseno feito no GeoGebra.

De modo anéalogo a fungcédo seno, este roteiro permite as mesmas facilidades
para a funcdo cosseno, possibilitando ainda realizar um comparativo entre as duas
funcdes e visualizar de forma clara que uma fungdo defere da outra por um

deslocamento de %
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Usando a fungao “exportar” do GeoGebra, tal roteiro também pode ser
transformado num aplicativo java (applet) e inserido numa aula virtual, juntamente
com o conteudo relativo ao assunto, exercicios, ampliando assim o modulo sugerido

na secao anterior.

4.3 — A Funcédo Tangente

A seguir apresenta-se um roteiro para a construcdo do grafico da funcéo
tangente.
ObservagOes importantes:
e (Cada um dos botdes contidos na barra de ferramentas do GeoGebra
tem um triangulo branco no seu canto inferior direito;
e Ao clicar no botdo quando o triangulo estd branco, a ferramenta
selecionada é a ultima opcéo utilizada com esse botéo;
e Quando passar o cursor por cima do triangulo branco, ele se torna
vermelho, e ao ser clicado, abre-se um menu de possibilidades.

Roteiro:

1 — Repetir os passos de 1 a 13 do roteiro da construcéo do grafico da funcéo seno;

2 — Tracar uma reta perpendicular (essa reta sera o eixo das tangentes) ao eixo das
abscissas passando pelo ponto intersec¢do do circulo com a parte positiva do eixo

X,

3 — Tracar uma reta passando pelo centro do circulo e pelo ponto P;

4 — Marcar a intersec¢édo | das retas;
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o lL/A=50.2°

-m/2 0

-2

2 i 3m/2 2m

Figura 4. 34 — Parcial do roteiro da construgdo do grafico da fungado tangente até o

passo 4.

5 — Ocultar a reta que passa pelo segmento OP;

6 — Tracar os segmentos de reta com extremidades no centro do circulo e no ponto |

e 0 outro com extremidades no ponto B e na mesma interseccao (este representa o

valor da funcao tangente, renomea-lo, alterar a cor e a espessura do mesmo);

=49.57°

Olo
o

-TT/2

-2

2 m 3m/2 2m

Figura 4. 35 — Parcial do roteiro da construcado do grafico da funcao tangente até o

passo 6.
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7 — Inserir um texto para expressar o valor do segmento que representa o valor da

funcao: barra de ferramentas > Inserir texto > “tg (\alpha) = ” tangente;

7 Texto

o

Editar

"tg(\alpha)=" tangente

“Formula LaTeX- Simbolos- Objetos-

a m |
Visualizar
tg(a) = 1.17

Figura 4. 36 — Editando o texto para o segmento que representa o valor da funcéo

tangente.

8 — Inserir, no campo de entrada, o ponto (a,tan(a)) que percorrerd o tracado da

funcédo tangente; Renomear o ponto para tangente e habilitar o rastro do mesmo;

9 — Mover o ponto P no sentido positivo adotado no circulo trigonométrico e observar

o comportamento do grafico, relacionando o segmento que representa o valor da
funcado tangente e o ponto («, tan(a));

B

tangente

tgla) = 1.84

-2

3m/2 A1

Figura 4. 37 — Gréafico da funcao tangente feito no GeoGebra.
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Estudando a construcdo do grafico da funcdo tangente, através do
GeoGebra, além de observar o comportamento desta fungdo, a partir do
deslocamento do ponto P ao longo do circulo, podemos explorar o conceito de
assintota’ vertical sob a perspectiva dos arcos cdngruos, assim como, analisar as
propriedades da funcdo, observando seu dominio, imagem, periodicidade, sinais,
monotonicidade, limitacdes e simetria.

Pode-se verificar que a funcdo tangente € crescente em todo o seu dominio

e a mesma nao esta definida para os valores de x = ik.g (k € Z).

4.4 — A Funcgao Cotangente

De maneira analoga a secao anterior, apresenta-se a seguir um roteiro para
a construcdo do grafico da funcdo cotangente:

Observacgdes importantes:

e Cada um dos botdes contidos na barra de ferramentas do GeoGebra
tem um triangulo branco no seu canto inferior direito;

e Ao clicar no botdo quando o triangulo esta branco, a ferramenta
selecionada € a ultima opc¢ao utilizada com esse botéo;

e Quando passar o cursor por cima do triangulo branco, ele se torna

vermelho, e ao ser clicado, abre-se um menu de possibilidades.
Roteiro:
1 — Repetir os passos de 1 a 13 da construcdo da funcéo seno;

2 — Tracar uma reta paralela ao eixo das abscissas passando pelo ponto de

intersecdo do circulo com a parte positiva do eixo das ordenadas:
3 — Tracar uma reta passando pelo centro do circulo e pelo ponto P;

4 — Marcar a intersec¢éo (E) entre as retas do passo 2 e 3;

° Nome dado a uma reta que limita uma determinada curva. H& assintota horizontal, que intercepta o eixo y,
e assintota vertical, que intercepta o eixo x.
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0 a = 45.69° X,
-Tm/2 0 ™2 ™

Figura 4. 38 — Parcial do roteiro da construcédo do grafico da funcdo cotangente até o
passo 4.

5 — Ocultar a reta que passa pelo segmento OP e tracar o segmento OE;

6 — Tracar os segmentos de reta com extremidades no centro do circulo e no ponto
E e o outro com extremidades no ponto D e no mesmo ponto E (este representa o
valor da funcdo cotangente, renomea-lo para cotangente, alterar a cor e a
espessura do mesmo);

y
D E
P
0 a = 45.69° %
-T1/2 (@][0] 2 m
A

Figura 4. 39 — Parcial do roteiro da construcédo do grafico da fungcdo cotangente até o
passo 6.
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7 — Inserir um texto para expressar o valor do segmento que representa o valor da

fungdo: barra de ferramentas > Inserir texto > “cotg (\alpha) = ” cotangente;

| ¥ Texto @
Editar

"cotg(\alpha)="cotangente i
' “Féormula LaTeX - Simbolos- Objetos-

o w0

Visualizar
cotg(ar) = 0.98

[ OK H Cancelar ‘

Figura 4. 40 — Editando o texto para o segmento que representa o valor da funcéo
cotangente.

8 — Inserir, no campo de entrada, o ponto (a,cot(a)) que percorrera o tracado da

funcdo cotangente; Renomear o ponto para cotangente e habilitar o rastro do
mesmo;

9 — Mover o ponto P no sentido positivo adotado no circulo trigopnométrico e observar
o comportamento do grafico, relacionando o segmento que representa o valor da
funcéo tangente e o ponto («, cot(a));

5 cotangente

D | cotg(a)& 2

a = 26.55

Olo
<

-m/2

Figura 4. 41 — Gréafico da funcao cotangente feito no GeoGebra.
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A partir da construcdo do grafico da funcdo cotangente pode-se explorar

conceitos de forma similar a construcéo do grafico da funcéo tangente, uma vez que,

a cotangente de x é a tangente de % — x, OU seja, o grafico de uma é o deslocamento

A
do outro por >

Além de analisar o comportamento das propriedades desta funcdo,
observando seu dominio, imagem, periodicidade, sinais, limitacdes e simetria, sua
monotonicidade, percebe-se que a cotangente € uma funcdo sempre decrescente,
exceto nos pontos x = km, k € Z, onde ela ndo esta definida.

Novamente, a facilidade no manuseio do aplicativo resultante desta
construcdo, torna possivel uma facil visualizagdo de detalhes, outrora dificeis de
enxergar numa abordagem tradicional. Ao mover, com o auxilio do mouse, o ponto P
sobre o circulo trigopnométrico o aluno percebera que ao passar pelos angulos m e
seus multiplos, o ponto corresponde no grafico da funcdo se desloca indo aos
extremos da fungéo (4+o ou —o0). Uma tarefa que, com calculos exaustivos e uso de
tabelas, dificilmente seria visualizado com a mesma clareza.

A insercdo deste aplicativo e seu respectivo conteldo e tarefas e exercicios
relacionados, tornaria ainda mais rico e atraente o curso/modulo numa plataforma de

ensino online que foi sugerido anteriormente.
4.5 - A funcéo secante

Roteiro para a construcdo do grafico da funcdo secante. Observacbes
importantes:

e (Cada um dos botdes contidos na barra de ferramentas do GeoGebra
tem um tridngulo branco no seu canto inferior direito;

e Ao clicar no botdo quando o triangulo estd branco, a ferramenta
selecionada é a ultima opcéo utilizada com esse botéo;

e Quando passar o cursor por cima do triangulo branco, ele se torna
vermelho, e ao ser clicado, abre-se um menu de possibilidades.

Roteiro:

1 — Repetir os passos de 1 a 13 da construgdo da funcéo seno;
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2 — Tracar uma reta tangente ao circulo trigopnométrico e perpendicular ao segmento

OP passando pelo ponto P;

a=40.79°

-m/2

0
0|0 ™2

Figura 4. 42 — Parcial do roteiro da construcdo do grafico da fungcéo secante até o

P

asso 2.

3 — Marcar a intersecdo (ponto F) da reta tangente com o eixo das abscissas;

4 — Tracar o segmento OF que representa a funcdo secante

5 — Tracar o segmento de reta com extremidades no centro do circulo e no ponto F

gue representa o valor da funcdo secante, em seguida, renomea-lo para secante,

alterar a cor e a espessura do mesmo;

N

a=40.79° -

-m/2

Figura 4. 43 — Parcial do roteiro da construcédo do grafico da fungcéo secante até o

P

asso 5.
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6 — Inserir um texto para expressar o valor do segmento que representa o valor da

funcao: barra de ferramentas > Inserir texto > “sec (\alpha) = ” secante;

] €7 Texto @

Editar
"sec(\alpha)=" secante‘

Objetos-

ofm

“IFormula LaTeX- ‘ Simbolos-

Visualizar
sec(a) = 1.32

’ OK H Cancelar

Figura 4. 44 — Editando o texto para o segmento que representa o valor da funcéo
secante.

7 — Inserir, no campo de entrada, o ponto (a,sec(a)) que percorrera o tracado da
funcédo secante; Renomear o ponto para secante e habilitar o rastro do mesmo;

8 — Mover o ponto P no sentido positivo adotado no circulo trigonométrico e observar
o comportamento do grafico, relacionando o segmento que representa o valor da

funcédo tangente e o ponto (a, sec(a));

Iy
2
secante
P
0 L7d\=40.99 F X
O 12 i 3m/2 2m

sec(a) = 1.32

-2

Figura 4. 45 — Gréfico da funcéo secante feito no GeoGebra.
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Através deste roteiro, pode-se explorar de forma relativamente simples,
rapida e atrativa a construcdo do grafico da funcdo secante sem a necessidade de
construir tabelas por meio de calculos extensos e, por muitas vezes, exaustivos.
Além de tomar muito tempo nas aulas, esses calculos podem provocar desanimo por
partes dos estudantes no ensino desta funcao.

Utilizando o GeoGebra, com a sua caracteristica do “arrastar”, pode-se mover
o ponto P, ao longo do circulo trigonométrico, observando as mudancas que
ocorrem em relacdo ao grafico da funcdo secante. Nesta ocasido, o professor
podera utilizar esta atividade para explicar as assintotas desta funcdo, assim como,
o dominio, a imagem, periodicidade, sinais, monotonicidade, limitacbes e as
concavidades da mesma.

Assim como nos outros casos, esse roteiro pode ser transformado num
applet e inserido numa aula virtual, criando assim um curso/modulo sobre este

assunto.
4.6 — A Funcao Cossecante
Roteiro para a construcao do grafico da funcao cossecante:
e (Cada um dos botdes contidos na barra de ferramentas do GeoGebra
tem um triangulo branco no seu canto inferior direito;
e Ao clicar no botdo quando o triangulo esta branco, a ferramenta
selecionada é a ultima opcéo utilizada com esse botéo;
e Quando passar o cursor por cima do triangulo branco, ele se torna
vermelho, e ao ser clicado, abre-se um menu de possibilidades.
Roteiro:
1 — Repetir os passos de 1 a 13 do roteiro da construcao do grafico da funcao seno;

2 — Repetir o passo 2 do roteiro da construcdo do gréfico da funcéo secante;

4 — Marcar a intersecéo (ponto G) da reta tangente com o eixo das ordenadas;
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e

ol a=4221° x
mil2 olo 2

Figura 4. 46 — Parcial do roteiro da construcédo do grafico da fungdo cossecante até o
passo 4.

5 — Inserir um texto para expressar o valor do segmento que representa o valor da

fungdo: barra de ferramentas > Inserir texto > “cossec (\alpha) = ” cossecante;

" Texo =

Editar
"cossec(\alpha)=" cossecante‘

Simbolos- | Objetos -

Formula LaTeX-

o m

Visualizar

cossec(a) = 1.49

\ OK H Cancelar

Figura 4. 47 — Editando o texto para o segmento que representa o valor da funcéo
cossecante.

6 — Inserir, no campo de entrada, o ponto (a, cosec(a)) que percorrerd o tragado da

funcdo cossecante; Renomear 0 ponto para cossecante e habilitar o rastro do

mesmo;
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7 — Mover o ponto P no sentido positivo adotado no circulo trigopnométrico e observar
o comportamento do grafico, relacionando o segmento que representa o valor da

funcéo tangente e o ponto (a, cosec(a));

cossecante

cossec(a) = 1.6

a =384’ %

/2 y w2 ™ 312 2
-2 /\

Figura 4. 48 — Grafico da funcao cossecante feito no GeoGebra.

(@)=

De forma analoga a funcéo secante, este roteiro permite realizar as mesmas
analises para a funcédo cossecante, possibilitando ainda um comparativo entre as

duas funcbes e verificar que uma funcdo defere da outra por deslocamento
. A
horizontal de >

Assim como 0s outros, esse roteiro também pode ser convertido num
aplicativo applet e transformado num curso/modulo de aula virtual com as mesmas

caracteristicas apontadas nas sec¢fes anteriores.

4.7 — Estudo de fendmenos periédicos

Nesta secao, pretende-se explorar, com o auxilio do software GeoGebra, a
influéncia dos parametros a, b, c e d na fungcéo f(x) = a + b.sen(cx + d). Uma vez
que, funcdo deste tipo (com base na definicdo mais simples da fungcéo seno) se
adequa aos fenébmenos periédicos. Por este motivo sdo as vezes também chamadas

de funcdes periddicas.
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A seguir, apresenta-se um roteiro com instrugdes passo a passo, para a
construcdo de um aplicativo GeoGebra que a andlise dos parametros de tais

funcdes:

Roteiro:

1 — Clicar no botéo seletor (controle deslizante, figura 4.23): barra de ferramentas >
botdes seletores > controle deslizante;

= IS Controle Deslizante Controle Deslizante |

5 Clique na janela de visualizacéc ® Nimero ~ Nome

! Angulo g @
' _232 Controle Deslizante
Inteiro [ Aleatério (F9)

“ Caixa para Exibir / Esconder Objetos

Intervalo | Controle Deslizante ‘ Animacéo

Inserir Botdo min: -5 max: |5 Incremento: (0.1
a=/1| Inserir Campo de Entrada Aplicar | [ Cancelar |
Figura 4. 49 — Controle deslizante. Figura 4. 50 — Aplicar controle
deslizante.

2 — Clicar com 0 mouse na janela de visualizac&o;

3 — Clicar no botéo "aplicar" da janela que foi aberta;

4 — Repetir os passos 2 e 3 outras trés vezes, com isto, varias barras de rolagens

serdo criadas e varias e as utilizaremos na analise dos parametros da funcdo seno;

5 — Digitar a seguinte formula no campo de entrada: "f(x) = a+ b * sin(c * x + d)";

6 — Inserir a fungdo “g(x)=sin(x)”, para fazer a comparacdo com a fun¢go do passo 5;

7 — Mover cada parametro, através dos seletores, e verificar a influéncia que cada

um provoca no grafico da funcéo inserida no passo 5).

As figuras 4.51, 4.52, 4.53 e 4.54 ilustram o deslocamento do grafico da

funcdo seno de acordo com a variacéo de cada parametro da funcéo estudada.
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8515 1nova o seletor 3y
b=1
=1 2
d=0
1
0 A
/rr -3mi2 . 2 0 2 32 m
flxz) = a+b.[sen(cx + d)]
Figura 4. 51 — Variagao do parametro “a” da fungao.
a=0 3 y
. b=24  ovaoseletor
2
flz) = a+b.[sen(cz + d)]
1
\ 0 X
™ -3m/2 - /2 0 2 3m2 m
-1
2

Figura 4. 52 — Variagao do parametro “b” da fung¢ao.




a=0 Y

R 3

b=1

e

€ =5 mova o seletor 2

1

m 3nl2 ; 2 0 \/ 2 \/ 3m2
/i

flz)=a+b[sen(cz +d)]

e
=]
<

2

Figura 4. 53 — Variagao do parametro “c” da fungao.

_ 9~ 3
b=1
c=1 5
_ 974 movaoseletor
g(x) = sen(z)
1
0 A
m -3nl2 - -ml2 0 2 m 32 m
-1
flz) = a+b[sen(cz +d)]
-2

Figura 4. 54 — Variagao do parametro “d” da funcgao.

Com essa construcdo, razoavelmente simples, € possivel analisar e
compreender de maneira bastante clara a influéncia que cada um dos parametros,
presentes na fungéo seno, possui no seu grafico.

Além disso é possivel relacionar fenbmenos fisicos de natureza periddica,
tais como a pressdo sanguinea do coracdo, 0 comportamento das marés em uma

bacia maritima, a tensdo e a corrente elétrica de uma rede, o0 campo eletromagnético
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gerado no microondas, o movimento de um péndulo, o movimento vibratério dos
timpanos, dentre outros com as fungdes em estudo.

Ressaltando que, com procedimentos analogos, pode-se analisar o
comportamento das fungbes: f(x) =a+ b.cos(cx+d), g(x) =a+ b.tg(cx +d),
h(x) =a+ b.cotg(cx +d), p(x) =a+ b.sec(cx +d) e q(x) =a+ b,cossec(cx + d),

a partir das variacdes dos seus parametros.
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CAPITULO V — Aplicac&o do trabalho e resultados

Este trabalho foi aplicado na Escola de Referéncia em Ensino Médio
Clementino Coelho (EREMC), que esta localizada na avenida da Integracéo, s/n, no
bairro Jardim Maravilha, no municipio de Petrolina, no sertdo de Pernambuco. A
escola possui instalacdes adequadas para uma boa préatica de ensino, tais como
laboratérios de informatica, fisica, quimica e salas com ar condicionado. Além de
bibliotecas, refeitérios e rede wireless. Os alunos dessa escola permanecem no
ambiente de ensino em tempo integral, assim como, os professores. E, pelo quinto
ano seguido, a EREMC recebeu o titulo de melhor escola publica de Petrolina e esta
sempre entre as melhores do estado de Pernambuco.

A EREMC oferece apenas o ensino médio para os seus estudantes, cada
turma tem em média 40 alunos, que para ingressar na escola passam por um teste
de selecdo. E apls isso, devem se dedicar aos estudos, pois existem critérios de
desligamentos desses alunos caso ndo atinjam as metas estabelecidas pela escola,
como por exemplo, duas reprovac¢des seguidas de ano letivo.

Para realizar o estudo de caso, aplicacdo dessa dissertacdo, na EREMC foi
selecionada, aleatoriamente, uma turma do segundo ano do ensino médio com 30
alunos. A turma foi dividida em dois grupos de quinze alunos.

O primeiro grupo passou por uma revisao sobre a funcao seno (que faz parte
do nosso tema de trabalho). Essa reviséo foi realizada de forma tradicional, ou seja,
sem o0 uso do recurso didatico que estd sendo proposto, que é GeoGebra. Logo
depois, aplicou-se uma atividade (ANEXO 1) composta por duas questbes, uma
sobre construcBes de graficos e a outra, uma analise sobre o comportamento de
uma funcéo seno, de acordo com um dos seus parametros (coeficientes).

Para o segundo grupo, a funcao que foi trabalhada com os alunos foi a funcéo
cosseno, mas, desta vez, foi inserido na aula o software GeoGebra como recurso
didatico. Mostrando aos alunos os conceitos e propriedades existentes nessa funcao
através dos roteiros propostos neste trabalho. Na sequéncia, foi aplicado uma
atividade (ANEXO II) com grau de dificuldade semelhante ao do primeiro grupo.

As funcdes seno e cosseno foram escolhidas porque, tecnicamente, 0s

graficos dessas fungbes tém o mesmo comportamento e diferem um do outro por
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uma diferenca de fase'. Esta diferenca é de % . Ou seja, de forma sucinta, essas

funcdes possuem o mesmo grau de dificuldade de ensino-aprendizagem.

E o objetivo dessa aplicacdo é verificar a influéncia do uso do software

GeoGebra como recurso didatico nas aulas da funcao cosseno, pois, acredita-se na

hipétese que os alunos submetidos as aulas com o auxilio desse software

apresentem resultados de aprendizagem melhores.

As tabelas 5.1 e 5.2 apresentam os indices de acertos e erros de cada grupo,

das questbes um e dois, respectivamente, em cada atividade. As figuras 5.1 e 5.2

ilustram os gréaficos com os resultados de cada tabela.

Tabela 5.1 — Questdo 01, itens A e B, de cada atividade.

Grupo Iltem | Certo Errado Sem resposta
) 0 0
Grupo 01 A 40% 27% 33%
B 47% 20% 33%
0 0 0
Grupo 02 A 73% 20% 7%
B 86% 7% 7%
QUESTAO 01
100%
90%
80%
70%
60%
50% B CERTO
40% = ERRADO
30%
0% SEM RESPOSTA
10%
0%
A | |
GRUPO 01 | GRUPO 02 |

Figura 5.1- llustracao grafica da tabela 5.1.

10

Diferenca de fase é a diferenga, expressa em angulo ou tempo, entre duas ondas que tenham mesma
frequéncia e em referéncia ao mesmo ponto no tempo.
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Tabela 5.2 — Questdo 02, itens A, B e C, de cada atividade.

Grupo Iltem | Certo Errado Sem resposta
A 7% 7% 86%
Grupo 01 B 0% 13% 87%
C 7% 7% 86%
A 53% 0% 47%
Grupo 02 B 0% 47% 53%
C 53% 0 47%
QUESTAO 02
100%
90%
80%
70%
60%
50% m CERTO
40% ~  EERRADO
30% |
20% SEM RESPOSTA
10% —
0y, I ||
A B C | A B C |
GRUPO 01 | GRUPO 02 |

Figura 5.2 — llustracao grafica da tabela 5.2.

A partir desses resultados verifica-se que o desempenho dos alunos do grupo

dois, que foram submetidos as aulas com o auxilio do GeoGebra, superou aos do

grupo um. Tanto na primeira questdo como na segunda, observa-se que 0

percentual de acertos dos alunos do grupo dois foi superior. Com isso, a nossa

hipétese torna-se verdadeira, ou seja, 0s estudantes que assistiram as aulas com o

auxilio do software GeoGebra apresentaram melhores resultados.
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CAPITULO VI - Consideragées Finais

Com os meios computacionais que hoje fazem parte, de forma expressiva,
do cotidiano dos alunos, conclui-se que o software GeoGebra pode contribuir de
maneira efetiva, no processo de ensino-aprendizagem na educacdo basica (ensino
fundamental e médio), especialmente na matematica, area onde geralmente séo
apontadas uma série de dificuldades e deficiéncias, por parte dos alunos em sua
assimilacao.

A utilizacdo do GeoGebra, neste trabalho, permitiu-nos expor a
experimentacéo, exploracéo e analise de propriedades das fungdes trigonométricas,
de uma maneira simples, atraente e efetiva, estabelecendo conexfes entre o
movimento de um ponto, ao longo do circulo trigopnométrico, e as consequentes
alteracdes dos respectivos graficos destas funcdes de forma instantanea.

Dos resultados deste estudo destaca-se a vantagem do uso deste software
na representacdo variada e precisa dos graficos das funcbes trigonométricas,
agregando conhecimentos matematicos e influenciando o modo como os alunos
constroem os conceitos sobre esse conteudo.

Entretanto, talvez néo seja tdo simples agregar o GeoGebra na pratica dos
docentes de matematica numa sala de aula que néo esteja devidamente equipada
com ferramentas computacionais, tais como laboratério de informatica com
magquinas em quantidade suficiente, e professores preparados e dispostos a fazerem
uso de tal tecnologia de mediacao, tomando os devidos cuidados para ndo tornar os
alunos dependentes do uso do software.

Contudo, existem escolas bem equipadas, publicas inclusive, onde é
possivel o uso deste software como recurso nas aulas de matematica e, pode ainda
ser uma grande oportunidade para utilizacdo mais efetiva dos laboratérios de
informética.

Com o atual avanco tecnoldgico, o professor deve se apropriar cada vez
mais das tecnologias e introduzi-las em sua sala de aula e no seu dia-a-dia. Nessa
pesperctiva, a ideia de trabalhar as aulas de matematica com o auxilio do software
GeoGebra se enquadra perfeitamente nos objetivos escolares e nas necessidades

dos alunos.
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Espera-se que, a partir deste trabalho, possamos futuramente implantar um
Instituto Internacional do GeoGebra na regido do Vale do S&o Francisco com o
propésito de incentivar a divulgacdo do software, a troca de material didatico,
inclusive essa dissertacdo que pode ser transformada num médulo de aula, e de
experiéncias entre educadores/usuarios, oferecendo cursos de capacitacao,
fomentando e colaborando com a formacéo dos professores da area de matemética

da nossa regiao.
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ANEXO |

UNIVERSIDADE FEDERAL DO
VALE DO SAO FRANCISCO

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
APLICACAO DA DISSERTACAO DE MESTRADO

GRUPO 1 - ATIVIDADE ENVOLVENDO A FUNCAO SENO.
1. Esboce o grafico das fun¢Bes abaixo, dando o dominio, imagem e periodo.

A) y = 3.sen(x)

B) y =2+ sen(x)

2. (UFSM, 1999) A funcédo f(x) = sen(x), x € R, tem como gréafico a sendide que, no
intervalo [0, 2r], esté representada na figura

}fln

Se g(x) = a.sen(x), onde a € R e a # 0, assinale verdadeiro (V) ou falsa (F) em
cada uma das afirmacgdes a seguir, justifique a sua resposta:

A) () O dominio da funcdo g é igual ao dominio da fungéo f, independente do
valor de a;

B) ( ) Paratodo a, o conjunto imagem da fungéo f esta contido no conjunto
imagem da funcéo g;

C) ( ) O periodo da funcdo g € maior que o periodo da fungéo f.
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ANEXO Il

UNIVERSIDADE FEDERAL DO
VALE DO SAO FRANCISCO

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
APLICACAO DA DISSERTACAO DE MESTRADO

GRUPO 2 — ATIVIDADE ENVOLVENDO A FUNCAO COSSENO.

1. Esboce o gréafico das funcdes abaixo, e determine o dominio, a imagem e o
periodo de cada uma.
a) y = 3.cos (x)

b) y = 2-cosx

2. (UFSM, 1999) A fungéo f(x) = cos(x), x € R, tem como gréfico a sendide
que, no intervalo [0, 2], esta representada na figura

Se g(x) = a.cos(x), onde a € R e a # 0, assinale verdadeiro (V) ou falsa (F)
em cada uma das afirmacdes a seguir, justifique a sua resposta:

() O dominio da funcéo g € igual ao dominio da funcéo f, independente do
valor de a;

( ) Paratodo a, o conjunto imagem da funcao f esta contido no conjunto
imagem da funcéo g;

() O periodo da fungcéo g é maior que o periodo da funcao f.
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