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Resumo

O presente trabalho ird abordar a teoria dos fractais, o que eles representam na natureza,
seus criadores e suas aplicacoes em sala de aula. No decorrer do trabalho procurar-se-a
apresentar as diferentes formas de fractais encontradas na natureza; tais criacoes provi-
eram de grandes matematicos e também de fractais classicos os quais originaram novas
criagoes. Veremos que os fractais fazem parte de uma geometria nada convencional, com
dimensoes nao inteiras e sim fracionarias. Veremos, também, que a partir de fractais
classicos podemos construir novos fractais, mantendo-se a semelhanga. Com intuito de
contribuir com a didatica do professor em sala de aula, apresentaremos um estudo deta-
lhado dos fractais. Tal estudo versara sobre calculo de perimetro, area, volume, logaritmo
e sequéncias numéricas, que fazem parte do conteido da componente Matematica estu-

dado no ensino médio.

Palavras - Chave: Fractais, Fractais classicos, Aplicacoes em sala de aula.



Abstract

This study will approach the theory of fractals, what they represent in nature, their crea-
tors as well as their applications in the classroom. During the work, the different forms of
fractals found in nature will be presented; such creations came from great mathematicians
and also classical fractals which originated new creations. We will see that fractals are
part of a unconventional geometry with non-entire dimensions, but fractional. We will
also see that from classical fractals, one can build new ones, keeping the similarity. In
order to contribute to the practice of the teacher in the classroom, we’ll present a detailed
study of fractals. This study will focus on calculating perimeter, area, volume, logarithm

and numerical sequences, which compose the math contents studied in high school.

Keywords: Fractals, Fractals Classic, Classroom Applications.
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“A geometria fractal fard com que vocé
veja as coisas diferentes. Vocé arrisaca
perder a visao infantil de nuvens, flores-
tas, folres, galdzias, folhas, penas, ro-
chas, montanhas, tapetes, tijolos e muito
mais. Nunca mais vocé interpretard es-

tes objetos da mesma forma”

Michael Barnsley em seu livro “Fractals

Everywhere”
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1 Introducao

Este trabalho apresenta-se como ferramenta de apoio ao professor que deseja
abordar em suas aulas a geometria presente nos fractais. Apresenta-se, também, com
a intencao de facilitar a compreensao das construgoes geométricas nao euclidianas que

podem ser tratadas no ensino médio.

O surgimento da denominacao do que hoje conhecemos como “fractais” devem-
se a Bernoit Mandelbrot. Tal denominacao pode ser encontrada a partir de investigagoes,

nas ultimas décadas, a respeito de construgoes e estudos sobre entidades geométricas.

Os fractais sao definidos como figuras geradas por autossemelhanca. Eles pos-
suem caracteristicas especiais, que representam, em cada parte de si, a representacao do
todo, o que equivale dizer, que sao figuras geradas por autossimilaridade. Veremos no
decorrer da exposicao que todas as construcoes partem de um tnico padrao e depois de

varias iteracoes o padrao se repetira a cada novo passo.

Os padroes dos fractais nao estao presentes somente na geometria, eles apare-
cem em diversas formas encontradas na natureza, como por exemplo, nos flocos de neve,

nas folhas das samambaias, dentre outras.

As construgoes neste trabalho destacadas poderao ser de grande valia ao pro-
fessor de matematica, uma vez que ele podera oferecer ao educando diferentes formas
de visoes da disciplina matematica. Estas construcoes apresentarao ao aluno: formas
distintas de pensar, de ver e até mesmo analisar, por meio da geometria, suas préprias

acoes.

Na abordagem dos fractais cldssicos, feita no capitulo 2, destacamos o Conjunto
de Cantor (C) que se constitui por um modelo de imaginacao abstrata e O Floco de
Neve Koch, que se compara ao padrao do floco de neve presente na natureza. Talvez a
imaginagao nao nos convenca de que C seja um fractal, mas se observarmos sob uma 6tica

aproximada veremos que suas partes sao réplicas de C.

Veremos no capitulo 3 que, apés a visualizacao dos fractais classicos e do en-
tendimento dos padroes empregados em sua construcao, podemos construir novos fractais.

Nesse sentido, vale a interacao do professor e do aluno. Aquele incentiva a descoberta
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e este descobre os padroes de similaridade, tornando a aula de matematica divertida e

prazerosa.

Esperamos que, ao final da leitura deste trabalhopossamos efetivar a contri-
buicao que se almeja para o ensino de Matematica. A principal finalidade desta dissertacao
¢ mostrar que é possivel a insercao do contetido de fractais nos curriculos escolares de Ma-
tematica, uma vez que eles estao inseridos na natureza e podem sser reconhecidos pelos
discentes em seu cotidiano. Desta forma, comprova-se aqui um conteido de Matematica

no cotidiano do aluno, critério tao defendido e sugerido por tedricos da area e afins
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2 Breve historico dos fractais

Para uma data exata ao comeco da histéria dos fractais, poderiamos escolher
o ano de 1975, em que Benoit Mandelbrot criava a palavra “fractal’e preparava ja a sua
primeira obra sobre o assunto. H&, no entanto, uma série de acontecimentos anteriores,
que sem os seus protagonistas o saberem, abriram caminho para que essa iniciativa pudesse

surgir. E, pois, por essa “pré-historia” que comecgaremos.

Entre a segunda metade do séc. XIX e a primeira do séc. XX foram sendo
propostos vérios objetos matematicos com caracteristicas especiais e que foram, durante
muito tempo, considerados “monstros matematicos”, ja que desafiavam as nogoes comuns

de infinito e para os quais nao havia uma explicacao objetiva.

George Cantor (1845-1918) que se evidenciou com as suas idéias altamente
inovadoras sobre o infinito, colocou o problema de uma linha a qual se removeria o seu
terco médio, seguidamente o terco médio de cada um dos segmentos restantes e assim
sucessivamente, gerando uma “poeira” que sendo infinita, possuiria um comprimento total

igual a zero.

De igual modo, seria, em 1904, apresentada a curva de Von Koch que sera alvo
de uma andlise mais detalhada nos capitulos a frente e que sendo uma linha rodeada por

uma area finita, possuiria um comprimento infinito.

No entanto, todos estes objetos matematicos possuiam algumas caracteristicas
comuns aos fractais. Pois, além de bizarros e de conterem em si elementos infinitos, eram

de certo modo iguais a si préprios quando ampliados.

Chegamos entao a altura em que, as condi¢oes estavam criadas para o apare-
cimento de uma figura invulgar como Benoit Mandelbrot. Mandelbrot, que nasceu em
Varsovia, na Polonia, em 1924 e se refugiou com a familia em Paris em 1936, apesar de
ter feito os seus estudos basicos de uma forma irregular, ingressou na Ecole Politechni-
que a fim de receber formacao universitaria. Imperava naquela época uma determinada
maneira de ser e estar que venerava o rigor e disciplina mentais como forma de encarar a
Matematica, onde até mesmo os graficos eram banidos, pressupondo-se que o verdadeiro

matematico nao se deveria deixar influenciar pela componente subjetiva de uma imagem
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e que, antes pelo contrario, deveria conter em si uma capacidade de abstracao, que aliada

a uma notacao devida, lhe permitiria produzir um trabalho rigoroso e honesto.

Mandelbrot, porém, era totalmente avesso a este espirito. Em 1952 doutorou-se
em Matematica pela Universidade de Paris e em 1958 emigraria uma vez mais, desta feita
para os Estados Unidos, iniciando uma carreira no Thomas J. Watson Research Center
da IBM. Estudou a variacao dos precos de algodao, desenvolveu um trabalho relacionado
com a transmissao de ruidos em linhas telefonicas, ensinou em Harvard e investigou a
teoria dos jogos entre muitas outras atividades que se por um lado evidenciavam o seu
ecletismo, por outro acusavam certa instabilidade, como que a procura de alguma coisa.
Em particular, Mandelbrot debrugou-se sobre um problema antigo que questionava qual

era efetivamente o comprimento do tracado da costa de um pais, a Gra-Bretanha.

Esta e outras questoes estiveram na origem de toda uma teoria inovadora
que viria a culminar no primeiro livro de Mandelbrot, em 1977, que, porém, nao seria
bem recebido pela comunidade cientifica. S6 em 1982, com a publicacao de "The Fractal

Geometry of Nature’, este sairia do anonimato.

Ressalta-se ainda a contribuicao do matematico John Hubbard que encarando
o método de Newton, segundo uma nova perspectiva e a de Michael Barnsley, inventor do
“Jogo do Caos”, viriam a influenciar determinantemente o desenvolvimento da Geometria

Fractal, tal como conhecemos hoje.

Muitos dos nomes referidos nesta secao, e em particular Mandelbrot, com os
seus colaboradores e admiradores, encontram-se ainda hoje na vanguarda dos aconteci-
mentos e constituem o motor do desenvolvimento dessa nova teoria, que ainda parece

estar engatinhando tanto no seu desenvolvimento tedrico quanto nas suas aplicagoes.
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3 Fractais Classicos

De modo geral, fractal é uma construgao na qual um padrao é repetido desde
larga escala até pequena escala, de maneira que, quando observado mais de perto a es-
trutura revela as mesmas figuras ou similares. Existem muitas formas de fractais na
natureza como, flocos de neve, arvores, etc. Os fractais por serem irregulares nao podem
ser descritos através da geometria euclidiana, eles geralmente tem uma dimensao Haus-
dorff que difere de sua dimensao topoldgica normal. Uma maneira de produzir fractais é

por algoritmos de preenchimento de espago.

Benoit Mandelbrot é considerado o criador da Geometria Fractal. Notada-
mente, antes dele outros matematicos descobriram figuras estranhas que nao se enqua-

¢

dravam nas defini¢oes da geometria euclidiana e, por isso, foram chamados de “monstros

matematicos” .

A denominagao de fractais por Mandelbrot, fundamentou-se no latim, do adje-
tivo fractus, cujo verbo frangere significa quebrar: criar segmentos irregulares, fragmentar.

Refere-se ao estudo dos fractais quando se diz Geometria Fractal.

Abordaremos a seguir os denominados “monstros”da teoria dos fractais.

3.1 O Conjunto de Cantor

Historicamente George Cantor (1845 - 1918) foi um matemético descendente
de portugueses, nascido na Russia, adotou nacionalidade alema, foi professor da Univer-
sidade de Hale, dedicou muito de seus estudos em pesquisas relativas a fundamentacao
da matematica, principalmente no tocante a parte hoje conhecida como Teoria dos Con-

juntos. Foi Cantor o primeiro matematico a estudar, ao final do século XIX, essa teoria.

Em 1883, Cantor publicou um trabalho no qual é construido um conjunto,

chamado hoje “Conjunto de Cantor”.

O primeiro objeto reconhecido como fractal foi o Conjunto de Cantor. O

Conjunto de Cantor constitui um modelo de imaginacao abstrata na Matematica. Na
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construcao do Conjunto de Cantor (C), iniciamos de um segmento unitario [0, 1], o qual
se divide em 3 partes iguais e retiramos a parte do meio 1/3 < x < 2/3 esse processo é co-
nhecido como “remogao do terceiro meio”. Os segmentos restantes formam o conjunto c;.
Utilizando o mesmo processo de retirar o terceiro meio das duas partes que restam, cha-
mamos de ¢y 0s segmentos que sobraram. Repetindo o processo infinitas vezes, chamamos

de C o conjunto de pontos que sobraram apds retirar infinitos segmentos.

{m]

1] 173 203 |
] 179 249 173 23 7/ 59 1
0127 2027 19 [ 7T 871 2319027 2042779 8492507 26027 1
] [ i) | | == | =g
H E HE HE HE HE HE HE HE

1 e e en e e Ien e
Figura 3.1: Conjunto de Cantor

Na construgao do conjunto C, observe que, no 1° passo, retiramos (5) do
comprimento do segmento unitario; no 2° passo, retiramos 2 segmentos de comprimento

1 2 1
(§> , isto é, retiramos (?> ; no 3° passo, retiramos 4 segmentos de comprimento (?) ,

22

isto é, retiramos (§> e assim por diante. O total retirado é, entao:

(Do (L) e (L) s 2] 1+2+22+23+
3 32 33 T3 3 32 337

Observe que o termo entre parénteses é uma PG infinita de razao (5), cuja

soma é:

1
Resultando no comprimento total removido igual a (§> 3=1

Tomando por base a figura(abaixo), imaginamos que sobram os pontos extre-

mos dos intervalos, o que nos permite concluir que C é o conjunto de todos estes pontos.

Mas isto nao é verdade, pois existem muitos pontos que nao sao extremos e

que pertencem a C.
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Toda vez que retiramos um intervalo: sobram outros dois intervalos, um na

esquerda (E) e outro na direita (D).

Ao considerarmos que um ponto esta em C, podemos identifica-lo com uma
sequéncia de posigoes a esquerda (E) e a direita (D), que indicam a que intervalo este

ponto pertence.

ED DE DD

EDE EDD EE ED DE DD

Figura 3.2: Conjunto de Cantor, como uma sequéncia de Esquerda e Direita

E facil observar que, por exemplo, o ponto extremo a esquerda de C é repre-

sentado por:

0=+ EEEE..

e o ponto extremo a direita por:

1= DDDD...

Observa-se que:

1/3—= EDDD...
2/3 - DEFE...
1/9 — EEDD...
2/9 - EDFE...
Na figura, notamos que cada ponto extremo consiste de uma sequéncia com-

posta de uma combinacao finita de E’s e D’s, seguida de uma sequéncia infinita de E’s e

D’s. Por exemplo:
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RN

 J
D
[ 4 L
13 2/3 1
ED DE DD
o9 o o0
2/9 13 2/3 7/9 8/9 1

% &2 &L &R 05 £93

2/9 7/27 8127 1/3 2/3 19/2720/27 7/9 8/9 25/27 26/27 1

Figura 3.3: Conjunto de Cantor, como uma sequéncia de Esquerda e Direita

EDEDEDDD...

DDEDD...

Sao, certamente os pontos extremos de C'.

A partir disso, lancamos maos de uma pergunta: existirao pontos em C' que
nao terminarao em uma sequéncia infinita de £’s e D's? De fato, ha muitos destes pontos;

Tomemos como exemplo o ponto

EDEDED...

Este ponto esta:
1° estdgio E0 <z < 1/3
2° estégio D 2/9 <z < 3/9
3° estagio E 6/27 < x < 7/27

Depois de k estégios determinamos um intervalo de largura (1/3)k contido no

intervalo precedente.

Logo, estes intervalos decrescem em tamanho até que reste somente um ponto,

ou seja, o ponto.
EDEDED...

Tal ponto pertence a C, contudo nao é um ponto extremo, por nao terminar

numa sequéncia infinita de E’s ou D’s.
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Porém, é notodrio que outros pontos nao terminem como uma sequéncia infinita

de E’s ou D’s, como:

EDDEEDDEEEDDEFEEEDDEEEEED...

E estes pontos pertencem a C'.

O que observamos com o Conjunto de Cantor é algo interessante e contra-
ditorio, pois enquanto o numero de segmentos aumenta indefinidamente o comprimento
de cada segmento vai ficando mais préximo de zero, até que, em certo instante, é pra-
ticamente igual a zero. O Conjunto de Cantor tem infinitos pontos, pois se lembre que
toda vez que faco os cortes com intervalos abertos, os pontos extremos dos intervalos
fechados permanecem no Conjunto de Cantor. Portanto, mesmo considerando as infinitas
etapas do processo, todos os pontos extremos dos intervalos de construcao pertencem ao
Conjunto de Cantor e sao em uma quantidade infinita, tanto quanto a quantidade dos

numeros naturais.

Outra importante observacao no Conjunto de Cantor esta relacionada ao se-
guinte aspecto: a sua construcao numérica permite-nos obter a idéia de um subconjunto
fechado de niimeros reais. Para termos uma melhor percepcao, enunciaremos novamente a
sua construgao geométrica. Consideremos na figura inicial, o intervalo fechado Iy = [0, 1],
dividimo-lo em 3 partes congruentes e desprezamos o ter¢go médio (ver figura 3.1). Fica-
mos, desta forma, com a uniao disjunta de dois intervalos fechados, I; = [0; %] U E, 1}

. 1 . .. . .
de comprimento 3 cada. Aplicando este processo aos demais intervalos indefinidamente

obtemos I, que sera substituido pela uniao disjunta de 2" intervalos.

O conjunto de Cantor nao é interessante para ser trabalhado no ensino fun-
damental, pois aborda questoes delicadas. A prépria idéia abstrata de tomar um inter-

valo “sem espessura”e fazer cortes neste intervalo soaria estranho para os alunos.

3.2 Curva de Peano

O italiano Giusepe Peano nasceu em Cuneo (1858) e faleceu em Turim (1932).
Atuou como professor da academia Militar de Turim , com enorme contribuicao a Ma-

tematica. O que no faz lembrar da sua famosa axiomatizagao para os nimeros inteiros
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(positivos).

O tedrico publicou em 1890, um estudo aprofundado das nog¢oes de continui-
dade e dimensoes, no qual relata a sua famosa curva, que tinha como proposta cobrir

totalmente uma superficie plana quadrangular: -“Sur une courbe qui remplit toute une

aire plaine”!,(PEANO, 1890, p. 33 apud BAROSA, Ruy Madsen).

Varias sao as citacoes recebidas pela Curva de Peano, por exemplo do russo Vi-
lekin?: “Ele faz aparentar que tudo estaria em ruina, que todo conceito matemético tenha

3: “Alguns objetos mateméticos como

perdido seu significado”; ou do francés Dieudonée
a curva de Peano sao totalmente nado intuitivas |[...], extravagantes”. Um comentario feito
por Mandelbrot salienta que essas citagoes apenas indicaram pouco cuidado ao examinar
a curva e deficiéncia de imaginagao geométrica, assegurando que se torna muito dificil nao
associa-la com diversos aspectos da natureza. Tais estruturas patoldgicas surgiram para

perturbar as bases matematicas, foram importantes para o relacionamento de uma nova

geometria com a natureza.

A construcao de Peano se baseia em:
1 - Temos incialmente um segmento de reta, fig. 3.4 - I;
2 - Substituimos por uma curva de nove segmentos, conforme indicado na fig.3.4 - III |
portanto em escala 3
3 - Substituimos cada segmento anterior pela curva de nove segmentos(fig.3.4 - IV), e

assim sucessivamente.

De posse da figura, constata-se que a curva vai preenchendo uma regiao qua-
drada cuja diagonal é dada pelo segmento inicial. A area dessa regiao quadrada, caso o

segmento inicial tenha medida 1, serd dada por:

e ()

O comprimento da curva de Peano é de fécil calculo: de inicio temos o proprio

segmento, logo é 1. Na fase seguinte, o comprimento sera dado pela soma das medidas

'Numa curva que preeenche toda uma érea plana
2 Alexander Vilenkin recebeu seu diploma de graduacdo em Fisica, em 1971, na antiga Unido Soviética.

Mais tarde, ele se mudou para o Estados Unidos , onde obteve seu Ph.D. em Buffalo .
3Jean Alexandre Eugene Dieudonné conhecido por suas pesquisas sobre algebra abstrata e andlise

funcional e como historiador da matematica, particularmente nos campos da andlise funcional e topologia

algébrica.
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= - . flg 3.4 -1V
 fig34- 1l _ fg34-v

Figura 3.4: Curva de Peano

dos nove segmentos, isto é: 9.(1/3) = 3; Na fase 2 cada um dos nove se transforma em

nove outros segmentos, teremos portanto 81. (%) =9 = 32. E o processo se mantém até

a fase n: 9" (%)n = 3",

3.3 Curva de Koch

Um famoso modelo desenvolvido pelo mateméatico sueco Niels Von Koch (1870
- 1924) é a Curva de Koch. A Curva de Koch é um exemplo de um fractal, um dos

primeiros a serem definidos.

m
ik
5

Figura 3.5: Curva de Koch

O comprimento da curva é infinito. O comprimento total é dado por (%)”,

pois ele aumenta de % a cada passo n. Por nao ser unidimensional e nem bidimensional,
dizemos que ela(comprimento da curva) tem uma dimensao fractal de ﬁg—gg = 1,26, maior
do que a dimensao de uma linha, mas menor do que a dimensdo de uma curva (uma
dimensao fractal também é chamada de dimensao Hausdorff*, em homenagem a um dos

fundadores da moderno topologia.)

4a dimensao Hausdorff é um nimero real ndo-negativo associado a qualquer espaco métrico .
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3.4 Curva de Sierpinski

O matemaético polonés Waclaw Sierpinski (1882 - 1969), foi professor em Lvov e
Wariaw. Em 1916 Sierpinski apresentou um dos famosos “monstros”em seu trabalho: “Sur
une courbe cantorienne qui contente une image biunivoquet et continue de toute courbe

donnée, Comptes Rendus de I’Academie des Sciences de Paris, 162 (1916) p. 629 - 6327,

que complementava sua publicacao anterior de 1915.

A construgao da curva de Sierpinski leva em consideragao que devemos:
1 - Considerar um segmento de reta e o triangulo equilatero tendo esse segmento por lado;
2 - Substituir o segmento por uma poligonal de 3 segmentos formando os 3 lados de um
trapézio isosceles com vértice nos extremos do segmento inicial e nos pontos médios dos
outros dois triangulos;
3 - Substituir cada segmentos anterior por 3 segmentos conforme a agao 2, em cada um
dos 4 triangulos equilateros de vértices nos pontos médios, com excegao do central,

4 - Repetir sucessivamente a acao 3.

Observard que a origem e extremidade final da curva sao invariantes e que o

resultado da construgao encontra-se na figura abaixo.

— Y — .
/ / \ () B A
) \ { / s
. \ \ i * ‘ﬁ\_\ .
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' \\ / \ \7\\ = - — )
/ - e I & Fro Dl

Figura 3.6: Curva de Sierpinsk

3.5 Samambaia de Barnsley

Embora a figura abaixo se assemelhe a uma folha de samambaia, ela é um

fractal criado por Barnsley, construido nos mesmos moldes dos citados anteriormente.

Se observarmos os ramos que se originam do caule, podemos verificar que sao
copias reduzidas da samambaia grande. Os ramos da direita e da esquerda tém no caule
uma espécie de eixo e vao reduzindo de tamanho no sentido vertical do caule. Mais uma

vez, a figura foi construida como a repeticao de algumas regras.

E importante salientar que figuras como floco de neve e a samambaia natural
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nao sao evidentemente cépias reduzidas exatas de si mesmo. O que existe nas figuras da

natureza é uma semelhanca aproximada em diferentes escalas.

Figura 3.7: Samambaia de Barnsley

Nos fractais matematicos, as partes sao cdpias exatas do todo, mas nos fractais
naturais as partes sao apenas lembrancas do todo. A caracteristica central dos fractais é

sua invariancia sob mudanca de escala.
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4 Criando Fractais

Vérios procedimentos sao utilizados para construir “novos” fractais, em geral, a
construcao se baseia em fractais existentes. Vamos examinar apenas alguns, que julgamos
de facil entendimento: um para se construir curvas fractais, com base no fractal Curva
de Koch; um segundo para a construcao de interiores fractais, ao qual denominamos
de criacao por remocao, seguindo o procedimento empregado no famoso triangulo de

Sierpinski.

4.1 Fractais de Koch

Iniciamos destacando a fig. 4.1 que foi construida sobre um segmento de reta
dividido em 3 partes iguais, e a do meio substituida por um triangulo equildtero sem um

dos lados, ficando assim com quatro partes.

VAN
DN
3

Figura 4.1: Curva de Koch

Dai, a imagem da construcao entao utilizada, aplicando em cada parte ( em

todos os 4 segmentos) o modelo gerador reduzido na razdo 1/3, e novamente em cada
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uma das 16 novas partes o modelo gerador agora reduzido na razao (1/3)? = 1/9, pode-se

construir curvas fractais analogas com base num indicador similar.

4.1.1 Floco de Neve de Koch

Para construir o floco de neve Koch, desenhamos um triangulo equildtero,
dividimos cada lado em trés partes iguais, removemos a parte central de cada lado, subs-
tituimos por dois lados de outro triangulo equilatero do mesmo tamanho da secao remo-
vida. Repetindo esse processo de construcao, obtemos a figura que se assemelha a um

floco de neve encontrado na natureza.

Figura 4.2: Floco de Neve de Koch

Continuando o processo infinitas vezes, concluimos que a area é definida pela
2

formula quando s ¢ a medida de um lado do triangulo original. Note que o
perimetro ¢é infinito e que a area é finita. Quando fazemos a mesma operacao com um
unico segmento de linha em lugar de um triangulo, o resultado se aproxima de uma curva
na medida em que os segmentos de linha se tornam cada vez menores. A curva é chamada

de curva de Koch.
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4.2 Fractais de Sierpinsk

4.2.1 O Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski, foi descrito pela primeira vez em 1915, pelo ma-
teméatico polonés Waclaw Sierpinsk, na forma de uma curva matematicamente definida
em vez de uma forma geométrica. Esta regiao triangular (fig. 4.3 ) é obtida como limite
de um processo recursivo e iterativo. Para comegar o processo, partimos de uma regiao
limitada por um triangulo equilatero. Em seguida, unem-se os pontos médios de cada lado
do triangulo, formando 4 regioes triangulares menores cujos lados estao ligados. Retira-se
agora a regiao triangular central. A recursao consiste em repetir indefinidamente o proce-
dimento anterior em relacao a cada um dos triangulos obtidos. A figura abaixo representa

o resultado da construcao.

A &b,
AA Lbdh

Figura 4.3: Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski tem varias propriedades curiosas como a de ter
tantos pontos como o do conjunto dos nimeros reais, ter area igual a zero, ser autosse-
melhante (isto é, uma pequena porgao do triangulo é idéntica ao triangulo todo, numa

escala adequada) e ndo perder a sua defini¢do inicial & medida que é ampliado.

Na construcao do Triangulo de Sierpinski (fig. 4.3) foram exploradas: a poten-
ciagdo, a relagao de drea (para isso foi usado o sistema fracionario) e a relagdo perimetro
e area de cada iteracao no Triangulo de Sierpinski. E possivel, com isso, construir a

formula geral para a contagem, para o perimetro e também para a area. A férmula geral

da contagem ¢ 3"7!, a férmula geral da drea é e a férmula geral do perimetro é

3n—1

2n—1
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4.2.2 O Tapete de Sierpinski

Pode-se aplicar a mesma técnica de eliminacdo (remogao) usada no triangulo
de Sierpinski, partindo de um quadrado, dividindo-o em 9 pequenos quadrados congruen-
tes, e eliminando o central. Em seguida, aplicar esse mesmo procedimento em cada um
dos 8 quadrados restantes, e assim sucessivamente e iterativamente. O resultado que se
obtém apds algumas iteragoes ja é supreendentemente bonito e conhecido como Tapete
de Sierpinski (ou Carpete de Sierpinski). O resultado da construc¢ao é mostrado na figura

seguinte.

Figura 4.4: Tapete de Sierpinski

I-I

]
]
]
]
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=
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-
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T

Vamos analisar também o que acontece com a area e o perimetro do Tapete

de Sierpinski. Seja a area inicial do quadrado de lado L igual a A. No m’gfel 1 retiramos
L L 8L?
uma area de um quadrado de lado 3 resta a drea A, = L? — (§> = 5 Na

segunda iteragdo, em que se retiram 8 (oito) quadradinhos de lado —, a nova drea Ay =

8L*  (L\® 64L”
5 (5) =21 Na terceira retirada, o nimero de quadradinhos retirados aumenta

L
consideravelmente e sao retirados, desta vez, 64 quadradinhos de lado 77 e a area Az =
64L? (L )2 51212

o1 37) = 39 Percebemos que as areas A;, Ay, A3, formam uma Progressao

2 3
Geométrica de termo inicial igual 5 e razao igual a 3 calculando através da férmula

do termo geral de uma P.G, encontramos a expressao para o termo geral igual a A, =
3 n
(%) L2 B facil perceber que esta area vai diminuindo a medida que vamos fazendo
mais iteragoes e retirando os quadradinhos. Até que chegara um momento em que teremos
somente pontos e a area estara reduzida a zero. O perimetro tem um comportamento
totalmente contrario ao da area, pois enquanto ela diminui tendendo a zero, ele aumenta
indefinidamente tendendo ao infinito. Consideremos o lado inicial do quadrado igual a
L, o perimetro inicial é 4L. Na primeira iteracao, o lado do quadrado fica reduzido a
L

4L
— e o perimetro do novo quadrado ¢ igual 5 Na segunda iteracao o lado quadrado é

3
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L . .. - . .
— e o perimetro ¢é igual a —. Na terceira iteracao, sao acrescidos novos quadradinhos

cujos perimetros sao iguais a 4 (2—7) Prosseguindo assim, verificamos que na iteracao n

L
o perimetro de cada triangulo gerado ¢ igual a 4 (3_71)

4.3 Fractais de Durer

4.3.1 Fractal Pentagonal de Diirer

Na construcao levamos em consideracao um pentdgono regular. Seja AB um de seus
lados. Coloquemos pentagonos menores em cada um dos extremos A e B, de tal maneira
dispostos que um de seus angulos coincida com o angulo do pentigono regular inicial, e

ainda com a condigao de que os pentagonos menore tenham um vértice comum (fig 4.5).

Repetindo essa acao, em cada lado, ficard formado ao centro um novo pentédgono

regular congruente aos dos lados.

Removamos os 5 triangulos intermedidrios e o pentagono central, obtendo o

nivel 1 do Fractal de Diirer (fig. 4.5).

Repetindo essa operacao em cada um dos pentagonos regulares restantes, ob-

teremos sucessivamente os outros niveis do fractal

Aok ke

Figura 4.5: Pentagono de Diirer

4.3.2 Fractal Hexagonal de Diirer

Construimos um hexdgono regular (grande) que serd o indicador.

Seja AB um de seus lados. Coloquemos hexdgonos regulares menores em cada

um dos extremos A e B, de tal maneira dispostos que um de seus angulos coincida com
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angulo do hexagono regular inicial, com a condicao de que os hexagonos menorestenham

um vértice em comum (fig. 4.6).

Em cada lado repetimos essa acgao, portanto construindo 6 hexédgonos regulares,
ficando formado ao centro um hexagono regular estrelado. Removemos os triangulos
intermedidrios e o hexdgono estrelado central, obtendo assim o nivel 1 do fractal (fig.

46).

Repetindo a operacao em cada hexagono do nivel anterior, obteremos sucessi-

vamente o Fractal Hexdgonal Tipo Diirer. (fig. 4.6).

Figura 4.6: Hexagono de Diirer

4.4 Arvore Pitagorica Fundamental

Construir inicialmente um triangulo retangulo cujos catetos e hipotenusa sao
dados pelo terno pitagérico fundamental (3,4 e 5). Sobre seus catetos e hipotenusa cons-
truir os quadrados respectivos (fig. 4.7). O triangulo retangulo e os quadrados dos catetos
constituem o indicador-gerador. O quadrado da hipotenusa sera o tronco inicial. Para ob-
tengao do nivel 1 do fractal (fig 4.7) construiremos sobre o lado de cada quadrado oposto
ao respectivo cateto novo triangulo retangulo tendo por hipotenusa justamente esse lado.
O que se faz em cada iteracao é substituir as fungoes, cada cateto se transforma em hi-
potenusa. Mas, para se obter a similaridade, os novos triangulos retangulos precisam ser
semelhantes ao inicial, isto €, seus seus lados devem ser proporcionais aos numeros 3, 4 e

5 (fig 4.7).
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Figura 4.7: Arvore Pitagérica de lados 3,4 e 5

Podemos fazer também com um triangulo retangulo isésceles. Seguindo os

passos anteriores teremos a figura abaixo.

Figura 4.8: Arvore Pitagoérica criada a partir de um triangulo isésceles
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4.5 Dimensao Fractal

Quando a dimensao, sabemos que um ponto, possui dimensao topoldgica zero,
as linhas unidimensionais, dimensao um, as superficies, dimensao dois e os sélidos, di-
mensao trés, e embora nao sejamos capazes de visualizar concretamente, existem ainda
dimensodes maiores que trés. Segundo SERRA (p. 14, 1997) A dimensao de uma figura,
é uma dimensao topoldgica, que se exprime sempre como um numero inteiro. Os fractais
também sao figuras que possuem dimensao topoldgica, no entanto, pode-se considerar o
conceito de dimensao espacial que relaciona o espaco que a figura ocupa. Neste sentido,
podemos observar que o Floco de Neve de Koch (fig.4.2), por exemplo, ocupa mais espago
que uma curva simples e, no entanto, nao ocupa um espaco do tamanho do plano que a
contém. Logo ela possui uma dimensao maior que um e menor que dois, ou seja, uma
dimensao fraciondria. De acordo com SERRA (1997, p.15): As dimensoes fraciondrias
sao usualmente denominadas dimensao fractal. Quando um fractal apresenta autossi-
milaridade estrita, sua dimensao pode ser determinada por um método simples que se
delineia na passagem de um dado nivel na construcao do fractal para o nivel imediata-
mente seguinte. Sendo assim basta anotarmos: O nimero p de subpartes similares que se
tomam no lugar de uma dada parte do fractal. O fator de reducao ¢ da parte considerada
para cada subparte que entra em seu lugar. A dimensao espacial é calculada, entao pela

quantidade:
logp

dim = .
logq

A toda hora usamos medidas de largura, comprimento e altura consideradas
na geometria de Fuclides. Estas medidas expressam o “tamanho”de um objeto. Entao,

analisemos alguns objetos:

1. um ponto nao possui altura, largura, nem comprimento; logo, nao tem dimensao é

(adimensional).

Figura 4.9: Ponto

2. uma reta possui somente comprimento, ou seja, tem uma sé dimensao; assim, é

unidimensional.
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Figura 4.10: Reta

3. um plano possui comprimento e altura, o que caracteriza duas dimensoes; entao, é

bidimensional.

Figura 4.11: Quadrado

4. O espacgo possui altura, largura e comprimento, o que caracteriza trés dimensoes;

entao, é tridimensional.

Figura 4.12: cubo

Verificamos que, na Geometria Fuclidiana, estas trés medidas é que remetem
ao conceito associado a dimensao e que estes objetos nao apresentam irregularidades em
suas formas. Porém, a verdadeira dimensao de um objeto é diferente das citadas acima.
No caso dos fractais, ao contrario do que ocorre com os objetos euclidianos “perfeitos”,
cada objeto tem sua dimensao prépria. As curvas irregulares tém dimensao que variam
entre um e dois, de modo que uma superficie irregular tem dimensao entre dois e trés.
Segundo Mandelbrot, Um conjunto é dito fractal se a Dimensao Hausdorft deste conjunto
for maior do que a sua dimensao topolégica. A dimensao de um fractal indica o espaco
ocupado por ele que esta relacionado com o seu grau de aspereza, irregularidade (igual
em diferentes escalas) ou fragmentagdo. Dai o fato de os fractais possuirem dimensao

fraciondria e nao inteira (como na Geometria de Euclides), por nao serem figuras perfeitas.
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Assim, a dimensao de qualquer fractal pode ser obtida utilizando o método que segue:
Tomamos uma linha de comprimento L (unitario, ou seja, L = 1). Esta linha pode ser
dividida em N partes iguais (elementos), sendo que cada segmento desta “reta” (escala)
u = 1 (ver fig. abaixo). Assim, N = % Da mesma forma, para medir um quadrado

N

(ou cubo) de lado L (unitario), tomamos um quadrado (ou cubo) de lado u e contamos

> (L\’ I A
onimero N = — = (— ] (ou N=— = [ — ] ) que precisamos para cobrir o objeto.
u? u ud u

d
De um modo geral, este processo leva a N = (—) , ou, tomando o logaritmo de ambos
u

_ logN
os membros, dim = LL .
log (—)
u
"ttt
Segmento de linha u: — N =(L)d . 51
n u
CQuadrado de lado u: u

Cubo de lado . ©

A figura acima mostra que podemos determinar a dimensao das figuras euclidi-
anas da mesma forma que a determinamos para os fractais. Se pensarmos em dobrar, por
exemplo, uma reta, um plano ou um cubo, notamos que ocorrera um crescimento expo-
nencial. Determinaremos, pela férmula descrita anteriormente, as dimensoes dos fractais
(curvas) mais simples, como o Conjunto de Cantor, a Curva de Koch. Para as curvas mais
complexas, tal como o Tapete de Sierpinski, o processo de céalculo também é o mesmo,

vejamos os exemplos a seguir.
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Exemplo 4.5.1. Dimensao do Conjunto de Cantor. Dividimos o segmento em 3

- 1
partes iguais e nao consideramos o segmento do meio. Assim, L =1, N =2eu = §; D=

1} 1

1} 113 a0 1
0 10 22 13 23 779 & 1
u_lm mH.@ 11“17 sm_ltz yﬁm 10%19 sﬁm 264’17-1
-m . L L L | LB | L] L

Exemplo 4.5.2. Dimensao da Curva de Koch. Cada lado do triangulo ¢é dividido,

continuadamente, em trés partes. Cada triangulo formado é equildtero. Tem-se L = 1,
1 log4

N=deu=-:D="29"~1918..
3 log3

o

Exemplo 4.5.3. Dimensao do Tapete de Sierpinsk. Temos que L = 1, N = 8 e

1 log8
—:D=—"—~1892789...
3’ log3 ’

u =
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5 Conclusao

O ensino das ciéncias vem passando por profundas transformagoes. E no con-
texto das transformacoes, o professor de matematica se sente no dever de acompanhar
os avancos tecnologicos, de mudar sua metodologia de ensino e de criar estratégias que

seduzam a atencao dos alunos.

Propondo uma alternativa de ensino, lancamos maos na estrutura geométrica
dos fractais. Abordando fatos historicos, seus criadores e as relagoes matematicas pre-
sentes em cada figura, descobrindo dimensao, comprimento, area, volume e relagoes de

recorrencia tao importantes...

E claro que o estudo detalhado dos fractais precisa de outros conhecimentos
matematicos e o professor deve inseri-los em suas aulas a medida que os contetidos do
ensino médio avancam. Encorajamos que haja uma investigacao por parte dos alunos,
que eles sejam os reais descobridores dos padroes presentes em cada figura e que possam

criar, a partir de fractais existentes, novas figuras por autossemelhanca.

Destacamos que nesse trabalho oferecemos maneiras de se construir, passo a
passo, todos os fractais classicos. Seja através de uma reta, de um triangulo, de um
quadrado, etc., que fazem parte da geometria euclidiana estudada no ensino médio. E
quando a figura ja apresenta um padrao de construcao, fizemos uma analise matematica

de todas as relacoes conhecidas nos fractais.

Ao professor, que fizer uso desse trabalho, reforcamos que se construam fractais
com auxilio de programas computacionais, que se faga uso do laboratorio de informatica,
que se investiguem através da internet aplicagoes dos fractais nas diversas areas do co-

nhecimento.

Reforgamos que toda estrutura com auto semelhanga presente na natureza ou
em experimentos quimicos, por exemplo, deva ser tratado com olhar interdisciplinar. A
nosso ver, quando o contetido de matematica fica além dos limites da sala de aula e se
relaciona com as outras componentes, o aluno nao fica apenas no ”decoreba” das formulas,

ele aprende de fato.

Por fim, esperamos que esse trabalho possa influenciar de alguma maneira na
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didéatica do professor de matematica. Acreditamos que a beleza presente em cada cons-
trucao possa prender a atencao dos alunos e que, com a participacao ativa do professor,

eles possam encontrar todas as relagoes matematicas presentes em cada figura.
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