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RESUMO

O estudo deste trabalho esta concentrado no conceito de area de poliedros
utilizando planificagbées. Inicialmente damos o embasamento tedrico, depois
apresentamos uma sequéncia de atividades que familiariza os alunos com poliedros,
apresentando exemplos do seu cotidiano, induzindo-os a identificar suas
caracteristicas, ensinando-os a classifica-los, a relacionar as superficies poliedricas
as suas representacdes no plano e trabalhar o conceito de area de poliedros através
desta relacdo. Para finalizar apresentamos situacdées problemas do cotidiano, como

aplicacao deste conceito.

Palavras-chave: Poliedro. Planificacdo. Funcéo Area.



ABSTRACT

The study of this work is concentrated on the concept of area of polyhedra
using planning. Initially we give the theoretical basis, then we present a sequence of
activities that familiarize students with polyhedra, presenting examples of their daily
lives, inducing them to identify theirs characteristics, teaching them to classify them,
to relate the polyhedral surfaces to representations in the plan and to work the area
concept of polyhedra through this relationship. To conclude we present problems

situations in the daily lives, as application of this concept.

Keywords: Polyhedron. Planning. Area Function.
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INTRODUCAO

E provavel que grande parte das pessoas tenha em mente que a Matematica
consiste em aplicar regras, férmulas e fazer calculos. E muito provavel também que
esse tipo de ideia, tenha nascido de suas experiéncias com ela na escola. Para
grande maioria dos estudantes as aulas de Matematica se resumem ao seguinte
esquema: os professores “detentores do conhecimento” passam uma gama de
informacdées em certo dia de aula, os alunos observam e, em seguida, fazem
exercicios daquele assunto para treinarem o método, as férmulas etc. Alguns
educadores chamam essa aula de “paradigma do exercicio”, que & uma aula
considerada tradicional.

Ao contrario disso, alguns educadores tém contestado essa pratica
procurando destacar que a Mateméatica é muito mais do que férmulas,
procedimentos e algoritmos. Nesta direcdo, propde-se uma metodologia que fuja do
apenas decorar e aplicar formulas, mas sim que o aluno construa o conceito e saiba
aplicar em algo contextualizado. Recomenda-se para isso o uso de materiais
concretos, softwares matematicos e jogos educativos.

Um assunto que normalmente é desenvolvido por muitos professores
baseado somente com aplicacdo de férmulas é a Geometria Espacial. Muitos
professores comecam esse assunto definido as figuras geométricas espaciais,
dando suas caracteristicas, subdividindo essas figuras em grupos, mostrando
férmulas relacionadas a eles e resolvendo exercicios de aplicagdo dessas férmulas.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs):

O pensamento geométrico desenvolve-se inicialmente pela visualizagao: as
criangas conhecem o espag¢o como algo que existe ao redor delas. As
figuras geométricas sao reconhecidas por suas formas, por sua aparéncia
fisica, em sua totalidade, e ndo por suas partes ou propriedades.

(PCN: Matematica 1997, p. 127).

De encontro com a afirmacdo acima e na contramdo, do que é feito
tradicionalmente, esse trabalho propde que as férmulas de Geometria Espacial
sejam deduzidas pelos alunos, de maneira totalmente intuitivamente, o que

acreditamos que melhore muito o processo de ensino-aprendizagem.
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A proposta deste trabalho foi propor um assunto do ensino basico, poliedros,
estudando-o de maneira aprofundada, com uma sequéncia de atividades sobre este
assunto na direcdo de fugir da aula tradicional e para que outros professores
possam desenvolvé-la com seus alunos.

O trabalho esta organizado em trés capitulos. No primeiro capitulo é
apresentada a fundamentacéo teédrica, na qual definimos o que séo poliedros, o que
€ planificacdo da superficie destes objetos e a existéncia e unicidade da funcao
area, assuntos que fundamentam o que o foi desenvolvido nas unidades seguintes.

No capitulo 2 é descrita a sequéncia didatica proposta em 3 atividades a
respeito de poliedros e o conceito de area destes objetos.

No ultimo capitulo é proposta uma situacao problema do cotidiano, que visa
nao somente ter aprendido como calcular area de um poliedro, mas sim também

aplicar em situacdes corriqueiras os conceitos estudados.
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1. FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo vamos descrever os conceitos matematicos abordados na
proposta de atividades desenvolvida neste trabalho. Consideremos conhecidos os
conceitos de Geometria Euclidiana Plana, (a menos de alguns casos especificos)
que damos como referéncia [10], para abordarmos 0s conceitos que precisamos da
Geometria Euclidiana Espacial.

A Geometria Euclidiana Espacial corresponde a teoria matematica que se
encarrega de estudar as propriedades de objetos no espaco (Euclidiano) que nao
estdo contidas em um plano (Euclidiano), chamados de "figuras geométricas
espaciais". Estes estudos possuem origem na Grécia Antiga e na Mesopotamia
(cerca de 1000 anos a.C.). Pitagoras e Platdo associavam o estudo da Geometria
Espacial ao estudo da Metafisica e da religido. Contudo, foi Euclides que com sua
obra “Os Elementos” (colecao de 13 livros) sintetizou os conhecimentos acerca do
tema até os seus dias.

E muito comum encontrarmos figuras geométricas espaciais has suas
diferentes formas ao nosso redor como uma caixa de sapatos, uma caixa d’agua,
uma lata de 6leo, um balado de festa junina, uma casquinha de sorvete, uma bola de
futebol, entre outros. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais é necessaria a
sua exploragao desde os primeiros ciclos do Ensino Fundamental. Na resolucéao de
algumas situacoes-problema € imprescindivel imaginar imagens e pensar em
figuras, ndo sendo suficiente somente a realizacdo dos calculos ou a utilizacao do
raciocinio logico. Essa habilidade de visualizar figuras espaciais é tao importante
quanto o raciocinio algébrico. Ao visualizar uma figura espacial a pessoa deve ser
capaz de identificar suas diferentes vistas e reconhecer seus elementos.

Vamos trabalhar com um tipo especifico de figuras geométricas espaciais,
chamado de “poliedro”, que tera um nome especifico dependo dos elementos que
contém. Na segunda secao utilizaremos um conceito matematico capaz de
representar estes objetos do espaco em um plano. Na ultima secao descreveremos
o conceito de &rea, com suas propriedades.
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1.1. POLIEDROS

Para fixar algumas nomenclaturas, comecemos definindo um objeto no plano
importante para a definicdo das figuras geométricas espaciais especificas que serao
estudadas neste trabalho.

Consideremos a seguinte notacdo: dados os pontos A e B em um plano,
denotemos por 4B o segmento de reta com extremidades Ae B e AB a semirreta
com origem em A contendo B. Sendo O um outro ponto, denotemos por AO0B o

angulo formado pelas semirretas 04 e OB.

Definicao 1.1.1. Dados os pontos 44, 4, ..., A,, um poligono A,A,...A, é a uniao dos

segmentos A,4,, A,A;, ..., A,_1 A, € A, A, satisfazendo as seguintes propriedades:
i.quaisquer dois destes segmentos interseccionam-se somente em suas
extremidades;

ii. dois segmentos com mesma extremidade ndo pertencem a uma mesma reta.

Os pontos 44, A4,, ..., A, sao chamados de vértices do poligono, os segmentos

AA,, AA;, A,_,A, e A,A; sao chamados de Jados do poligono e

A AL Ay, A ALAs, ... Ay A, 1Ay, A, AL A; sB0 chamados de dngulos do poligono.

Definicao 1.1.2. Uma regido poligonal plana é o conjunto dos pontos em um plano
que estdo contidos no interior de todos os angulos de um dado poligono neste

plano. Um exemplo € apresentado na figura 1.

Figura 1: Regiao poligonal plana.

A partir disso podemos trazer mais duas definicées, que seguem.
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Definicao 1.1.3. Um poligono é chamado convexo se ele esta sempre contido em
um dos semiplanos determinados pelas retas que contém seus lados. (Figura 2)

Vi ad

Figura 2: Exemplo de poligono convexo e ndo convexo.

Definicao 1.1.4. Um poligono é dito regular se ele é convexo e tem todos os lados

congruentes e todos os angulos congruentes entre si. (Figura 3)

R

Figura 3: Exemplos de poligonos regulares.

Agora podemos definir os objetos no espaco importantes neste trabalho.

Definicao 1.1.5. Um poliedro é uma figura geométrica espacial definida como uma
regidao do espaco delimitado por um numero finito de regiées poligonais planas, que
nao estdo contidas em um mesmo plano chamadas faces do poliedro, tais que:

(a) a intersecao de duas faces ou é vazia, ou € um vértice comum as duas, ou é um
lado comum as duas;

(b) cada lado de uma face é lado de exatamente mais outra face.

O lado comum a duas faces de um poliedro € chamado de aresta do poliedro e cada
vértice dos poligonos que compde suas regides poligonais planas é chamado de

vértice do poliedro. (Figura 4)

vértice

| aresta
face

Figura 4: Exemplo de poliedro.
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Falhaa propriedadea) Falhaa propriedade b)

Figura 5: Figuras geométricas espaciais que nao sao poliedros.
Definicao 1.1.6. Superficie poliédrica é um poliedro menos o seu interior.

Definicao 1.1.7. Um poliedro é dito convexo quando o plano que contém cada face

deixa as demais faces num mesmo semiespaco. (Figura 6)

,Il.f-. — . '-._____I

| ] \ .

),f’r [ A \ AN A

{ ot \ - / Y]/

:._:..--"'-q., Al [ f Iy

B e SR o N N B
Poliedro Convexo Poliedro nao convexo.

Figura 6: Poliedro convexo e ndo convexo.

Dependendo do posicionamento das suas regiées poligonais, alguns poliedros

possuem nomenclaturas especiais, como veremos a seguir.

Definicao 1.1.8. Um prisma é um poliedro que possui suas regides poligonais
planas caracterizadas da seguinte maneira: duas delas sao definidas pelos
poligonos A;4, ... A, pertencente a um plano « e BB, ... B, pertencente a um plano
B com a e f planos paralelos entre si e as retas determinadas por A;B; (com
i =1..n) paralelas entre si. As demais regides poligonais planas sdo determinadas

pelos paralelogramos A,A4,B,B,, A;A3B3B,,..., A,A1B1B,.

Essas regides poligonais determinadas por paralelogramos, sdo chamadas de
faces laterais do prisma e as regides poligonais determinadas por A;4,..A,e

B;B, ... B, sdo chamadas de bases do prisma. (Figura 7)
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Figura 7: Exemplo de prisma.

A partir do fato das arestas laterais serem, ou ndo, perpendiculares as bases,
temos que o prisma pode ser denominado reto ou obliquo, respectivamente.

IR

Prizsma Prizsma
Eeto Chlique

Figura 8: Exemplo de prisma reto e prisma obliquo.

Um prisma também é nomeado a partir do poligono que forma sua base: o
prisma diz-se triangular, se sua base for um triangulo, quadrangular, se sua base for
um quadrado, pentagonal, se sua base for um pentagono e assim sucessivamente.

; ~

Figura 9: Prismas Hexagonal, Pentagonal, Quadrangular, Quadrangular e Triangular,
respectivamente.
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Definicao 1.1.9. Um prisma é chamado de paralelepipedo se possui todas as faces
laterais formadas por paralelogramos. Um paralelepipedo cujas faces sao quadradas

é chamado de cubo.

Observacao. Pelo fato de as faces laterais de um prisma serem paralelogramos,
temos que as bases de um prisma séo poligonos congruentes e as medidas de suas

arestas laterais sao iguais.

Definicao 1.1.10. Uma pirdmide é um poliedro que possui suas regides poligonais
planas caracterizadas da seguinte maneira: uma delas é um poligono 4,4, ... A,,
pertencente a um plano a e, considerando V um ponto exterior ao plano a, as
demais regides poligonais planas sao triangulos VA;4,,VA,As, ...,VA,_1A, e VA, A;.
As regides determinadas por VA;A4,,VA,A,, .., VA,_1A,,VA,A, sdao chamadas de
faces laterais e a regiao determinado por A;A,..A, € chamada de base da

piramide. (Figura 10)

Figura 10: Exemplo de piramide.

As piramides sdo nomeadas a partir do poligono que forma sua base: a
piramide diz-se triangular, se sua base for um tridngulo, quadrangular, se sua base
for um quadrado, pentagonal, se sua base for um pentdgono e assim

sucessivamente. (Figura 11)

Piramade Tr..'jrlr_;ul._rl Pirdmice Pardmacte Pirdmade
r;u,J-','l.Jr:-:_;uh.r P;_-nl.pgr_'.n._r rlu;:i.pu:;r_1||._|!

Figura 11: Nomenclatura de piramides.
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Uma outra forma de denominar um poliedro convexo P é considerar a

quantidade de faces F que ele possuem, por exemplo:

Se F = 4, P é chamado Tetraedro.
Se F = 6, P € chamado Hexaedro.
Se F = 8, P € chamado Octaedro.
Se F = 12, P é chamado Dodecaedro.

Se F = 20, P é chamado /cosaedro.

Observacao. Neste caso, F representa o total de faces laterais e bases.

Definicao 1.1.11. Seja P um poliedro, com V vértices, A arestas e F faces, o nimero

x(P) =V — A+ F é chamado de caracteristica de Euler-Poincaré do poliedro P.

Teorema 1.1.12. Em qualquer poliedro convexo, sua caracteristica de Euler-
Poincaré é 2.

Demonstragdo. Considere P um poliedro convexo com V vértices, F faces e A
arestas e P como sendo P menos uma de suas faces. Entdo P é uma reuniao finita
de poligonos planos convexos tais que:
i) cada lado de poligono € comum no maximo a dois poligonos;
i) havendo lados de poligonos que estdo em um sé poligono, eles devem formar
uma Unica poligonal fechada, plana ou ndo, chamada contorno;
iii) a intersecgéo de dois poligonos ou € vazia ou é um vértice comum ou uma aresta
comum aos dois poligonos;
iv) 0 plano de cada poligono deixa os demais num mesmo semiespaco.

Por inducéo finita referente ao numero de faces, vamos provar primeiramente
que vale a relagéo:

V —A+F =1,

onde V" é o numero de vértices de P', A" € o numero de arestas de P, F“é o nUmero
de faces do poliedro P".

Seja F" = 1. Neste caso P~ se reduz a um poligono plano convexo, entao

V'=A".LogoV — A"+ F =1, como desejavamos.
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Agora considere como verdade V' — A"+ F =1, para o poliedro convexo P’
de F’ faces, V' vértices e A" arestas com F’ > 1. Devemos provar que é valida para
F’ + 1 faces.

Acrescentando a P' uma face de p arestas (logo p vértices) e considerando que
g dessas arestas coincidem com arestas ja existentes, obtemos um novo objeto com
F, faces, A, arestas e V, vértices tais que:

F,=F +1;

A, = A"+ p—q (q arestas coincidiram);

V, =V +p—(q+1) (qarestas coincidindo, q +1 vértices coincidem).

Ao montarmos a expressao V, — A, + F, e substituindo os valores acima temos:
Vi—A, +F,=V+p—-(@q@q+1)-A +p—q@+F +1=
=V +p—q—-1-A—-p+q+F +1=V-A+F.
ComoV,—A,+F, =V —A"+F’, temos que V — A + F, ndo é alterada quando
adicionamos ou retiramos alguma face desse objeto.
Por hipétese de inducdo temos V'— A"+ F =1, logo V, — A, + F, =1, como
desejavamos.

Comparando P e P'temosque V' =V, A" =AeF =F —1.Logo

V_A+F=V -A+F+D)=V-A+F +1=2. O

Definicao 1.1.13. Chamamos de figuras geométricas espaciais ndo poliédricas

aquelas que nao sao poliedros.

Observamos que muitas delas tem caracteristicas especiais e também
aparecem frequentemente no nosso cotidiano.
Algumas dessas figuras geométricas espaciais importantes séo: Cilindro, Cone

e Esfera, que ndo séo objetos desse trabalho. (Figura 12)

cane cilindro esfera

Figura 12: Figuras geométricas espaciais nao poliédricas.
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1.2.  PLANIFICACAO DE SUPERFICIES POLIEDRICAS.

Primeiramente vamos definir importantes transformacdes no plano, ou seja,
funcdes bijetoras entre planos.

Para fixar notacao, usamos AB significando a distancia entre os pontos A € B,
que € a medida do segmento AB e dizemos que um ponto O estd entre A e B,
A—0—B,se AB = 0A + OB.

Definicao 1.2.1. Sejam a e B planos no espaco e T uma aplicagao bijetora entre
estes planos. Dizemos que T é uma isometria se para qualquer par de pontos A e B
de a vale arelagéo T(A)T(B) = AB.

Teorema 1.2.2. Uma isometria T: « — B possui as seguintes propriedades:

(@) T leva pontos colineares em pontos colineares. Além disso, se A,B e C séao
pontos tais que B estdentre A e C, entdo T(B) esta entre T(A) e T(C).
Como consequéncias, temos que T leva retas em retas e leva angulos em
angulos.

(b) T preserva medidas de angulos, ou seja, para qualquer angulo 6, m(T(H)) =
m(0).

Em particular, T leva retas perpendiculares em retas perpendiculares.
(c) T preserva paralelismo entre retas, isto €, se r e s sao retas paralelas,

entdo T(r) e T(s) também sao retas paralelas.

Demonstracdo. a) Consideremos os pontos colineares A, Be C taisque A—B—C

e sejam A’, B" e C’ suasimagens pela isometria T. (Figura 13)

Figura 13: Isometria preserva a colinearidade dos pontos.

Se A’, B’ e €’ nao fossem colineares, entdo determinariam um triangulo, o

tridangulo A'B°C’. Pelo Teorema da Desigualdade Triangular, obteriamos a relacéo
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A'C"<A’'B"+ B’C’. Como T é isometria teriamos AC < AB + BC, o que contradiria a
hipétese A — B — C, que é equivalente a AC = AB + BC.

Logotemos A'B"+ B'C" = A'C". (1)

Portanto A", B” e C" sé&o colineares.

Vamos provar que A, B” e C" sdotaisque A"—B ' —C".

Suponhamos que B’ ndo estivesse entre A" e C’. Entdo teriamos B"— A" —C’
ou A’—C"—B".

Se valesse B"— A" — C’, entéo teriamos B'A"+ A'C’ = B’C’ .

Mas, por (1), temos A'B"+ B'C" = A’C".

Disso resulta A'B"+ (A'B"+ A’C") = B’C’, ou seja, 2A'B" =0, e portanto A" e
B’ coincidiriam, contrariando a hipétese.

Para o caso A" — C" — B” a demonstragao é analoga.

Portanto B  estaentre A e C’.

b) Consideremos o angulo 8 com vértice O e sua imagem 6" um angulo com vértice
0’. (Figura 14)

Figura 14: Isometria preserva medida de angulos.

Escolhamos pontos A e B, um em cada lado de 6, tal que 04 = 0B. E claro
que, se A" e B* sdo as imagens de A e B pela isometria T, temos 0°'A” = O'B’.

Ainda pela defini¢cao, temos A'B” = AB.

Logo, pelo caso L.L.L. de congruéncia de tridngulos, os tridngulos AOB e

A’0O’B’ sao congruentes, sendo congruentes portanto os angulos 6 e 6°.

c) Consideremos as retas paralelas r e s ca e suas imagens r" =T(r)cpf e
s"=T(s) cpB.
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Figura 15: Isometria preserva paralelismo de retas.

Suponhamos, por absurdo, que as retas r” e s sejam concorrentes no ponto
0,com O =T(A) =T(B), sendo A ponto de s e B ponto de r . Isso contraria a

definicao de isometria visto que A e B sao pontos distintos do plano.

Logo r" e s” sao retas paralelas. O

Definicao 1.2.3. Dizemos que duas figuras planas F e G sao isométricas se existe
uma isometria T entre os planos que as contém tais que T(F) = G.

Notacdo: F =G

Observacao. Podemos concluir que figuras isométricas possuem mesmo formato e
tamanhos idénticos. No caso de regides poligonais planas significa que os poligonos

correspondentes sdo congruentes.

Definicao 1.2.4. Seja .7~ uma superficie poliédrica com n faces 4,..,7% . Uma
planificacdo de .7~ é uma regidao poligonal plana obtida da unido de n regides
poligonais F;, ..., E, isométricas as faces .7,...,/ respectivamente, tais que:

i) F; NF;, i # jé vazia, um ponto ou um segmento;

i) F; N F; é vaziase .71 N.7 € vazia,i # j.

Por simplicidade vamos escrever planificacdo de poliedro significando a

planificacdo da sua superficie poliédrica correspondente.

Observacao. A grosso modo, uma planificacdo de uma superficie poliédrica € um
processo de “recortes” sobre suas arestas de modo a obter um Unico objeto que esta

contido em um plano.
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Devido a estas escolhas, existem varias planificacbes de uma mesma

superficie poliédrica, que podemos visualizar nos exemplos a seguir.

Figura 16: Superficie do paralelepipedo e algumas planificacoes.

Figura 17: Superficie do cubo e algumas planificaces.

Mais alguns exemplos de planificagdes:

Figura 18: Superficie do prisma Pentagoanal.



Figura 19: Superficie do prisma Hexagonal.

/N
Vol
v

Figura 20: Superficie do octaedro.

/\/\/\/\/\

\/\AA/\/

Figura 21: Superficie do icosaedro.

@@ﬁ;%%

Figura 22: Superficie do dodecaedro.
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1.3. FUNCAO AREA

No Egito Antigo, a agricultura da civilizacédo floresceu com base no rio Nilo. De
acordo com o famoso livro “History”, escrito pelo historiador grego Herodotus (484
a.C.-425 a.C.), e traduzido do grego por Pierre Henri Larcher [7], pelas regras do
Egito as terras deveriam ser distribuidas igualmente entre os fazendeiros do reino.
Acreditava-se que a inundagdo anual do Nilo exigia o desenvolvimento de
habilidades técnicas para o levantamento das terras e, como resultado, a Geometria
nasceu. De fato, nos tempos antigos o termo “geometria” significava “a medida da
terra”.

Vamos imaginar dois fazendeiros, no Egito antigo, que possuiam cada um
uma parte de terra. Imagine que eles quisessem determinar se as partes tinham o
mesmo tamanho. Naquela época as pessoas pagavam taxas baseado no tamanho
de suas partes de terra. Era um assunto muito importante, pois ninguém gostaria de
pagar mais impostos do que o necessario. Se duas partes de terra tém tamanhos
diferentes e pagam o0 mesmo valor, alguém estaria sendo injusticado e
provavelmente iria reclamar sobre isso. Assim surge a pergunta: como comparar as
partes de terra de dois fazendeiros?

Se as partes de terra tivessem exatamente o mesmo formato, seria mais facil
fazer as comparacdes. A solugdo encontrada para partes de terra de mesmo formato
foi um método chamado de “levantamento triangular’, na qual a terra era
decomposta em varios triangulos, e era verificada a congruéncia destes por métodos
ja conhecidos, para determinar enfim se eles tinham o mesmo tamanho.

Ja para partes de terra em formatos distintos, a solucao era tentar decompor
as duas terras em um mesmo numero de pecas de tal forma que as pecas de uma
parte de terra seriam as “mesmas” das pecas da outra parte, como se exemplifica na

figura 23.

L. M

Figura 23: Decomposi¢cdo em pecgas de mesmo formato.
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A seguir, vamos formalizar este procedimento.

Definicao 1.3.1. Dizemos que uma regiao poligonal plana K pode ser decomposta
em n regides poligonais planas K, K5, ..., K,,, € denotamos por K = K; + K, + -+ K,
se

) K = Uiz K;

i) K; N K; € vazio, um namero finito de pontos ou segmentos.

Ko \ Ky

[

K

Figura 24: Decomposigéo em regides poligonais.

Definicao 1.3.2. Duas regides poligonais planas L e M sao chamadas congruentes
por recortes, se elas podem ser decompostas da forma L=L; +L,+ -+ L,, €

M= M; + M, + -+ M, com L; isométricaa M; (L; = M;) paratodoi=1,...,n.
Notacao: L ~ M.
Para facilitar a escrita, vamos usar simplesmente o nome do poligono que
determina uma regiao poligonal plana para os préximos conceitos e resultados.
Partindo dos conceitos anteriores, é possivel demonstrar o seguinte teorema:
Teorema 1.3.3. Todo triangulo é congruente por recortes a algum retangulo.
Demonstragdo. Dado um triangulo qualquer, cortando a altura relativa ao seu maior

lado em dois segmentos de mesma medida, denotada por m, através de uma

perpendicular a esta altura, decompomos ele em dois triangulos e dois quadrilateros.
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Seja n a medida do seu maior lado e considere o retangulo de lados medindo m e n,

como na figura 25.

|

|

J
?

|

|

|

]

1

]
L

i

]

1

o

Figura 25: Tridngulo congruente por recortes a um retangulo.

Pelo caso de congruéncia LAA temos a congruéncia dos dois pares de

triangulos que foram divididos o tridngulo inicial e o retangulo. Logo, o triangulo

inicial € congruente por recortes a este retangulo. O

Seja #o conjunto de todas as regides poligonais no plano euclidiano.

Definicdo 1.3.4. Para toda regido poligonal K em &, definimos a drea de K,
denotando por m(K), como sendo um numero real que satisfaz as seguintes
condicoes:

1) m(K) > 0;

2) se K; e K, sao congruentes, entdo m(K;) = m(K;);

3) se K é decomposto em K;, K, ...., K, entdo m(K) = m(K;) + m(K;) + ---. +m(K,,);
4) m(K) =1 se K é determinado por um quadrado cujo lado tem uma unidade de

medida.

Proposicao 1.3.5. Se L e M sao congruentes por recortes entdo m(L) = m(K).

Demonstracdo. Se L e M sao congruentes por recortes, entdo L = Ly + L, + -+ L, €
M=M; +M, + -+ M, com L; = M; para todo i = 1, ...,n. Pela condicao 2, m(L;) =

m(M;), paratodo i = 1,...,n. Assim, pela condi¢do 3, temos

m(L) = m(L,) + m(L,) + -+ m(L,) = m(M,) + m(M,) + -+ + m(M,,) = m(M). O
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A principio ndo sabemos se tal numero existe e € Unico. Se isso ocorre,
podemos definir a fungdo m: - R, chamada de funcéo area.

Comecemos supondo a existéncia e mostrando a unicidade da fungéao area
para alguns poligonos especificos (lembremos que isso € um abuso de notacao,
pois na verdade o correto é usar regides poligonais)

Proposicao 1.3.6. Se K é um retangulo de comprimento a e largura b, entdo
m(K) = a.b.

Demonstracdo. Uma vez que os valores de a e b sao escolhidos, o valor de m(K)
depende apenas de a e b, pela condicdo 2, uma vez que todos os retangulos de
comprimento a e largura b sdo congruentes. Assim, vamos denotar m(K) = f(a, b),
que é uma funcdo em duas variaveis. Novamente pela condi¢ao 2, f(a,b) = f(b,a).
Se K pode ser decomposto em K; (retangulo de comprimento a, e largura b) e K,
(retangulo de comprimento a, e largura b), onde a,; + a, = a, aplicando a condicao 3
obtemos f(a, b) = m(K) = m(K;) + m(K,) = f(aq,b) + f(a,, b). (Figura 26)

b K(a,b) b K(ai,b) |K(ap,b)

a aj az

Figura 26: Retangulo e sua decomposicao.

Isso mostra que a funcao f(a, b) satisfaz as seguintes condigcdes:

1" (Positividade) f(a,b) >0 paratodo a,b > 0;

2 (Simetria) f(a,b) = f(b,a) paratodo a,b > 0;

3" (Aditividade) f(a; + a,, b) = f(ay, b) + f(a,, b) para todo a,, a,, b > 0;

4 f(1,1) =1.

Mostremos que se a fungéo f, satisfaz as condigées 1 2 3" e 4 entdo

f(a,b) = a.b para todo a, b > 0. Isso sera feito em quatro etapas.
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Etapa 1. Vamos mostrar que f(m,n) = m.n, para todo nimero natural m e n.
Se m e n sdo numeros naturais, entdo pelas propriedades aditiva e simetria temos

fmn)=fA+--+1,n) =mf(1,n) =mf(n,1) =mf <1 + -+ 1,1> =mnf(1,1)

mvezes nvezes

Como f(1,1) = 1, temos que f(m,n) = mn.

Etapa 2. Vamos mostrar agora que se a € b sdo numeros racionais, entdao f(a,b) =
a.b.

Tomemos a =% e b ==, com p,q,res nimeros naturais, ¢ #0 e s # 0.

QT

Entao,
raby=r2r)= prf(55)

Por outro lado,

ran=r(a3)s())-wrG3) = rG3) - ran

Assim,

T T T
fan =L ran=L=2I_g.
qs qs q s

Etapa 3. Vamos mostrarque sea <a’e b < b’, entdo f(a,b) < f(a’b).
Sea=a"eb=>b’,entdo é obvio que f(a,b) = f(a’b).
Sea<a’eb=0>b, entdo

fla’'b) =f(a+(a"—a),b) =f(ab)+f(a"—ab)>f(ab).
Sea=a"eb < b’ entdo
fla,b) =f(b’a) > f(b,a) = f(ab).
Sea<a’eb<b’ entdo

fla,b) > f(a,b) > f(a,b).

Etapa 4. Sejam a e b nUmeros reais positivos. Entao, pela densidade dos numeros
racionais, para cada numero positivo &, existem numeros racionais positivos
ai, a,, by, by, tais que

a—e<ag<a<a,<at+eeb—e<b;<b<b,<b+e.
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Uma vez que f(a;b;) < f(a,b) < f(a,b,), temos
(a—¢€).(b—¢)<ayb; < f(a,b) <ayb, < (a+e).(b+e).
Portanto,
ab—¢e(a+b—¢)<f(ab)<ab+e(a+b+e).

Desde que € seja qualquer numero positivo pequeno, com esse ¢ tendendo a

0, obtemos f(a,b) = a.b. O

Proposicao 1.3.7. Se K é um triangulo com lado maior medindo a e altura relativa a
esse lado medindo b, entdo m(K) = azi’ .
Demonstragdo. Usando o Teorema 1.3.3., K € congruente por recortes a um

retdngulo R de lados medindo a e 2 Pela Proposicao1.3.5. temos que m(K) = m(R).
2

Como pela proposigao anterior m(R) = a.g = aT'b, entao m(K) = az;b- .

Proposicao 1.3.8. Se K € um triangulo, entdo m(K) = %, onde b é a medida de um

lado qualquer de K e h é a altura relativa a este lado.

Demonstragdo. Pela proposicao anterior basta mostrar que num triangulo, o produto

de cada um de seus lados pela altura relativa a este lado é constante.

Denotemos K = ABC, onde A, B e C sao os vértices do triangulo K, com

AH,,BH, e CH, as alturas relativas aos lados BC, AC e AB, respectivamente.

Note que os triangulos AH,C e BH,C retangulos em H, e H,, respectivamente,

AHg;  AC
=—, 0u
BH, BC

sdo semelhantes pelo caso de semelhanca AA. Logo, vale a relacédo
seja, BC.AH, = AC.BH, = k.

Analogamente, demonstramos que AB.CH,. = k, como queriamos. O

Assim, se toda regiao poligonal pode ser decomposta em regides triangulares
e se uma funcéo area existe, pela condicdo 3 e a proposicdo anterior ela deve ser

Unica.
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Para provar a existéncia vamos definir uma fungdo em & tal que para cada
regiao poligonal K associa a soma das areas das regides triangulares de uma
decomposicao de K, definida como na Proposicao 1.3.7.

Para mostrar que esta funcao esta bem definida precisamos mostrar que ela
nao depende da decomposicdo de K em triangulos e para que esta seja a funcao
area, ela precisa satisfazer as quatro condicbes da definicdo de funcao érea,

provando assim a sua existéncia.

Definicao 1.3.9. Uma friangulagdo de K é uma decomposicdo triangular K = A; +
A, + -+ A,, onde interior dos lados de cada A; ndo contém vértices de nenhum

outro triangulo.

Triangulacéo Néo triangulacéo

Figura 27: Decomposigao triangular.

Teorema 1.3.10. Todo poligono tem uma triangulacao.

Demonstragdo. Provamos isso por inducdo sobre o numero de vértices n do
poligono K.

Se n =3, entdo K é um tridngulo, fato que é trivial.

Para n > 3 vamos assumir que o teorema € verdadeiro para todos os
poligonos com menos de n vértices. Como todo poligono com mais de 3 vértices tem
pelo menos uma diagonal que divide-o em dois poligonos K; e K, tais que K = K; +
K, (ver referéncia [5] — p. 84). Como ambos K; e K, tém menos que n vértices, eles

podem ser triangulados pela hipétese de inducao e isso da uma triangulacéo a K. o

Denotemos por A[ABC] um triangulo com vértices A, B e C, onde a ordem dos

vértices esta fixada desta maneira.
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Definicao 1.3.11. Dado um tridngulo A[ABC], considerar um caminho no tridngulo
seguindo a ordem dada pelos vértices (movimento no sentido anti-horario) é dizer
que o triangulo possui orientacdo positiva. Se € no sentido horario, dizemos que ele

possui orientagdo negativa. (Figura 28)
A

B

Figura 28: Triangulo orientado positivamente.

Notacao: Se A[ABC] tem uma orientagdo, denotemos por

area do AABC (A[ABC] tem orientagdo positiva),
(=1) x area do AABC (A[ABC] tem orientacdo negativa).

[ABC] = {
Observacao. Se dois triangulos AABC e ADCB, com orientacbes, tém apenas o
lado BC em comum, ent&o as orientacdo de AABC e ADCB s&o as mesmas. (Figura
29)

A B

Figura 29: Triangulos orientados.

Lema 1.3.12. Dado 0 AABC e um ponto D no lado BC, temos,

[ABC] = [ABD] + [ADC].
De maneira geral, se uma sequéncia de pontos B, D,,D,, ..., D,,C ¢é dada no lado BC,
entéo [ABC] = [ABD,] + [AD,D,] + --- + [AD,C].

Demonstragdo. Em primeiro lugar se A[ABC] tem orientagdo positiva, entdo ambos
os triangulos A[ABD] e A[ADC] também tem orientagdo positiva, entdo [ABD] e

[ADC] sé&o positivos.
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Como A[ABC] = A[ABD] + A[ADC], entéo [ABC] = [ABD] + [ADC].

Se o0 A[ABC] tem orientagdo negativa, entdo ambos os tridangulos A[ABD] e
A[ADC] também tém orientacdo negativa e, com isso, [ABD] e [ADC] sao negativos.
Assim,

[ABC] = —area de A[ABC] = —(area de A[ABD] + area de A[ADC]) = [ABD] + [ADC]

Para a sequéncia de pontos D;,D,,...,D, no lado BC, basta aplicar a ideia

acima indutivamente. O

Lema 1.3.13. Dado o0 AABC, se O € um ponto no exterior do triangulo AABC e que
nao encontra-se nos lados e nem nos prolongamentos dos lados do triangulo AABC,
entao

[ABC] = [0AB] + [0BC] + [0CA].

Demonstragdo. Nestas condicdes, existe um vértice do tridngulo cuja reta definida
por este vértice e pelo ponto O intersecciona o lado definido pelos outros dois
vértices. Sem perda de generalidade, seja A este vértice. Assim a reta definida por A

e 0 intersecciona o lado BC em um ponto D. (Figura 30)

A B

Figura 30: Formacgao do paralelogramo.

Pelo lema anterior temos [0OAB]=[0BD]+ [DAB], [0OBC]= —[0OCB]=
—[0CD] — [ODB] e [0CA] = [0CD] + [CAD]

Somando as equagdes temos

[0AB] + [0BC] + [0CA] = [0BD] + [DAB] — [0CD] — [0DB] + [0CD] +

[CAD] = [DAB] + [CAD] = [ABC]. 0



33

Lema 1.3.14. Para qualquer triangulacédo A, + A, + -+ + A, do tridngulo AABC, a area

do AABC é igual a soma das areas dos triangulos A, (k = 1,2, ...n).

Demonstragcdo. Denotemos A= AD.E.F,. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que todos os triangulos tém orientacdo positiva, pois se necessario
podemos alterar a ordem de seus vértices.
Seja 0 um ponto fora do AABC, que nao pertence aos lados dos triangulos
AABC e ADyE Fy, (k=1,2,..n), nem aos prolongamentos destes lados.
Pelo Lema 1.3.13. a &rea do AD,EF;, é dado pela férmula
area do ADyEF, = [DyExFi] = [0DyEx] + [OEFi] + [OF,Dy].

Portanto a soma das areas dos tridngulos A, + A, + ---+ A,, € dada por

n
soma das areas dos Ay + A, + -+ A, = Z([ODkEk] + [OE F] + [OF, Dy ])
k=1

Cada termo da segunda soma ¢ da forma [ODE], onde DE é um dos lados
dos triangulos ADLEF, (k=1,2,..n),que estd no interior ou no perimetro do
tridangulo AABC .

Se DE esta no interior ele aparece duas vezes na segunda soma, nos termos
correspondentes as areas do A[ODE] e do A[OED].

Se o lado de forma DE pertence ao perimetro do triangulo AABC , entdo DE
aparece apenas uma vez em [OED].

Uma vez que [ODE] + [OED] = 0, na soma de todas as areas acima na forma
[ODE] se anulam se DE esta dentro do tridngulo AABC e apenas as areas de
triangulos A[ODE] onde os lados da forma DE estdo no perimetro do AABC
permanecem.

Agora ordenemos o0s Vértices da triangulacdo que estdo no perimetro do
AABC: A, Ay, A,, ...,A, B, By, ..., B, C,Cy, Cy, ..., Cp. (Figura 31)

A

Ay
Cs
Az
As

Cz

Ci

B B B2 Bs G

Figura 31: Triangulagao do tridangulo.
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Entdo a soma das areas dos triangulos A; + A, + -+ + A, € dada pela seguinte
férmula:
soma das areas dos Ay + A, + -+ A,= [0AA,] + [0A,A;] + -+ [0A;B] + [OBB;] +
[0ByB,] + -+ + [0B,,C] + [0CC,] + [0C,C,] + -+ [0C,A] = [0AB] + [0BC] + [0CA] =

[ABC] = area do AABC. O

Seja m:% — R definida da seguinte forma: para cada poligono K, m(K) é a

soma das &reas dos tridngulos obtidos por uma triangulagéo de K.
Pelo exposto anteriormente, m(K) existe para todo K.
Lema 1.3.15. A definicdo de m(K) ndao depende da escolha da triangulacéo de K.

Demonstragdo. Considere duas triangulagdes de K:
K=2A 40+ +A,,
K=A+A,++A,
Seja A, + A, + ---+ A, um refinamento comum destas triangulacdes. Entdo
area do A= soma das areas dos Aj” dentro de Ay,
grea do A= soma das &reas dos Aj” dentro de A,,.
Assim,

soma das &reas dos {A,} = soma das dreas dos {A, } = soma das areas dos {A,}.

Por isso m(K) , ndo depende da escolha da triangulacao. O

Teorema 1.3.16. A funcao m definida anteriormente é a funcéao area.

Demonstracdo. Basta mostrar que m satisfaz as quatro condicdes de funcao area.
As condicbdes 1, 2, e 4 sao imediatas. Portanto, a Unica propriedade a ser
provada é a aditividade.

Suponha um poligono K decomposto em K3, ..., K,,, ou seja, K = K; + - + K,,.
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Se cada K; é decomposto em tridngulos e pode ser expressa por K; = K;; +
Ko+ -+ + Kipm,, €ntéo o conjunto {K;;:i = 1,2,..n;j = 1,2,...m;} da uma triangulagao
de K. Portanto,
m(K) = m(Kyq) + -+ m(K1m1) + m(K31) + m(Kyz) + -+ m(KZmz) + ot m(Kpy)
+ m(Kna) + -+ m(Kpm,, ) = m(Ky) + m(Kp) + -+ + m(K).

Com isso verifica-se que a propriedade aditiva esta provada. O

Agora podemos definir area de poliedros.

Definicao 1.3.17. Chamamos de area de um poliedro a area de uma planificagcao da

superficie poliédrica correspondente.

Pelo exposto anteriormente este numero existe e ndo depende da planificagéo.
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2. SEQUENCIA DIDATICA

A ideia é apresentar uma sequéncia de atividades para que o professor possa
aplicar em sala de aula, que familiarize os alunos com respeito a poliedros,
apresentando exemplos do seu cotidiano, induzindo-os a identificar suas
caracteristicas e assim, ensinando-os a classificd-los. Em seguida, relacionar as
superficies dos poliedros as representacdes delas no plano e trabalhar o conceito de
area de poliedros através desta relagdo. Para finalizar apresentamos uma situacao
problema do cotidiano, como aplicacao deste conceito.

Em escolas particulares, a geometria espacial € inserida na segunda série do
Ensino Médio, j4 nas escolas publicas, o assunto é abordado na terceira série do
Ensino Médio, porém nas atividades sugeridas o que realmente importa € que os
alunos ja tenham visto os conceitos de Geometria Plana a respeito de poligonos.

Independentemente do contato do aluno com o conceito de poliedros,
acreditamos ser uma atividade interessante. No caso do aluno ja ter visto, as
atividades servirdo para fixacdo do conceito e sanar possiveis duvidas que eles
possam ter a respeito. No outro caso construira no aluno este conceito de maneira

mais concreta, evitando o método decorativo.

2.1. ATIVIDADE 1

Tempo estimado: Duas a trés horas/aulas para o desenvolvimento dessa

atividade e aplicacao da avaliacao.

Material: Objetos do dia a dia.

Objetivo: Fazer com que os alunos percebam que tais objetos possuem

caracteristicas especificas. Com isso, classificar estes objetos.
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Descricao da atividade

O professor deve levar para a sala de aula, objetos do dia a dia como os da figura a

seguir. (Figura 32)

Figura 32: Exemplos de superficies poliédricas.

Dividir a turma em grupos com 4 ou 5 alunos.
Cada grupo deve receber a Ficha | (Anexo 1) que contém itens (questées ou
exercicios de verificagdo) que deve ser respondida a cada passo da atividade.

Questao 1 (item 1) Qual caracteristica que podemos considerar que divide
0s objetos apresentados em exatamente dois grupos: 0s que possuem essa

caracteristica e os que ndo a possuem?

Resposta: A caracteristica desejada € que os objetos sejam ‘“limitados”
somente por poligonos
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A cada questionamento o professor dara um tempo de 10 minutos para cada
grupo discutir (entre os membros) e escrever sua resposta.

Depois disso o professor ouvira a resposta de cada grupo, argumentando
caso esteja errada, sem dar a resposta correta de imediato e sim ir induzindo os
alunos a ela.

Uma vez encontrada essa caracteristica, o professor deve dividir, com a ajuda
dos alunos, os objetos nos dois grupos referidos e dizer que os objetos do grupo que
possuem tal caracteristica sdo chamados de superficies poliédricas, definindo
também o que séo poliedros, e abordando a nomenclatura vértices, arestas e faces.

Dizer aos alunos que fard um abuso de linguagem por simplicidade ao se
referir as superficies poliédricas como poliedros simplesmente.

Neste momento peca para os alunos fazerem o item 2 da Ficha |, para ver se
de fato eles entenderam o conceito de poliedros discutido no item 1.

Para os itens contendo exercicios de verificagcdo sera dado um tempo de 5
minutos para preenchimento.

O proximo passo é fazer com que os alunos percebam que as quantidades de
vértices V, arestas A e faces F destes objetos estao relacionadas de uma maneira
especial, resultam em um numero constante. Peca para eles fazerem o item 3.

Neste momento, devera ser apresentado um objeto extra (nenhum dos
apresentados no inicio) como na figura abaixo e pedir para calcular o nudmero
V — A + F deste objeto. (Figura 33)

Figura33:V -A+F=16—-32+16=0

Depois disso, o professor observara que nos objetos do item 3,V -A+ F =2
para todos mas que existe poliedro que isso ndo ocorre. Neste momento o professor
falara de poliedro convexo.
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Questao 2 (item 4) Quais dos poliedros possuem pelo menos duas faces
paralelas?

Resposta: Cubo magico, torrone e caixa de sabao em po.

Neste momento, o professor observa que esta € uma caracteristica que divide
o grupo dos poliedros e apresenta a nomenclatura prisma e pirdmide para os alunos,
definindo o que é base e faces laterais. Para a verificacdo dos conceitos eles
deveréo fazer os itens 5, 6 e 7 da Ficha .

Para finalizar o professor perguntara aos alunos que tipo de base tem o cubo
magico, o torrone, a antena de TV e a caixa de sabao em po.

Ele mencionarad que tipo de base determina uma nomenclatura para os
prismas e piramides. (Figura 34)

Paralelepipedo

»  Prisma Quadrangular

——  Pirdmide Quadrangular

ad

*  Prisma Triangular

Figura 34: Nomenclatura devido a base.
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Para a verificacdo os alunos deverao fazer o item 8 da Ficha I.

2.2. ATIVIDADE 2

Tempo estimado: Duas horas/aulas.

Material: Superficies poliédricas em papel no formato de paralelepipedo, € no

formato de uma piramide quadrangular, tesoura, cola e cartolina.

Objetivo: Fazer com que os alunos percebam que tais objetos podem ser
planificados.

Descricao da atividade

O professor deve separar a turma como na atividade 1 e distribuir para eles a
Ficha Il (Anexo 2), um paralelepipedo, uma piramide quadrangular, uma tesoura,
uma cola e uma cartolina.

A atividade comecara com a seguinte pergunta:

Questao 1 (item 1) O que é planificar um poliedro?

Resposta (intuitiva): Obter a representacao no plano desse poliedro.

Lembrar os alunos que esta se referindo a superficie poliédrica.

O professor pedira que entre os membros do grupo seja discutida tal questao,
e dara 10 minutos para formularem e escreverem uma resposta a respeito disso.

Em seguida todos 0s grupos irdo expor sua resposta, abrindo espaco para
que os outros grupos discutam e reflitam sobre elas. O professor conduzira tal
discussao até chegarem a ideia intuitiva de planificagéo.

Depois disso, surgem dois importantes questionamentos em Matematica:
existéncia e unicidade. O primeiro surge da seguinte questao:



41

Questio 2 (item 2) E possivel planificar os objetos que vocé tem em maos?
Como?

Os alunos serdao recomendados a tentarem descobrir isso recortando os
objetos, que é o que se refere o item 3.

Pode ser que alguns alunos tentem fazer cortes sem ser pelas arestas.

Na hora da exposicao das respostas e dos recortes o professor formalizara o
conceito de planificacdo e justificara que os cortes devem manter a mesma
estrutura, independente de onde se comecga, sendo a planificacdo nao estaria bem
definida.

Da observacao das respostas dos alunos, o professor ressalta a questao de
unicidade:

Questao 3 (item 4) Existe uma Unica planificagao?

Resposta: Nao, pois € possivel recortar por arestas diferentes e obter
planificacdes diferentes.

Para fixar essa ideia, os alunos devem fazer o item 5 da Ficha I
Ao final desse processo o professor deve estimular a visdo espacial dos

alunos pedindo para que os mesmos fagcam o item 6, que consiste em planificar as

superficies poliédricas a partir de sua visdo de um desenho.

2.3. ATIVIDADE 3

Tempo estimado: Duas a trés horas/aulas.

Material: Recortes de papel que sao planificacdes de superficies poliedricas.

Objetivo: Fazer com que os alunos percebam que a area das planificacoes
das superficies poliedricas resulta na area do poliedro.
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Descricao da atividade

Como nas atividades anteriores os alunos devem ser divididos em grupos e
estes podem até serem os mesmos das outras atividades.

Esta serd uma continuacdo imediata da atividade 2, podendo o professor
(caso tenha tempo) fazer no mesmo dia.

Sera entregue a cada grupo uma certa quantidade de planificacbes de papel
ja prontas (distintas entre si) e a Ficha Il (Anexo 3).

Todos os grupos possuirdo as mesmas planificagoes.

No intuito de recordar planificaces e suas respectivas superficies poliedricas,
os alunos devem responder o item 1 da Ficha lll.

O professor deve sugerir que os alunos fagam dobraduras pelas arestas
destas planificacdes.

Dentre as superficies poliédricas obtidas deverdo aparecer, entre outros, dois
paralelepipedos idénticos e duas piramides com bases quadradas idénticas.

Depois disso, o professor fara a seguinte pergunta.

Questio 1 (item 2). E possivel calcular a area dessas planificacdes? Como?

Resposta: Sim. A area da planificacdo é a soma das areas de cada poligono

que formam a planificacao.

Novamente, os alunos terdo um tempo de 10 minutos para discutir e formular
suas respostas, para em seguida apresenta-las. Conduzidos pelo professor eles
chegarao a resposta desejada, caso ninguém a tenha encontrado antes.

O professor lembrara que a area de um retangulo de comprimento a e largura

b é a.b e que a area de um tridngulo com um lado de medida b e altura relativa a
. L b.h
este lado medindo h é igual a -

Com estas informacdes e pela resposta do item 2, o professor pedira para os
alunos fazerem o item 3, que é efetuar o calculo da area das planificacbes do
paralelepipedo obtido.

Espere uns 20 minutos e pergunte quanto deu cada uma das contas.
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Neste momento eles observardo que o resultado foi 2.a.b + 2.a.c + 2.b.c €
que independe da planificagdo, onde a € o comprimento, b € a largura e c é a altura
do paralelepipedo. Portanto, o professor definird que a area do paralelepipedo é
obtida essa férmula.

Faca o mesmo para o item 4 da Ficha Il

Assim, o professor concluira com os alunos que a area de uma piramide com
base sendo um quadrado de lado a é obtida pela formula
a.h

2
4, —
a” + >

onde h € a altura de um dos triangulos com relagédo ao lado de medida a.

Isso gerara varios comentarios e questionamentos como que as faces sao
congruentes e, portanto tém a mesma area e se pode melhorar a férmula
relacionando a altura da piramide através do teorema de Pitagoras.

Para finalizar o professor pedird que os alunos facam o mesmo para as

planificagdes que sobraram como exercicio, que é o item 5 da Ficha Il
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3. SITUACAO PROBLEMA

Levar para os alunos uma caixa de sabao em pd, com o formato atual. (Figura
35)

|-* i : __{
| @B
| g-——
|

. 1|t§ P L L

Figura 35: Modelo Atual.

Pedir para que os alunos construam com a cartolina a superficie poliédrica de
um paralelepipedo no formato da caixa de sabdo em p6 no modelo antigo: 4,8 cm x
16,8 cm para a base e 24 cm para a altura. (Figura 36)

Figura 36: Modelo Antigo.

Apés a construcdo, os alunos devem responder:
1) Qual é a area da caixa atual?

2)

3) Houve melhora no gasto de papel da caixa antiga para a caixa atual?
4)

Qual é a area da caixa antiga?

Vocé consegue visualizar alguma outra melhoria? Qual?



Respostas:

1) 927,498 cm?

2) 1198,08 cm?

3) Sim, esse valor foi 270,582 cm?

4) Sim, melhoria para transporte da industria, para armazenamento,

custo financeiro, poluicdo ambiental, entre outros.

45
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ANEXO |
FICHA I: CARACTERIZAGAO DE POLIEDROS
NOME: N2
___SERIE ___ - ENSINO MEDIO __ BIMESTRE DATA: I

1) Qual caracteristica que podemos considerar que divide os objetos apresentados
em exatamente dois grupos: 0s que possuem essa caracteristica e 0os que nao a

possuem?

2) A partir da definicdo dada pelo professor, classifique as figuras em poliedros ou
nao poliedros.

Figura 37: Poliedros ou nédo poliedros.



3) Preencha a tabela abaixo.

Poliedro \Y A F V—-F+A

at

Figura 38: Tabela sobre, vértices, arestas e faces de alguns poliedros.

4) Existem pelo menos duas faces paralelas em cada poliedro?
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5) Quantas bases tém o prisma abaixo? E a piramide abaixo?
A B

M L.
Figura 39: Prisma e piramide.
Prisma:

Piramide

6) No prisma do item anterior CDLJ, é paralela AFGH. Estes poligonos sdo bases do

prisma? Por qué?

7) Nas figuras abaixo identifique quais sao faces laterais e quais sao bases?
A

D lass —tal

Figura 40: Prisma triangular e piramide de base quadrada.




8) Nomeie cada um dos prismas e cada uma das piramides a seguir.

Figura 41: Nomenclatura de prismas e piramides.
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ANEXO I
FICHA Il: PLANIFICACAO DE POLOEDROS
NOME: Ne
___SERIE___ - ENSINO MEDIO ___ BIMESTRE DATA: /|

1) O que é planificar um poliedro?

2) E possivel planificar os objetos que vocé tem em maos? Como?

3) Faca a planificagéo do paralelepipedo e da piramide que estdo nos grupos e cole-
as sobre a cartolina.

4) Existe uma Unica planificagao de um poliedro?

5) Desenhe as planificagbes obtidas pelo grupo.



6) Faca uma planificacdo de cada figura a seguir.
|

Figura 42: Poliedros para planificagéo.
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ANEXO Il
FICHA lll: AREA DE PLAINFICACOES
NOME: Ne
___SERIE ___ - ENSINO MEDIO ___ BIMESTRE DATA: I/

1) Quais poligonos foram obtidos com a planificacdo dos paralelepipedos?

2) E possivel calcular a area dessas planificagées? Como?

3) Calcule a area das planificagdes que deram os dois paralelepipedos idénticos.

4) Calcule a area das planificacbes que deram as duas piramides com base
quadrada idénticas.

5) Calcule a area das demais planificacées.



