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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos alguns topicos do Célculo Discreto ou Finito. Em particular,
estudamos operadores de diferengas, poténcias fatoriais, nimeros de Stirling do primeiro e do
segundo tipo, a formula de diferencas de Newton, o teorema fundamental do Célculo Finito,
o processo de somagdo e os nimeros e polindmios de Bernoulli. Mostramos entdo a eficicia
da teoria no cdlculo de férmulas fechadas para o valor de diversas somas finitas. Também
estudamos o problema cldssico de obter os polindmios que expressam o valor de somas de
poténcias de nimeros naturais.

Palavras-chave: Calculo Finito ou Discreto, Numeros de Stirling, Somacdo, Numeros de Ber-
noulli, Polindmios de Bernoulli.



ABSTRACT

In this work some topics of the Discrete or Finite Calculus are developed. In particular, we study
difference operators, factorial powers, Stirling numbers of the first and second type, the New-
ton’s formula of differences, the fundamental theorem of the Finite Calculus, the summation
process, and the Bernoulli numbers and Bernoulli polynomials. Then we show the effective-
ness of the theory for the calculation of closed formulas for the value of many finite sums. We
also study the classical problem of obtaining the polynomials which express the value of the
sums of powers of natural numbers.

Keywords: Finite or Discrete Calculus, Stirling Numbers, Summation, Bernoulli Numbers,
Bernoulli Polynomials.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho tratamos do Calculo Finito e de algumas de suas aplicacdes. O Calculo
Finito ou Discreto tem uma longa histéria que antecede e relaciona-se com a do Célculo Dife-
rencial e Integral. Apesar disso, muitas vezes o Célculo Finito € visto como o “primo pobre”
do Calculo Diferencial e Integral, ou pior ainda, como um detalhe dentro de algum método
numérico de resolugcdo de equagdes diferenciais. Todavia, veremos que o Célculo Finito tem

vida prépria e possui muita beleza matematica.

O Cdlculo Finito possui, efetivamente, varias aplicacdes em andlise numérica tais
como nos problemas de interpolacdo, diferenciacao numérica, integracao numérica e resolucao
numérica de equacdes diferenciais. Sendo assim, sua importancia pratica € inegavel. Toda-
via, aqui nosso interesse € outro. Neste trabalho procuramos apresentar alguns elementos do
Célculo Finito com o intuito de aplicd-los em problemas de cédlculo de férmulas fechadas para
diversas somas interessantes, sendo que algumas delas com grande importancia na histéria da

Matematica e, em particular, na da Teoria dos Nimeros.

Muitas vezes, em Matematica, encontramos formulas envolvendo somas finitas, tais
como a soma de termos de uma Progressao Geométrica ou Aritmética, a soma dos n primeiros
nimeros naturais e etc, que precisam ser verificadas utilizando-se o principio de indu¢do ma-
temdtica. E verdade que esse principio nos permite dar uma prova rigorosa de tais asser¢oes,
todavia ele nao nos d4 nenhuma indicacdo de como eles podem ser obtidos ou descobertos. De
fato, ao longo da histéria da Matemadtica diversas formulas foram descobertas para somas finitas
interessantes através de técnicas engenhosas ou por pura experimentacdo numérica e posterior
generalizagdo. Veremos que o Calculo Finito nos d4 um método para calcular o valor de tais so-
mas, que € totalmente andlogo ao processo de integracdo do Calculo Diferencial e Integral. Ou

seja, nés poderemos calcular o valor de diversas somas finitas através do processo de somagdo.

O estudo do Calculo Finito oferece também uma ponte entre o Ensino Médio e o
Ensino Superior. Com efeito, como o Calculo Finito € independente, pelo menos inicialmente,

do Ciélculo Diferencial e Integral, s6 que muito mais simples, ja que ndo envolve o conceito de
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limite, ele pode ser estudado por um bom aluno do Ensino Médio. Por exemplo, na primeira
parte deste trabalho faremos uso de conceitos e topicos tipicos do Ensino Médio tais como
sequéncias, somas de termos de uma sequéncia, funcdes, polindmios, tridngulo de Pascal, o
principio de indu¢do matemadtica entre outros. SO na segunda parte nos permitiremos ver um
pouco além fazendo uso do Calculo Diferencial e Integral para explorar um pouco das relagdes

entre o mundo da Matematica Discreta e o da Matematica do Continuo.

Para realizar o presente trabalho utilizamos como referenciais tedricos e de apoio,
os seguintes autores: Cuoco (2005), Gleich (2005), Graham; Knuth; Patashnik (1994), Spi-
egel (1971), Stopple (2003) e Young (1992). Passamos agora a descrever a organizagdo e a
disposicao do trabalho. Inicialmente, discutiremos alguns conceitos e teoremas do Calculo Fi-
nito, sendo que trataremos de apenas alguns topicos bem especificos que nos permitirdo fazer
as aplicagdes do capitulo seguinte. Como nossas aplicacdes sdo na maioria relacionadas ao
processo de somagdo para obter féormulas fechadas de somas finitas, na primeira parte do traba-
lho nosso objetivo central é obter o Teorema Fundamental do Calculo Finito, que € o analogo
do Teorema Fundamental do Calculo Diferencial e Integral. Nessa parte evitamos o uso de
qualquer conceito do Calculo Diferencial e Integral para tornar a exposi¢cao mais elementar e
também para mostrar a independéncia dos dois Célculos, o finito ou discreto e o continuo. To-
davia, é evidente para qualquer leitor com o minimo de conhecimento de Calculo Diferencial
e Integral a semelhanca entre os Célculos. Depois desses dois capitulos, procuramos explorar
algumas das relagdes entre os dois Calculos através do problema de encontrar uma férmula fe-
chada para a soma de poténcias dos n primeiros nimeros naturais. Para isso introduziremos os
polindmios e os numeros de Bernoulli, que fazem uma ponte entre a Matematica Discreta ou
Finita e a Matemadtica do Continuo. Todavia, veremos apenas a ponta de um iceberg, pois as
relacdes descobertas desde entdo sdo indmeras. Para ler essa tltima parte € necessdrio, portanto,
o conhecimento dos rudimentos do Calculo Diferencial e Integral. No capitulo final, tecemos
algumas consideragdes sobre o trabalho. E por fim, no apéndice apresentamos algumas ativida-
des relacionadas ao Calculo Finito que podem ser, talvez com algumas adaptacdes, trabalhadas

pelo professor no Ensino Médio.
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2 FUNDAMENTOS DO CALCULO FINITO

Para iniciarmos o estudo do Calculo Finito é necessario definirmos alguns conceitos e

fixarmos algumas notacoes.

Convencionamos neste trabalho que o conjunto dos nimeros naturais N ndo inclui o

ndmero zero, ou seja,
N={1,2,3,...}.

Uma sequéncia é entdo uma fungdo de N ou RU {0} no conjunto dos nimeros reais
R. Vamos denotar uma sequéncia por (a,), ou também, (a;, a, as, ...), sendo que a; é o valor
da sequéncia em 1 e € chamado de primeiro termo da sequéncia, a; € o valor da sequéncia em
2 e é chamado de segundo termo da sequéncia, e etc. Genericamente, a, é chamado de n-ésimo

termo da sequéncia.

Exemplo 1. Como exemplos de sequéncias conhecidas e relevantes, podemos citar:

@) (ay,)=(1,2,3,...,n,...) sequéncia dos nimeros naturais;
(b) (by)=1(2,4,6, ...,2n,...) sequéncia dos nimeros naturais pares;
(©) (cn)=(1,3,5,...,2n—1,...) sequéncia dos nimeros naturais {mpares;

) (d,)=(1,4,9,...,n%...) sequénciados quadrados perfeitos;
) (e,)=(1,8,27,...,n°...) sequéncia dos cubos perfeitos;

@ (fn)=1(2,4,8,...,2",...) sequéncia de poténcias de 2;

@ (pn)=1(2,3,5,..., pu,...) sequéncia dos nimeros primos;

Dadas duas sequéncias (a,) e (b,) definimos sua soma como sendo a sequéncia (a, +

by), sua diferenca como sendo a sequéncia (a, — b,), seu produto como sendo a sequéncia
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(anby,) e seu quociente, desde que b, seja ndo-nulo para todo n, como sendo a sequéncia
(an/bn).
Dada uma sequéncia (a,) = (aj, az, a3, ...) de nimeros reais, definimos uma nova
sequéncia (Aa,) = (Aay, Aap, Aas, ...) através de
Aay, = ayy 1 —ap, (2.1)
onde n € N. Assim,
(Aan) = (az—al ,az—dp, a4 —as, )

Por exemplo, se (a,) = (2n+ 1) entdo
Aay=api1—ap=2(n+1)+1]—2n+1]=2,

ou seja, (Aa,) = (2, 2, 2, ...) é uma sequéncia constante.

A fung¢do ou transformagdo que associa a sequéncia (a,) a outra sequéncia (A a,) é

chamada de operador diferenca (A).

O operador diferenca de segunda ordem (A?) é a funcio que leva a sequéncia (a,,)

na sequéncia (A (A ay)), ou seja,
A’ a, =A (Aay) =A(apr1 —ay)
= (an+2 - an+1> - (an+1 - an)

=dy10—2ay1 +ay. (2.2)

Por exemplo, se (a,) = (3n> + 1) entdo

A’a, = [B(n+2)*+1]-2Bn+1)2>+1]+[3n*+1]
= Br?+12n+13)=2Bn®+6n+4)+Bn*+1)
— 6.

Também podemos calcular primeiro (A a,):
Ady=ans1 —an=[(n+1)>+1]—(n*+1)=2n+1,
e daf (A% a,) = (A (A ay,)):

Aay=Aap —Aa,=Q2n+1)+1)—2n+1)=2.
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Um outro operador interessante é o operador de deslocamento (E). Ele transforma a
sequéncia (a,) na sequéncia (E a,) = (ap+1).

Por exemplo, se (a,) = (5 n° +2) entio

Ea,=an1 =5 (n+1)3+2.

Assim como antes, podemos definir o operador de deslocamento de segunda ordem
(E?) através de:
E?a,=E (E ay).

Portanto,

E*a,=E (an+1) =apt2, VYneN.

Mais geralmente, definimos de maneira indutiva os operadores diferenca de ordem k

e de deslocamento de ordem £ através de:
Afa, =A (A1 a,), (2.3)

Efa,=E (E¥'a,), (2.4)
para todo n € N, e para todo k € N e k > 2, respectivamente.

E ficil verificar que
EXa,=ap, VneN, (2.5)

e mais adiante na demonstracio do Teorema 2.8, vamos encontrar uma férmula para AF que

generaliza (2.2).
As defini¢oes (2.3) e (2.4) estendem-se para k = 1 se definirmos
AY a, = ay, ,
E'a,=a,, (2.6)
para todo n € N. Também vamos escrever

AP =E% =1, (2.7)

onde / € o operador identidade.

De maneira natural, se A e B sd@o operadores quaisquer que atuam sobre sequéncias,
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definimos novos operadores, A+ B e A — B através de
(A+B)a,=Aa,+Bay,, (2.8)

(A—B)a,=Aa,—Bay,, (2.9)
sendo (a,) uma sequéncia arbitraria.

Agora,

Aa,=apny1—an=Ea,—Ila,=(E-1)a,,

€ assim temos
A=E—-] e E=A+I. (2.10)

Teorema 2.1. Se (ay,) e (b,) sd@o sequéncias quaisquer e o é um niimero real arbitrdrio, temos

i) A (ay+bn) =Aa,+Ab, ; (Regra da soma)

ii) A (aa,) = a Aay ; (Produto de uma sequéncia por escalar)

iii)  A(a,by) =a, Aby,+byi1 Aa, (Regra do Produto)
=a,Ab,+b,Aa,+Aa, Ab,

Aa,—a, A
iv) A (a_n) = bn A Gy = an A by , se b,#0, VnéeN. (Regrado quociente).
bn bn bn+1

Demonstragao:

i) A (an+bn) = (an—H +bn+1) - (an +bn)
= (@nt1—an) + (bn+1—bn)
=Aa,+Ab,.

i) Al(aa)=0aap1—0ay,
=a (apt1 —an)

=uAa,.
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iii)  A(a,bn) =ans1 by —an by
= apy1 bny1 — an byy1 +an by —an by
= (Gn41 —an) b1 +an (bug1 —by)
=byi1 Aap+a, Ab,.

A outra férmula,
A (an by) = by Aay+ayq Aby,
¢ obtida de forma semelhante (ou permutando-se a, € b,).
Por fim,

= ayAb,+byAay,+ (bpr1 —bn)Aay

= a,Ab,+b,Aa,+Aa, Ab,.
. an an+1 an
A G = Gnrl G
IV) <bﬂ> bn—H bn
_ ap+1 b, —ay bn—H
bn bn+1
_ an+1 by —an by +a, by —a, by
bn bn+l
_ (an—H _an) by — (bn-i-l _bn>an
bn bn—H
_byAay—an Aby,
bn bn+1 .

Para melhor ilustrar a aplica¢do das propriedades operatérias e do operador diferenca

A em sequéncias, vamos exemplificar.

Exemplo 2. Se a, =n*+5n e b,=n’ entio

Aa, = [(n—i—1)2+5(n+l)]—(n2~|—5n):2n—i-6,
Ab, = (n+1P2=n*=3n*+3n+1,

e dai,

A(an+Db,) = Aa,+Ab,
A +5n+n’) = 2n+6)+(Bnr*+3n+1)
= 3n*+5n+7.
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A(10b,) = 10Ab,
A(10r*) = 10(3n*+3n+1)
= 30n*+30n+10.

A(ayb,) = Aa,b,+ani1 Aby,
AR +5n%) = 2n+6)n* +2(n+1)+6] 3n*+3n+1)

= 8n*+6n°+30n*+26n+8.
A(lﬁ> _ a, Ab,—b, Aa,
an anp+1 dn
n’ (n?+5n) 3n*+3n+1)—n* (2n+6)
(n2+5n> - (n+1)2+5(n+1)] [n?+5n]
n* 123+ 162 +5n

(n24+7n+6) (n2+5n)

Seja m € N. Para todo n € N definimos a sua m-ésima poténcia fatorial, denotada

por n™, através de

n"=nn-1)n-2)--- (n—m+1). (2.11)
Assim, por exemplo, temos
nt = n,
n~ = n(n-1),
n> = n(n—1)(n-2)

Por conveniéncia define-se 1% = 1.

Agora, se m € um niimero inteiro negativo, definimos:

m_ 1
nﬁ_(n+1)(n+2) - (n—m)’ (2.12)




Logo, por exemplo,

1 1

" on+1’

I S
(n+1) (n+2)”’

3 1

n— =

(n+1) (n+2) (n+3)

Teorema 2.2. Para todo niimero inteiro m, temos

An™t = m n=L,

Demonstragao:

Se m € N temos

An™ = (n+1)"—n™

= (n+1)(n+1-1) - (n+1=-m+1)—(@n)(n—1) --- (n—m+1)
(n+1)(n)---(n—-m+2)—n(n—1)---(n—m+2) (n—m+1)

= nn—-1)---(n—m+2)[(n+1)—(n—m+1)]

— mpt=Ll

Se m = 0 entdo,

An2=Anl=A1=1-1=0=0n="t

Por fim, se m é um nimero inteiro negativo, temos

An™ = (n+1)"—n™
1 1

(n+2) (n+3) - (n+1—m)  (n+1)(n+2) - (n—m)

- (n—kll—m_n—lkl) <(n—|—2) (n—l—;) (n—m))

m 1
 (n—m+1) (n+1) (n+2) (n+3) - (n—m)
1
T T ar D) mr2) - (n—mt1)

— mn=L

18
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Observe que pela propria defini¢do n™ € um polindmio de grau m em n. Por exemplo,

n- = n,
n? = n*—n,
= n3—3n2+2n,

nt = 6n3+11n2—6n.

Também € possivel expressar poténcias comuns 7™ em termos de poténcias fatoriais.

De fato, nao € dificil verificar que

n :nl,

n2 = ng—i—nl,
= P43 n;—l—nl,
nt = né—|—6n§—|—7n;+nl.

Nosso objetivo agora € provar que sempre € possivel escrever n* como uma combinagao

linearde n, n?, ..., n™

com coeficientes inteiros ¢ n” como combinagdo linear de nk,on2, ... nm
com coeficientes inteiros. Além disso, vamos discutir como calcular tais coeficientes de maneira

recursiva.

Para isso, introduzimos os nimeros de Stirling do primeiro tipo, denotados por

k
da seguinte forma:
m I, se m=0,
0 0, se m>0.
e
m
=0, se k>m ou k<O.
k
Por fim, definimos de maneira recursiva
m+1 m m
= +m . (2.13)
k k—1 k
Usando essa definicao podemos construir a Tabela 1 param =0, 1, 2, ..., 5.

Vamos determinar o nimero de Stirling do primeiro tipo param =5 e k = 3, cujo valor

na Tabela 1 corresponde a 35.



T EN G

0 1 2 3 4 5
0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
2 0 1 1 0 0 0
3 0 2 3 1 0 0
4 0 6 11 6 1 0
5 0 24 50 35 10 1

Tabela 1: Alguns Numeros de Stirling do primeiro tipo.

Usando a formula recursiva, temos

Teorema 2.3. Para cada m € N, temos

nmzz

k=

Demonstragao:

4
+4 =1144-6=235

m

k

(=1)"* nk Wn.

Vamos fazer a demonstracao usando o Principio de Indu¢ao Matemitica.

Se m=1, entdo n> =n

1 m
)3
k=1

k

Assim, € verdadeira a férmula (2.14) se m = 1.

20

(2.14)

Suponhamos agora que seja vilida a férmula (2.14) para a m-ésima poténcia fatorial.
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Vamos verificar a validade da férmula (2.14) paraa (m+ 1)-ésima poténcia fatorial, ou seja,

De fato,

1
nm;rl:ni m+1 (_1)m+1—k k.
k=1 k
mtl | 41 (_1)m+1—knk:
k=1 k
+m (_1>m+17k nk
k=1 k—1 k
(_l)m—H—k nk+m Z (_1)m+1—k nk

k=1 | k—1 k=1 | k

m+1 m m
n ( 1)mf(k71) nkfl —m Z (_1>mfk I’lk

k=1 | k—1 k=1 | k

n m o
nZ (=)™ n) —mn™

Jj=01J

n m .
ny (=)™ n/ —mn™

=11 ]
nn™—mn™
(n—m) n™

Assim, pelo Principio de Indu¢do Matematica, a formula (2.14) ¢é valida para todo m € N.

seguinte forma:

m
Os numeros de Stirling do segundo tipo, denotados por , sdo definidos da

e =0, se k>m ou k<O.
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e de maneira recursiva

m—+1 m m
=k + . (2.15)
k k k—1

Usando essa defini¢ao, obtemos a Tabela 2 param =0, 1, 2, ..., 5
m m m m m m

m
0 1 2 3 4 5
0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
2 0 1 1 0 0 0
3 0 1 3 1 0 0
4 0 1 7 6 1 0
5 0 1 15 25 10 1

Tabela 2: Alguns Numeros de Stirling do segundo tipo.

Vamos determinar o namero de Stirling do segundo tipo para m =5 e k = 3, cujo valor

na Tabela 2 corresponde a 25.

Usando a férmula recursiva, temos

5 4 4

3 3 2

Teorema 2.4. Para todo m, n, k € N, temos

m

m
n" = Z ) nk, ¥n eN. (2.16)
k=1

Demonstragao:

Vamos usar o Principio de Indu¢cdo Matematica.
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Se m=1,entdio " =n =n e

m
k=1

Assim, a féormula € valida no caso m = 1.

Suponhamos agora que seja vilida a férmula (2.16) para o expoente m. Vamos mos-

trar que vale entdo a féormula para o expoente m+ 1, ou seja,

m+1 m-+1

n = n-
k=1 k
Com efeito,
m+1 m—+1
nk =
k=1 k
= k —|— n-
k=1 k k—1
m+1 m m+1 m
= k nk+ Z nk
k=1 k k=1 | k—1
k=1 k=1 | k—1
m+1 m m+1 m+1 m
k=1 | k k=1 k=1 | k—1
m m m m
= ”Z nk_z nﬂ+z nitl
k=1 k k=1 =01 J
m m .
= nn"— Z kel Z nitL
=1\ k =L
= "t
Na terceira igualdade usamos a identidade k nk = n nk — ¥l que pode facilmente ser verifi-

cada. Pelo Principio de Inducdo Matematica a formula (2.16) ¢ valida para todo m € N.
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O operador diferenca A ndo possui um inverso pois ndo € injetor. De fato, se duas

sequéncias (a,) e (b,) diferem por uma constante c, ou seja,
b, = a,+c,

entao

Ab,=A(ay+c)=Aay+Ac=Aa,+0=Aa,.

Na verdade, se duas sequéncias (a,) e (b,) tém a mesma imagem pelo operador
A, ou seja, se
Aa,=Ab,, VncN,

entdo existe uma constante c, tal que,
b,=a,+c, VneN.

De fato, basta tomar ¢ = b, —a,. Entdo, b, = a, +c por definicdo. Supondo que b, =a,+c
(hipétese de indugdo) e usando a hipétese de que A a, = A by, ou seja, b, 11 —b, =a,+1 —ay
obtemos

b1 = (bn - an) +apt1 =Cc+ant1.
Assim pelo Principio de Indu¢ao Matematica, b, =a,+c, Vn e N.
Uma sequéncia (c,) tal que
Acpn=a,, YneN,
¢ chamada antidiferenca de (a,). Pelo que vimos anteriormente, quaisquer duas antidiferencas
de uma determinada sequéncia diferem por uma (sequéncia) constante.
Vamos chamar de () a,) a familia de antidiferengas de (ay).

Por exemplo, como

3
2 1 1
A(—Z)Z§An3:§3n2:n2,

3
s n= . . g N . .
a sequéncia <?) ¢ uma antidiferenca da sequéncia (ng) Além disso, podemos escrever

Eri= v
3
)

para indicar que todas as antidiferencgas de (n2

tém essa forma. De modo geral, podemos
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escrever
nm+1

an: +1—1—c, para m#—1 e m e€N. (2.17)
m

Teorema 2.5 (Teorema Fundamental do Calculo Finito). Se Zan =b, , entdo

m—1
Y ax=bw—by,
k=/

ondel,meN e { <m.

Demonstragao:

Como Zan = b, , temos A b, = a,. Assim,

m—1 m—1 m—1
Ya = Y Ab=Y (biy1—bi)
it k=t fay)
= (bpy1—bg) + (bpya —bpy1) + (bpyz —be2) + - + (b —bm—1)

= by —by.

Teorema 2.6 (Férmula de Somacao por Partes). Temos

ZanAbn:an bn—Z Aa,byy.

Demonstragao:

De fato, usando o Teorema 2.1 - iii) obtemos

A (an b, —Z Aay, bn+1)
= A (an bn) —Aan bn+1
= by Aap+a, Ab,—b,y1 Aa,y,

= a,Ab,.
|
Usando os Teoremas 2.5 e 2.6 podemos escrever
m—1 "om—1
Z akAbk:anbn — ZAakka, (2.18)
k=t k=¢

1
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m

onde introduzimos a nota¢do a, b,| = ay b, —ay by.

l

O coeficiente binomial n sobre k, denotado por (n

k)’ ¢ definido para todo n € N e

todos os k € NU{0} com 0 < k < n da seguinte forma:

<Z) a #'_k)v (2.19)

Para os coeficientes binomiais valem as seguintes propriedades:

2) (n> n(n—1) - (n—k+1) nk

v (1)=0")

k! Ok
1
) (n) + (k " ) = (’H— ) sek > 1. (Relagdo de Stifel) (2.20)

k

—k)! k! (n—k)!
nn—1) - (n—k+1) n*
k! Tk

(n) n(n—1) - (n—k+1)-(n—k) -2 - 1

b) Observe que se 0 < k < n, também € valido 0 < n —k < n. E pela definicdo, temos

(nik) " (n—k)! [nn!— -kl (n—nk!)!k! - (Z)

c) Se k > 1 calculamos

<Z)+<kil):k! (nn!—k)!Jr(k—l)![nn!—(k—l)]z:
n!(n—k+1)+nlk  nl(n+1)  (n+1)! . :(n+1).

K'(n—k+1)! K (n—k+1)!  kl'[(n+1)— k

Alguns valores especificos de coeficientes binomiais:

6)=C)=r (=000 ()= ()=



Teorema 2.7 (Teorema Binomial). Para todon € N e a,b € R temos

Demonstragao:

(a+b)" = kib (Z) a"k (2.2

A demonstragdo sera feita usando Inducao Matemadtica sobre n.

Para n = 1, temos

ot = 1 () ot

Portanto, a formula (2.21) é verdadeira se n = 1.

27

1)

Suponha que a férmula (2.21) é vélida para n. Vamos entdo mostrar a validade da

formula para (n+ 1),

k

(a+b)n+l :rf (n—l_l) an—k—l—l bk.

k=0

De fato, para isto basta multiplicar ambos os lados de (2.21) por (a + b) e usando

(2.20) obtemos:
(@+b)" (a+D)

(a +b)n+l

" /n
Z < ) a"k pF (a+D)
im0 \K
" /n e
Z ) an—k-i—l bk—|— Z ( )an—k bk—H
k=0 k k=0 k
n n n—1 n
an+l+Z ( )ankJrl bk 4 Z ( >ank+l prt1l 4 prtl
=1 \k k=0 k
gty i n R PRy i n gLk
k=1 k k=1 k—1
Gt 4 Zn: n X n P N
= L\k k—1

an+1+bn+1+zn: ("+1) KL pk
k=1

k
ril (”+1) K B
=0 \ k

Portanto, pelo Principio de Indug¢do Matematica a férmula (2.21) vale para todo n € N.
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Podemos escrever os coeficientes binomiais ( k) de modo ordenado no conhecido

Triangulo de Pascal. Observe a Tabela 3, que é obtida recursivamente utilizando a relacdo de

Stifel (2.20),
() =0)+6)

n n n n n n n
" 0 1 2 3 4 5 n
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
n 1 n 1

Tabela 3: Tridngulo de Pascal.

Usualmente escrevemos os coeficientes binomiais (k) e acrescentamos ainda (0) =

1 (Tabela 3), cuja n-ésima linha fornece os coeficientes no desenvolvimento de (2.21) para
n=0,1,2,3,....

Vamos determinar o coeficiente binomial, cujo valor na Tabela 3 corresponde a 6.

Usando a relagdo de Stifel, temos

()= C)+ (1) -a-e

Teorema 2.8. Para todo me N e ne NU{0}, temos

A" Gy = Z (—1)* (’;) E* ay,. (2.22)



Demonstragao:

A demonstracdo sera feita usando Inducdo Matematica sobre n.

Para n =0, o lado esquerdo de (2.22) é

Aoamzlam:am,

e o lado direito é

Portanto, a formula (2.22) é verdadeira se n = 0.
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Suponha que a férmula (2.22) é vélida para n. Vamos entdo mostrar a validade da

féormula para (n+ 1),

n+1 _n—l—l _1\n—k+1
ANta, =Y (-1)

k=0
De fato,

A" a, = A(A"a,)

onde usamos o Teorema 2.1 e o fato, que pode ser verificado facilmente,

AEF = EF A,

n

k

n+1

I ) Ekam.

()

>EkAam,

para todo k € NU{0}. (Dizemos que os operadores A e E* comutam). Assim, podemos

escrever

& (N
An—i—lam — Z (_1)n k(k) Ekam+1—

— i" (—1)* (Z) EXlg, i (— 1)+

k=0

¥ -1

k=0

(



k=1
L 1
- pntl am+ Z( 1)nfk+1 (n‘lt )Ek am_|_<_1)n+1 EO an
k=1
n+1
+1
_ etk (7 gk

Segue-se entdo do Principio de Inducdo Matemadtica que a féormula (2.22) vale para todo n €
Nu{0}.

A férmula (2.22) pode ser obtida formalmente utilizando a identidade A=E —1 eo

Teorema Binomial (2.21). De fato,

A" = (E-I)'= i (Z) E*(—1y*

k=0

Teorema 2.9. Seja p (n) um polindmio de grau m. Entdo vale a formula de diferencas de

Newton:

Demonstragao:

Primeiro note que qualquer polindmio p (n) de grau m pode ser escrito como
p (n) = ap n™ 4 ap_ nm=ly +ay I’ll—l—ao ,

para certos coeficientes reais a,,, a,_1, ..., ag, com a, # 0. De fato, basta utilizar o Teorema
2.4.

Agora, pelo Teorema 2.2 temos que

Ak — 0, se r>k,
k’nﬂ, se 0<r<k.



Logo,
0, se r+#k,
ATnk = 7
=0 k!, se r=k,
e dai,
A p(0)=a,r!,

para 0 <r <n. Sendo assim, podemos escrever

m
pm=Y SEEk =Y A p(0)
k=0 k=0
pois
n_k_n(n—l) -(n—k+1) n! B
k' k!  (n—k) k!
se0<k<n.

31
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3 ALGUMAS APLICACOES DO CALCULO FINITO

Neste capitulo vamos fazer varias aplicacdes da teoria que desenvolvemos no capitulo

anterior.
Aplicacao 1. Vamos obter uma férmula para a soma
n
m
2 K"
k=1

quando m=1,2,3,4 e 5.

Para m=1 temos ki=k! , € assim,

n
_ IR - -
,;lk_ Zk_z 2 2

_ 2 _ 2 1 2 2__ 11 2 :
Agora, para m=2 temos k°~= k=+ k= =k=—+k=. Assim,

sz = f(khrk%)
k=1

k; k§ n+1
e
 (n+1)2 (412 12 13
B 2 3 2 3
_ (n41) (n) (n—i—l)n(n—l)_()
N 2 3
~ n(n+1)2n+1)
B 6
Para m =3 temos
3 3 3
B = KL+ 2+ =k +3+E

1 2 3
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Logo,
n n
Y& = Y +382+1)
k=1 k=1
+1
k2 kﬂ"
= 4=
2" +41
+1)2 +1)% 12 14
= (n+1) + ( 1)§+u___1§__
2 4 2 4
1 1 —1)(n—2
2 4
_ [n(n+1) 2
B 2
Para m =4 temos
4 4 4 4
o= K+ K+ B+ i
1 2 3 4
= K+7R+61E+i
Logo,
n n
Y& = Y +7R+6KE+kY
k=1 k=1
+1
B k2+7ki+3ké+k§"
23 2 5
12 7(m+12 3(n+1)* 1)2
_ P T 3t ()
2 3 2 5
_ n(n+1)2n+1)(3n*+3n-1)
= 30 :
Para m =35 temos
5 5 5 5 5
Bo= k4 I+ I+ k*+ K>
1 2 3 4 5

= K152 25310k 2

Logo,

n n
Yi© = Y(H+152+25E2+10k+4)
k=1

~
I
-

2 skt o s
= s 2 e B
g PSR )



1)2 25 14 1)8
= @H (n+1)3+$+2(n+1)5+$
n(n+1)(6n°+9n*>+n—1)
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Aplicacao II. Os nimeros figurados j-gonais sao atribuidos aos membros mais antigos da es-

cola pitagorica. Esses niimeros, que expressam o nimero de pontos em certas configuracoes

geométricas, representam um elo entre a geometria e a aritmética. A figura 1 justifica a nomen-

clatura de ndmeros triangulares, nimeros quadrados, nimeros pentagonais e assim por diante.

Vamos usar o Célculo Finito para determinar uma férmula fechada para o n-ésimo

nimero j-gonal.

O ndmero triangular 7;, (Figura 1) é definido como a soma dos n primeiros termos

da progressao aritmética 1, 2, 3, 4, ...

O numero quadrangular Q, (Figura 1) é definido como a soma dos n primeiros

termos da progressdo aritmética 1, 3, 5,7, ...

Em termos do Célculo Finito podemos definir os nimeros triangulares 7, através de

A’T,=1, com Tij=1, T»=3,
e os numeros quadragulares Q, através de

A*Q,=2, com Q;=1, Q=4

De maneira mais geral, os niimeros j-gonais ai’ sio definidos por meio de

A? ag,j) =j—2, com a(lj) =1, agj) =]

()

Vamos agora determinar o nimero j — gonal de ordem n, a

Como
Al(j=2)n]=(j—2)An=(j-2),
temos

A (Aaﬁ,f)) —A[(j—2)nl.

Logo, existe uma constante ¢ tal que

Aa,gj) =(j—2)n+c



S
-

g;, .

10

5 triangulares

quadrados
k7

)
3

16

B
B

0

12 22

i
EE LR

hexagonais
&

pentagonais
®

15 28 45

S

Agora, ja que

35
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() ()

Usando as condigdes iniciais a;’” =1 e a,”” = j obtemos
c+d = 1,
2¢+d = 2.

Dai, c =1 e d = 0. Portanto,

2
Assim, por exemplo,
3 nn—1 n*+n
Tn:ag)— (2 )-I—n: >
2 —1
Q= =200 2

Aplicacao III. Progressdes Geométricas (P.G.) sdo sequéncias numéricas, cujos termos sao de-
finidos (exceto o primeiro) utilizando uma constante g, denominada de razdo. Qualquer termo

de uma P.G., exceto o primeiro, € por defini¢do igual ao termo anterior multiplicado pela razao
q.
Consideremos entdo a progressio geométrica (a,) de razdo g:

(an) = (a1, a1 ¢, a1 ¢*, ...).

Queremos encontrar uma férmula para a soma S,, dos n primeiros termos dessa progressao,

ou seja,
n—1
g — k
n— arq .
k=0

Para isso, basta notar que

k
q 1 k+1 k k
A = —
(q 1) q 1(61 q9)=4¢",

se g # 1. Logo, pelo Teorema 2.5,

n—1
q
Si=Y aidt = a1 d=a I
k=0 k=0 =11,
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quando g# 1. Se g=1,

n—1 n—1
S”:Z alzalzlzaln.
k=0 k=0

Aplicacao I'V. Vamos obter a soma dos n primeiros reciprocos dos niimeros triangulares, ou

seja,
i 1
i1 Tk

Como vimos anteriormente,

k(k+1)
T, = ———2
k ) 3
€ assim.
— = — = =2V (k—1)=2
L7~ rwsn 2k
n+1

Note que tomando o limite n — oo, obtemos

=
— =2
L

Aplicacao V. Vamos agora encontrar férmulas fechadas para algumas somas interessantes.

(@) Y ki
k=1

Nesta soma note que

Ak) = (k+1D)!—k!'=(k+1)kl—k!
= kk!



Logo, usando o Teorema 2.5, obtemos

n+1
=(n+1)!—1.

Y kkl=k
k=1

(b) Z k> 3¢
k=1

Para este caso vamos utilizar o Teorema 2.6 €

3k
A(z)—Sk K =2k

Dati, usando o processo da somagdo por partes (2.18) temos

n n 3k
Y @3t = ZM(E)
k=1 k=1

+1
k23kn n 3k+1
= —| =Y A()—
2 |, & 2
n+1
kZ n 3k+1
= =3 =Y @+
2 B = 2
@3k ardpry 3T a gk
= ( ) L1
k=1
1 +1
B k23k 2k+1 St +13k+2"
2 1 22 |
K*—3k+3
= — -3k
2 1

3
= §(3"nz—3"n+3"—1).

Aplicacao VI. Agora, queremos calcular a soma

(1))

Note primeiro que

38
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Agora, para n fixo, temos
A n+k B n+k+1 _ n+k
k—1) k k—1

_ (n+k N n+k B n+k
N k k—1 k—1
_ (n+k
= L)

utilizando a propriedade recursiva fundamental dos coeficientes binomiais (2.20).

1
_ n+m+1 _ n+0
N m 0—1

Assim,

A identidade obtida

(1) (5) ()02

¢ chamada de identidade das diagonais do tridngulo de Pascal.

Aplicacao VII. Queremos agora verificar a identidade de Euler:

Zk: m n . n+m
“\i) \k=i) \ k)’
onde n,m,k € N. Para n e k fixose m varidvel, temos
A n-+m B n+m+1 n-+m
k N k k
B n+m " n+m n+m
N k k—1 k
. n+m
- \k—-1)°

()67

E mais geralmente,
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Mas p (m) = (n—;m) € um polindmio de grau k em m, e assim, pelo Teorema 2.9, temos

n+m ko m
(1) - B ()
B i n+0\ /m
- E2\k=i) \i)
Note que, em particular, para m = n =k obtemos

50 =)

Essa identidade ¢ chamada de identidade de Lagrange.

o que prova a identidade de Euler.

Aplicacao VIII. Vamos agora verificar a identidade das colunas do tridngulo de Pascal:

@) ()-(5)

Note primeiro que a soma do lado esquerdo pode ser escrita como

A (ifl) - (1:11) - (ifl) - (lf)

EC) - (L))
- (1),

Logo,
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4 SOMA DE POTENCIAS DE NUMEROS INTEIROS

Vimos anteriormente que

nn+1) 1 , 1

1+2+3+---+n=T:§n +§n,

12+22+32+_'_+n2:”(”+1)6(2”+1) :%n3+%n2+én,

TR IR SRS B {@r:%nhr%n%b%nz’
14_l_24+34_|_.”_1_,14:n(n+l) (2n+;())(3n2+3n—1) :%n5+%n4+%n3—%n,
15+25+35+m+ns:”2 (n+1)? (122”2+2”—1) :én6+%n5+15—2n4—%n2.

Olhando para esses casos, € razodvel conjecturar que a soma de poténcias de ordem m dos

primeiros n inteiros, que denotaremos por
n
Sm(n) =Y K", (4.1)
k=1

¢ um polindmio em n de ordem m+ 1. De fato, isso é verdade, e existe uma maneira recursiva
de calcular esses polindmios sem a necessidade de utilizar os nimeros de Stirling e todo o
processo de somacdo. Essa foi uma descoberta de James Bernoulli (1654 —1705) que, todavia,

ndo apresentou nenhuma demonstracao da validade de suas observacdes empiricas.
Vamos a partir de agora, desenvolver essas ideias.

Os polindmios
! x> xa

sdo importantes no Célculo Diferencial porque aparecem nas séries de Taylor. Eles tem a pro-

(4.2)

priedade interessante de que cada polindmio (exceto o primeiro) é uma antiderivada do anterior,

ou seja,
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assim por diante, onde D € o operador de diferenciagdo, ou seja, D(f(x)) = f'(x) é a derivada

da funcdo f. Em geral, se P, € o n-ésimo polindmio na sequéncia, entao
Ph(x)=1 e P (x)=P_1(x). (4.3)

Esta férmula recursiva ndo determina P, de forma dnica. Uma vez conhecidos Py, Py, ..., P,—1,

o polinémio P, fica determinado a menos de uma constante arbitraria. Por exemplo,
3 2
X X
p(5e) =5

Se escolhermos todas as constantes iguais a zero, obtemos a sequéncia de polindmios

qualquer que seja a constante c.

(4.2). Agora, se a uma sequéncia de polindbmios Py, Pi, P, ..., B,, ... que satisfaz (4.3),

impusermos as condi¢des
1
/Pn(x)dx:0, n=1,2,3, ..., (4.4)
0

entdo obteremos os chamados polinémios de Bernoulli.

Antes de calcularmos explicitamente alguns polindmios de Bernoulli, notemos que

1P d—lP’ dx=Puy1 (1) =Py1 (0
| 2@ de= [ "By () dx =Pt (1) =Pt (O)

ou seja, as condicdes (4.4) sdo equivalentes a
P (1)=P1(0), n=1,2,3,... (4.5)

Vamos denotar os polindmios de Bernoulli por B, (x). Entao,
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e dai, por (4.3),
B (x)=1.

Assim,

By (x)=x+c,
para alguma constante c. Usando (4.4) obtemos

1

1 x? 1
O: B d —= J— e .
/0 1 (x)dx {2+cx]0 2—|—c

1
Logo, ¢ = ——
0go, ¢ 5 €

1
Similarmente, B(x) =x— 7€ dai,

Usando (4.4) determinamos c:

1 3 2 1 1
O:/Bz(x)dx:[x——x—+cx} =——
0 g 6

1 s - A L s
€ assim, c¢ 12 0go

BO ()C):l,

By (x) =x— =,
1 1 1

Bo(x) =~ x>~ x+ — 4.
1 1 1

B —_ 322,
1 1 1 1

By (x):—x4——x3+—x2——

24 12 24 720°

Para reescrever os polindmios de Bernoulli de maneira mais elegante, vamos introduzir os

niimeros de Bernoulli By, By, By, ... . Eles sdo definidos por

B,=n'B,(0), n=0,1,2,.... (4.7)
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Assim, € fécil verificar que

By=1, BI:—%, Bz—é, B3 =0, B4:—%. (4.8)
Também nio € dificil mostrar que
By (x) = By,
B (x) = %—l— %,
B, (x)=§+%%+%, (4.9)
&@=§+%§+%%+%,
Mais geralmente, temos o
Teorema 4.1. Para todo n € NU{0}, temos
By (x) = %kZO (Z) Bpx" k. (4.10)

Demonstragao:

A demonstragdo sera feita usando Inducao Matemética.

Para n = 0, temos

1 & /n _ 1/0 _
o & <0)ka0 k:E(o>BOXO "=Bo=Bo ),
P i

e portanto, (4.10) vale para n=0.

Suponhamos agora que a formula (4.10) é vélida para n e provemos entio que também

¢ vdlida para (n+ 1), ou seja, que

1 n+1 n+1 B
Bn+1(x): Z( k )kan—H k.
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De fato, usando a hipétese de inducao obtemos

[ n n—k
/Bn(x)dx = akzb(k)Bk/x dx
1

k=0
. 1 n! By n+1—k
- ,gon! Rk nri—k* €
- 1 1k
= By X" T ¢
k;)k!(njtl—k)! k
1 1!

(n+1)! k! (n+1—k)!
1

- (ntl 1k
= (n+1)!,§6 . )ka +c.

Logo,

Iy (ntl ik
B (X)ZWI;)( i )kan +c,

para alguma constante ¢, a qual sera determinada utilizando a defini¢do (4.7). Temos

=Bt (0)= —— ) B0k o=
(n4+1)! (n+1)! =\ K
e assim, podemos escrever

1 1 n+1 . B,
B — B n+1—k n+
w1 (%) (n+1)!kzo< k > S P

1
— ;ni (n+1)kan+l—k.
(n—l—l)!k:O k

Logo, pelo Principio da Indu¢do Matematica, a igualdade (4.10) é vélida para todo n € NU

{0}
n

Agora estamos em condicdes de obter os nimeros de Bernoulli de maneira recursiva.

Para isso, usaremos (4.5), (4.7) e (4.10) para escrever, para n € N,

Bup1 = (n+1)! By (0)
= (n+1)! By (1)



46

S
s
S

=
-~

—

S
~ + = +
\/Q

I
(ngE

By +Bn+1-

T
o
7N N

T
(e

Portanto, paran € N,
0

ké(":l)Bk, (4.11)

uma férmula que nos permite calcular By, By, B3, ... apartirde By = 1. Por exemplo, tomando

2 2
0= (0>Bo+(1)31:1-1+231,

n=1 em (4.11) obtemos

1
de modo que By = —5

Tomando agora n =2 em (4.11) obtemos

- (e Qe

1
= 1-1+3(—§)+3Bz,

1 . .
e dai, By = G Procedendo de modo similar, podemos calcular os primeiros nimeros de Ber-

noulli rapidamente se fizermos uso do tridngulo de Pascal (Tabela 3), veja Tabela 4:

o
QN —
(N
(@)
o
o
(SN}
(@]

Tabela 4: Numeros de Bernoulli

Note que na Tabela 4 B,, =0 se n € impar e maior que 1. Em geral, temos que
By,11=0,VneN. (4‘12)
Para provar esse resultado vamos mostrar antes que

By (1—x) = (—1)"B, (x), Vne NU{0}. (4.13)



(4.13) implica (4.12) pois, se n € N, temos

Bypt1 = (2n+1)! Banir (0)
= (2n+1)!Bypr (1-1)
= 2n+ 1)1 (=1)*"" By (1)
= —(2n+1)!Byy41(0)

= —Byut1,

e assim, B, =0.

Agora para verificar (4.13) definimos

Entao,
P(x) = (=1)"B, (1-x)(-1)
= (=1D)""' B, (1-x)
= ()" B (1-x)
- Pnfl (-x)7
ou seja,

Também temos

Logo, P, (x) satisfaz as condi¢des (4.3) e (4.4) e, portanto,
P, (x) =B, (x), Vne NU{0},

ou seja, provamos (4.13).
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Estamos agora em condi¢des de deduzir a férmula de Bernoulli para a soma S, (n).



48

Teorema 4.2. Para todo niimero real x, temos
xn
Buit (x+1) = Bus1 (x) = o, (4.14)

onde n € NU{0}.

Demonstragao:

A demonstracdo sera feita usando Inducao Matematica.

Se n=0 olado direito de (4.14) é
1 1
By (x+1)—B; (x) = [(x+1)—§} — [ _E] =1,

0

e o lado esquerdo é % = 1. Portanto, (4.14) é valida paran = 0.

Suponhamos agora a validade da férmula

x"
Buy1 (x+1) = Buy1 (x) = P

e provemos que
xn+1
Brea (Wb 1) = Busa () = 1,2y
Com efeito, usando a hipotese de indugdo, obtemos
D[Byiz (x+1)=Bui2 (x)] = By (x+1) =By (x)
= B (x+1) = Bupy (x)
xn
o
Como
xn+1
[(n-l— 1 )!] T
existe uma constante ¢ tal que
xn+1
Bpio (x+1)—Bpio (x) = CESN +c.
Calculando em x =0 obtemos que
On—H
0=B,42 (1) —By+2 (0) = .
Assim, ¢ =0 e
xn+1

Buio (x+1) =By (x) =

(n+ 1)
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Portanto, pelo Principio de Inducdo Matematica, o teorema estd provado.

|
Corolario 4.3. Valem as identidades
n n+1
S () = Y K" =m! [Byi1 (n+1)—Bpi1 (0)] = m!/o B (x) dx . (4.15)
k=1
Demonstragao:
De fato,
n n
Y k" = m! Y [Buii (k1) = Bu1 ()
k=1 k=1
= m! [(Bm-H (2) — B+ (1)) + (Bm—i-l (3) — B+ (2)) + -
+(Bmt1 (n+1) =Byt (n))]
= m! [Byyi (n+1) = Bpp (1)]
= m! By (n+1) =By (0)]
n+1
= m! B, (x)dx
0
n+1
= m! / B, (x) dx.
0
[ |
Por exemplo, usando (4.6) e (4.15) obtemos
n
Y K = 31[By(n+1)—B4(0)]
k=1
_ 6 (n+1D* (m+1)72 m+1)? 1 1
B 24 12 24 720 720
(D) =2+ 1)+ (n+1)2
B 4
(1) [(n+1)2=2(n+1)+1]
B 4
 (n+ )2 [(n+1)—1]?
B 4
2
_ [n(m+1)
= 5 )
A férmula de Bernoulli pode ser escrita simbolicamente como
< 1
Y k= ——[(n+1+B)"" -] (4.16)

k=1 m+1
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A interpretacdo dada a essa férmula é que o termo (n+ 1+ B)™*! é expandido for-
malmente por meio do Teorema Binomial (2.21), e cada uma das poténcias B’ é trocada no

final pelo nimero de Bernoulli correspondente B;.

Por exemplo,

P+2°+3+.. 40’ = —[(n+1+B)*—B"]
[(n+1)*+4(n+1°B' +6 (n+1)* B> +4 (n+1) B’

[(n+1)*+4(n+1)° B +6(n+1)* By +4 (n+1) B3]

il e Bt e Bt M

Il
1
—
S
+
[E—
~—
(3]
S
(3]

Note também que tomando n=0 em (4.16) obtemos

o 1 m+1 _ pm+1
0_—m+1[(3+1) B"]

ou ainda,
(B+1)""' =B™!  parameN. (4.17)

Esta formula recursiva € equivalente a (4.11).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho discutimos a aplica¢do do Calculo Finito, especificamente do Teorema
Fundamental do Célculo Finito, no cédlculo de férmulas fechadas para diversas somas. Vimos
que o processo € algoritmico e nos possibilita encontrar o valor de diversas somas até com certa
facilidade.

Também estudamos o problema de encontrar uma férmula fechada para a soma de
poténcias de nimeros naturais. Esse problema nos conduziu ao estudo dos nimeros € po-
lindmios de Bernoulli. Na verdade, vimos apenas o comeco das relacdes entre a Matematica
Discreta ou Finita e a Matematica do Continuo. H4 muito mais, como por exemplo, a Férmula

de Euler-Maclaurin, a Fun¢do Zeta de Riemann e etc.

Por fim, acreditamos que o presente trabalho pode ser ttil como um material auxiliar
para as disciplinas de Matematica Discreta, Aritmética e Fundamentos de Célculo do PROF-
MAT. Também achamos que € possivel utiliza-lo, talvez parcialmente e com adaptacdes, no

Ensino Médio.



52

REFERENCIAS

CUOCO, A. Mathematical Connections - A Companion for Teachers and Others. Newton,
Massachusetts: The Mathematical Association of America, 2005.

GLEICH, D. Finite Calculus: A Tutorial for Solving Nasty Sums. 2005. Disponivel em:
<https://www.cs.purdue.edu/homes/dgleich/publications/finite-calculus.pdf>.

GRAHAM, R. L.; KNUTH, D. E.; PATASHNIK, O. Concrete mathematics: a foundation for
computer science. 2. ed. Massachusetts: Addison-Wesley Publishing Company, 1994.

SPIEGEL, M. R. - PhD. Schaum’s outline series - Theory and problems of calculus of finite
differences and difference equations. United States of America: McGraw Hill, 1971.

STOPPLE, J. A primer of analytic number theory from Pythagoras to Riemann. Cam-
bridge, United Kingdom: Cambridge University Press, 2003.

YOUNG, R. M. Excursions in Calculus: An Interplay of the Continuous and the Discrete.
[S.1.]: The American Mathematical Association of America, 1992.



53

ANEXO A - ATIVIDADES

[...] a Matemdtica age sobre o raciocinio

e a maneira de pensar,

num processo permanente em evolugdo,
desmistificando-a como algo pronto e

acabado que apenas deve ser ensinado,

mas, permeando uma dindmica,

construgdo e a apropriacdo do conhecimento.
Permite também confrontar o contexto historico e
sociocultural no periodo de seu desenvolvimento.
(LUIZ ROBERTO DANTE)

Com o proposito de melhor exemplificar o uso do Célculo Finito no Ensino Médio,
queremos ampliar e aprofundar tais aplicagdes, relacionando-o com outros temas, desenvol-
vendo ainda mais a capacidade de raciocinar, resolver problemas, generalizar, abstrair e anali-
sar e interpretar a realidade que nos cerca. Dessa forma, apresentamos algumas atividades que

podem ser desenvolvidas em sala de aula.

1. Dadauma sequéncia, como por exemplo (1, 2, 4,7, 11, 16, ...), gostariamos de encontrar
uma formula fechada que defina essa sequéncia. Poderiamos tentar um jogo da adivinhagao, no
entanto, ela ndo nos parece familiar; entdo vamos tentar outro método chamado de recorréncia.
Muitas vezes podemos compreender a recorréncia por “desdobramento” ou “desmembramento”

o caminho para a solu¢ao, como se segue:

L, = Ly1+n
= Ln_z—l—(l’l—l)—l—n
= L, 3(n=2)+(n—1)+n
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= Ly+14+2+---+(n—-2)+(n—1)+n
= 1+, onde Sp=14243+--+(n—1)+n.

Em outras palavras, L, ¢ mais do que a simples soma S, dos n primeiros inteiros
positivos. O valor de §,, aparece de vez em quando, por isso vale a pena construir a Tabela 5 de
alguns valores de nimeros inteiros ndo-negativos. Entdo podemos reconhecer esses numeros

mais facilmente quando vé-los na proxima vez:

n 1 213,456 |7 (8|9 1011121314
Sp | 1 306 |10 15|21 |28 |36 45|55 |66 |78 |91 | 105

Tabela 5: Alguns Nimeros Triangulares.

Esses valores também sdo chamados de nimeros triangulares, porque S, é o nimero
de pinos do jogo de boliche em uma matriz triangular de n-linhas. Por exemplo, a habitual

disposicao de quatro linhas tém S4 = 10 pinos.

Para avaliar S, podemos usar um truque que supostamente um menino prodigio, Gauss

utilizou em 1786, quando este tinha apenas nove anos de idade:

S, = 1 + 2 + 3 + + (n—1) + n
+ Sy = n + (n—=1) + (n—2) + + 2 + 1
28, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + -+ + (n+1) + (n+1)

Basta adicionar a §,, a sua ordem inversa, de modo que cada uma das somas resultantes

das n colunas a direita sejam n+ 1. Simplificando temos,

_n(n+1)

S, = > , para n > 0

2. Usando a soma de numeros triangulares definida por, 7,1 + 7, = S, e fazendo a soma dos
termos dessa sequéncia numérica temos, 1 +3+---+ (2n— 1) = §,,, certamente é verdade que
14+3+4...4(2n—1)=T,_1 +T,. Dessa forma, dé uma prova geométrica dessa identidade, isto
€, encontrar uma maneira de organizar os nimeros triangulares 7,,_; e 7, dispostos de modo

que as configuracdes dos pontos representem um nimero impar de pontos.
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Resolugdo:

E fécil observar pela figura acima, a disposi¢ao dos pontos onde eles representam os

nimeros impares consecutivos.

3. Encontrar uma férmula que generalize as somas de nimeros cubicos, isto é possivel? De
fato, existe, gracas a um matematico da antiguidade, NicOmaco de Gerasa. NicOmaco observou

um padrdo interessante em somas de ndmeros impares, observe a seguir:

1 = 1

345 = 23,

749411 = 3° |
13415417419 = 4 |
21423+4+25+427+429 = 5 |

Isto parece familiar e indica que a soma de niimeros cibicos consecutivos serd 0 mesmo

que somar nimeros impares consecutivos, observe:

14345 = 13423,
143454749411 = 1P+2°4+33

A principio parece estranho, mas que ndmeros precisamos tomar para encontrar o
padrdao da sequéncia? Note que 5 € o terceiro nimero impar, € 7, = 3. Da mesma forma,
S xto nu i S = 6. Assim, su S qu rao é 1mei-

11 é o sexto nimero impar, € 75 = 6. Assim, supomo e o padrdo € a soma dos prime

ros n numeros cubicos e 7,, € a soma dos primeiros nimeros impares. Agora, pela equagao
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14+3+5+7+...4(2n— 1) = n? e aplicando-se esta soma resulta em (7;,)?. Entdo, a partir da
2
1
equacao de (@) . Assim, concluimos que

n? (n+1)?

P2ietn’ = ——

O argumento anterior foi testado pela adivinhacao, por isso uma prova minuciosa por indugao é
2. 22

uma boa ideia. O caso tem como base n = 1 e é facil perceber que 1° = . Agora, vamos

supor para o caso de n — 1, logo

3 (n—1)%n?

P42+t (n—1) Z

¢ verdadeito e vamos usar para provar o proximo caso. Mas,

P42+t (n—1)P3+n =

= P42+ +m—-1)>+n°
HI

resultado pela hipétese de indugdo. Agora, resolvendo a equacdo e fazendo as devidas simplificacoes,

temos que

(n—1)%n? e n*(n+1)?
4 4



