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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo do triangulo pedal de forma detalhada, moti-
vadora e aprofundada. Iniciamos apresentando o triangulo pedal com defini¢oes e teore-
mas bem como suas demonstracoes destacando as caracteristicas da sua area e perimetro
sempre acompanhado de construgoes geométricas, elaboradas com utilizagao do software
GeoGebra, que contribui com a interpretagao e faz parte das demonstracgoes. Realizamos
um estudo da Reta de Simson e algumas aplicagoes. Para aplicar o estudo realizado no
decorrer do trabalho, apresentamos alguns problemas resolvidos que poderao ser discuti-
dos em sala de aula pelos alunos de ensino médio incentivando a criatividade e o raciocinio

l6gico.

Palavras chave: Geometria Plana; triangulos; geogebra.



Abstract

This work presents a study of the pedal triangle in detail, motivating and in-
depth. We started showing the pedal triangle with definitions and theorems as well as their
demonstrations highlighting the features of your area and perimeter always accompanied
of geometric constructions, prepared using the GeoGebra software, which helps with the
interpretation and is part of the demonstrations. We conducted a study of the Simson
line and some applications. To apply the study carried out in the course of the work,
we present some resolved issues which could be discussed in the classroom by high school

students by encouraging creativity and logical reasoning.

Keywords: Plane Geometry; triangles; geogebra.
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Introducao

Os Parametros Curriculares Nacionais (MEC ,2006) destacam a importancia dos
saberes inerentes a matematica para o cidadao entender e atuar no mundo, reiterando
ainda que o conhecimento dessa area do saber se consolida como produto da construcao
humana a partir das relacoes que estabelece com a natureza, a sociedade e a cultura. Sendo
assim, a matematica pode ser considerada uma ciéncia viva e as pesquisas relacionadas
a esse campo do saber tém trazido importantes contribui¢oes no avango da ciéncia e da
tecnologia.

Como ciéncia viva, a matemdatica implicita na Reta de Sinson, foi a motivacao
para esse trabalho. Observamos que tal reta preserva uma propriedade para pontos sobre
a circunferéncia circunscrita, conjecturamos o que poderia acontecer com o conjunto de
pontos equidistantes do circuncentro.

Durante um ano fizemos pesquisas que respondesse tal questionamento que nos
levaram a livros, revistas, artigos e paginas da internet como Episodes in Nineteenth
and Twentieth Century Euclidean Geometry (HONSBERGER,1995), Geometry Revisi-
ted (COXETER,1967), Geometria II (MORGADO et al.,2002), pagina do professor Jim
Wilson da Universidade da Georgia (WILSON)), a revista Eureka (TORRES,2003) dentre
muitos outros.

Diante de muitas informagoes e iniimeras construcoes geométricas em software
matematicos chegamos a resultados incriveis que se valiam de propriedades como qua-
drilateros inscritiveis, arco capaz semelhanca de triangulos, lei dos senos e de observagoes,

4

comparacoes seguidas sempre da expressao “ e se isso fosse ... o que acontece?”.

Dentre esse resultados destacamos a reta de Steiner, a aplicacao da reta de Simson
na construcao da parabola e na demonstraca o do Teorema de Ptoloeu . E depois de
percorrer todo esse caminho chegamos a conclusao que tais conjecturas sao validas também

para triangulos formados por projegoes, nao necessariamente ortogonais (triangulo pedal),
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de um ponto sobre os lados de um triangulo(ou seus prolongamentos).

A estrutura pedagogica do profmat que objetiva o fortalecimento da compreensao
dos conceitos basicos da matematica pelo professor visando estimular a melhoria do en-
sino de matematica em todos os niveis, foi essencial no decorrer da pesquisa destacando
as defini¢oes e propriedades geométricas trabalhados em MA13 (Geometria) e MA36( Re-
cursos Computacionais no Ensino de Matematica) bem como as demonstragoes em MA
21 (Resolugao de Problemas) e no entendimento das possiveis aplicagdes em sala de aula.

Aplicagoes que de vida a matematica e que facam com que a pesquisa e ex-
periéncias seja parte integrante dos contetidos trabalhados.

Segundo Freire, o professor deve potencializar a capacidade de resolucao de pro-
blemas e criatividade do aluno.

“Quanto mais se problematizam os educandos como seres do mundo
e com o mundo, mais se sentirao desafiados. Tao mais desafiados, quanto
mais obrigados a responder ao desafio. Desafiados, compreendem o desafio
na proxima acao de capta-lo. Mas, precisamente porque captam o desafio como
um problema em suas coneccoes com outros, num plano de totalidade e nao
como algo petrificado, a compreensao resultante tende a tornar-se crescente-
mente critica, por isso cada vez mais desalienada.[...] (FREIRE,2004, pag. 40)

Tendo como objeto de estudo inicial o triangulo pedal, que apresenta carac-
teristica e resultados que podem ser abordados no ensino médio. Conforme as reco-
mendagoes descritas nos Parametros Curriculares Nacionais (MEC ,2006) que diz que o
uso de softwares que possibilitam o pensar, refletir e o criar solucoes, escolhemos o Ge-
ogebra(http://www.geogebra.org), software matemético de acesso livre e facil instalagao
para auxiliar na criacao e interacao com as Figuras.

Nesse software matematico, vamos utilizar os ambientes de geometria dinamica
que nos permite realizar alteragoes em elementos da construcao geométrica observando
o comportamento dos demais elementos, favorecendo a investigacao e exploracao de
inimeras conjecturas.

Como diz George Polia

“O problema pode ser modesto, mas se ele desafia a sua curiosidade
e pde em jogo suas faculdades inventivas, e se vocé resolvé-lo por seus préprios
meios, vocé pode experimentar a tensdo e desfrutar o triunfo da descoberta.
Tais experiéncias em uma idade suscetivel pode criar um gosto para o tra-
balho mental e deixar a sua marca na mente e no cardter de uma vida.[...]”

(POLYA,1995)

Este trabalho estd dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo apresentamos

definicao e tipos de triangulos pedais, a razao entre as areas de um triangulo e seu pedal
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(motivacao da pesquisa), a semelhaca do terceiro triangulo pedal, a reta de Simson e

Steiner.

No segundo capitulo exibimos algumas aplicacoes do que foi apresentado no

capitulo 1.

E para finalizar no capitulo 3 apresentamos resultados de dois teoremas citados

anteriormente, abrindo mao da ortogonalidade.
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Capitulo 1

O Triangulo Pedal

Neste capitulo faremos um estudo sobre o triangulo pedal enfatizando a relagao

entre o triangulo original e a classificacao conforme a escolha do ponto que o gera.

1.1 Definicao

Os pontos pedais de um ponto P, relativamente a um triangulo ABC, sao as
intersecgoes dos lados do triangulo (ou suas extensdes) com as correspondentes perpendi-
culares que passa por P.

Seja P um ponto qualquer no plano que contém um triangulo ABC'.Considere as
retas perpendiculares aos lados deste triangulo (ou ao seu prolongamento) e que passam
por P. Chamamos de pontos pedais as intersecoes dessas perpendiculares com os lados do
triangulo (ou ao seu prolongamento). O triangulo formado pelos pontos pedais, relativos
ao ponto P, é o chamado triangulo pedal.

A

B D C

Figura 1.1: Ponto interior
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Figura 1.2: Ponto exterior

Vamos estabelecer uma relagao entre os lados do triangulo pedal DEF gerado
por P e os lados do triangulo ABC. Considere a circunferéncia A de centro O raio R que
circunscreve o triangulo ABC' e sem perda de generalidade consideramos OP < R, como

mostra a Figura 1.3.

Figura 1.3: Quadrilatero circunscrito AFPE

Examinando a Figura 1.3, observamos que os angulos F e F', opostos em relacao

17



ao quadrilatero AFPFE, sao retos , portanto AF PE é inscritivel em A3, circunferéncia de

diametro AP. Aplicando a Lei dos senos para AFE e ABC ,obtemos:

B
EF AP C

Y

2R

senA senA

De onde

BC.AP
EF = 1.1
2R (11)

Da mesma forma , observamos que os quadrilateros AFFPD e CEPD sao ins-

critiveis de diametro PB e PC respectivamente, entao

AB.CP

DE = 1.2
2R (12)
AC.BP

DF = = (1.3)

1.1.1 Triangulo Medial

Definigao 1.1 O triangulo pedal construido a partir do circuncentro O (intersec¢ao das

mediatrizes) € chamado de triangulo medial.

Figura 1.4: Triangulo Medial
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Proposicao 1.1 O triangulo pedal relativo ao ponto construido a partir do circuncentro

também dito medial, é semelhante ao triangulo que o original na razao 1 : 2.

Demonstracao: Dado o triangulo pedal DEF gerado pelo ponto P concidente com
circuncentro do triangulo ABC os pontos D, E e G sao pontos médios de BC, AC e

AB, pois o circuncentro é a intersecao das mediatrizes do triangulo ilustrado na Figura

1.4, entao:
AF AFE 1
AB ~ AC 2
BF BD 1
AB  BC 2
CE CD 1
AC ~ BC 2

O angulo A é comum aos triangulos ABC' e AFFE e os pares de lados AE e AF
correspondentes a AB e AC' sdo proporcionais na razao 1 : 2 logo AABC' é semelhante
ao NAFFE narazao 1:2, e

EF 1
= _ - 1.4
BC 2 (14)

O angulo B é comum aos triangulos ABC e BDF' e os pares de lados BF e BD
correspondentes a AB e BC' sao proporcionais na razao 1 : 2 logo AABC' é semelhante
(LAL) ao ABDF narazao 1:2, ¢

FD 1 (1.5)
AC 2 '

O angulo C' é comum aos triangulos ABC' e CDE e os pares de lados CE e C'D
correspondentes a AC' e BC' sao proporcionais na razao 1 : 2 logo AABC' é semelhante
(LAL) ao ACDE narazao 1:2, ¢

DE 1 (1.6)
AB 2 '
Por 1.4, 1.5 e 1.6 concluimos que o triangulo DEF e ABC sao semelhantes (LLL) na

razao 1 : 2.

1.1.2 Triangulo Ortico

Definigao 1.2 O triangulo pedal construido a partir do ortocentro(intersec¢ao das altu-

ras) H é chamado de triangulo drtico.
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Figura 1.5: Triangulo Ortico

Proposicao 1.2 O circuncentro do triangulo Ortico coincide com o circuncentro do triangulo

Medial.

A

Figura 1.6: Triangulo Ortico e Medial

Demonstracao: Seja DEF o triangulo értico do triangulo ABC e GIJ o triangulo medial
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do mesmo triangulo. Entende-se que o ponto D, pedal do ortocentro H relativo ao lado
BC é também o pé da perpendicular de A relativo ao mesmo lado e é uma reflexdo de A

em relacao a reta GGJ,como mostra a Figura 1.7,

Figura 1.7: Triangulo Ortico e Medial: mesmo circuncentro

logo
ZJDG = ZGAJ (1.7)

Por outro lado G, A, J, I define um paralelogramo, pois GI e JI sao base média do

triangulo ABC' em relacao aos lados AC' e AB, logo JI = AG e GI = AJ entao
LGAJ =2JIG (1.8)

Por 1.7 e 1.8, podemos afirmar que D pertence a mesma circunferéncia definida pelos
pontos J, I, G visto que os LJIG = ZJDG e estao associados & mesma corda (G'J) como

mostra a Figura 1.8.
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Figura 1.8: Triangulo Ortico e Medial: mesmo circuncentro

Analogamente, podemos provar que os pontos E e F' também pertencem a mesma
circunferéncia definida pelos pontos J, I,G ou seja os triangulos DEF e IJG pertecem

a uma mesma circunferéncia, fica assim justificada a proposicao.

1.1.3 O triangulo pedal construido a partir do incentro

Quando o triangulo pedal é construido a partir do incentro I (encontro das bis-
setrizes), esse ponto também é o circuncentro do triangulo pedal. Em outras palavras,

o ponto torna-se o circuncentro do triangulo pedal, quando é o incentro do triangulo

78 D\ =N

Figura 1.9: Triangulo pedal/incentro

original.
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Isso é facil demonstrar, basta mostrar que as distancia entre o incentro e os
vértices do triangulo pedal é a mesma (PD = PE = PF). E de fato, observando a
Figura 1.9 temos que os triangulos BDP e BPF' sao congruentes, pois possuem um lado
em comum BP, dois pares angulos com a mesma medida F' e D (sdo retos) e B que
tem como bissetriz BP, logo PD = PF. Analogamente os triangulos AFP e APFE sao
congruentes, logo PD = PF = PFE.

1.2 Area do triangulo pedal

A partir da construgao no GeoGebra de um triangulo pedal DEF do triangulo
ABC associado a um ponto P, verificamos que a area de DFEF se matem para todo P
equidistante do circuncentro de ABC'.

Na busca de resultados encontramos o artigo de Ivan Borsenco (BORSENCO,2007)
que enuncia e demonstra o teorema de FEuler para o triangulo pedal que expressa a area
do triangulo cujo vértice sao projecoes ortogonais de um ponto arbitréario no plano nos

lados do triangulo dado. Esse teorema foi o resultado para o questionamento do trabalho.

Teorema 1.1 Seja ABC um triangulo e A = C(O, R) a circunferéncia circunscrita. Seja
P um ponto no plano do triangulo. Seja D,E e F' o0s pontos pedais de P. Entao:
Area(DEF) | R2—OP? |

, _ 1.9
Area(ABC) 4R? (19)

Demonstracao: Seja G, H e I os pontos de interseccao das retas AP, BP e C'P com a
circunferéncia A, como mostra a Figura 1.10.

Os triangulos I PG e BPC sao semelhantes, pois £ PBC = £ PG (pertencem ao
mMesmo arco capaz IAC) e {PIG = £BCP (pertencem a0 mesmo arco capaz BAG) entao

temos:

GI IP GP
BC CP BP

(1.10)
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Figura 1.11: Semelhanca dos triangulos DEF e HIG

Observe na Figura 1.11 que LEDF = a+ e LIHG = as + (5 e usando a

propriedade de arco capaz nas circunférencias A\; e Ay que circunscreve os quadrilateros
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BFPD e CEPD, temos:

a = a; (pertencem ao arco FP de A1)
B = B (pertencem ao arco PE de A2)
a1 = ay (pertencem ao arco AT de A)

)

f1 = B2 (pertencem ao arco AAG de A

logo:
LEDF = LIHG (1.11)

Analogamente A DEF = {HIG e LEFD = £IGH, portanto os triangulos DEF
e HIG sao semelhantes e a razao entre os raios R da circunferéncia que circunscreve HIG

e Rpgr da circunferéncia que circuscreve DEF' obedece a mesma razao de semelhanga

EF  Rppr
GI R

(1.12)

Sendo a, b e ¢ os lados de um triangulo qualquer e r o raio da cicunferéncia

circunscrita, sabemos que a

abe

Area(abe) = — 1.1
rea(abc) . (1.13)
Usando 1.13 temos que:
DE.DF.EF
Area(DEF)  ARppr
Area(ABC) AB.BC.AC
4R
R.DE.DF.EF
= 1.14
Rppr.AB.BC.AC (1.14)
Usando 1.12 em 1.14, temos:
Area(DEF) GI.DE.DF.EF (1.15)

Area(ABC) EF.AB.BC.AC
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e usando 1.2, 1.3 e 1.10 em 1.15, temos:

Area(DEF) _ GP 4BFE 4G2E
Area(ABC) BP AB = AC

Area(DEF) GP.CP
Area(ABC) 4R?

(1.16)

A

sl

B

H

Figura 1.12: Triangulo iséscele de lados GC, R, R

O triangulo COG que se apresenta em 1.12 é iséscele, pois OG = OC' = R. Seja
J em CG tal que OJ seja altura do COG. Assim, GJ = JC

0 C

Figura 1.13: Triangulo iséscele

Na Figura 1.13 temos o triangulo GOC' contido na Figura 1.12. No triangulo
OCJ, temos:
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OC?* =CJ*+0J?
OC* - CJ*=0J? (1.17)

No triangulo OPJ, temos:

OP? =0J*+ JP?
OP* - JP*=0J? (1.18)
Igualando 1.17, 1.18 e observando que OC' = R, temos:

R2—CJ*=0P? - JP?

R*—OP*=CJ* - JP?
R* - OP? = (CJ— JP)(CJ+ JP) (1.19)
Na Figura 1.13, temos: CJ — JP =GP e C'J + JP = CP, substituindo em 1.19, temos:

R?> - OP*=GPCP (1.20)

Substituindo 1.20 em 1.16

Area(DEF)  R? — OP?
Area(ABC) 4R?

Isso foi demostrado a partir de um ponto P tal que OPFP é menor que R, se

Area(DEF) _ OP?~R?
Area(ABC) ~—  4R?

tomarmos OP maior que R verificamos que . Logo:

Area(DEF) | RP—0P?|

Area(ABC) 4R?

Quando P € C(O, R), a area do triangulo pedal DEF é zero ,ouseja, D,E e F

estao alinhados. Esta linha é denominada linha ou reta de SIMSON.
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1.3 O terceiro triangulo pedal

Uma constatagdo interessante referida por (COXETER,1967, pag. 24), é a de
que o terceiro triangulo pedal é semelhante ao triangulo que o originou. As construcoes

seguintes contribuem para definir tal triangulo e demonstrar o teorema que segue.

Figura 1.14: Terceiro triangulo pedal

Na Figura 1.14 o ponto interior P é usado para determinar o triangulo DEF
primeiro triangulo pedal do triangulo ABC. O mesmo ponto P também é usado para
determinar GHI o triangulo pedal de DEF, que é naturalmente chamado de segundo
triangulo pedal do triangulo ABC, e o triangulo pedal JK L do triangulo GHI associado

a P é chamado de terceiro triangulo pedal do triangulo ABC'. Nesta terminologia, temos:

Teorema 1.2 O terceiro triangulo pedal é semelhante ao triangulo original.

Demonstracao: Sabemos que o quadrilatero AFPFE é circunscritivel, pois a soma dos

angulos opostos £ e F' retos é 180°, como mostra a Figura 1.15.
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Figura 1.15: Quadrilateros AF PFE circunscrito

EGPI é circunscritivel, pois a soma dos angulos opostos G e [ retos é 180°,

como mostra a Figura 1.16.

Figura 1.16: Quadrilateros EGPI circunscrito

ILPK é circunscritivel, pois a soma dos angulos opostos L e K retos é 180°,

como mostra a Figura 1.17.

29



Figura 1.17: Quadrilateros I LPK circunscrito

F H PG é circunscritivel, pois a soma dos angulos opostos H e G retos é 180°como

mostra a Figura 1.18.

Figura 1.18: Quadrilateros F'H PG circunscrito

Observando a Figura 1.19 temos:

a=o (1.21)

pois pertencem ao mesmo arco capaz F'P.
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Figura 1.19: Terceiro triangulo pedal

A Figura 1.20 mostra que
a1 = Qg (1.22)

—~

pois pertencem ao mesmo arco capaz GP.

Figura 1.20: Terceiro triangulo pedal

A Figura 1.21 mostra que
Qg = (O3 (123)

pois estao no mesmo arco capaz LP.
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Figura 1.21: Terceiro triangulo pedal

Entao , por 1.21, 1.22 e 1.23

Figura 1.22: Terceiro triangulo pedal

Na Figura 1.22, observamos que

b =p (1.24)

pois pertencem ao mesmo arco capaz EP.
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Figura 1.23: Terceiro triangulo pedal

E a Figura 1.23 mostra
b1 = Ba (1.25)

—~

pois pertencem o mesmo arco capaz GP.

Figura 1.24: Terceiro triangulo pedal

E na Figura 1.24
B2 = B3 (1.26)

Entao, por 1.24, 1.25 e 1.26
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Sendo /BAC = a+fe ZJKL = az+ 33 temos ZBAC = ZJK L, analogamente podemos
mostrar que ZABC = ZJLK e ZACB = ZLJK .

Assim os angulos dos triangulos ABC' e JK L sao iguais, logo os triangulos sao
semelhantes.

Esté propriedade foi generalizada por B.M. Stewart (Am. Math. Mensal, vol.47,
agosto-setembro 1940, pp 462-466). Ele chegou a conclusao que o n-ésimo pedal de um

poligono qualquer de n lados ¢ semelhante & original.!

1.4 Triangulo pedal degenerado (Reta de Simson)

A definicao de triangulo pedal aparentemente faz sentido para qualquer ponto P,
sem excecao. No entanto, de acordo com um teorema provado em 1797 por W. Wallace,
para P sobre a circunferéncia circunscrita do triangulo ABC', os pés das perpendiculares
sao colineares e portanto nao formam o triangulo pedal, mas um segmento de reta.

Este segmento formado pelos pontos pedais relativo ao ponto P é conhecido como
linha ou reta de Simson de P, ou apenas reta de Simson. Esta atribuicao é estranha,
pois em nenhum lugar das obras de Robert Simson(1687-1768) foi encontrada qualquer
referéncia a linha de que leva seu nome.(segundo (COXETER,1967, pag4l)).

Na Figura 1.25, temos o triangulo ABC' inscrito e os pontos F, E' e D alinhados.

O teorema a seguir demostra tal alinhamento.

F

@

Figura 1.25: DEF Reta de Simson

!Coxeter em Geometry Revisited, pag 25

34



Teorema 1.3 (William Wallace, 1797) Os pés das perpendiculares tra¢adas de um
ponto aos lados de um triangulo ou de seus prolongamentos sao colineares se e somente

se o ponto estd sobre a circunferéncia circunscrita.

Demonstracao: Vamos mostrar que a medida de um dos angulos do triangulo pedal é
igual 180°.

Observando a Figura 1.26, temos que o quadrilatero AEPF' é inscritivel, pois
os angulos opostos ZAEF e ZAFP sao os pés das perpendiculares, portanto L AEF +
£LAFP = 180°

Figura 1.26: DEF Reta de Simson

—~

Assim 51 = ay por pertencerem ao mesmo arco capaz PF e

P2 = ag, (1.27)

pois pertecem ao arco capaz AF
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Figura 1.27: DEF Reta de Simson

Os triangulos retangulos PDC e PEC inlustrado em 1.27 tem em comum a
hipotenusa PC', entao PC ¢é diametro da circunferéncia que circunscreve os triangulos
PDC e PEC entao o quadrilatero PEDC' é inscritivel e ag e #3 pertencem ao arco capaz
C/b assim

az = fs (1.28)
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Figura 1.28: DEF Reta de Simson

Observando a Figura 1.28, temos:

LABC + ZAPD + ZDPC = 180°, ou seja:

0+ 0, + B = 180° (1.29)

Figura 1.29: DEF Reta de Simson
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Como o quadrilatero FFPDB, inlustrado em 1.29, é inscritivel, temos:

0+ 60; + By = 180° (1.30)

Por (1.29) e (1.30) temos By = B3 e usando (1.27) e (1.28), chegamos que

Qg = (O3 (131)

Sabemos que ZAEC = a3 + as +90 = 180° e LZFED = a1 + a3 + 90 e usando
(1.31),

a; +ax+90 = 180°

ou seja

ZFED = 180°

mostrando assim que F, E' e D estao alinhados.

Para a reciproca, consideraremos que D, E e I sao colineares e mostraremos
que P é ponto da circunferéncia circunscrita do triangulo ABC. Para isso basta que o
quadrilatero PABC' seja circunscritivel, ou seja £ PCB = 180° — L PAB ou LAPC =
180° — LCBA.
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Figura 1.30: DEF Reta de Simson

A Figura 1.30, mostra que ZPEF e Z/PED sao suplementares, pois F, E e D
estao alinhados; também Z/PCB e ZPFED sao suplementares, pois o quadrilatero PCDFE

¢ circunscritivel. Logo:

{PEF = 4PCB (1.32)

Como ZPAF e ZPEF pertencem ao mesmo arco capaz PF', temos:

{PAF = {PEF (1.33)

e substituindo (1.32) em (1.33),

{PAF = £{PCB (1.34)

O ZPAF é suplementar do ZPAB, pois A, B e F estao alinhados

LPAF =180° — {PAB (1.35)
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Substituindo (1.34) em (1.35), temos que £ PCB = 180° — LPAB, ou seja o
quadrilatero PABC' é circunscritivel.
A demonstracao desse teorema, nas referéncias consultadas, sempre é feito sem o
uso da formula 1.9. Mas de posse dessa, a demonstracao fica trivial:
Area(DEF) | R? — R?|

Pel=0OP=R= — = =0
Area(ABC) 4R?

Se D, E, F estao alinhados

Area(DEF R? — OP?
realDEF) [ B =OF7 | _ |2 op?|=0= R=0P
Area(ABC) 4R

A imagem, pela homotetia de centro P e razao 2, da reta de Simson ¢é dita Reta

Steiner, como segue definicao.

Definigao 1.3 Para um ponto P sobre a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC,
a linha que contém D', E' e F' reflezoes de P em relagao aos lados AB, BC e AC ¢é

chamada linha de Steiner.

Figura 1.31: Reta Steiner (D’F'E’)
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1.4.1 A Parabola

Conforme Sergio Alves (Sergio,2008) uma aplicagao do teorema da Reta de Sim-
son, é a construcao da pardbola definida como envoltéria da familia de suas tangentes.

Dado um AABC, seja D a projecao ortogonal do vértice A sobre a reta BC.
Sendo P e () as projecoes ortogonais sobre as retas AB e AC, respectivamente, de um
ponto M pertencente a reta BC, afirmamos que a reta P() desenvolve uma parabola de

foco D a medida que M descreve a reta BC.

Figura 1.32: Pardbola

Com efeito, a circunferéncia de diametro AM passa pelos pontos P, Q e D. Pelo
teorema de Simson, as projecoes ortogonais F, F' e G do ponto D sobre as retas AB, AC
e P(Q), respectivamente, sao colineares.

Assim, quando M descreve a reta BC', o angulo reto ZPGD varia de modo que
seu vértice G descreve a reta fixa EF'F e o lado GD passa pelo ponto fixo D.O outro lado

G P desenvolve entao uma parabola de foco D e cuja tangente no vértice é EF.
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Figura 1.33: Parabola

Note que as retas que contém as alturas do AABC a partir dos vértices B e C
sao tangentes a essa parabola, pois quando M coincide com B ou C' a reta P() com uma

ou outra dessas retas.
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Capitulo 2
Aplicacoes

Neste capitulo vamos apresentar alguns problemas que nao sao comuns na litera-
tura de livros didaticos de nivel bésico, porém despertam a curiosidade e o pensamento
matematico e para resolve-los usamos construgoes geométricas, teoremas e definicoes apre-

sentadas no capitulo anterior.

Problema 2.1 (Teorema de Ptolomeu) Prove que em todo quddrilatero inscritivel, o
produto dos comprimentos de suas diagonais € igual a soma dos produtos dos comprimen-

tos de seus lados opostos.

Figura 2.1: Quadrilatero ABC'P
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Solucao: A Figura 2.1 mostra que ABCP é um quadrilatero inscritivel cujo lados sao
AB,CP,BC e AP e diagonais AC' e BP, sendo DEF a reta de Simson. Embora o

“triangulo pedal” DEF seja degenerado, os comprimentos de seus ”lados”sao ainda dado

por o
BC.AP
EF = R (2.1)
AB.C
DE = zz - P (22)
AC.
pF =25 Jf P (2.3)
Como D, E e F estao alinhados podemos escrever
DE+ EF = DF (2.4)

Substituindo (2.1), (2.2) e (2.3) em (2.4) e mutiplicando a expressao por 2R temos:

AB.CP + BC.AP = AC.BP

Problema 2.2 Mostre que o baricentro do triangulo medial é o mesmo do triangulo ori-

ginal.

Solucao: Como as trés medianas de um triangulo sao concorrentes no baricentro, basta
mostrar que as medianas do triangulo original passam pelos pontos médios dos lados do

triangulo medial.

Figura 2.2: Baricentro do Triangulo Medial
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Uma vez que EF' é a base média do triangulo ABC, EF||BC e EF = BD.Analogamente
DEJ|AB e DE = BF e por definigao BDEF é um paralelogramo de diagonais BE e
DF.As diagonais de um paralelogramo se cortam no seu ponto médio H ,conforme o teo-
rema 1.7 citado no trabalho da Liliana (MOURA,2013), ou seja H é ponto médio de DF.

De modo semelhante, pode se mostrar que I e J sao pontos médios de DE e EF.

Problema 2.3 (Problema de Fagnano) Dado um triangulo acutingulo ABC, inserir

um triangulo DEF cujo perimetro seja o menor possivel.(COXETER,1967, pag. 44).

Solugdo: Tomamos D' e D” pontos simétricos a D em relacao a AB e AC, respectiva-

mente, assim temos que DF = FFD" e DE = ED"”, como inlustra a Figura 2.3.

B

Figura 2.3: Ponto simétrico ao ponto pedal D

O perimetro do ADEF = DE+ FEF + DF = ED' + EF + FD'. Portanto, o
ADFEF inscrito no AABC', com vértice fixo D, aquele cujos vértice F' e E sao colineares
a D' e D" possui menor perimetro, ou seja, ED' + EF + FD' é minimo quando D", F,

E e D" sao colineares.
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Figura 2.4: Ponto simétrico ao ponto pedal D

O AD'AB = £BAD e £DAC = LCAD" pois D' e D" sao simétricos de F em
relagdo AB e AC respectivamente, entao £ D'AD" = 24 BAC.
Temos o menor valor de D’A = AD"” = AD, quando AD é perpendicular a BC,

ou seja, o perimetro ADEF para D fixo ¢ minimo quando AD ¢ a perpendicular(altura)

a BC.

Figura 2.5: Menor perimetro de ADEF para D fixo

Da mesma forma temos que, quando BF' e C'D sao alturas do triangulo ABC, o

perimetro ADEF é minimo para F' e D fixo respectivamente. Assim fixando D, F e F
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como pés das alturas do triangulo ABC' temos que o perimetro do ADFEF é minimo.

B D

Figura 2.6: Triangulo Ortico

O triangulo pedal gerado pelo ortocentro H (Interseccao das alturas) do triangulo

é chamado triangulo ortico.

Problema 2.4 (Balkan) Seja ABC um triangulo acutingulo. Sejam D, E e F as

projecoes do baricentro G sobre os lados do triangulo. Prove que

Area(ABC)
Area(DEF)

NoX V)
|

< <
Solugao: O teorema 1.71, pag.19 do livro Geometria Revisited (COXETER,1967) diz que
O ortocentro H, baricentro G e circumcentro O de qualquer triangulo sao colineares. O
baricentro divide a distancia do ortocentro ao circuncentro na propor¢ao de 2: 1., ou seja
oG = %.OH , sendo H o ortocentro do triangulo ABC. Como ABC é acutangulo, o

ortocentro H é ponto interno do triangulo, assim OH < R e substituindo em 1.9 temos:

Area(ABC) R?*— OG? S R*— (3R)* SR 2

Area(DEF) AR?2 T 4R? AR? 9

Area(ABC)

A ——
Area(DEF)

(2.5)

Nl )
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Area(ABC)
Obsevando 1.9 temos que frea( DEF)

Y é maxima quando O coincide com G, ou seja, OG = 0

Area(ABC) R*-0G* R 1

Area(DEF) AR T AR? 4

Area(ABC)

— <
Area(DEF)

(2.6)

A~ =

por 2.5 e 2.6, temos

Area(ABC) < 1

2
S gt Sl
9~ Area(DEF) ~ 4

Problema 2.5 Mostre que a reta de Simson de P relativa ao triangulo ABC' intersecta
o segmento PH, onde H € o ortocentro do triangulo ABC, em seu ponto médio. Conse-

quentemente, o ponto H pertence a reta de Steiner de P relativa ao triangulo ABC'.

%)

N

Figura 2.7: Reta Steiner

Demonstracao: Seja Dy o pé da altura reativo ao AB, D o pé da altura relativo ao
lado BC' e H; o ponto onde essa altura reencontra o circuncirculo, conforme a Figura
2.7. Os triangulos AD1H e C'DH sao semelhantes, pois possuem um angulo oposto pelo
vértice H e os angulo D e D; é reto, portanto £ DiAH=ADCH. Os angulos Z/DCH;
e £ZD{AH estao no mesmo arco capaz BH; entao L DCH; = £D{AH. Concluimos que
ADCH = £ADCH, como CD ¢ lado comum aos triangulos DCH e DCH, e D é angulo



reto entao os triangulos DC'H e DC H; sao congruentes e

DH = DH,

G 4

1

Figura 2.8: Reta Steiner

O prolongamento de PFE intercepta a circunferéncia em E’ é paralela a AH;, pois

ambas sao perpendiculares a BC', como mostra a Figura 2.8. Temos assim:

APBA = LPFE'A | pertencem ao arco capaz PA (2.7)

APBF =180° — {PEF = LPEG = LPBF , pertencem ao arco capaz PF  (2.8)
APBF = £LPBA , pois os pontos B, F' e A pertencem a AB (2.9)

Por (2.7), (2.8) ¢ (2.9)

APEG = APFE'A

Logo a reta de Simson de P que contém FE, F' e GG é paralela AF'.

Conforme o tce da Liliana pag 50 (MOURA,2013), o quadrildtero PE'AH; é um
trapézio e, por estar inscrito na circunferéncia , é um trapézio isdsceles . Logo seP’ é
simétrico de P em relacao a reta BC entao HP' e AP sao retas paralelas e, portanto a

reta de Simson de P é paralela a reta HP'.
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Figura 2.9: Reta Steiner

Finamente, observamos na Figura 2.9 que a reta de Simson é base média do
triangulo PP'H, pois EF || HP' e E é ponto médio de PP’ assim também intersecta o

segmento PH em seu ponto médio.

Problema 2.6 Seja P um ponto no interior do triangulo ABC. Se PD, PE e PF sao

as distancias de P aos lados do triangulo ABC', prove que:

PA+ PB + PC > 2.(PD + PE + PF)

Com a igualdade acontecendo se, e somente se, o triangulo ABC ¢é equildtero e P € o

circuncentro.

Figura 2.10: Trriangulos Auxiliares

Solugao: Contruimos um triangulo semelhante ao triangulo AEP de lado AB e outro

semelhante ao triangulo APF de lado AC como mostra 2.10 de razao de semelhaga K e

20



K5 maiores que 1, ou seja

AG = K,.PE
AB
pa-
AH = K, .PF
AC
pa

Observando a Figura 2.10, o trapézio GHC B tem como altura GH, logo
BC >GH = BC > AG+ AH

Aplicando 2.10, 2.11, 2.12 e 2.13 em 2.14, temos:

AB AC
> it
BC > PAPE+PAPF

BC.PA> AB.PE + AC.PF

AB.PE AC.PF
> +

PA BC BC

De forma anéloga, temos:

AB.PD  BC.PF
> +

PB 2 AC AC

AC.PD BC.PE
>
PC>—5 "B

Somando membro a membro 2.15, 2.16 e 2.17 temos:

AB A AB B A B
PA+PB+PCZPD(E+£)+PE(B—C+£)+PF(B—2+A—S)

Aplicando a desigualdade das médias aritmética/geométrica, temos:

Gotip o [AB AC
2  ~ VAC'AB

AB+AC>2
AC  AB —
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(2.11)
(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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(2.19)



5o+ 40 . |AC BC
2  ~VBC AC

AC  BC
N - > X
50 a0 22 (2.20)
5t as o [AB BC
2 =~V BC AB
AB  BC
I - > .
50+ g 22 (2.21)

Substituindo ﬁ—g + fl—g, g—g + ﬁ—g e g—g + % por 2, continua valendo a desigualdade

2.18 por 2.19, 2.20 e 2.21 e colocando 2 em evidéncia, temos:

PA+ PB+ PC >2.(PD + PE + PF)

E facil ver que quando o triangulo ABC' for equildtero e P o circuncentro, temos

PA = PB = PC = R sendo R o raio da circunferéncia que circunscreve ABC, PE =
PD = PF = }5%, logo vale a igualdade.
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Capitulo 3

Generalizacao

O problema apresentado neste trabalho, talvez seja simples. No entanto, fez com
que entendéssemos melhor a geometria, contribuindo para o amadurecimento das nossas
habilidades matematicas e possibilitando o surgimento de novos problemas. Dentre esses
problemas vamos, neste capitulo, apresentar os resultados da area do triangulo e da reta

se Simson quando abrimos mao das projecoes ortogonais.

Teorema 3.1 Seja A\(O, R) a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC'. Considere
um ponto P no plano do triangulo e um angulo 0° < B < 180°, sejam D, E e F pontos
sobre as retas AB, BC, CA tais que PD, PE, PF formam um angulo 5 com as retas

AB, BC, AC, respectivamente, na mesma orientacdo. Entao:

Area(DEF) | R? — OP? |
Area(ABC) 4R?.sen?f3
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Figura 3.1: Triangulo DEF gerado pelas projecoes de P em ABC

Demonstracao: Seja G, H e I os pontos de interseccao das retas AP, BP e C'P com a

circunferéncia A como mostra a Figura 3.2.
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Figura 3.2: Triangulo GHI semelhante a DEF

Os triangulos I PH e BPC' sao semelhantes, pois os angulos ZHIP e ZPBC sao
iguais por pertencerem ao mesmo arco capaz HC e ZIHP e /PCB também sao iguais

por pertecerem ao mesmo arco capaz I B. Entao:

IH HP [P
BC (CP BP

(3.2)

Observando a Figura 3.3 é facil ver que os quadrilateros FBDP e PDCFE sao incritiveis,

pois os angulo « e 31 sao suplementares, pois pertecem ao lado BC', entao:

95



Figura 3.3: Circunscricao de FBDP ¢ PDCFE

e « e [ sao suplementares e opostos em relagao ao quadrilatero FBD P, o que o torna

inscritivel em uma circunferéncia de diametro 2r.

e o e [ sao opostos em relacao ao quadrilatero FC'DP, o que o torna inscritivel
em uma circunferéncia de diametro 2r;. Usando a propriedade de arco capaz na

circunférencia que os circunscreve temos:
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Figura 3.4: triangulos DEF e HIG semelhantes

/FDP = /FBP, pois pertencem ao mesmo arco capaz FP

—~

/FBP = /AGH, pois pertecem ao mesmo arco capaz AH

Logo, Z/ZFDP = ZAGH

/PDE = /PCE, pois pertencem ao mesmo arco capaz PFE

/PCE = /IGA, pois pertecem ao mesmo arco capaz [A

Logo, ZPDE = ZIGA
Sabendo que

LFDE = /FDP+ /Z/PDFE e LIGH = ZLIGA+ LZAGH

temos:

ZFDE = /ZIGH
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Analogamente /HIG = ZEFD e ZIHG = ZFED, portanto os triangulos DEF

e HIG sao semelhantes e o razao de semelhanca entres os raios R e Rpgr que circunscreve

HIG e DEF respctivamente obdece a mesma razao de semelhanca.

EF  Rper
HI R

(3.3)

Sendo FFBDP ¢ inscritivel em uma circunferéncia de diametro 2r. Aplicando a

lei dos Senos nos triangulos FBP, FDP e ABC temos:

BP 5
= 2r
sen/3
DF _o
senB "
AC AC
SenB = 2R = SenB = ﬁ

por 3.4 e 3.5 temos:

BP DF DF — BPsenB

= =
senf  senB senf

substituindo 3.6 em 3.7, temos:

AC.BP

DF = ———
2R.senfs

Se usarmos o mesmo raciocinio para encontrar DFE e EF, teremos:

AB.CP
bE= 2R.senfs
BC.AP
Ef = 2R.senf3

Fazendo a razao entre as areas dos triangulos DEF e ABC, temos:

Area(DEF) _ iy~ RDEDFEF
Area(ABC) — ABBCAC Ry pp AB.BC.AC

Substituindo 3.3 em 3.11, temos:

o8

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)



Area(DEF)  HI.DE.DF.EF
Area(ABC)  EF.AB.BC.AC

e usando 3.2, 3.9 e 3.8 , temos:

( AB.CP _AC.BP
AT@CL(DEF) . GP 2R. senf " 2R. senf

Area(ABC’) ~ PB  AB.AC

Area(DEF)  GP.CP
Area(ABC)  4AR%.sen’f

(3.12)

Figura 3.5: Triangulo isésceles COI

O triangulo COI que se apresenta na Figura 3.5 detalhado em 3.6 é isésceles,

pois OI = OC = R. Sendo J em C1 tal que OJ seja altura de COI, entao IJ = JC.

(0]

C

Figura 3.6: COI extraido da Figura 3.5
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No triangulo OC'J, temos:

0C?* = CJ*+0J?

OC?* —-CJ* = 0J? (3.13)

No triangulo OPJ, temos
OP*>=0J>+ JP?
OP* - JP*=0J? (3.14)

Igualando 3.13 e 3.14 e sabendo que OC' = R, temos
R?> - OP*=(CJ - JP)(CJ+ JP)

R> - OP*=1IPCP (3.15)

Substituindo3.15 em3.12, temos:

Area(DEF)  R? — OP?
Area(ABC)  4R?sen’s

Teorema 3.2 (Reta se Simson Generalizado) Seja ABC um triangulo de circuncirculo
A. Dados um ponto P e um angulo B, sejam D, E e F pontos sobre as retas AB, BC, CA
tais que PD, PE, PF formam um angulo B com as retas AB, BC', C'A, respctivamente,

na mesma orientacao. Entao D, E e F sao colineares se, e somente se P pertence a

circunferéncia \.
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Figura 3.7: Reta de Simson Generalizada

Demonstra¢ao: Como mostra a Figura 3.8 os quadrilateros BFFPB, DPCFE e AFPFE sao

inscritiveis, entao
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Figura 3.8: Circunscricao de BFPB, DPCE e AFPE

/BDF =/BPF e /EPC =/EDC
/FPE = /ZBPC(C, pois sao suplementares do /B = /EDC = /BDF

A soma dos angulos que estao em BC é dada por:

ZBDF + /FDP + ZPDC = 180°

Logo,
/FDP+ /PDC+ /EDC = /BDF + ZFDP + Z/PDC = 180°

O que mostra que D, E e F estao alinhados.
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Da mesma forma, citado em 1.4, a demonstracao deste teorema torna-se trivial

se usarmos a férmula 3.1, como segue:

Area(DEF) | R? - R?|

Pel=OP=R= = -
Area(ABC)  4R?.sen?p

Se D, E, F estao alinhados

’ 2_ 2
4rea(DEF):|R2 0123 |:0:>|R2—OP2]=0:>R:OP
Area(ABC) 4R? . sen?f3
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma forma de aprendizado de geometria baseado
em investigacao, construgoes geométricas utilizando o Geogebra e demonstracoes.

Com a investigacoes desses problemas apresentados no trabalho que raramente
encontramos nos livros didédticos, queremos buscar o estimulo a curiosidade de alunos e
professores oferecendo ferramentas para a construcao de um conhecimento matematico
solido.

Deparamo-nos, no decorrer da pesquisa, a todo momento o surgimento de novos
problemas mediante a solucao de outro, fazendo com que este trabalho se torne inacabado
mesmo que o tempo tenha se esgotado.

Percebemos assim a necessidade de um estudo continuo investigativo, mesmo nao
tendo nos ultimos tempos resultados novos em geometria, mais as aplicagoes e variagoes
do que ja foi descoberto é fantastico.

Terminamos assim as consideracoes com uma fala de Paulo Freire que diz:

Gosto de ser gente porque, inacabado, sei que sou um ser condicionado, mas,

consciente do inacabamento, sei que posso ir mais além dele.
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