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Resumo

Este TCC apresenta um roteiro de estudo, direcionado a cursos superiores
de Licenciatura em Matematica, visando melhorar a qualidade da formagao dos
futuros professores em Geometria. O resultado final deste trabalho é a solucao
dos Problemas de Apolonio por dois métodos de resolucao. Através da geometria
tradicional e pela Geometria Inversiva priorizando uma sequéncia didatica que leva
o leitor a participar do seu processo de construcao. O texto orienta ainda algumas
construcoes em um ambiente computacional e, num estudo guiado, faz uso da
Geometria Dindmica (em nosso caso o Geo-Gebra) para promover a experimentacao

e a descoberta de relagoes geométricas.

Palvras-chave: Os Problema de Apolonio; Geometria Inversiva; Geo-Gebra.
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Introducao

Um trabalho de Geometria deve desenvolver habilidades de visualizacao,
construcao de desenho, argumentacao logica e de aplicagao na busca de solugoes
de problemas; competéncias importantes na compreensao e ampliacao da percepcao
do espaco e construcao de modelos para interpretar questoes da matemaética e de
outras areas do conhecimento. Mas, como bem sabemos, o ensino de Geometria
nas escolas publicas estd longe de atingir estes objetivos. Sobre as causas que
levam a esta deficiéncia, varias pesquisas apontam tratar-se de um circulo vicioso:
Alunos despreparados em Geometria iniciam cursos de Licenciatura. Se este
curso nao os prepara adequadamente, estard qualificando profissionais incapazes
de contribuir para melhoria desta situacio. E na formacio do professor que
este circulo pode ser rompido. H&a necessidade de uma formacao adequada do
professor para trabalhar as demonstracoes em geometria, a fim de que os alunos
possam se apropriar dos conceitos e habilidades geométricas, necessarios para
trabalhar no ensino fundamental e médio. O presente trabalho busca desenvolver
um roteiro de estudo direcionado ao curso de Licenciatura e cursos de atualizacao
de professores para o desenvolvimento de habilidades em Geometria, partindo
de conceitos ja conhecidos até a resolucao dos problemas de Apolénio por meio
da Geometria tradicional aliada a Geometria Inversiva. A idéia é explorar e
demonstrar algumas propriedades da Geometria Euclidiana e da geometria Inversiva

e utilizd-los para resolver problemas classicos de tangéncia entre outros. E como



bem sabemos, a resolucao de problemas é parte importante de um curriculo
de Matematica, pois é essencial para propiciar o desenvolvimento do raciocinio
logico. Sugeridos ao leitor, a utilizacao de régua e compasso aliada a um ambiente
computacional, estimulando novas descobertas e outras possiveis relacoes existentes.
Os trabalhos com a utilizacao da Geometria Dinamica vém revelando uma tendéncia
didatico-pedagogica convergente com os trabalhos da Geometria Experimental:
A confrontacao de resultados na construcao de determinados conceitos incluindo
processos de validacao e argumentacao geométrica. Acredita-se que a resolucao
destes problemas serd um preparo para a resolucao dos famosos Problemas de
Apolonio, que consistem em problemas de tangéncia envolvendo trés objetos, sendo
estes pontos, retas ou circunferéncias para um apanhado histérico da vida e obra de
Apolonio sugerimos a referéncia [11]. O texto prioriza uma sequéncia didatica que
apresenta nao somente o resultado do trabalho desenvolvido, mas instiga o leitor
a participar de um processo de desenvolvimento de suas proprias competéncias
por meio de desafios propostos. Como pré-requisito, espera-se do leitor uma
familiaridade com os conceitos basicos de um curso de Desenho Geométrico e nogoes
de Geometria Dindmica. Atualmente existem muitos matematicos conscientes da
importancia da geometria, desde o ambito académico até dentro da sala de aula,
desejando uma melhor aprendizagem para nossos alunos. Entretanto, em vérios
momentos do passado o estudo da geometria era renegado ou mesmo deixado apenas
para o final do ano letivo principalmente no ensino basico. O ensino chamado de
tradicional da geometria deixa uma lacuna, pois esse ensino é dado basicamente em
aulas expositivas resolvendo férmulas. O nosso maior objetivo é colocar o ensino
de geometria e a apresentacao de idéias mateméticas importantes e interessantes de
modo que seja compreensivel para um grande piiblico de ensino médio, estudantes

e professores.



Capitulo 1

Construcoes geométricas

Por construcoes geométricas entendemos aquelas feitas com régua e compasso
como os gregos faziam, o que pode envolver um grande nimero de etapas. A
imprecisao é inerente em construcoes feitas & mao, tornando-as inexatas, por isto
vocé poderd usar um software de geometria dindmica como o geogebra. Nosso
objetivo aqui é mostrar que a construcao pode ser feita, e indicaremos todas as
etapas necessarias para a sua execucao. O nosso leitor nao terd problemas em
fazer todas as construcoes que trabalharemos nestas notas, é preciso que o mesmo
compreenda o uso do software geogebra ou outro de capacidade similar para efetivar
suas construcoes.

Vamos fazer como Euclides, onde as grandezas sao medidas com niimeros reais.
A distancia entre dois pontos estd relacionada com a medida do comprimento do
segmento delimitado pelos pontos extremos e o angulo é a medida associada a
uma abertura entre duas semirretas de mesma origem. Em nosso estudo usaremos
algumas das proposicoes, defini¢oes e teoremas basicos sem demonstra-los para que
as construcoes tornem-se mais faceis, a leitura deste trabalho menos cansativa,
porém as mesmas podem ser consultadas em livros de geometria onde estao

demonstradas com todos os detalhes e rigor necessarios.



Capitulo 1. Construgoes geométricas 1.1. Pontos, retas e circunferéncias

O leitor perceberd que com régua e compasso é possivel a construcao. As
retas podem ser construidas a partir de dois pontos e uma circunferéncia pode ser
construida dado o seu centro e outro ponto por onde ela passa.

Sabemos que para os antigos gregos a régua nao tinha propriedades métricas
e o compasso era de pontas caidas isto é, nao fixa o raio quando a ponta que
estd sobre o centro se move. Um compasso assim nao pode ser utilizado para
transpor comprimentos. Nas construcoes apresentadas consideraremos um compasso
de pontas fixas (o compasso mantém o raio se deslocarmos a ponta de um centro
para outro) criando por isso a possibilidade de transportar comprimentos. As figuras
que aparecem neste trabalho foram feitas utilizando um programa de Geometria
Dinamica chamado de geogebra, que as torna mais claras e precisas. Ha um
conjunto de construgoes béasicas (como por exemplo, encontrar o ponto médio de
um segmento ou tragar a perpendicular a uma reta que passa por um ponto) que
estao predefinidas nos programas de geometria dinamica, porém nos indicaremos as
construcoes basicas que serao feitas aqui. Ao usar o software, indicamos os passos

indicados na construcao de cada figura, facilitando a sua aplicacao e construgao.

1.1 Pontos, retas e circunferéncias

Para deixar o trabalho mais completo apresentamos aqui alguns resultados

bésicos da geometria Euclidiana.

Definicao 1 A mediatriz de um segmento de reta € a reta perpendicular a esse

segmento que contém o seu ponto médio.

Definicao 2 Um lugar geométrico é um conjunto formado por todos os pontos
que tem uma propriedade comum. Fssa propriedade € a caracteristica do lugar

geométrico.
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Proposicao 1 A mediatriz de um segmento € o lugar geométrico dos pontos

equidistantes dos extremos deste segmento.

Prova. Suponha que P é um ponto equidistante dos extremos A e B e que M ¢
o ponto médio do segmento [AB]. Veja Figura [L1 Entao pelo caso (LLL) vemos
que os triangulos AAMP e ABMP sao congruentes, entao os angulos ZAMP e
/BMP tém a mesma amplitude. Como sao suplementares e adjacentes cada um
deles é um angulo reto. Deste modo PM é perpendicular a [AB] e como M é o ponto
médio do segmento temos que W/f é a mediatriz de [AB]. Reciprocamente se P é
um ponto da mediatriz do segmento [AB] entdo LZAMP e ZBMP sao retos. Por
outro critério de congruéncia de triangulos (LAL) os triangulos AAMP e ABMP
sao congruentes. Logo dist(A; P) = dist(P; B). |

A construcao deste lugar geométrico atende ao fato de que qualquer ponto que
esteja a uma mesma distancia k de A e de B é um ponto da intersecao de duas

circunferéncias com o mesmo raio k e centros, uma em A e outra em B.

Mediatriz do Segmento AB

Figura 1.1: Mediatriz como lugar geométrico

Exemplo 1 Construcao da mediatriz de um segmento.

Solugao: Dado um segmento, de extremos P e @, tracemos a mediatriz deste

segmento. Acompanhe a construcao na Figura
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1. Vamos construir uma circunferéncia de centro P e raio x cuja medida é maior
que [PQ]/2;

2. Depois construimos outra circunferéncia de centro Q e raio x ;

3. Estas circunferéncias se intersectam nos pontos C e D;

4. Agora trace a reta b que passa pelos pontos C e D. Esta intersecta o segmento
PQ num ponto M;

5. Ja que os pontos C e D sao equidistantes de P e @) segue da Proposicao [l que a

reta b ¢ a mediatriz do segmento PQ. |

Figura 1.2: Construcao da mediatriz

Definicao 3 A circunferéncia circunscrita em um tridingulo € a circunferéncia que

contém os trés vértices deste triangulo.
Exemplo 2 Construcao da circunferéncia circunscrita em um triangulo.

Solugao: Seja AABC um triangulo.
1. Trace as mediatrizes de dois lados do triangulo, por exemplo, [AB] e [BC].
2. Marque o ponto O, ponto de intersecao das duas mediatrizes.

3. Trace a circunferéncia de centro O e que passe por A. Veja Figura [L.3
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Figura 1.3: Circunferéncia circunscrita em um triangulo

A circunferéncia construida contém os trés vértices do triangulo, pois sendo O um
ponto da mediatriz de [AB] tem-se que OA = OB, logo B pertence a circunferéncia
de centro O e raio OA. Da mesma forma OB = OC'logo C pertence a circunferéncia
de centro O e raio OA. Assim, como OA = OC', o ponto O pertence a mediatriz de

[AC]. Portanto as mediatrizes do triangulo concorrem no ponto O. |

Definicao 4 O ponto de encontro das mediatrizes dos lados de um tridngulo €

chamado o circuncentro deste triangulo.

Definicao 5 A bissetriz do angulo ZAOB € a semirreta O_}>’, que divide o dngulo

em dois dngulos adjacentes e com a mesma amplitude ZAOP = ZPOB.

Proposicao 2 A bissetriz de um dngulo € o lugar geométrico dos pontos

equidistantes dos lados do dngulo.

Prova. Seja ZPO(@) um angulo. Suponha que K é um ponto da bissetriz do ZPOQ)

e sejam 7 e s retas que passem por K, perpendiculares a OP e OQ respectivamente.
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Veja Figura[[41Se A é o ponto de interseciao de 7 e OP e B é o ponto de intersecio
de s e OQ, pelo caso (LAA) segue que AAOK e ABOK sio congruentes. Dai
AK = KB de modo que K estd no lugar geométrico dos pontos equidistantes dos
lados de ZPOQ. Reciprocamente, se dist(K, OP) = dist(K,0Q) tomando A € OP
e B € 0Q tais que dist(K,OP) = KA e dist(K,0Q) = KB temos que AAOK
e ABOK sao triangulos retangulos com hipotenusa e um cateto iguais, logo sao

congruentes. Logo
/POK = ZAOK = /BOK = ZQOK

o que garante que K pertence a bissetriz de ZPOQ). [
Exemplo 3 Construcao da bissetriz de um dngulo.

Solugao: Seja ZPO@ um angulo de vértice O e de lados Oj e (ﬁ Acompanhe
a construcao na Figura [[L4]
1. Marque um ponto A na semirreta O? e o ponto B na semirreta @ de forma a
que OA = OB,
2. Trace a perpendicular r ao lado O? que passe por A;
3. Trace a perpendicular s ao lado Oﬁ que passe por B;
4. Marque o ponto K, ponto de intersecao das perpendiculares;
5. A semirreta (7)( é a bissetriz de ZPOQ.
A justificativa desta afirmacao é dada através da congruéncia dos triangulos

retangulos AKAO e AKBO de hipotenusa OK e catetos OA = OB. |

Definicao 6 O Incentro de um tridngulo AABC € o ponto comum das bissetrizes

dos dangulos internos do triangulo.

A prova da existéncia do Incentro de um tridngulo é feita na construgao seguinte.

Uma circunferéncia inscrita num triangulo é a circunferéncia cujo centro P é o
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Figura 1.4: Bissetriz de um angulo

incentro deste triangulo e o raio r é a distancia comum do incentro aos lados deste

triangulo.
Exemplo 4 Construcao da circunferéncia inscrita num tridngulo.

Solugao: Considere um triangulo AABC. Veja Figura[L3l
1. Trace as bissetrizes de dois dos angulos internos do triangulo, por exemplo,
/BCAe /BAC.
2. Marque o ponto I, ponto comum destas bissetrizes.
3. Trace uma perpendicular por I a um dos lados do tridngulo, por exemplo, [AC].
4. Marque o ponto P, ponto de intersegao da perpendicular com [AC].
5. Trace a circunferéncia de centro I e que contem P.
Vejamos que esta é a circunferéncia inscrita em AABC. Ja que o ponto I pertence

as bissetrizes dos angulos ZACB e Z/BAC' tem-se que:

dist(I; AB) = dist(I; BC) = dist(I; AC) = IP,

Ou seja, I estd a mesma distancia dos lados do triangulo. Além disso, como
dist(1; BC) = dist(I; AB), o ponto I também pertence a bissetriz do angulo ZABC,

0 que garante a existéncia do incentro. [ ]
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Figura 1.5: Incentro de um triangulo

1.1.1 Circunferéncia e retas tangentes

Definicao 7 Dizemos que uma reta r € tangente a uma circunferéncia I' em P
quando P € o 1unico ponto na intersecao de r e I'. Quando hd dois pontos na
intersecao de I' e r dizemos que a reta € secante a circunferéncia. Se nao hd pontos

em comum, dizemos que a reta € exterior a circunferéncia.

Definicao 8 Um dngulo diz-se inscrito numa circunferéncia se o vértice € um ponto
da circunferéncia e cada um dos seus lados intersecta a circunferéncia num sequndo

ponto diferente do vértice.

Uma demonstracao para os resultados a seguir pode ser encontrada em [12].

L, .

Teorema 1 A amplitude de um dngulo inscrito numa circunferéncia € igual a

metade da amplitude do arco por ele subtendido.
A Figura [LTTlilustra este resultado.

Proposicao 3 Uma reta t € tangente a uma circunferéncia C(O;r) num ponto P,

com P € C, se e somente se, as retas W e t sio perpendiculares e W Nnt=~P.

Exemplo 5 Construcao da reta tangente a uma circunferéncia num ponto dado.

10
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Arco Capaz é metade do Angulo Central

B

Figura 1.6: Arco capaz

Solucao: Considere uma circunferéncia C'(O;r) de centro O e raio r e um ponto
P de C.
1. Trace um raio [OP].

2. Trace uma perpendicular a [OP] que passe por P, como mostra a Figura [[.7l

Reta tangente a uma circunferéncia

Figura 1.7: Reta tangente a uma circunferéncia

Pela Proposicao Bl temos que esta reta é tangete a C(O;r) em P. [ |

Exemplo 6 Construcao de retas tangentes a uma circunferéncia por um ponto

exterior a circunferéncia.

11
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Solugao: Sejam C(O;r) uma circunferéncia e P um ponto externo a C(O;r), como
na Figura [L.8

1. Trace o segmento [OP].

2. Marque o ponto médio M do segmento[OP].

3. Trace uma circunferéncia de centro M e que passa por P.

4. Marque os pontos de interseccao das duas circunferéncias, 77 e T5. Os angulos

/PT0 e ZPT50 sao angulos retos pelo Teorema, [I1

5. Trace as retas ﬁl e Wg

Figura 1.8: Retas tangentes por um ponto exterior a circunferéncia

Estas retas sdo tangentes a circunferéncia C'(O;r) pois sao perpendiculares aos

raios [OT7] e [OTs] nos pontos T; e Ty respectivamente. n

Exemplo 7 Constru¢ao de uma circunferéncia tangente a uma reta num ponto

dado e que passe por um outro ponto exterior a reta.

Solugao: Sejam r uma reta e P um ponto exterior a reta. Seja ainda 7" um ponto
de r. Queremos determinar uma circunferéncia C' que seja tangente a r em T e que
passe por P. Pela Proposicao [Bl sabemos que r deve ser perpendicular ao raio OT

e assim o centro da circunferéncia procurada, O, esta sobre a reta perpendicular a

12
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«

: : N

Figura 1.9: Circunferéncia tangente a uma reta a um ponto exterior

reta r que contém o ponto 7'. Por outro lado, a distancia de 7" e de P ao centro da

circunferéncia tem de ser igual, ou seja,
dist(O; P) = dist(O,T).

Pela Proposicao [l sabemos que O deve pertencer a mediatriz do segmento [TP].
Entao vamos a construcao.

1. Trace a reta s perpendicular a reta r que passe por 7.

2. Trace a mediatriz, m, do segmento [T P].

3. Marque o ponto O, ponto de interseccao das retas s e m.

4. Trace a circunferéncia de centro O e que passe por T.

Esta é a circunferéncia procurada. [ ]

Proposicao 4 Os centros de duas circunferéncias tangentes e o ponto de tangéncia

sa0 colineares.

Prova. Sejam O; e O, os centros das circunferéncias tangentes no ponto 7' e seja

t a reta tangente em T a ambas as circunferéncias. Entao OT 1t e O;T 1t donde

13
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O, T e Oy sao pontos da reta perpendicular a ¢ que passa por 1. Logo os pontos

01,05 e T sao colineares. ]

Exemplo 8 Construcao de uma circunferéncia tangente em um ponto dado de uma

circunferéncia e que passe por um determinado ponto exterior a circunferéncia.

Solugao: Sejam C(O;r) uma circunferéncia e 7" um ponto de C. Seja ainda P
um ponto exterior a C. Pela proposicao anterior os pontos O, T e o centro da
circunferéncia a construir sao colineares. Por outro lado, o centro da circunferéncia
solugao estd a mesma distancia de T' e de P entao pertence a mediatriz do segmento
[TP]. Assim vemos que sO existe solugdo quando as retas m e O<—1: sao concorrentes.
neste caso, vamos a construcaoque pode ser vista na figura 1.9.

1. Trace a reta que contém os pontos O e T.

2. Trace a mediatriz do segmento [T P].

3. Marque o ponto A de intersecao da reta <O—1: e da mediatriz. (Se forem paralelas
nao ha solugao).

4. Trace a circunferéncia S de centro em A e que passa por P.

Figura 1.10: Circunferéncia tangente a uma circunferéncia e a um ponto exterior

14
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O ponto A por pertencer a mediatriz de [PT], ou seja, estd a mesma distancia
de T e de P portanto T pertence a S. Mas como O, T e A sao colineraes e

[OT] 4 [T'A] = [OA] as circunferéncias sao tangentes em 7. n
Exemplo 9 Construcao de tangentes comuns a duas circunferéncias.

Solucao: Sejam C(O;r) e C'(O';r') duas circunferéncias dadas, com r # 1/, como
na Figura [L11l

1. Trace a reta a que contém os centros das circunferéncias;

2. Trace uma reta b que passe pelo centro de c esta intersecta a cincunferéncia c em
dois pontos A e B;

3. Trace uma reta ¢ paralela a reta b que passe por O, estid reta intersecta a
circunferéncia ¢’ em dois pontos C e D;

4. Trace uma reta d que passe por [CD| ou [AB] e esta intersecta a reta a no ponto
Hy;

5. Por H; determine os pontos médios de OH; e O'Hy, N e M respectivamente;

6. Agora construa a circunferéncia com centro em M e que passe por Hi, esta
intersecta a circunferéncia ¢’ nos ponto 717 e 7T5;

7. Agora construa a circunferéncia com centro em N e que passe por Hi, esta
intersecta a circunferéncia ¢ nos ponto 73 e Ty;

8. Assim por 717 e Ty passa uma reta tangente as circunferéncias c e ¢’ analogamente
por 15 e T3 passa a outra reta tangente.

9. De forma analoga encontramos H, com sendo a interse¢do [AD| com a reta a ou
[BC| com a reta a;

10. Agora calculamos o ponto médio de Hs e O como também H, e O’ encontramos
os pontos E e F, tragcamos circunferéncias com centro nestes pontos E e F que passem
por H,. Estas circunferéncias intersectam ¢ e ¢ em quatro pontos S, Sa, S3 e Sy;
11. Assim, por S; e S; passa uma reta tangente as circunferéncias ¢ e .

Analogamente por S, e S3 passa a outra reta tangente. Estas retas sao
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Capitulo 1. Construgoes geométricas 1.1. Pontos, retas e circunferéncias

obrigatoriamente tangentes a outra circunferéncia ja que os raios definidos pelos
pontos de tangéncia sao transformados em raios paralelos na outra circunferéncia.
Entao os raios transformados também sao perpendiculares as retas, sendo estas, por

isso também tangentes a outra circunferéncia. ]

Figura 1.11: Retas tangentes a duas circunferéncias

1.1.2 Meédia geométrica ou proporcional

Definicao 9 A média geométrica de dois segmentos de comprimentos p e q dados

¢ um segmento de comprimento x tal que x> = p.q.
Exemplo 10 Construcao da média proporcional.

Solugao: 1. Construa o segmento BC de tamanho q;
2. Construa o segmento DC de tamanho p com D € BC;

. Determine o ponto médio k de BC;

3

4. Determine uma circunferéncia de centro K e raio K B;

5. Construa uma reta r perpendicular a BC passando por D;
6

Agora construa o segmento GC onde G & o ponto de intersecio de r com a
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circunferéncia.

Uma vez que GD é uma altura do ABCG temos que:

CG’ =DC.BC = pq

e temos CG a média geométrica de BC e DC. [ ]

Média Geométrica

Figura 1.12: Média Geométrica

1.2 Geometria inversiva

A Geometria Inversiva teve seu desenvolvimento num periodo bastante recente
em relacao a todo o desenvolvimento da Matematica, que é milenar. Data-se do
século XIX, e tem como responsavel Jacob Steiner (1796-1863). O seu trabalho
serviu para solucionar problemas que até entao eram impossiveis ser resolvidos
pela Geometria Euclidiana, dentre estes estd o famoso problema de Apolénio que
consiste em tragar circunferéncias tangentes a outras trés circunferéncias dadas.
Outros problemas de geometria euclidiana puderam ser demonstrados de forma mais
simplificada, como é caso do teorema de Ptolomeu ( O teorema de Ptolomeu afirma

que o produto das diagonais de um quadrilatero convexo inscrito numa circunferéncia
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é igual & soma dos produtos dos lados opostos).
Para dar inicio ao estudo da geometria inversiva, vamos primeiramente definir o

inverso de um ponto em relagao a uma circunferéncia de centro O e raio r arbitrario.

Defini¢ao 10 Seja C(O;r) um circulo de raio r e centro O. A # O um ponto no

<
plano. Um ponto A’ €OA diz-se o inverso de A relativamente a C quando

OAOA =2

Observagao: A é o inverso de A’ relativamente a C' se, e somente se, A’ é inverso de
A relativamente a C.

Seja C'(O;r) um circulo de raio r e centro O. A aplicagdo que aplica cada ponto
P do plano no seu inverso em relacao a C é dita inversao com respeito a C. O ponto
O é o polo ou centro de Inversao, o circulo C o circulo de inversao e r a poténcia
de Inversao.

Atendendo a definicao e a observacao feita acima, a inversao é entao uma bijecao
de pontos (diferentes de O) do plano euclidiano nele proprio. Também é claro da
definicao que a distancia do polo de inversao, que é O, a um ponto é inversamente
proporcional a distancia do seu inverso a O. E usual definir uma extensdo desta
aplicacao a todos os pontos incluindo O mantendo a propriedade de que quanto
mais proximo um ponto de encontra de O mais afastado esta do seu inverso. Assim
acrescenta-se ao plano um ponto, oo, e convenciona-se que o inverso do polo O
é 00, (O = 00) e o0 = O. As propriedades da inversio vao ser utilizadas nas
justificativas de todas as construcoes apresentadas aqui e vao facilitar a solugao de

alguns problemas geométricos.

Proposicao 5 Sejam C(O;r) um circulo e Wy, Wy dois circulos ortogonais a C e

tais que W1 (\We = {P, P'}. Entao P e P’ sao inversos em relagao a C. (P e P’
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nao sao pontos de C.)

Prova. Suponha que o ponto P’ é um ponto da semirreta (ﬁ Como Wy, W5 sao

ortogonais a C entao temos:
Pot(O; Wy) = Pot(O; Ws) = r?

ou seja

OP.OP" =r?,

e assim para mostrar que P e P’ sao inversos em relagao a C resta provar que
O, P e P’ sdao alinhados. Suponha que nio, ou seja que OP(\ W, = {P,Q'} e
que OPO\Wy = {P,Q"} com Q' # Q", entaio OP.OQ' = r* e OP.OQ" = r? ,
OP.OQ" = OP.0OQ" , Q" = Q" o que é absurdo, uma vez que Wy (Wy = {P, P'},
logo Q' = Q" = P'. [ ]

Exemplo 11 Construcao do inverso de um ponto P em relacdao a um circulo.

Solugao: Para construir o inverso de um ponto P em relacao a um circulo C'(O;r)
basta tracar dois circulos ortogonais a C que passem por P e marcar o outro ponto
de intersecao,

Pot(P; Z,) = AP* — 2

e como AP = OP entéo
Pot(P; Zy) = or’ —r2

Por outro lado, Pot(P;Z;) = OP.P'P. Logo, OP° — 12 = OP.PP , oP —
OP.PP'=7% OP: (OP = PP')=1r% OP.OP’ = 2. Entao P’ é o inverso de P. m

Proposicao 6 Sejam C(O;r) um circulo e [AB] um didmetro perpendicular a (ﬁ,
sendo P um ponto do exterior de C. Seja ainda QQ = [AP](\C entdo o inverso de

P com relagao a C € o ponto de intersegao da segmento [BQ| com a semirreta O?
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Figura 1.13: O inverso de um ponto P em relagdo a um circulo

Prova. Os triangulos AOBP’ e AOPA sao semelhantes (ja que sao triangulos
retangulos e ZP = /B). Entao:

S
Sy

= = OP.OP'=OB.OA =r?

NS
o
N

logo P’ é o inverso de P. ]

A proposicao seguinte permite ver que a inversao tem um carater diferente das

Figura 1.14: O inverso de um ponto P em relagdo a um circulo
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tranformacoes usuais, nomeadamente as isometrias, pois pode alterar o aspecto
das figuras, ja que pode transformar retas em circunferéncias e vice-versa. Desta
caracteristica pode-se tirar partido para resolver problemas geométricos, tratando

os inversos dos objetos e voltando a inverter.

Proposicao 7 Sejam C(O;r) e Cy(Oy;r) duas circunferéncias e s uma reta.
Considere a inversao de polo O, entao:

1. a inversa de s € a proria reta se o centro O € s e € um circulo passando por O
se O & s;

2. a inversa de Cy € uma reta se O € Cy e € um circulo se O ¢ C4.

Prova. 1. ¢ Se O € s

Seja P # O um ponto qualquer da reta s pelo que ja foi dito anterimente o ponto
inverso P’ pertencem a reta O<—Z5 Ou seja os inversos de todos os pontos de s sao
pontos da reta O<—f)’ ou seja na reta s. Entao a inversa da reta é a propria reta (com
a convencao de O’ = oo e 00’ = O)

eSe 0 ¢s:

Seja X o pé da perpendicular tracada de O a s’ e seja P um ponto qualquer de s'.

Sejam X’ e P’ os inversos de X e P respectivamente.

Os triangulos AOX P e AOX'P’ sao semelhantes. O angulo ZOP'X’ é um angulo

Figura 1.15: O inverso de uma reta s’ em relacao a um circulo

reto, e P’ pertence a circunferéncia D de diametro [OX’]. Assim a circunferéncia D
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Figura 1.16: O inverso de um circulo em relagao a um circulo

é a imagem inversa de s uma vez que a imagem de qualquer ponto de s pertence a

D. Seréa facil de ver que ' = D.

2. e Se O € (] entao, atendendo ao item anterior e ao fato de o inverso do
inverso é o proprio ponto, tem-se que a inversa de C; é uma reta perpendicular ao
diametro de C'; que contém o ponto O.

e Se O nao pertence a (', sejam P um ponto de C e Q) = OT>DﬂCl. Sejam ainda

P’ e Q" os seus inversos. Entao
s s
OP.OP = 00.0Q0 = 1> ¢ OP.OO = Pot(0;Cy) = p

portanto pode-se reescrever as igualdades acima:

O—)P/_TQ_O—Q),

oG pr 0P

o que mostra que P’ e a imagem de Q e Q’ é a imagem de P pela homotetia de centro

O e razao %. Entao pelas propriedades das homotetias (circulos sao transformados
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em circulos) a imagem de C; é um circulo. ]

Convém chamar a atencao que a homotetia nao coincide com a transformacao
inversa (basta ver que a imagem de P é num caso P’ e noutro Q’). Também o
centro de (| nao pode ser a imagem de O; pela inversao contrariamente ao que
acontece na homotetia. Veja-se agora mais algumas propriedades da inversao que
serao particularmente titeis na anéalise das solu¢oes do Problema de Apolénio quando

resolvido através desta transformacao.

Proposicao 8 Seja C(O;r) um circulo. Para além de C as inicas circunferéncias

que ficam invariantes por inversao do polo O sao as que cortam C' ortogonalmente.

Prova. Seja C1(Oq;r;) uma circunferéncia diferente de C. Para que C; = C] a

¥

homotetia referida no ponto anterior tera razao 1. Entao % =lousejar?=pe

portanto Pot(O; Cy) = r? logo C e C} sdo ortogonais. |

Proposicao 9 Sejam C(O;r) uma circunferéncia e r e s duas retas que se
interseptam em um ponto P. Entdo as imagens de r e de s, v’ e s, interseptam-se

no inverso P’ de P fazendo um dngulo igual ao das retas r e s.

Prova. Suponha que P # O e que 7 e s nao passam por O. Ja foi visto que as
inversas de r e de s, 1’ e s’ respectivamente, sao circunferéncias que passam por O.
Veja Figura 1.17. As tangentes ar’ e a s’ em O, t; e ty, sdo paralelas respectivamente
areas. Entdo o angulo entre v’ e s’ é definido como o angulo entre as retas ¢; e
to que é igual ao angulo entre as retas r e s. ]

O angulo entre duas circunferéncias é o menor dos angulos entre as duas tangentes
num dos pontos de intersecao. Entao a reciproca do teorema acima também é
verdadeira. Como consequéncia direta desta proposicao e para finalizar esta se¢ao

veja uma propriedade que mostra que a inversao mantém a tangéncia entre reta
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Figura 1.17: O angulo entre duas retas permanece apés inversao das mesmas

e circunferéncia, propriedade esta que serd usada na resolucao dos Problemas de

Apolénio.

Proposicao 10 Sejam C(O;r) e W(A;s) duas circunferéncias e r uma reta

tangente a W num ponto P, entao a imagem v’ de r é tangente a W', imagem

de W, em P’.

Figura 1.18: O ponto de intersecao entre uma retas e um circulo permanece apos
inversao dos mesmos
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Capitulo 2

Os Problemas de Apolénio

O problema de tangéncias de Apolonio tem um enunciado simples e de
facil compreensao mas a sua solucao nem sempre é evidente. Tradicionalmente
o problema divide-se em dez casos, fruto das combinacoes da natureza dos
objetos: pontos, retas ou circunferéncias. Atualmente quando se fala dos
problemas de Apolonio estamos se referindo ao que consideramos tltimo caso, (trés
circunferéncias), é porque este caso engloba todos os outros; considerar (como o fez
Gregonne) os pontos, circunferéncias de raio nulo, e as retas, circunferéncias de raio
infinito. Para nao criar dividas neste trabalho as circunferéncias tém raio finito
e diferente de zero. Como ja referimos o conhecimento deste problema deve-se a
Pappus que o inclui na sua obra Colecao Matemaética com o seguinte enunciado:
Dadas trés coisas, cada uma delas pode ser um ponto (P), uma reta (R) ou uma
circunferéncia (C), tragar uma circunferéncia que devera passar pelos pontos (no
caso de serem dados pontos) e ser tangente a cada uma das linhas dadas.

As dez combinagoes das coisas consoante a sua natureza sao formalizadas a

seguir.
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2.1 PPP

Problema 1 (PPP) Vamos construir uma circunferéncia tangente a trés pontos

dados.

Observacao 1 Neste caso a solu¢ao so € possivel se os trés pontos nao estiverem,

alinhados.
Exemplo 12 Constru¢ao: (PPP)

Solugao: Veja Figura 211

1. Vamos construir trés pontos quaisquer A,B e C, nao alinhados;

2. Agora ligamos os trés pontos fazendo um triangulo;

3. Determinamos os pontos médios dos segmentos M,N e W;

4. Tracamos as perpendicular aos segmentos passando pelos pontos médios estas
retas se encontram em um ponto K este ponto é o encontro das mediatriz conhecido
como circuncentro ja definido anteriomente.

5. A existéncia deste ponto K é assegurada, pois as perpendiculares a [AB] e a [AC]
nao sao paralelas. Se o fossem [AB| e [AC| também o seriam e portanto os trés
pontos seriam colineares o que contrariava a hipotese. O ponto K em relacao ao
triangulo AABC' ou esté no interior ou esta no exterior ou sobre um dos segmentos.
6. Consideremos o ponto no interior do triangulo

7. Agora construiremos uma circunferéncia de centro K e que passe por A C(K; K A)
8. Desta forma encontramos a cirnunferéncia desejada que passa pelos pontos A, B

e C. n
Exemplo 13 Construg¢ao: (PPP) Através da geometria inversiva

Solugao: Veja Figura 2.2.

1. Vamos construir trés pontos quaisquer A,B e C, nao alinhados;
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Figura 2.1: Solugao (PPP) Circunferéncia tangente a trés pontos dados

2. Vamos construir uma circunferéncia com centro em A que passe por B C(A; AB);
3. Devemos encontrar o inverso de C em relagao a circunferéncia construida de centro
A assim encontramos C’;

4. Agora tracamos uma reta que passe por B e C’ uma reta a;

5. Assim quando construirmos a inversa da reta a em relagdo a circunferéncia de
centro A e raio AB, C(A; AB)

6. Desta forma encontramos a circunferéncia desejada que passa pelos pontos A, B

e C. n

Figura 2.2: Solugao (PPP) Circunferéncia tangente a trés pontos dados
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2.2 RRR

Problema 2 (RRR) Vamos construir as circunferéncias tangentes a trés retas

dadas.

Observacao 2 No caso das retas serem paralelas ou serem concorrentes num
mesmo ponto obviamente nao hd solucao. Se as retas forem concorrentes duas a duas
uma das situagoes a considerar aparece como proposicao nos Elementos de Fuclides
Dado um tridngulo construir um circulo, que, na linguagem atual, se pode enunciar
como dado um triangulo construir uma circunferéncia inscrita. Basta, neste caso,
considerar entao o tridngulo definido pelos pontos de intersecao das retas dadas e
construir a circunferéncia circunscrita. No entanto, esta nao € a unica solugao.
As outras solucoes sao encontradas através das bissetrizes externas dos dngulos do
tridngulo, a situacao que falta considerar € a de duas das retas serem paralelas e
a terceira ser secante as duas. A ideia da construcao das solucoes é a mesma,
i.e., encontrar os pontos cuja distincia a cada uma das retas dadas seja a mesma

comegando por encontrar para cada par de retas.
Exemplo 14 Construg¢io: (RRR) Trés retas concorrentes duas a duas.

Solucgao: Veja Figura 2.3.

1. Tomamos trés retas concorrentes duas a duas cuja intersecao sao os pontos A, B
e C formando um triangulo AABC,

2. Agora construimos as bissetrizes internas do AABC' encontrando o ponto k como
centro das bissetrizes, conhecido como incentro do triangulo AABC;

3. Depois tracemos uma perpendicular a um dos segmentos que passe por K, assim
encontramos o ponto de intersecao entre esta reta e o segmento neste caso o ponto
D;

4. Vamos construir uma circunferéncia de centro K que passe por D, W (K; KD);

5. De forma analoga vamos construir as bissetrizes externas encontrando um ponto
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de intersecao neste caso o ponto G;

6. Agora vamos tracamos uma perpendicular ao segmento BC que passe por G,
encontramos um ponto de intersecao entre esta reta e o segmento BC o ponto H;
7. Restanos construir uma circunferéncia de centro G e que passe por H, W'(G; GH).

De forma analoga encontramos as outras duas circunferéncias. [ ]

Figura 2.3: Solugao (RRR) Circunferéncia tangente as retas concorrentes duas a
duas

Exemplo 15 Construg¢io: (RRR) Através da geometria inversiva

Solugao: Veja Figura 2.4.

1. Tomamos trés retas concorrentes duas a duas cuja intersecao sao os pontos A, B
e C formando um triangulo AABC

2. Agora construimos as bissetrizes internas do AABC' encontrando o ponto K como
encontro das bissetrizes, conhecido como incentro do triangulo AABC.

3. Depois tracemos uma perpendiculares a reta c que passe por K, assim encontramos
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o ponto E de intersecao entre estas retas

4. Agora vamos construir uma circunferéncia com centro no pontos E de raios
qualquer; agora construimos as inversas das retas a e b que nao contém o centro
das circunferéncias de centro E G(E; EG) assim encontramos as inversas a’ e b’ em
relacio a circunferéncia G(E; EG);

5. Vamos tracar as tangentes em relagao as circunferéncias a’ e b’ construindo as
retas I e j

6. Agora vamos tracar a inversa da reta I em relacio a circunferéncia G(E; EG)

7. Assim obtemos a circunferéncia 1’ circunferéncia inscrita no triangulo AABC.

8. Agora tracamos as bissetrizes externas, onde M é o ponto de encontro destas

~

Figura 2.4: Circunferéncia tangente as retas concorrentes

bissetrizes, assim tracamos uma perpendicular a reta ¢ passando por M, maramos o
ponto N de intersecao entre as retas c e a perpendicular p;
9. Tracamos uma circunferéncia de centro N e raio qualquer, depos calculamos as

inversas das retas a e b encontrando as circunferéncias o’ e O/ agora tracamos as
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retas tangentes a estas duas circunferéncias encontrando as retas r e s resta agora
inverter a reta r em relacio a circunferéncia Q(N; NQ)

10. Assim construimos a inversa desta reta r encotrando a circunferéncia desejado
tangente as retas a, b, e c.

De forma analoga encontramos as outras duas circunferéncias, como se vé na Figura

2.5. []

Figura 2.5: Solucao (RRR) Circunferéncia tangente a retas concorrentes duas a duas

Exemplo 16 Construcio: (RRR) Duas retas paralelas e uma reta secante.

Solucgao: Veja Figura 2.6.

1. Sejam a e b duas retas paralelas e ¢ uma reta secante;

2. Trace as bissetrizes ZABC e Z/BCD, o encontro destas bissetrizes e ponto G,
agora trace uma perpendicular a reta a passando por G, obtendo o ponto I como a
intersecao da perpendicular com a reta a;

3. Agora vamos construir uma circunferéncia de centro G que passe por I K(G, G1);

4. Portanto a circunferéncia construida sera tangente as trés retas dadas.
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5. Agora de forma anloga construimos a circunferéncia W de centro G, W (H, H.J).

Figura 2.6: Solucao (RRR) Circunferéncia tangente a duas retas paralelas e uma
transversal

Exemplo 17 Constru¢io: (RRR) Através da geometria inversiva

Solugao: Veja Figura 2.7.

1. Sejam a e b duas retas paralelas e ¢ uma reta secante;

2. Trace as bissetrizes ZADC e ZECD, o encontro destas bissetrizes e ponto G,
agora trace uma perpendicular a reta ¢ passando por G, obtendo o ponto F como a
intersecao da perpendicular com reta c;

3. Agora vamos construir uma circunferéncia de centro F e raio qualquer, calculamos
as inversas das retas a e b encontramos as circunferéncias o’ e b assim quando
tracamos as retas tangentes a estas circunferéncias encontramos trés retas ¢, h e j.
Sendo a reta j paralel as retas a e b.

4. Portanto a inversio da reta i em relacio a circunferéncia W(F, HF) é a

circunferéncia desejada i’, ou seja a circunferéncia tangente as trés retas dadas.

5. Agora de forma analoga construimos a circunferéncia p de centro K e raio

32



Capitulo 2. Os Problemas de Apoldénio 2.3. PPR

qualquer p(K, K'L) calculamos as inversas e encontramos as retas tangetes, e depois

encontramos a inversa da reta ¢, logo achamos a outra circunferéncia procurada.

Figura 2.7: Solucao (RRR) Circunferéncia tangente a duas retas paralelas e uma
transversal

2.3 PPR

Problema 3 (PPR) Construir as circunferéncias que passem por dois pontos dados

e sejam tangentes a uma dada reta.

Observacao 3 Neste terceiro caso também pode nao haver solugoes se ambos 0s
pontos pertencem a reta ou se cada um estd situado em semi-planos diferentes,
ou ainda quando uma reta definidos por estes dois pontos formem uma reta
perpendicular com a reta dada, nao existe nenhuma circunferéncia que possa

satisfazer os requisitos exigidos. A situacdo que se analisa € a que considera que
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0s dois pontos sao exteriores a reta e definem uma reta concorrente com a dada.

Considere entao uma reta e dois pontos que nao pertencam a reta e tais que a reta
definida pelos pontos seja secante a reta dada. A ideia base da construgao assenta
nas propriedades do eiro radical de duas circunferéncias e portanto de poténcia de
um ponto jd que se houver mais do que uma solucao elas tem que obrigatoriamente

<
interceptarem em A e em B e a reta AB € o eizo radical das circunferéncias solugao.

Exemplo 18 Construgao: (PPR)

Solucgao:

1. Sao dados uma reta a e dois pontos C e D que nao pertencem a reta. Além disso
a reta 1<4_>B e concorrente com a reta C<’_>D onde E é o ponto de encontro entre as retas
a e b; 2. Agora trace a circunferéncia W (F; EF), agora trace uma perpendicular a
reta b passando pelo ponto C, esta intercepta a circunferéncia W no ponto G;

3. Vamos construir uma circunferéncia de centro E raio [EG] W/(E, EG), esta
intercepta a reta a no ponto I e J;

4. Agora tracamos a mediatriz do segmento C'D e do segmento JD encontramos
assim o ponto K;

5. Portanto para concluirmos, tomamos o ponto K como centro da circunferéncia
de raio [KD], esta é uma das circunferéncias procuradas.

Anéalogamente construiremos outra circunferéncia com os pontos I, C e D como

mostra a figura.

As circunferéncias C e C5 sao de fato as tnicas solugoes. Se se considerar uma
outra circunferéncia que contenha os pontos C e D e seja tangente a uma reta a nos

pontos I e J tal que I # E # J chega-se a um absurdo. Uma vez que a poténcia de

E com relacao a esta circunferéncia seria também EC.ED = EG” entio j pertencia

a circunferéncia de centro E e raio [FG]. n
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Figura 2.8: Solugao (PPR) Circunferéncia tangente a dois pontos e uma reta

Exemplo 19 Construg¢ao: (PPR) Através da geometria inversiva

Solucao:

1. Sao dados uma reta a e dois pontos C e D que nao pertencem a reta, agora vamos
construir uma Circunferéncia de centro em D que passe por C;

2. Vamos tracar a inversa da reta a em relagao a circunferéncia W(D,CD)
encontrando a circunferéncia a’, agora tracamos as tangentes de a’ que passam por
C encontramos as retas b e d;

3. Portanto quando calculamos as inversas da reta b e d em relagao a circunferéncia
W (D, CD) encontramos as circuferéncias desejadas que passa pelos pontos C e D e

tangente a reta a. [ |

2.4 PPC

Problema 4 (PPC) Construir as circunferéncias que passem por dois pontos e

sejam tangentes a circunferéncia dada.
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|
|
I'b
|
|
|
|
|

Figura 2.9: Solugao (PPR) Circunferéncia tangente a dois pontos e uma reta

Observacao 4 Para resolvermos este problema, devemos considerar ambos os
pontos dados no interior da circunferéncia dada ou ambos no exterior, pois se eles

pertencerem a regioes distintas da circunferéncia nao haverd solugao.
Exemplo 20 Constru¢io(PPC)

Solucao:
1. Dados os pontos C e E e uma circunferéncia de centro A e raio AB, W (A, AB);
<
2. Agora trace uma reta C'E, calculando a sua mediatriz, assim construimos uma
circunferéncia cujo centro pertenca a mediatriz e intercepte a circunferécia W em
dois pontos I e H;
3. Tracando uma reta por estes dois pontos, percebemos que esta reta intersepta a
<
reta a que passa por C'E no ponto j;
<
4. Agora tracamos uma reta que passe por JA centro da circunferéncia W, assim
determinamos o ponto médio do segmento JA, encontrando o ponto K;
5. A partir deste tracamos outra circunferécia de centro K e raio JK a circunferécia
G G(K, JK), esta intersepta a circunferéncia W nos pontos M e L, assim encotramos

os pontos de tangéncia com a circunferéncia W;
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6. Agora vamos tragar uma circunferécia com os pontos C, E e M, tracamos a reta
]\% e calculamos a sua mediatriz, esta intersepta a mediatriz do segmento C'E no
ponto O1, assim encontramos o centro da circunferéncia desejada.

7. De foma anéloga tracamos a circunferécia que passe pelos pontos C, E e L, cujo
centro e O,.

Figura 2.10: Solugao (PPC) Circunferéncia tangente a dois pontos e uma
circunferéncia

Exemplo 21 Construcao:(PPC) Através da geometria inversiva.

Solucao:

1. Dados os pontos C e D e uma circunferéncia ¢ de centro A e raio AB, basta
construirmos uma circunferéncia de centro D e raio C'D;

2. Agora calculamos a inversa da circunferéncia c, tragamos as tangentes do ponto
C a circunferéncia ¢’ encontramos as retas a e b invertendo estas retas encontramos

as circunferéncias desejadas. [ ]
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Figura 2.11: Solugao (PPC) Circunferéncia tangente a dois pontos e uma
circunferéncia

2.5 PRR

Problema 5 (PRR) Construir as circunferéncias que passem por um ponto e sejam

tangentes a duas retas dadas.

Observacao 5 O problema serd obviamente impossivel quando as retas $ao
paralelas e uma das retas separa o ponto da outra. Na situacao que se vai analisar,
as retas sao concorrentes e o ponto € exterior as retas. Existem outras solucoes, no
entanto o centro de uma qualquer solucao estd a mesma distincia das retas, entao
tem que ser um ponto da bissetriz de um dos dngulos formados pelas retas. Claro que
para que haja solucao a bissetriz a considerar terd que ser a do dngulo que contém

0 ponto.
Exemplo 22 Construgao:(PRR)

Solucao:
1. Sao dadas duas retas r e s concorrentes e um ponto P exterior a ambas;
2. Trace a bissetriz b do angulo formado pelas retas r e s e que contém o ponto P, O

centro das circunferéncias tem necessariamente de pertencer a bissetriz e qualquer
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circunferéncia nestas condicoes se for tangente a uma reta também o serd a outra.
3. Construa o simétrico de P, P’ relativamente a b. Qualquer circunferéncia de
centro em b e que passe por P terd obrigatoriamente de passar por P’ O problema
ficou reduzido a construir uma circunferéncia que contenha os pontos P e P’ e seja
tangente a uma das retas que, como ja foi referido, é também tangente a outra reta.
4. Vamos aplica a construcao do caso PPR para os pontos B, B’ e a reta r.
Dadas as retas r e s e ponto B qualquer tracemos a bissetriz da reta que contém o
ponto B, tracemos uma perpendicular a bissetriz passando por B;
5. Marcamos a intersecao deste ponto D, construa uma circunferéncia de centro D e
raio DB obtemos o ponto B’ intersecdo da circunferéncia com a reta perpendicular
a bissetriz encontramos o ponto o ponto E;

—
6. Assim sendo a intersecao das retas BB’ com a reta s, agora tragamos o ponto
médio de BE encontramos o ponto F;
7. Agora tracamos uma circunferécia de centro F e raio FE, vamos tracando
uma perpendicular a EF passando por B’ assim obtemos o ponto G como sendo a
intersecio desta reta e a circunferéncia de centro F e raio FB:;
8. Vamos agora construir outra circunferéncia de centro E e raio EG esté
circunferéncia intersepta a reta s nos pontos H e I desta forma encontramos os
pontos de tangéncia procurado;
9. Assim devemos construir uma circunferéncia que passe pelos pontos I, B e B’.
Basta calcular a mediatriz do segmento B’H este intersepta a bissetriz das retas no
ponto J;
10. Para finalizar construiremos uma circunferéncia de centro J e raio JB,
concluimos assim uma das circunferéncia tangente as duas retas que passa pelo
ponto B.
De forma anéloga construimos a circunferéncia de centro K e raio KB, a outra

circunferéncia procurada.
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Figura 2.12: Solu¢ao (PRR) Circunferéncia tangente a um ponto e duas retas

Exemplo 23 Constru¢io:(PRR) Através da geometria inversiva.

Solucao:

1. Construir as circunferéncias que passem por um ponto e sejam tangentes a duas
retas dadas.

2. Na situacao que se vai analisar as retas a e b sao retas concorrentes e o ponto D
é exterior as retas;

3. Vamos tracar uma reta perpendicular a reta a que passe por D e intersepta a
mesma no ponto E;

4. Assim vamos constuindo uma circunferéncia com centro em D e raio DE agora
tracamos a inversa das retas a e b em relacao a esta circunferéncia;

5. Sendo assim encontramos as circunferéncias a’ e ';

6. Vamos agora tracar as retas tangentes a estas circunferéncias a’ e b’ encontrando

as retas f e g;
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7. Para finalizar vamos inverter as retas f e g em relacao a circunferéncia de centro
D e raio DE portanto encontramos as circunferéncias tangentes as retas a’ e v que

passa pelo ponto D estas sao as circunferéncias f’ e ¢’ como queriamos encontrar. m

Figura 2.13: Solugao (PRR) Circunferéncia tangente a um ponto e duas retas

2.6 PCC

Problema 6 (PCC) Construir as circunferéncias que passem por um ponto e sejam

tangentes a duas circunferéncias dadas.

Observacao 6 Para este problema temos dois subcasos soluciondveis: as duas
circunferéncias serem secantes e o ponto exterior a ambas (hd duas circunferéncias
como solugao), e o subcaso que iremos tratar em sequida que consiste de duas

circunferéncias disjuntas e o ponto exterior a ambas ( hd quatro solugdes possiveis.
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Exemplo 24 Construgao: (PCC)

Solucgao:

1. Vamos construindo duas circunferéncias w; e ws e um ponto P exterior as
circunferéncias;

2. Comecando tracando uma reta que passe pelos centros das circunferéncias O; e
Os;

3. Agora tracamos uma reta que passe por O; e outra paralela a esta passando por
O, estas interseptam as circunferéncias nos pontos E e Gem O; e F e H em Os;

3. Tracamos uma reta que passa em E<—])7 esta intersepta a reta que passa pelos
centros das circunferéncias no ponto d; trace uma reta que passe por C?P;

4. Marcamos os pontos K e I na reta que passa pelos centros Oy e Oy respectivamente
tracamos uma circunferéncia que contenham os pontos K, I e P esta intersepta as
circunferéncias W e W5 nos pontos Q e R;

— <
5. Vamos tracar as retas que passam por K() esta intersepta a reta d; P no ponto

S;
6. Tracamos uma circunferénciade de diametro SO, esta intersepta WW; nos pontos
U e V estes sao os pontos de tangéncia de S e W7.

— —
7. Da mesma forma tracamos a reta IR esta intersepta a reta d; P no ponto T,
pelo diametro TO, tracamos outra circunferéncia que corta a circunferéncia Ws nos
pontos Z e W, assim encontramos os pontos de tangéncia;
8. Agora para finalizar tracamos uma circunferéncia com os pontos V, Z e P esta
circunferéncia e Tangente a W, e W5 como queriamos encontrar.
9. De forma analoga tracamos outra circunferéncia que passe pelos pontos W, U e

P esta também é uma circunferéncia desejada como mostra a figura, existem mas

duas outras circunferéncias calculadas pela outra homototeia inversa. [ ]
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Figura 2.14: Solugdo (PCC) Circunferéncia tangente a um ponto e duas
circunferéncias

Exemplo 25 Construcao: (PCC) Através da geometria inversiva

Solucao:

1. Vamos construir as tangentes (interiores e exteriores) as circunferéncias Wy e W,
e ponto P cujo centros sao os pontos O e O;

2. Construa uma circunferéncia de centro P e raio PO; utilizando a geométria
dindmica o geo-gebra tracamos as inversas das circunferéncia W, e W, tragamos as
tangetes destas duas circunferéncias encontramos as retas a, b, f e g;

3. Agora vamos tracar as inversas destas retas en relacdo a circunferéncia de
diametro PO;, assim encontramos as circunferéncia desejadas por nosso problema,

como mostra a figura. [ ]
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—— -

Figura 2.15: Solugdo (PCC) Circunferéncia tangente a um ponto e duas
circunferéncias

2.7 CRR

Problema 7 (CRR) Construir as circunferéncias que sejam tangentes a duas retas

e uma circunferéncia dada.

Observacao 7 Como o0s casos anteriores o niumero se solugoes distintas vai
depender da posicao relativa dos trés elementos. Nao hd solucao se as retas
sao paralelas e exteriores a circunferéncia dada e uma das retas estd entre a
circunferéncia e a outra reta. O numero de solucoes pode ser uma, duas, trés,
quatro, seis ou oito. Aqui vaimos analisar uma situacao com quatro solucoes:
a circunferéncia estda entre as duas retas e estas sao concorrentes e exrteriores a

circunferéncia.
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Exemplo 26 Construcio: (CRR)

Solucgao:

1. Vamos tracar duas retas concorrentes a e b em um ponto A, e uma circunferéncia
W de centro O;

2. Tracamos a bissetriz das retas a e b encontramos a reta h, agora tracamos uma
reta [ perpendicular a reta h (ILh) passando por O;

3. A intersecao destas retas é o ponto J, construimos uma circunferéncia de centro
J que passe por O, esta intersepta a reta [ no ponto K;

4. 'Tracamos uma perpendicular a [ passando por este ponto uma reta j, com
0 compasso tracamos uma circunferéncia W’ no ponto A e tracamos uma reta e
perpendicular a reta a onde a reta e intersepta a circunferéncia W' nos pontos F e
G;

5. Tracamos paralelas a reta a que passem pelos pontos F e G, estas intersepta a
reta [ nos pontos H e V;

6. Calculamos o ponto médio de HO encontramos o ponto D, agora tracamos uma
circunferéncia de centro H que passe por D;

7. Assim esta circunferéncia intersepta a reta f nos pontos R e S, tracamos as
mediatizes de SK e RK;

8. Logo esta intersepta a bissetriz nos pontos Z e X, tracamos retas que passam por
Z0 e XO estas interseptam a circunferéncia W nos pontos M e N;

9. Basta tracamos as circunferéncia de centro Z que passe por M e outra com centro
em X que passe por N, encontramos duas das circunferéncias desejadas.

10. De forma anéloga repetimos os procedimento para o ponto V encontramos outras

duas circunferéncias. ]
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Figura 2.16: Solugdo (RRC) Circunferéncias tangente a duas retas e uma
circunferéncia

Exemplo 27 Construcao: (RRC) Através da Geometria inversiva

Solucao:

1. Aqui vaimos analisar uma situacao com quatro solucoes: a circunferéncia esta
entre as duas retas e estas sao concorrentes e exteriores a circunferéncia.

2. Vamos tragar duas retas concorrentes a e b em um ponto A, e uma circunferéncia
W de centro O e raio qualquer entre as retas a e b;

3. Agora construiremos uma circunferéncia W no ponto A e tracemos as retas

perpendicular as retas a e b, assim encontramos as retas e e f;

4. Depois tracamos as paralelas as retas a e b, assim encontramos as retas g, h, i, e
Js
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Figura 2.17: Circunferéncias auxiliares e retas auxiliares

5. Agora tracamos uma perpendicular a reta h passando pelo ponto O, esta
intersepta a reta h no ponto J;

6. Tracemos uma, circunferéncia p de centro O que passe por J, assim invertemos as
retas a e b em relacao a esta circunferéncia p;

7. Encontramos duas circunferéncias @’ e o/, depois tracamos retas [ e m retas
tangentes as circunferéncias a’ e b';

8. Agora invertemos as retas [ e m em relagao a circunferéncia p;

9. Assim encontremos duas circunferéncias m’ e I’ tangentes as retas h e j que
passando pelo ponto O;

10. Marcamos o centro destas circunferéncias m’ e I’ encontramos os pontos D e K;
11. Tracamos retas que passam por DO e KO, esta intersepta a circunferéncia W
nos pontos L e M;

12. Agora construa as circunferéncias de centro D e que passam por L, e a outra de

centro K que passa por M, esta sao duas das circunferéncias desejadas;
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13. De forma analoga construimos as outras circunferéncia; ]

Figura 2.18: Solugdo (RRC) Circunferéncias tangente a duas retas e uma
circunferéncia

2.8 PRC

Problema 8 (PRC) Construir as circunferéncias que sejam tangentes a uma

circunferéncia, a uma reta e que contenham um ponto dado.

Observacao 8 O numero de solugoes distintas deste caso varia entre zero e quatro
conforme as posicoes relativas dos trés elementos, exceto na situacao em que o ponto
pertence a circunferéncia e a reta € tangente a circunferéncia, em que hd infinitas
solucoes distintas.

Tal como nos casos anteriores vai-se analisar apenas uma das situacoes que variem
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no numero de solucoes. O quadro que se escolheu para analisar € aquele em que 0s
trés elementos nao se intersectam, i.e. o ponto € exterior a reta e a circunferéncia

e a reta € também exterior a circunferéncia.

Exemplo 28 Construcio: (PRC) Sao dadas uma reta | exterior a uma
circunferéncia C(O;r) de centro O e raio v e um ponto P que nao pertence a reta |

e nao pertence circunferéncia C'.

Solucao:

1. Trace uma reta t perpendicular a reta dada que passe pelo centro da circunferéncia
dada. Marquem os pontos A e B pontos de intersecao de ¢ com a circunferéncia C.
Marque ainda o ponto M o ponto de intersecao da reta t com a reta [;
2. Trace a circunferéncia auxiliar S que contenha um dos pontos A ou B, (seja B)
e os pontos P e M. Marque o ponto QQ, o outro ponto da intersecao de S e da reta
j@. Assim a poténcia de A com relacao a qualquer circunferéncia que contenha os
pontos Q e P é igual a poténcia de A com relacao a S.
3. Construam a circunferéncia W;(Oq;71), Wa(Oq;13) tangente a reta ¢t e que
contenha os pontos P e Q (caso PPR). Estas circunferéncias sao duas das
circunferéncias procuradas. Elas sao tangentes a t e contém o ponto P, nao resta
davidas pois a construcao assim o exigiu. Seja E o ponto de tangéncia de [ com W;
e H o outro ponto de intersecao da reta com Ws.

4. De forma analoga construa uma circunferéncia s que passe pelos pontos P, M e
B;

5. Tracemos uma reta AP, esta intersepta a circunferéncia s no ponto U, tracemos
<

a reta UT, a mesma intersepta a reta [ no ponto V;

6. Construa uma circunferéncia de diametro UV de forma semelhante até

encontrarmos as outras circunferéncias desejadas.
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Figura 2.19: Circunferéncias tangente a um ponto uma reta e uma circunferéncia

Exemplo 29 Construcao: (PRC) Através da Geometria inversiva

Solucao:

1. Vamos construir uma reta a, um ponto P e uma circunferéncia W de centro O,
inicialmente tracamos uma reta que passa por PO e a reta intersepta a circunferéncia
W no ponto F;

2. Agora construimos uma circunferéncia de centro P e raio PF, assim vamos
calcular a inversa da reta a em relacao a esté circunferéncia de centro P, obtendo
uma circunferéncia o', calculando a inversa da circunferéncia W, obtemos uma
circunferéncia W’;

3. Vamos tracar as retas tangentes a estas duas circunferéncia;

4. Agora ao tracamos as inversas destas retas obtemos as circunferéncias

desejadas como mostra na figura.
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=N

Figura 2.20: Solugao (PRC) Circunferéncias tangente a um ponto uma reta e uma
circunferéncia

2.9 RCC

Problema 9 (RCC) Construir as circunferéncias que sejam tangentes a duas

circunferéncias e a uma reta dadas.

Observacao 9 O niumero de solucoes distintas varia também com as posicoes
relativas das retas e da circunferéncia. Claro que se as circunferéncias estao em
semiplanos diferentes, definidos pela reta, nao hd solucao. Também obviamente nao
hd solucao se uma das circunferéncias € interior a reta e for exterior a ambas. A
construcao que se vai estudar € aquela em que as circunferéncias sao exteriores e

estao no mesmo semiplano definido pela reta.

Exemplo 30 Construgao: (RCC)

Solucao:

1. Vamos tracar uma reta a e duas circunferéncias W — 1 e W5 de centro Oy e O, e
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Figura 2.21: retas tangente as circunferéncia de inversao

raio qualquer ambas;

2. Iniciamos tracando uma reta t que passe pelos centros O, e Oy esta intersepta a
reta a no ponto Z;

3, Agora tracamos uma perpendicular a reta a que passe por O, a reta r, a mesma
intersepta a reta a no ponto M;

4. Encontramos F ponto de inersecao entre a reta t e a circunferéncia W5;

5. Assim tragamos uma circunferéncia Wi com centro em F esta intersepta a reta t
nos pontos D e E;

6. Agora com centro em O, tracemos duas circunferéncias uma que passe por D e
outra que passe por E esta intersepta a reta r nos pontos G, H, I e J sao circunferéncia
auxiliares;

7. De forma semelhante tracamos uma circunferéncia W no ponto Z;

8. Depois por este ponto tragamos a reta s que é perpendicular a reta a (s_La);

9. Assim a intersecao de s com Wj sao os pontos L e Q;

10. Agora tracamos paralelas a reta a passando por L e (), estas sao retas auxiliares
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Figura 2.22: Solucao (PRC) Circunferéncias tangente a um ponto uma reta e uma
circunferéncia

b e c, estas interseptam a reta r nos pontos N e K.

11. Vamos tracar uma circunferéncia que passe pelos ponto Oq, N, e [;

12. Depois tracamos uma reta h que passe por O; e J, esta intersepta a circunferécia
que passou pelos pontos O, N, I, no ponto T e reta b no ponto U;

13. Agora construimos uma circunferéncia que tenha diametro UT, tracamos uma
reta i que seja perpendicular a reta h passando por Oy;

14. Assim esta intersepta a circunferécia de diametro UT no ponto V e R;

15.  Depois tracamos outra circunferéncia de centro U que passe por V, esta
intersepta a reta b nos ponto Y e P;

16. Vamos agora calcular a circunferéncia que passe pelos pontos Oq, P e T, cujo
centro e ponto X;

17. Agora tracamos uma perpendicular a reta b passando por P, esta intersepta a
reta a no ponto P;

18. Assim finalizamos com uma circunferéncia de centro em X que passe por Ps;

93



Capitulo 2. Os Problemas de Apoldénio 2.9. RCC

Figura 2.23: Circunferéncias tangente a uma reta e duas circunferéncias

19. Portanto encontramos uma circunferéncia que é tangente a reta a e também
tangente as circunferéncias Wi e W, como queriamos;

20. De forma andaloga fazemos o mesmo procedimento com os pontos Y, Oy e T}
21. Assim Encontraremos as outra circunferéncias desejadas como mostra a figura.

n
Exemplo 31 Construcao:(RCC) Através da Geometria inversiva

Solucao:

1. Vamos tracar uma reta a e duas circunferéncias Wi e Wy de centro O; e O, e
raio qualquer ambas;

2. Iniciamos tracando uma reta b que passe pelos centros O; e O, esta intersepta a

circunferéncia W5 nos pontos H e B;
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Figura 2.24: Solugdo (RCC) Circunferéncias tangente a uma reta e duas
circunferéncias

3. Agora construa uma circunferéncia k de centro H e raio cuja medida esteja entre
O, e B qualquer;

4. Calculamos as inversas de W; e W5 encontrando assim w’ e w” repectivamente;
5. Depois encontramos o ponto A como sendo a intersecao entre w” e a reta b;

6. Agora tracamo uma reta tangente entre o ponto A e a circunferéncia w’, tendo
como intersecao o ponto C;

7. Tragamos uma circunferéncia e com centro em A que passe por C, esta
circunferéncia intersepta a reta b nos pontos P e Q, estes sao conhecidos como
pontos magicos;

8. Agora calculamos os inversos dos pontos P e Q em relacao a circunferéncia k,
encontramos assim os pontos P’ e ()’ respectivamente;

9. Escolhendo um destes pontos, em nosso caso usaremos o ponto P’;

10. Agora construimos uma circunferéncia f de centro P’ e raio qualquer;

11. Calculamos as inversas das circunferéncias Wi e W5 em relacao a circunferéncia

VE
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Figura 2.25: Encontrando os pontos mégicos

12. Sendo assim encontramos as circunferéncias W7 e W3 respectivamente, sendo as
mesma concentricas no ponto M;
13. Agora calculamos a inversa da reta a, encontramos a circunferéncia a’ que passa
pelo ponto P’, a mesma se encontra entre wj] e ws’ como queriamos;
14. Encubrindo alguns outros detalhes teriamos;

15. A nossa meta agora e encontrar circunferéncias que sejam tangente a
circunferéncia o/, W{ e Wi;
16. Vamos tracar uma reta i passando pelo ponto O, esta intersepta W/ e W; nos
pontos T e R;
17. Agora tracamos uma circunferéncia W] no ponto R, esta intersepta a reta i no

ponto V e U;
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Figura 2.26: Circunferéncias concentricas

18. Assim calculamos W o ponto médio de O e V;

19. Depois tracamos uma circunferéncia s de centro O que passe por W;

20. Agora calculamos a distancia do segmento TW e a medida do raio da
circunferéncia a’ de centro Z que passa por X;

21. Vamos construir uma circunferéncia de centro Z e raio TW +Z X, esté intersepta
a circunferéncia s nos pontos A; e By;

22. Basta construirmos uma circunferéncia v de centro By e raio TW;

23. Assim encontramos uma circunferéncia ¢ tangente a circunferéncia o', W{ e WJ;
24. Agora quando invertemos a circunferéncia ¢ em relacdo a circunferéncia k,
encontramos uma circunferéncia p tangente a reta a e tangente as circunferéncias
W1 [§] WQ.

25. Facamos os mesmos procedimentos para o ponto Aj;

26. Serguindo os passos encontramos outra circunferéncia;

27. De forma semelhante encontramos outra circunferéncias de centro Z e raio
W—ﬁ, marcamos estes pontos na circunferéncia s, com estes pontos encontramos
mais duas circunferéncias;

28. Assim calculamos W o ponto médio de O e V;
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29. Assim calculamos QQ o ponto médio de O e ;

Figura 2.27: Circunferéncias tangente a uma circunferéncia e suas concentricas

30. Depois tracamos uma circunferéncia s’ de centro O que passe por Q;

31. Agora calculamos a distancia do segmento QR e a medida do raio da
circunferéncia a’ de centro ZX;

32. Vamos construir uma circunferéncia de centro Z e raio QR+ Z X, esté intersepta
a circunferéncia s’ nos pontos A, e Bsy;

33. Basta construirmos uma circunferéncia v’ de centro B, e raio QR;

34. Assim encontramos uma circunferéncia t’ tangente a circunferéncia a’, W7 e W3;
35. Agora quando invertemos a circunferéncia ¢’ em relacao a circunferéncia k,

encontramos uma circunferéncia p’ tangente a reta a e tangente as circunferéncias
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W1 (§] Wg.

36. Facamos os mesmos procedimentos para o ponto A,;

37. Serguindo os passos encontramos outra circunferéncia;

38. De forma semelhante encontramos outra circunferéncias de centro Z’ e raio
@—W, marcamos estes pontos na circunferéncia s’, com estes pontos encontramos
mais duas circunferéncias;

39. Quando invertemos estas oito circunferéncias em relagao a circunferéncia k,

encontramos as circunferéncias desejadas.

Figura 2.28: Solucao (RCC) Circunferéncias tangente a uma reta e duas
circunferéncias
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2.10 CCC

Problema 10 (CCC) Construir as circunferéncias que sejam tangentes a trés

circunferéncias dadas.

Observacao 10 FEste diltimo caso, que como jd se referiu engloba todos os outros
quando se considera uma reta € uma circunferéncia de raio infinito e um ponto
uma circunferéncia de raio nulo, e talvez por isso, foi o que suscitou mais interesse
e curiosidade aos matemdticos ao longo da historia da geometria. Como todos
0s outros casos o numero de solugoes vai depender da posicao relativa das trés
circunferéncias. Frceto a situacao em que as circunferéncias sao tangentes num
mesmo ponto, onde o numero de solugoes € infinito, este niimero € par e varia entre
0 e 8 A situacao que se vai analisar, tem oito solucoes, € aquela em que cada

circunferéncia € exterior em relagao as outras.

Exemplo 32 Construcao: (CCC) Vamos construir duas circunferéncias auziliares
concéntricas com duas das dadas e cuja coroa circular tenha de raio, o raio da
terceira (claro que se pressupoe circunferéncias com raios diferentes).  Utiliza-
se a construgio de um caso jd conhecido o (caso PCC). Para construir as
circunferéncias solucoes serd suficiente ampliar ou reduzir as circunferéncia obtidas
na aplicag¢ao do (caso PCC). Sao dadas trés circunferéncias Wi (Oq;r1), Wa(Oag;1ra)

e W5(Os;r3) exteriores e de raios diferentes. Suponha-se que r1 é o menor dos raios.

Solucao:

1. Sao dadas as trés circunferéncias Wy, W5 e W3 com raios 71,75, e 73, sendo r; o
menor raio, e as circunferéncias exteriores de raios diferentes;

2. Vamos tracemos retas a,b e ¢ que liguem os centros das circunferéncias
0105, 0103 e 0503 respectivamente;

3. Depois marcamos os pontos de intersecao da reta a com circunferéncia W5 e da
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reta b com a circunferéncia W3 que sao A, B, C e D respectivamente;

4. Agora construimos uma circunferéncia de raio r; passando por A e outra
circunferéncia r; passando por C, estas intersepta as retas a e b nos pontos E,
F, G e H respectivamente;

5. Assim com centro em O, construimos duas circunferéncias S; e Sy que passem
por E e F, com centro em O3 construimos duas circunferéncias S3 e S; que passem
por G e H;

6. Agora encontramos I ponto de intersecao da reta ¢ com a circunferéncia Ss, e o
ponto J ponto de intersecao da reta ¢ com a circunferéncia Si;

7. Contruimos uma circunferéncia que passe pelos pontos Oq, I e J, esta intersepta
S3 no ponto P e S no ponto Q;

8. Tracamos uma reta d tangente a W5 e W3 esta intersepta a reta ¢ no ponto T;

9. Agora tragamos uma reta h esta passa por TOx;

10. Tracamos uma circunferéncia que passe pelos pontos O1, I e J, esta intersepta

S3 no ponto P e intersepta S; no ponto Q;
— —

11. Agora tracamos uma reta que passe por [P e outra que passe por J(@), esti
intersepta a reta h nos pontos K e M;
12. Assim com centro em K, tracamos uma circunferéncia que passe por Oz, a
mesma intersepta a circunferéncia S5 nos pontos O e N;
13. Fazendo o mesmo com o ponto M, esta intersepta S; nos pontos R e S;
14. Agora construa uma circunferéncia que passe pelos pontos O, N e S, encontre
o centro desta circunferéncia o ponto U, tracemos uma reta que passe por UO; esta
intersepta a circunferéncia WW; no ponto V;

15. Basta tracarmos uma circunferéncia com centro em U e que passe por V, assim

encontramos uma circunferéncia tangente as trés circunferéncias como desejavamos;
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)
T

Figura 2.29: Circunferéncias auxiliares

16. De forma semelhante construimos uma circunferéncia que passe pelos pontos
O1, O e Q, encontramos W como centro, tracamos a reta que liga W a Oy,
encontramos a intersecao com W; o ponto Z, basta tracarmos a circunferéncia que
tenha centro em W e passe por Z, assim encontramos outra circunferéncia desejada;
17. De foma analoga trabalhamos as circunferéncia Sy e Sy, S1 e Sy, So e S3;

18. Desenvolvendo todos os procedimentos iremos ter oito circunferéncias desejadas;

Exemplo 33 Construgao: (CCC) Através da Geometria Inversiva
Sao dadas trés circunferéncias Wi(Oq;11), Wa(Oa;12) e Ws(Os;13) exteriores e

de raios diferentes.

62



Capitulo 2. Os Problemas de Apoldénio 2.10. CCC

N\

Figura 2.30: Circunferéncias tangente a trés circunferéncias externas

Observacao 11 Vamos repetir os passos de 1 a 14.

Solucgao:

1. Vamos tracar uma reta a e duas circunferéncias Wy e W5 de centro Oy e O, e raio
qualquer ambas;

2. Iniciamos tracando uma reta b que passe pelos centros O; e O, estd intersepta a
circunferéncia W5 nos pontos H e B;

3. Agora construa uma circunferéncia k de centro H e raio cuja medida esteja entre
O, e B qualquer;

4. Calculamos as inversas de W; e W5 encontrando assim w’ e w” repectivamente;

5. Depois encontramos o ponto A como sendo a intersecao entre w” e a reta b;
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Figura 2.31: Solugao (CCC) Circunferéncias tangente a trés circunferéncias dadas

6. Agora tracamo uma reta tangente entre o ponto A e a circunferéncia w’, tendo
como intersecao o ponto C;

7. Tragcamos uma circunferéncia e com centro em A que passe por C, esta
circunferéncia intersepta a reta b nos pontos P e Q, estes sao conhecidos como
pontos magicos;

8. Agora calculamos os inversos dos pontos P e Q em relacao a circunferéncia k,
encontramos assim os pontos P’ e (' respectivamente;

9. Escolhendo um destes pontos, em nosso caso usaremos o ponto P’;

10. Agora construimos uma circunferéncia f de centro P’ e raio qualquer;

11. Calculamos as inversas das circunferéncias W; e W5 em relacao a circunferéncia

VE
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Figura 2.32: Trés circunferéncias exteriores

12. Sendo assim encontramos as circunferéncias W] e W respectivamente, sendo as

mesma concentricas no ponto M;

13.  Agora calculamos a inversa da outra circunferéncia a encontramos a
: A : !/ / / !/

circunferéncia W3 que passa pelo ponto P’, a mesma se encontra entre wj e wj

como queriamos;

14. Encubrindo alguns outros detalhes teriamos;

15. A nossa meta agora e encontrar circunferéncias que sejam tangente a
circunferéncia W{ , Wj e Wi;
16. Vamos tracar uma reta i passando pelo ponto O, esta intersecta W] e W; nos
pontos T e R;
17. Agora tragcamos uma circunferéncia W] no ponto R, esta intersepta a reta i no
ponto V e Uj;

18. Assim calculamos W o ponto médio de O e V, como se vé na Figura 210
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Figura 2.33: Duas Circunferéncias concentricas e outra circunferéncias interna

19. Depois tracamos uma circunferéncia s de centro O que passe por W;
20. Agora calculamos a distancia do segmento TW e a medida do raio da
circunferéncia a' de centro Z que passa por X;
21. Vamos construir uma circunferéncia de centro Z e raio TW +Z X, esté intersepta
a circunferéncia s nos pontos A; e By;
22. Basta construirmos uma circunferéncia v de centro B; e raio TW;
23. Assim encontramos uma circunferéncia ¢ tangente a circunferéncia Wy, Wj e W;
24. Agora quando invertemos a circunferéncia ¢ em relacdo a circunferéncia k,
encontramos uma circunferéncia p tangente a reta a e tangente as circunferéncias
W1 (§] Wg.
25. Facamos os mesmos procedimentos para o ponto Aq;
26. Serguindo os passos encontramos outra circunferéncia;
27. De forma semelhante encontramos outra circunferéncias de centro Z e raio
W—ﬁ, marcamos estes pontos na circunferéncia s, com estes pontos encontramos
mais duas circunferéncias;

28. Para finalizarmos a Figura 2.10] mostra as quatro circunferéncias desejadas.
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Figura 2.34: Circunferéncias tangente as circunferéncias concentricas e a interna

29. Para encontrar as outras circunferéncias iremos trabalhar M; o ponto médio
de OU;
30. Tracamos uma circunferéncia g de centro O que passe no ponto M;;
31. Vamos construir uma ¢ circunferéncia cujo centro é Z e o raio é ZX + MR esta
intersepta a circunferéncia g nos pontos A e H;
32.  Agora construimos circunferéncia com centro em A a raio MR, esta
circunferéncia é tangente a W, W3 e Wy;
33. fazemos o mesmo com o ponto H, encontrando outra circunferéncia tangente a
Wi, W3 e Wi;
34. De forma andloga construimos uma circunferéncia com centro em 7 e raio
MR- 7ZX
35. Repetindo os procedimentos encontramos outras duas circunferéncias tangentes
a Wi, Wj e Wj;

36. Assim fazemos a solucao de todos os casos quando desinvertendo estas
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Figura 2.35: Tragando a inversa das circunferéncias tangentes

circunferéncias como mostra a figura. [ ]
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Figura 2.36: Solugao (CCC) Circunferéncias tangentes a trés circunferéncias dadas
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