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RESUMO

RIBAS, Cibele Cristina Gomes Barboza. PROGRAMACAO LINEAR. UMA
ABORDAGEM PARA ENSINO MEDIO. 67 fls. Dissertacgdo — Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parand. Curitiba, 2014.

Este trabalho apresenta uma proposta ao professor de Ensino Médio que permite uma conexdo
entre os temas de Discussdo de Sistemas Lineares e Programagéo Linear, sugerindo que o
professor leve o aluno a pensar sobre as solugdes de problemas e, principalmente, em ndo

somente aceita-las, mas buscar novas e melhores.

PALAVRAS CHAVE: Programacéo Linear, Discussédo de Sistemas, Resolucdo de Problemas



ABSTRACT

Ribas, Cibele Cristina Gomes Barboza . LINEAR PROGRAMMING. AN APPROACH TO
SECONDARY EDUCATION. 67 fls. Dissertacdo — Programa de Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
Curitiba, 2014.

This work presents a proposal to the teacher of secondary education that allows a connection
between the topics of discussion Linear Systems and Linear Programming, suggesting that the
teacher take the student to think about solutions to problems, and especially in not only

accepts them but seek new and better.

KEYWORDS: Linear Programming, Systems Discussion, Troubleshooting
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1 INTRODUCAO

George Polya em “A Arte de Resolver Problemas” afirma que ao fazermos uma
descoberta, por mais modesta que seja, ndo devemos deixar de investigar se ndo havera mais
alguma coisa por detras dela, ndo devemos perder as possibilidades oferecidas pelo novo
resultado, devemos tentar utilizar de novo o procedimento adotado.

Levando em consideracao a ideia de Polya, podemos ampliar os conceitos aprendidos
a respeito de Sistemas de Equagdes Lineares sobre o conjunto dos nimeros reais pelos alunos
no Ensino Médio, explorando novas possibilidades, como sistemas de inequacdes lineares
sobre o conjunto dos numeros reais. Assim, por exemplo, quando um determinado sistema de
equacdes lineares sobre o conjunto dos numeros reais for classificado como impossivel, ou
indeterminado, podemos instigar os alunos a pensar se ndo haveria alguma solucdo que
pudesse se aproximar de maneira satisfatoria para resolver um sistema impossivel, ou entdo,
se entre as diversas solugdes de um sistema indeterminado, ndo haveria uma que se adequasse
melhor a uma situagdo real. Para tanto, podemos incluir os conceitos de Programacao Linear,
que busca uma solugdo otima, dentre as infinitas que um sistema de equagdes e inequagdes
lineares sobre o conjunto dos nimeros reais pode oferecer, estabelecendo um objetivo.

Esta abordagem vem de encontro aos pressupostos para um curriculo inovador de
Ensino Médio, do Ministério da Educagdo que entende que o projeto politico pedagogico de
cada unidade escolar deve basear-se, dentre outros, nos seguintes indicativos:

1. Incorporar, como principio educativo, a metodologia da problematiza¢do como
instrumento de incentivo a pesquisa, a curiosidade pelo inusitado e o
desenvolvimento do espirito inventivo, nas praticas didaticas;

2. Articular teoria e prdtica;

3. Utilizar novas midias e tecnologias educacionais, como processo de dinamizagdo
dos ambientes de aprendizagem,

4. Organizar os tempos e espagos com agoes efetivas de interdisciplinaridade e
contextualiza¢do de conhecimentos.

Inserir o estudo de resolu¢do de problemas de Programacao Linear (PPL) no ensino
médio atende estas necessidades, pois este trabalho visa mostrar ao aluno a aplicagao pratica
de assuntos trabalhados no ensino médio, em especial discussdo de sistemas lineares, mas
também construgao de graficos de fungdo afim.

Serdo abordadas as técnicas de programacdo linear, resolu¢do de PPL de duas

variaveis pelo método grafico, usando software GEOGEBRA e aplicando os conceitos de
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fungdes e problemas com duas ou mais varidveis serdo resolvidos utilizando planilha
eletronica Excel.

Vale salientar que nao se trata da insercdo somente de novas técnicas e sim, de
responder aos questionamentos feitos pelos alunos, principalmente do ensino médio, de onde
se aplica o que eles aprendem em Matematica.

Este projeto se aplica na modalidade 1: Elaboragdo de proposta de atividades
educacionais, do trabalho de Conclusdao de Curso do Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT.

O capitulo 2, titulado Sistemas Lineares no Conjunto dos Numeros Reais, tratara da
abordagem dada pelos livros de Ensino Médio sobre as defini¢cdes e, também, a sequéncia
adotada. Apresenta uma proposta de quatro problemas a serem resolvidos ap0s tratar do tema,
dois deles com solucao impossivel, um com solugdo indeterminada e o ultimo com sistema
possivel, porém com solugdo invidvel na pratica. O objetivo principal desse capitulo ¢ discutir
as solugdes e repensa-las.

No capitulo a seguir serdo abordados os conceitos de Programagdo Linear, métodos de
resolucdo e, termina, por transformar os problemas apresentados no capitulo 2 em problemas
de Programagdo Linear apresentando solugdo para cada um deles.

O capitulo 4 trara uma proposta de trabalho do uso da Programacgdo Linear na
resolugdo de problemas com os alunos do Ensino Médio, composta por 8 aulas. Cada aula
estd detalhada no Apéndice sugerindo ao professor um trabalho em forma de projeto podendo

ser aplicado durante suas aulas, conforme disponibilidade de tempo, ou no contra turno.

1.1 MOTIVACAO

As constantes indagacOes em saber se existe aplicacdo dos conceitos aprendidos, 0
desejo de despertar o interesse dos alunos, a busca incessante por estimular a aprendizagem
sdo fatores motivadores primordiais ao professor que deseja “fugir” do, simplesmente,
trabalhar o conteudo.

As seguintes afirmagbes constam em Curriculo Bésico para a Escola Publica do
Estado do Parana:

Aprender matematica € muito mais do que manejar férmulas, saber
fazer contas ou marcar x na resposta correta: é interpretar, criar

significados, construir seus proprios instrumentos para resolver problemas,
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estar preparado para perceber estes mesmos problemas, desenvolver o
raciocinio logico, a capacidade de conceber, projetar e transcender o
imediatamente sensivel. A presente proposta leva consigo a esperanca de
que professores e alunos desenvolvam uma concepcdo de matematica que
permita a todos o acesso aos conhecimentos e instrumentos matematicos
presentes em qualquer codificagdo da realidade, como uma condic¢éo

necessaria para participarem e interferirem na sociedade em que vivem.

Este trabalho vem exatamente de encontro com esta necessidade de ir além, de
despertar a curiosidade, promover discussdes e principalmente, instigar novas ideias.

Por outro lado, atende-se também o uso dos recursos tecnolédgicos para a educacéo,
visando a melhoria da qualidade do ensino-aprendizagem, previstas nos Parametros
Curriculares Nacionais que sugere que o uso da informatica “permite criar ambientes de
aprendizagem que fazem sugerir novas formas de pensar e aprender”. O uso do recurso
computacional € fundamental para atividade, pois o objetivo principal é analisar as solucdes,
permitindo que o aluno faca intervencdes conforme seu interesse e tire suas conclusdes, além
de ser um facilitador do processo. Para isso nas construcGes graficas serd utilizado o software
Geogebra e, para resolucfes algébricas a planilha eletrénica Excel, que pode ser substituida
pelo Linux Calc (software livre).

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Elaborar embasamento tedrico e proposta de trabalho para que o professor possa

trabalhar este projeto com alunos do 2° ou 3° ano do Ensino Médio, com situacdes problema

que partam do que ele estudou em sistemas lineares e possa ampliar seus conhecimentos.

1.2.2 Objetivos Especificos

= Propor discussfes a respeito de solugdes obtidas em problemas de sistemas

lineares

= Transformar problemas de sistemas lineares em problemas de Programacéo Linear
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= Solucionar problemas utilizando ferramentas tecnoldgicas

O trabalho com Programacao Linear vem atender as orientagdes dos PCN que afirmam
que ¢ papel do professor:

- selecionar conteudos instrucionais compativeis com os objetivos definidos no projeto
pedagdgico;

- problematizar tais contetdos,

- promover e mediar o dialogo educativo;

- favorecer o surgimento de condicBes para que os alunos assumam o centro da
atividade educativa, tornando-se agentes do aprendizado;

- articular abstrato e concreto, assim como teoria e pratica.
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2 SISTEMAS LINEARES SOBRE O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

O objetivo deste capitulo é discutir a solugdo de quatro problemas propostos. Ocorre
que os dois primeiros apresentardo solucao impossivel, o terceiro, solugdo indeterminada e o
ultimo, apesar de possivel, a solucdo ndo poderia ser aplicada na préatica. Para tanto,
inicialmente tratar-se-a das defini¢cGes apresentadas a respeito de Sistemas Lineares sobre o
conjunto dos numeros reais nas bibliografias de Ensino Médio e, posteriormente, da sequéncia
que estes mesmos livros adotam ao abordar o tema.

Cabe ressaltar, que ndo foi objeto de estudo como os professores de Ensino Médio,
tratam do assunto em sala, se levantam, ou ndo, alguns questionamentos, mas sim do que esta
sendo apresentado nos livros didaticos. Lembrando que esses livros sdo as primeiras fontes de
pesquisa dos alunos, inclusive alguns deles aqui analisados sdo aprovados e distribuidos pelo
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) que subsidia o trabalho pedagd6gico dos
professores por meio da distribuicdo destes aos alunos da educagdo bésica.

Sendo assim temos que geralmente as bibliografias citadas definem equacédo linear,
solucdo de equacdo linear, sistemas lineares e solucdo de sistemas lineares, todos, sobre o

conjunto dos nimeros reais. Da seguinte maneira:

Equacao Linear sobre o Conjunto dos NUmeros Reais

Chama-se equacéo linear toda equacéo da forma:
apX| +axXp +agXz +...+apXy =b
Em que:
X1 ,X2 ,X3,... ,Xn S&0 incognitas.
ai,a»,as,..,a, S30 numeros reais denominados coeficientes

b € um nimero real denominado termo independente
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Solucgéo de uma Equacéo Linear sobre o Conjunto dos NUmeros Reais

A sequéncia ou n-upla ordenada de ndmeros reais (a1, ,a3 ..., ) € solugdo da
equacdo linear ajxq +asXp +agXg +...+apX, =b se ajaq +aray +agaz +...+apay =b

for uma sentenca verdadeira.

Sistemas Lineares sobre 0 Conjunto dos Nimeros Reais

Um conjunto de m (m>1) equacdes lineares sobre o conjunto dos nimeros reais, e
X1 ,X2 ,X3,... ,Xp incognitas é denominado sistema linear sobre o conjunto dos numeros
reais e escrito por:
d11X] +a12Xo +13X3 +...+ A n Xy = bl
dp1X1 +agoXo +ag3X3 +...+Aon Xy = b2
S= d3z1X3 +adgzpXp +agaXz +...+aAznXpy = b3

am X, + am2X2 +8m3X3 ...+ 8mnXp =bm

Solucdo de um Sistema Linear sobre o Conjunto dos NUmeros Reais

Diz-se que a n-nupla ordenada de ndmeros reais (a4 ,0p ,03 ..., ) € solucdo do

sistema linear sobre o conjunto dos nimeros reais S se verificar, simultaneamente, todas as

equacdes do sistema, isto é, cada uma das sentencas a seguir € verdadeira:

d 11 + apap +aj3a3 + ...+ = b]_
dp1Qq +adoodp +Ag3d3 +...+aAxnapn = b2
d31aq +dzoao +az3a3z +...+adznn =b3

dma1 +dma&2 + A3z + ...+ aAmpnp = bm

Nem todo sistema linear sobre o conjunto dos nimeros reais admite uma n-nupla

ordenada de nimeros reais como solugdo, isto &, o sistema pode ter por solu¢do uma, mais de
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uma ou nenhuma n-nupla ordenada de ndmeros reais. Desta forma, os sistemas lineares sobre
0 conjunto dos nimeros reais podem ser classificados como:

Impossivel, quando ndo admite solugdes.

Possivel, quando admite solucdo. E neste caso, pode ter apenas uma n-nupla ordenada
de numeros reais como solugdo sendo classificado como Possivel e Determinado ou ainda,
mais de uma n-nupla ordenada de numeros reais sendo classificado como Possivel e
Indeterminado.

Um sistema linear de equacdes sobre o conjunto dos numeros reais S é dito

homogéneo quando todos os seus termos independentes assumem o valor zero, ou seja,

bj =0,i=1...,m. Um sistema linear homogéneo é um sistema possivel, pois possui pelo

menos uma soluc¢éo, a solucao trivial (0, 0, ..., 0).

A partir dai, passa-se a trabalhar com a resolucdo de um sistema linear. Neste
momento, 0s autores dos livros didaticos de Ensino Médio fazem diferentes abordagens:

DANTE, comega retomando os métodos de resolucédo de sistemas lineares 2X2, vistos,
geralmente no 7° ano do Ensino Fundamental 2, aborda resolucdo pela regra de Cramer neste
tipo de sistema. Na sequéncia aborda Sistemasnxn, com n> 2 usando regra de Cramer, parte
para Sistemas lineares homogéneos, escalonamento de Sistemas lineares e discussdo de um
sistema. Cabe observar que a regra de Cramer é uma das maneiras de resolver um sistema
linear, mas s podera ser utilizada na resolucdo de sistemas que o nimero de equac@es e 0
namero de incognitas forem iguais.

GIOVANNI & BONJORNO, trabalham a resolucdo primeiro por Regra de Cramer,
depois por escalonamento. BUCHI, IEZZI, entre outros seguem a mesma metodologia por
vezes invertendo a ordem, isto &, trabalhando primeiro com escalonamento e depois, Cramer.
O fato é que a maioria deles, quando parte para resolucdo de sistemas, trabalha apenas com
sistemas de mesmo nimero de equagdes e incognitas. E um questionamento, quase nunca
abordado, é se o sistema possui um nimero de equagOes diferente do numero de incognitas,
desconsiderando equacBes equivalentes, que tipo de solucdo pode-se ter. O méaximo
encontrado € dizer que um sistema que possui um ndmero de equacdes menor do que um

namero de incognitas ndo admite solugéo, ou é indeterminado.

2.1 Problemas propostos
Neste contexto, observe o0s seguintes problemas, adaptados de CARNIERI e
STEINER.
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PROBLEMA 1

Uma empresa de madeira laminada, produz dois tipos de laminas, LAM 1 e LAM 2. A
laminacdo envolve camadas de compensado e aglomerado, cola e dois tipos de processos de
producdo. A tabela a seguir mostra a quantidade de recursos necesséria para produzir um
metro quadrado de cada tipo de laminado, a quantidade de cada recurso disponivel no atual

periodo de producdo.

TIPO Compensado Aglomerado Cola | Processo | | Processo Il
(Metro linear) | (Metro linear) | (litros) (horas) (horas)
LAM 1 2 2 1 0,2 0,2
LAM 2 1 3 2 0,1 0,3
Disponibilidade 10000 9000 6000 600 800

Tabela 1: dados do problema 1

A empresa deseja saber quantos metros quadrados de cada lamina deve produzir no
préximo periodo de producéo, usando os recursos disponiveis.
Este problema pode ser resolvido pelo seguinte sistema:
2l; +1, =10000 [1]
2l; +3l, =9000 |2
l; +2l, =6000 [3
02l +01l, =600 [4
0,2l +03l, =800 [5

Sendo lja quantidade de metros quadrados de LAM 1 a ser produzida e |, a

guantidade de metros quadrados de LAM 2. A equacdo [1] representa a quantidade de metros
de compensado usada em cada m? de cada tipo 1amina, bem como sua disponibilidade total. A
equacdo [2] representa a quantidade de metros de aglomerado usada em cada m? de cada tipo
lamina, bem como sua disponibilidade total. A equacgéo [3] representa a quantidade de litros
de cola usada em cada m? de cada tipo lamina, bem como sua disponibilidade total. As
equacdes [4] e [5], respectivamente, representam o tempo em horas que cada lamina passa
pelos processos 1 e 2 de producdo, bem como sua disponibilidade total.

Usando, com os alunos, as metodologias estudadas no Ensino Médio, verifica-se que

este € um sistema de 5 equacdes e 2 incognitas com solucao impossivel.
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PROBLEMA 2

A empresa avicola Frango Sadio precisa calcular quanto misturar diariamente de cada
brand & venda para cada kg da racdo final. Esta racdo tem que satisfazer as necessidades de

vitaminas, conforme tabela abaixo.

Necessidade minima | Quantidade de miligramas de vitaminas contidos
Vitaminas | de miligramas por num kg do alimento disponivel no mercado
kg Brand 1 Brand 2 Brand 3
A 10 5 3 25
B 30 80 20 15
C 20 10 40 5
D 5 1 10 10

Tabela 2: dados do problema 2

Considera-se bya quantidade de quilogramas de Brand 1 a ser adicionada na mistura,
b, a quantidade de quilogramas de Brand 2 a ser adicionada na mistura e bz a quantidade de

quilogramas de Brand 3 a ser adicionada na mistura. Assim, temos o seguinte sistema:

by +by +bg =1 1]

5by + 30y +25b3 =10  [2]
80b; + 20b, +15b3 =30 [3]
10by +40by +5b3 =20  [4]
1b; +10by +10b3 =5  [5]

A equacdo [1] representa a totalidade da mistura que deve ser de um quilograma. As
equacoes [2], [3], [4] e [5] representam a quantidade de miligramas de vitaminas A, B, C e D,
respectivamente, contida em um kg dos alimentos Brand 1, Brand 2 e Brand 3 disponiveis no
mercado, bem como a necessidade de miligramas por kg de cada vitamina.

Trata-se de um sistema de 5 equacGes e 3 incognitas e, como o problema 1, apresenta
solucéo impossivel.
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PROBLEMA 3

Um fabricante esta iniciando a ultima semana de producdo de quatro diferentes
modelos de consoles em madeira para aparelhos de televisao, designados respectivamente, I,
I1, 111 e IV. Cada um deles deve ser montado e em seguida decorado. Os modelos necessitam,
respectivamente de 4, 5, 3 e 5 horas para montagem e de 2, 1, 5 e 3 horas para decoragdo. O
fabricante dispde de 750 montadores e de 500 decoradores ambos trabalhando 40 horas

semanais. Determine quantos produtos de cada modelo podem ser fabricados.

Adotando ¢; como quantidade semanal a ser fabricada do console modelo I, ¢, como
quantidade semanal a ser fabricada do console modelo Il, c3como quantidade semanal a ser

fabricada do console modelo Ill e ¢4 como quantidade semanal a ser fabricada do console

modelo 1V.

Temos um sistema com apenas duas equacdes. A equacgéo [1] representa o tempo, em
horas, que cada produto passa pelo setor de montagem, bem como o tempo total disponivel
que é de 30000 horas semanais, pois tem-se 750 montadores trabalhando 40 horas semanais
cada. A equacdo [2] representa o tempo, em horas, que cada produto passa pelo setor de
decoracdo, bem como o tempo total disponivel que é de 20000 horas semanais, pois tem-se
500 montadores trabalhando 40 horas semanais cada. Assim, temos:

4¢q +5¢, +3c3 +5¢4 =30000 [1]
2¢1 +C +5C5 +3c4 =20000 [2]

Este sistema é classificado como possivel e indeterminado pertencente a seguinte n-

35000 — 11C3 - 5C4 7C3 +Cy —10000
3 ’ 3

upla de solugéo ( ,c3,c4jcom C3 € Cyqlivres.

PROBLEMA 4

A fabrica de acolchoados da Zeni acabou de acertar um contrato com a Prefeitura para
participar da tradicional feira de outubro. Como nesta feira sempre vende tudo o que leva, a

Zeni decidiu produzir o maximo, utilizando todo o estogue, pois ndo conseguira receber novo
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suprimento de matéria-prima até o final da feira. Produz trés tamanhos de acolchoados: casal,
queen e king. O estoque de tecido é de 30000 metros e o de I& € de 50000 metros. Também
dispora de 4800 horas de trabalho, juntando toda a equipe de costureiras. As necessidades de

cada recurso por tipo de acolchoado estdo no quadro a seguir:

Necessidade por acolchoado
Tamanho Horas-homem Metros de tecido Metros de 1&
Casal 4 10 15
Queen Sise 6 12 20
King Sise 9 14 21

Tabela 3: dados do problema 4

Determine quanto deve produzir de cada modelo.

Usando c para representar a quantidade de acolchoados tamanho casal a serem
produzidos, q para representar a quantidade de acolchoados tamanho queen a serem
produzidos e k para representar a quantidade de acolchoados tamanho king a serem

produzidos, podemos determinar um sistema de trés equacdes e trés incognitas, como segue:

4c+6q+9k =4800  [1]
10c +12q +14k =30000 [2]
15¢ + 20q + 21k =50000 [3]

A equacdo [1] representa o tempo que cada acolchoado leva para ser produzido, bem
como o tempo total de producdo disponivel. As equacdes [2] e [3] representam a quantidade,
em metros, de tecido e I&, respectivamente, que os acolchoados utilizam para serem
produzidos, como também a disponibilidade destes recursos.

Este sistema classifica-se como possivel e determinado, admitindo apenas uma
solucdo. O problema é que a solucéo encontrada € dada por ¢ = 4200, g = 2500 e k = -3000 e

sendo assim, ndo pode ser confeccionado, ja que uma das variaveis € negativa.
2.2 Analisando as solucdes

Esses quatro problemas apresentados podem servir como fonte para uma discussdo em

sala sobre solucgdes para situagOes reais dentro das condig¢des propostas.
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Os dois primeiros problemas, no contexto do estudo de sistemas lineares apresentaram
solucdo impossivel, porém podem-se levantar alguns questionamentos:

Quais as razdes que fizeram com que estes problemas apresentassem solucao
impossivel?

Serd que se resolvéssemos, no problema 1, sistemas com duas equagdes, dentre as
propostas, haveria solugdo?

No problema 2 deveriamos resolver o sistema com quantas equacdes?

Sera que a empresa de laminados do problema 1, com 10000 metros de compensado,
9000 metros de aglomerado, 6000 litros de cola disponiveis em estoque, e, ainda, com 600 e
800 horas disponiveis para os dois processos de producdo, ndo tem condicGes de produzir
nenhuma lamina?

No segundo problema ele fala de necessidade minima de miligramas de vitaminas,
sera que haveria uma maneira mais adequada de escrever as equagdes do sistema?

O problema 3 é classificado como indeterminado. Muitos autores de livros de ensino
médio afirmam que o problema teria infinitas solucdes, quando na verdade, este problema tem
mais algumas limitacdes que nao foram levadas em consideracdo e que limitaria a quantidade
de solucdes, como por exemplo, as varidveis devem ser ndo-negativas e inteiras. Assim como
o0s dois problemas anteriores, pode-se instigar o aluno a pensar se ndo haveria uma solugéo
ideal, dentre as possiveis ou ainda o que seria uma solucao ideal.

O problema 4 pode trazer ainda outras indaga¢6es, a solu¢do encontrada ndo atende as
necessidades, j& que uma das varidveis encontradas € negativa. Mas haveria, dentro das
situacOes propostas como produzir algum tipo de acolchoado para participacao na feira?

Estas sdo algumas sugestBes de levantamentos, é claro, que podem surgir muitas
outras e até tentativas de resolucdo por outras metodologias, o importante € que estes
problemas, ou outros, a critério do professor, despertem o interesse do aluno, por algo mais.
POZO e ECHEVERRIA afirmam que uma das formas mais acessiveis de proporcionar aos
alunos que aprendam a aprender é a utilizacdo da resolucdo de problemas como metodologia
de ensino. Segundo eles, “a solucdo de problemas baseia-se na apresentacdo de situacdes
abertas e sugestivas que exijam dos alunos uma atitude ativa ou um esfor¢o para buscar suas
proprias respostas, seu proprio conhecimento. O ensino baseado na resolucdo de problemas
pressupde promover nos alunos o dominio de procedimentos, assim como a utilizacdo dos
conhecimentos disponiveis, para dar resposta a situacdes variaveis e diferentes.”

E o se o aluno ainda ndo teve contato com conhecimento para dar continuidade em

uma determinada situacdo, que desperte o interesse de se aprimorar em aprender mais.
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‘E, pois, fundamental que o estudo da Matematica seja calcado em situagdes
problema que possibilitem a participacdo ativa na construcdo do conhecimento matematico. O
aluno desenvolve seu raciocinio participando de atividades, agindo e refletindo sobre a
realidade que o cerca, fazendo uso das informacGes de que dispde. Se quisermos melhorar o
presente estado de conhecimento, devemos nos questionar sobre como pode, de fato 0 nosso
aluno desenvolver o pensamento critico ou raciocinio 16gico’. (SMOLE e CENTURION,
1992, p.9)

Diante das situacdes apresentadas pode-se apresentar ao aluno o estudo de

Programacao Linear, depois adaptar os problemas propostos para buscar a solucao.
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3 PROGRAMACAO LINEAR

Este capitulo tratara das defini¢bes dadas a Programacao Linear (PL), da modelagem
de um Problema de Programacéo Linear (PPL), métodos de resolucédo de PPL e culminara na
transformacdo dos problemas apresentados no capitulo 2 em problemas de PL com suas
respectivas resolugdes.

Desta forma, PASSOS diz que a PL é uma técnica de otimizacdo aplicada a sistemas
de equacbes (ou inequacOes) lineares representativos de modelos previamente elaborados.
Para o autor, um problema de programac&o linear € um problema em que se quer maximizar
ou minimizar uma funcdo linear, também chamada de funcdo objetivo, sujeita a restricGes
lineares (equacdes ou inequacdes).

Segundo MORETTI, PL é um ramo da otimizacdo que estuda a minimizacdo ou
maximizacao de uma funcéo linear, chamada funcdo objetivo, sujeita as restricdes lineares de
igualdade e/ou desigualdades.

Para MOREIRA, um problema de PL é representado por um modelo estruturado cujos
relacionamentos possam ser expressos por meio de equacgdes e/ou inequacdes lineares.

PAIVA, diz que a PL é uma técnica da Matematica Aplicada que constitui um dos
ramos da Investigagdo Operacional. Envolve a pesquisa, 0 estudo e desenvolvimento de
modelos de otimizacdo sobre operagOes, sendo aplicada a problemas que envolvem a
conducdo e coordenacdo de operaces. Dentro do universo dos modelos de otimizacdo,
existem os modelos de Programacdo Matematica que permitem determinar em que condicdo é
possivel, ou ndo, otimizar um dado objetivo face a um conjunto de limitagdes.

Um problema de PL baseia-se na construgdo de um modelo simbdlico, isto é,
representado por equacfes matematicas e simbolos conforme ACKOFF e SASIANE. Para
PASSOS, na construcdo desse modelo devem ser considerados:

- As variaveis de decisdo, que sdo aqueles valores que representam o cerne do
problema, que consiste em explicitar as decisdes que devem ser tomadas e representar por
meio das variaveis.

- A funcdo objetivo, aquela que deve ser otimizada, € a expressao que calcula o valor
do objetivo em funcéo das variaveis de deciséo.

- As restricdes expressas como uma relagdo linear (igualdade ou desigualdade),
montadas com as variaveis de decisdo, sdo as condi¢cBes que limitam o problema. Uma

condicdo implicita a todos os problemas de PL é a condi¢do de ndo-negatividade.
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Assim a forma candnica do modelo é dada por:

Max (Min) Z = ¢;X| + CpXy + C3Xg +...+ Cn Xy, | fungéo objetivo
al]_Xl + a12x2 + 3.13X3 +..+ aln Xn < (OU >0u =) bl
3.21X1 + a22x2 + a23x3 +...+ aann < (OU > 0u :) b2
831X3 + AgpXy + 8g3X3 +...+ azn Xy < (0U = 0U =) by restrigdes

A X1 + maX2 + 8m3aX3 + ...+ & Xy < (0U > 0u =) by,

Em que:

X:{X{,X9,X3 ..., X, }: &0 as variaveis de decisio
A {all, a12, 3., dmn }: s&80 os coeficientes das variaveis nas restrigdes
B:{oy,by,b3,...,b, }: séo os termos independentes das restrigées

C: {1,62,C3,...,C }: S80 0s coeficientes das variveis na funcéo objetivo

3.1 Métodos de resolugdo
3.1.1 Método Gréfico

Podem-se resolver os problemas de programacédo linear pelo método gréafico, apesar de
ser bastante limitado. Quando o nimero de incognitas é igual a dois ou trés, o sistema admite
uma solugdo grafica. Para alunos do ensino médio este metodo de resolucdo é muito
complicado no segundo caso por se tratar de um problema no espaco tridimensional. Os
problemas com quatro ou mais incognitas pertencem a um espacgo n-dimensional s6 admitem
solucdes algébricas através do calculo matricial. Sera abordada a resolucdo grafica em
modelos com duas varidveis. Para isso, precisa-se considerar 0s seguintes teoremas e
defini¢des, segundo LACHTERMACHER:

Definicdo |

Um conjunto ndo vazio S de pontos em R"é dito convexo se o segmento de reta

ligando dois pontos arbitrarios em S esta inteiramente contido em S.

Conjunto convexo Conjunto ndo convexo

Figura 1: Representacdo gréfica de conjuntos convexos e ndo convexos
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Definicéo 11

Solugdo vidvel é uma solucdo que satisfaz todas as restricbes do modelo de
programacéo linear.

Teorema |

O conjunto de todas as solugdes vidveis de um modelo de programacéao linear € um
conjunto convexo.

Definicéo 111

O extremo de um conjunto convexo S € um ponto pertencente a S que nao estad no
interior de nenhum segmento de reta contido em S.

Definicéo IV

Solucdo compativel basica é uma solucédo vidvel que pode otimizar a fungédo objetivo.

Teorema 1l

Toda solucdo compativel basica do sistema de equacgdes lineares do modelo de
programacao linear é extremo do conjunto de solugdes viaveis.

Definicdo V

O ponto 6timo finito de uma funcéo objetivo € um extremo de um conjunto convexo
S onde a funcdo objetivo assume um valor méximo ou um valor minimo em S.

Teorema Il

Se uma funcdo objetivo possui um Gnico ponto 6timo finito, entdo esse é um ponto
extremo do conjunto convexo de solucdes viaveis.

Teorema IV

Se a funcdo objetivo assume o valor 6timo em mais de um ponto do conjunto de
solucBes viaveis, entdo ela assume esse valor para pelo menos dois pontos extremos do
conjunto convexo e para qualquer combinacdo convexa desses pontos extremos, isto €, todos
0s pontos do segmento de reta que une esses dois extremos, ou seja a aresta do poligono que
o0 contém.

Exemplificando, a figura 2 representa o seguinte modelo de PL:

Max Z =5xq +2X»

sujeitoa :

X1 <3

Xp <4

X1 +2X9 <9

X1 =0

X2 20
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Figura 2: Gréfico representando modelo de PL

Claramente, pode ser observado o conjunto das solucbes viaveis que é dado pelo
poligono convexo ABCDE, conforme garante o Teorema I. As solucdes compativeis bésicas,
citadas no Teorema Il, séo representadas pelos segmentos de reta AB, BC, CD, DE, EA.

Pelo Teorema Il 0 ponto 6timo finito deveria ser um dos pontos extremos A, B, C D
ou E. Observe que ao atribuir um valor para Z é possivel tracar uma reta que representa a
funcdo objetivo, como neste caso, o0 objetivo é maximizar a funcdo deve-se encontrar um
valor para Z que passe por um dos vértices A, B, C, D ou E, e que seja 0 maior possivel.
Neste caso é quando Z = 21, logo quando X = Xo =3.

Importante observar, que se a funcdo objetivo fosse, por exemplo, dada por
Z =X +2Xy, teriamos o objetivo em mais de um ponto conforme o Teorema IV, observe a

figura 3.
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Figura 3: Grafico representando modelo de PL modificando Z

3.1.2 Resolucéo Tabular: o Método Simplex

Segundo PASSOS, o Simplex é um método iterativo que, utilizando um algoritmo,
procura otimizar uma funcédo objetivo linear, considerando algumas restri¢Ges lineares. A cada
iteracdo realizada a funcdo objetivo melhora a solucdo do problema, até chegar a solucédo
otima.

No ambito deste trabalho, ndo serd abordado este método. Ele pode exigir um tempo
muito grande para que os alunos de Ensino Médio o compreendam. Quando o modelo de
Programacdo Linear tiver mais de duas varidveis serd utilizado o Solver da Planilha Excel
para encontrar a solugdo do problema. Vale ressaltar, que um dos objetivos do trabalho é

analisar soluc@es de problemas e néo a estratégia utilizada para resolvé-los.
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3.1.3 Resolucao de Modelos Utilizando Planilha Eletronica

Existem muitos softwares que resolvem problemas de PL. Dentre eles, Lindo, Lingo,
OMP, Solver/Excel (também com versdo para Linux, muito semelhante). Por questdes de
acessibilidade sera abordado uso do Solver.

GOMES JR e SOUZA afirmam:

“O Solver faz parte de um conjunto de programas algumas vezes
chamado de ferramentas de analise hipotética. Com o Solver vocé pode
localizar um valor ideal para uma férmula em uma célula, chamada de célula
de destino, em uma planilha. O Solver trabalha com um grupo de células
relacionadas direta ou indiretamente com a férmula na célula de destino. O
Solver ajusta os valores nas células variaveis que vocé especificar, chamadas
de células ajustaveis, para produzir o resultado especificado por vocé na
formula da célula de destino. Vocé pode aplicar restrigdes para restringir 0s
valores que o Solver podera usar no modelo e as restricdes podem se referir a

outras células que afetem a formula da célula de destino.”

Serd usado o exemplo de modelo resolvido graficamente em 3.1.1 para compreensao
da utilizagéo da ferramenta.

Passos para resolugao:
1) Parainserir o Solver & barra de ferramentas, deve-se seguir 0 caminho:

Arquivo/Opc¢des/Suplementos/Ir/Solver/OK
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Geral 3 . . - -
Exiba e gerencie Suplementos do Microsoft Office.
Férmulas
Revisdo de Texto Suplementos
salvar Nome + Local Tipo
\dioma Suplementos de Aplicativo Afivos
Salver C\.\OFfi ERNLAM do Excel
Avancade
Suplementos de Aplicativo Inativos
Personalizar Faixa de Opgdes Cabegalhos e Rodapés C:\.)\Microsoft Office\Officel14OFFRHD.DLL  Inspetor de Documento
Contetido Invisivel C\.\Microsoft Office\Office 149\OFFRHD.DLL  Inspetor de Documento
Barra de Ferramentas de Acesso R3pido Dadaos XML Personalizados C\.)\Microsoft Office\Office1\OFFRHD.DLL  Inspetor de Documento

Data (XML} C\.\Microsoft Shared\Smart Tag\MOFL.DLL  Agda
Suplementos Ferramentas de Andlise €\ \Office T4l V532011 da Excel

p

) Ferramentas de Analise - VBA Chffice1al TPVBAENXLAM  Suplemento do Excel

Central de Confiabilidade Ferramentas para o Euro C\..fice\Office14\Library\EUROTOOLXLAM  Suplementa do Excel
Linhas e Colunas Ocultas €A..)\Microsoft Office\Office4\OFFRHD.DLL  Inspetor de Documento
Microsoft Actions Pane 3

Pacote de Expanséa para XML
Planilhas Ocultas C\.)\Microsoft Office\Office1\OFFRHD.DLL  Inspetor de Documento

Suplementos Relacionados a Documento
Sem Suplementos Relacionados a Documento

Suplementos de Aplicativo Desabilitados
Sem Suplementos de Aplicativo Desabilitados

Suplementa: Solver

Editor:

[< : Nenhuma o de disponivel

Local: C:\Program Files (x85)\Microsoft Office\Office14\Libran/\SOLVER\SOLVER XLAM
Descricia: Ferramenta para otimizacdo & solugio de equaches

geencins Goprementos do et 9] @

oK Cancelar

Figura 4: Janela de Opgdes do Excel

Suplementos disponiveis:

[ |Ferramentas de Andlise

[ |Ferramentas de Andlise - VBA
|:| Ferramentas para o Euro

Soly

Procurar...

Automa

Solver

Ferramenta para otimizacao e solucdo de equagbes

Figura 5: Janela de suplementos do Excel

S6 € necessario realizar este procedimento uma vez, a partir dai o suplemento fica
disponivel na barra de Dados, conforme figura 6.
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Figura 6: Janela Excel

2) Para facilitar a interpretacdo do resultado, é interessante, usar uma coluna para
descrever os dados, no exemplo foi usada a coluna A da figura 7.

Fd asta2 - Microsoft Exce
q Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisao Exibicdo & 9 =

# Calibri =11 - = % = Geral - [ﬁFormata;Eo Condicional = 5= Inserir = - %r {ﬁ

—)I By - B3 - o )0 8 Formatar como Tabela - 3% Excluir -
o Classificar Localizar e
3 & 5]} Estilos de Célula ~ B Formatar = | (2~ ¢ Filtrar~ Selecionar+

AreadeTr.. @ Fonte G| Alinhamento = | MNamero & Estilo | Células Edicdo |
EL5 - (- £ | v
A ] B [ c [ o T e T ¢ [ e [ w [ o+ [ s [ x [E

1 Varidveis

2 X1

3 X2

4

5 Fungdo Objetivo

6 Z

7

2 Restricties 3

9 restricBo 1

10 restrigio 2

11 restricdo 3

12

13

14

15 :I

16

17

hd

4 4+ M| Planl /Plan2 Plan3 . ¥2 nER [ | » [

Pronto | |.EEI 1002 9—0—® I

Figura 7: Janela do Excel com descri¢do dos dados do problema
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3) Escolha células para representar as varidveis de decisdo, como foram usadas as
celulas A2 e A3 para descrever as variaveis, entdo optar-se-a pelas células B2 e

B3, para gerar, respectivamente, os valores de xje X.

4) A célula A6 esta descrevendo a funcdo objetivo, logo na célula B6, deve ser
inserida a formula referente a funcéo objetivo (=5*B2+2*B3). Observe na Figura 8
que o valor que aparece inicialmente na célula é 0 (zero), isso acontece pois B2 e

B3 ainda nao possuem valor.

5) Para inserir as restricdes, serdo necessarias duas colunas, a primeira utilizar-se-a
para insercdo das formulas referentes aos primeiros membros da equagfes (ou
inequacOes) das restricbes. Na segunda coluna serdo inseridos os valores que

limitam as restricdes, como mostra a figura 9.

P s A Pasta2 - Microsoft Excel ——
m Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicao & e (=R X
== Tahoma -5 - = - X - z __ Lﬁ

e NI s AN = f 000 | - &
Colar : [ : Localizar e
- 7 i i SRR A f0 $.0 =] [l Formatar | 2~ Selecionar ~
Area de Tr... Fonte Alinhamento Ndmero Estilo Células Edicao
Comentdrio 1 - fe v
A B C D E F G H 1 J K I
1 Varidveis ]
2 X1
3 X2
4
5 Fungio Objetivo ;
6 |Z 0
? =
8 Restrigtes -
9 restricio 1
10 restrigdo 2
11 restricdo 3
12
13
14
- L
16
17 3
4 4 r ¢ Planl ~Planz -~ Plan3 -~ ¥J nEN i | ]
Célula B6 comentada por Cibele Ribas | ([ E 100 =) {J ()

Figura 8: Janela do Excel com a funcéo objetivo
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Figura 9: Janela do Excel com as restrices

6) Ir em Dados/Solver

Definir Objetivo: |

Para: @) Max. () Min. () valor de: 0 |

Alterando Células Variaveis:

|
Sujeito &z Restriches:
Alterar
v Carregar/Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas N3o Negativas

Selecionar um Método de Solugdo: | GRG Mo Linear Izl Opciies

Método de Solucdo

Selecione o mecanismo GR.G MNao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares, Selecione o
mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Seledone o mecanismo Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves,

e | [

Figura 10: Janela do Solver



36

7) Na janela da figura 10 deve-se:

a. Definir o objetivo: célula onde foi inserida a formula da fung&o objetivo.

b. Selecionar o tipo de otimizacéo a ser feita (Max ou Min)

c. Inserir as células variaveis que representam as variaveis de deciséo.

d. Selecionar o icone para deixar as variaveis ndo negativas (condi¢cdo de nao
negatividade).

e. Selecionar Método de Solugdo como LP Simplex

f. Clicar em adicionar para inserir as restricoes conforme figura 11. Podem-se
adicionar as restrigdes individualmente, se as desigualdades forem diferentes,
ou todas ao mesmo tempo se a desigualdade for a mesma. Apos inserir as

desigualdades clica em OK e voltara a janela anterior, conforme figura 12.

EH9-&-|= Pasta? - Microsoft Excel - O
MPa'ginalnicial Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo & e o eE B2

= Conexdes A r K Limpar L |E_é‘] - = Agrupar * -"E ?,» Solver
= e 2 I RE

= = Propriedades {\; Reaplicar [E“u <@ Desagrupar = *E
Obter Dados| Atualizar Z| Classificar | Filtro \; Texto para Remaver
Externos « tudao &2 Editar Links I Avancado colunas Duplicatas Li?' @Subtotal
Conexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Tapicos Andlise
- i;. | w
A B C D E F G H 1 ) K E
1 Varidveis i ]
2 X1
3 X2
4 Referéncia de Célula: Restricio:
5 Fungdo Objetivo . $BS0:eBS11 A= —$C83:50811
6 |Z 0
7
o Adicionar Cancelar =
8 Restrigfies
9 restrigdo 1 ) 3
10 restrigio 2 0 4
11 restrigdo 3 0 9
12
13
14
15
16 I .I
17 L
4 < » ]| Planl ~Plan2 _Plan3 - Plan4 . ¥ nEl i | 1N
Pronta | |[Eom s C— 00—

Figura 11: Janela do Excel e das restri¢oes



Definir Objetivo: | &B%H

Para: ®) Max. () Min. () valor de:

Alterando Células Varigveis:

Bs2:8883

Sujeito &s Restricdes:
SBS10 <= SC£10 Adicionar

$B§11 <= §C§11
$BS9 <= 6089

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar Salvar

Tornar Varidveis Irrestritas Nao Negativas

Selecionar um Método de Solucdo: | LP Simplex Opges

Método de Solugdo

Selecione o mecanismo GRG N3o Linear para Problemas do Solver suaves e no lineares. Selecione o
mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Seledone o mecanisma Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves.

Figura 12: Janela do Solver com dados inseridos

8) Mandar resolver e pedir relatério de resposta.

37
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Pasta2 - Microsoft Excel

Arquivo Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revizdo Exibicdo
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Microsoft Excel 14.0 Relatdrio de Respostas

Planilha: [Pasta2]Planl

Relatdrio Criado: 05/02/2014 16:50:24

Resultado: O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigies e condigbes de adequacio foram satisfeitas,

Mecanismo do Solver

n_fé Mova Janela
= organizar Tudo

Mecanismao: LP Simplex

Tempo da Solugdo: 0,172 Segundos.
Iteracties: 2 Subproblemas: 0
Opgies do Solver
Tempo Max. llimitadao, Iterag@es llimitada, Precision 0,000001
Subproblemas Max. llimitade, Soluc. Max. Nim. Inteiro llimitado, Toleréncia de Nimero Inteire 13, Assumir NSo Negativo

(=R T R R TR R

Célula do Objetive [Max.)
Célula Mome Walor Original Valor Final
5BSE 7 0 21

Células Varidveis

Célula Neme  ValorOriginal  Valor Final  Nimero Inteiro
5852 X1 0 3 Conting.
SB53 X2 [1] 3 Conting.

25 |Restricoes

26 Célula Mome ValordaCélula Formula Status Margem de Atraso

27 | 5B510 restricio 2 3 SBS10<=5CS1( Ndo-associacio 1

28 | 5B511 restricio3 9 5B511=5C511 Associacdo 1]

28 SBSS  restricdol 3 SBSS9<=50{59  Associacdo 1]

3n il
M 4 » M| Relatério de Respostas 1 ~Planl Planz - Plan3 Pland ~¥J [14] [ | ]
Pronto | ||E|E 75% (-———(F) ¥

Figura 13: Planilha Relatério de Resposta

9) Conforme figura 13 os valores finais representam a solucdo do problema. O valor

final de Z é 21, e os valores finais de X;e X»sdo iguais a 3.

3.2 Transformando os quatro problemas propostos em problemas de PL

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para o Ensino Médio orientam a respeito
de conteudo, afirmando:

A forma de trabalhar os conteldos deve sempre agregar um valor

formativo no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matematico.

Isso significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize

0 raciocinio matematico — nos aspectos de formular questBes, perguntar-se

sobre a existéncia de solucdo, estabelecer hipoteses e tirar conclusdes,

apresentar exemplos e contraexemplos, generalizar situacdes, abstrair
regularidades, criar modelos, argumentar com fundamentagdo ldgico-
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dedutiva. Também significa um processo de ensino que valorize tanto a
apresentacdo de propriedades mateméticas acompanhadas de explicacéo
quanto a de formulas acompanhadas de deducdo, e que valorize o uso da
Matematica para a resolucdo de problemas interessantes, quer sejam de
aplicacao ou de natureza simplesmente teorica.

Exatamente neste contexto que inserimos o estudo dos problemas de programacéo

linear no Ensino Médio.
3.2.1 Problemal

Uma das questBes levantada anteriormente foi:

Sera que a empresa de laminados do problema 1, com 10000 metros de compensado,
9000 metros de aglomerado, 6000 litros de cola disponiveis em estoque, e ainda com 600 e
800 horas disponiveis para os dois processos de producdo, ndo tem condicbes de produzir
nenhuma lamina?

Para que ndo haja condicBes de se produzir nenhuma unidade de lamina de qualquer
um dos tipos, entdo a fabricacdo de uma unidade de um dos tipos de ldamina deveria utilizar
toda disponibilidade de pelo menos um tipo de matéria-prima ou tempo dos processos de
producgéo, o que claramente ndo acontece.

A partir dai, pode-se estimular o aluno a pensar em que razdes que levaram o
problema dentro das condicGes propostas inicialmente a ndo apresentar solucdo. Um dos
fatores é que o problema tem duas variaveis, mas 5 equagdes, como seguem:

2l; +15,=10000  [i]

21, +31, =9000 [2]

l, +2l, =6000 [3]
0,2l; +011, =600 [4]
0,2l +03l, =800 [5]

Nota-se que as equacdes [4] e [5] possuem coeficientes das incognitas proporcionais
aos das equacdes [1] e [2], respectivamente, e apesar desse trabalho ndo ter por objetivo a
abordagem da geometria analitica, € interessante, neste caso, verificar visualmente como seria
representada a solucdo geométrica. A figura 14, mostra a razdo pela qual este sistema €
impossivel, pois graficamente, cada equacdo representa uma reta no plano e percebe-se que

n&o existe ponto que seja comum as cinco retas.



2000+
0,20+ 0,32 =

0

.11y = 600[4]

201 + Iy = 10000[1]

2000

-2000-

8000 10000 12000
11 + 215 = 6000[3]

14000

1600

Figura 15: Janela de Algebra do Geogebra do Problema 1

----- 2 A = (5250, -500)

----- # B = (4666.67, 666.67)
..... 2 C= (O, 3000)

----- # D= (2000, 2000)

~~~~~ # E = (2250, 1500)

----- # F = (5500, -1000)

-2 G = indefinido

-0 H = indefinido

----- 2 1= (-2000, 4000)

~~~~~ 2 J = (2500, 1000)

----- 2 a: 2x +y =10000

----- 2 b: 2x + 3y = 9000

----- 4 ¢: X+ 2y =6000

‘‘‘‘‘ 2 d: 0.2x + 0.1y = 600
----- 4 e: 0.2x + 0.3y = 800

----- 5 textol = “21_141_2=10000 [1]”

----- 2 texto2 ="A"
----- o texto3 = “21_1431_2= 9000 [2]"

----- 5 textod = “I_1421_2=6000[3]"
----- » textob = “0,21_1+ 0,11 _2 = 600[4]"
----- » texto6 = “0,21_1+4 0,3_2 = 800[5]"
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N.[Nome ic... Definigao | Comando [ valor
1Reta a a: 2x +y=10000
2 Texio texion ARD "2l {1}+_[2}=10000 [1]"
3Retab b: 2x + 3y = 9000
4Retac ¢ x + 2y =6000
5 Ponto A X Ponto de intersegéo de a, Intersegacfa, b] |A =(5250,-500)
6 Texto texioz ARE AT
7| Texto texiod ABE "2l {1}+3l_{2}=2000 [2]"
8 Texto texiod ARC "l_{1}+2|_[2}=s000[3]"
9 Ponto B X Ponto de intersegdo de a, Intersegac[a, c] |B =(4666.67, 666.6T)
10/ Ponio C X Ponto de intersegdo de c, Intersegac[c, b] |C = (0, 3000)
11 Retad d: 0.2x + 0.1y =600
12/ Ponto D >\, Ponto de intersegdo de c, Intersegac[c, d] |D = (2000, 2000}
13/Ponto E X Ponto de intereegdo de d, Intersegac[d, b] |E = (2250, 1500)
14| Texto textos ABE "0,2_{1}+0,11_{2)=600[3]"
15 Reta e e:0.2x + 0.3y =800
16/Ponto F >\, Ponto de intereeg@o dea, e |Intersegac[a, €] |F =(5500,-1000)
17|Ponto G >{ Ponto de intersegio de b, e |Intersegac[b, €] |G =indefinido
18/Ponto H X Ponto de intersego dea, d  |Intersegac(a, d) |H =indefinido
19 Ponto | X Ponto de intersegio de e, © Intersegac(e, c] |1=(-2000, 4000)
20 Ponto J >\, Ponto de intersegio dee, d  Intersegac[e, d] .J=(2500, 1000)

Figura 16: Protocolo de construcdo no Geogebra do Problema 1

by

41

Voltando a proposta do problema 1, verifica-se que a empresa citada desejava

descobrir quantos metros quadrados de cada lamina deveriam ser produzidos, usando o0s

recursos disponiveis. Bem, em momento algum a proposta apresentava gque 0S recursos

deveriam ser utilizados na totalidade. Sendo assim, pode-se pensar que 0s recursos devem ser

aproveitados até a sua totalidade e, desta forma, o sistema seria interpretado utilizando

inequac0es, assim:



[ 2l +1, <10000  [6]

2l; +3l, <9000  [7]
4l +2l, <6000  [8]
0,2l; +01l, <600 [9]
0,21, +031, <800 [10]

Cada inequacdo pode ser representada graficamente como segue:

6000 8000 10000

Figura 17: representagdo geométrica da inequagdo 2l; +1, <10000

Figura 18: representagdo geométrica da inequagdo 2l; +3l, <9000
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Figura 19: representagdo geométrica da inequagdo l; +2l, <6000

6000 8000

Figura 20: representagdo geométrica da inequagdo 0,2l +01l, <600

' 5000 6000

Figura 21: representagdo geométrica da inequagdo 0,2l; +03l, <800
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A partir dai, representam-se todos 0s semiplanos que representam as inequagdes em
um anico grafico, conforme figura 22.

10000]

li + 1> < 10000

60001

2+ 3L <9

.3l> < 800

8000 10000 12000 14000
I, + 21, < 6000

Figura 22: Semiplanos das inequagdes do problema 1

Porém, ao trabalhar com as inequacGes, deve ser considerado que a solugdo do
problema é ndo negativa e, sendo assim o campo das solucdes deve pertencer ao 1° quadrante
do plano cartesiano. Desta maneira as intersec6es dos semiplanos que determinam o campo de

solugdes do problema estdo representadas na Figura 23.

-1000 0 1000 2000 3000 40?15\ 50\5Q 60?0\7600

Figura 23: Regido de solugdes das inequagdes do problema 1

Agora de um problema sem solugdo, ou de solugdo impossivel, passou-se a um

problema com uma infinidade de solucdes.
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O fato é que para tratar este problema como um problema de programacéo linear falta
um objetivo. Este objetivo é que determina dentre o campo de solucbes possiveis qual a
melhor solucdo para empresa.

Suponha que o lucro gerado pelo metro quadrado da lamina 1 seja 25 unidades
monetérias (u.m.) e da ldmina 2 seja de 30 u.m. Quanto deve ser produzido de cada tipo de
lamina para maximizar o lucro da empresa?

Nestas condi¢cdes passamos a ter um modelo de PL, determinado por:

l; = quantidade de metros quadrados de lamina tipo 1a ser produzidas e vendidas
I, = quantidade de metros quadrados de lamina tipo 2 a ser produzidas e vendidas

Max L = 25, + 30,

sujeito a

21, +15, <10000
21; +3l, <9000

l; +2I, <6000
0,2l; +0,1, <600
0,2l; +0,3l, <800
l, >0

|2 >0

Como jéa se sabe que a regido de solugdes foi representada na figura 23. Para encontrar
a melhor solucdo usam-se os teoremas Il e Ill para encontrar a melhor solugdo. Assim
inicialmente tracamos a funcdo objetivo com valor de L = 0, na sequéncia no Geogebra,

tracam-se retas paralelas a essa passando pelos extremos da regido de solucdes. Desta forma,
a figura 24, mostra que o ponto que gera 0 maior valor para L é quando l; =2500¢e I, =1000

com lucro total de 92500 unidades monetérias.
Assim a empresa deve produzir 2500 m? de laminas do tipo 1 e 1000 m? de laminas
tipo 2.
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250, + 301, = 92500

25l + 30l =7

N
0 N\ N
-1000 -500 o 500 1000 1500 2000 2500 3008 N §500 WSOG SO\SQ 5500
N ~ N

Figura 24: Regido de solugdes com representacdo da funcao objetivo e melhor solucao

3.2.2 Problema?2

Considerado em PL como problema da dieta, em que se quer determinar quanto de
cada alimento deve ser consumido a fim de atender as necessidades minimas de vitaminas,
geralmente com objetivo de ter um alimento, neste caso ra¢do, com menor custo possivel.

Em seu enunciado ja se verificavam que existe uma necessidade minima de vitaminas
em miligramas por kg de racdo, no contexto de sistemas lineares foi usada igualdade para
representar cada tipo de vitamina, mas o correto seria ter usado desigualdade o que sera feito
agora. Porém, assim como no problema 1, € necessario estabelecer um objetivo para que o
problema nédo passe de um problema com solucdo impossivel para um problema com infinitas
solucBes e sim um problema com solugédo 6tima.

Para tanto, sera considerado que o kg do Brand 1 é vendido a R$ 22,00, o kg do Brand
2 e vendido a R$18,00 e R$ 14,00 o quilo do Brand 3.

Construir graficamente este problema, apesar de possivel, apresenta um grau de
dificuldade elevado, como abordado anteriormente, entdo serd usado o Solver/Excel, pois 0
objetivo é discutir a solugdo com os alunos.

O modelo matematico de PL que representa este problema é dado por:
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b, = quantidade em quilogramas do Brand 1a ser utilizada na ragéo
b, = quantidade em quilogramas do Brand 2 a ser utilizada na racao
b3 = quantidade em quilogramas do Brand 3 a ser utilizada na racéo

MinC = 22b; +18b, +14b3
sujeitoa

by +by +bg =1

5b; +3b, +25b3 >10

80b; +20b, +15b3 > 30
10b; + 40b, +5bg > 20

b +10by +10bg >5

b >0

b, >0

b3 >0

Seguiremos 0s passos Vvistos em 3.1.3. Conforme segue nas figuras 25, 26, 27 e 28.

F™ |+ Pastaﬁicrosoft Excel
Arquivo Pagina Inicial  Inserir  Layout da Pagina | Formulas | Dados  Revisdo  Exibicdo & e = =
fr ¥ AutoSoma v ﬁ Logica = ﬁ' g ,@> m
@: Usadas Recentemente = @ Texto - ih b o .
Inserir Momes | Auditoria de| Calculo
Funcdo @ Financeira = ﬁ Data e Hora = ﬁjv Definidos *| Fdrmulas = -
Biblioteca de Fungdes
A16 v (" | v
A | B C D r
1 Variaveis
2 |Brand1 1]
3 |Brand 2 1]
4 |Brand 3 0
5
6 Funcgéo objetivo
7 Custo =22*B2+18*B3+14°B4 3
B
9 Restrigbes
10 Quantidade de ragio =B2+B3+B4 1
11 Vitamina A =5*B2+3*B3+25*B4 10
12 Vitamina B =30*B2+20*B3+15*B4 30
13 Vitamina C =10*B2+A0*B3+5*B4 20
14 Vitamina D =1*B2+10*B3+10*B4 5
1=
16 | | 3
4 4 r M| Planl Plan2 “Pln3 %1 []4] Iny | b [1]
Pronto | Modo de Término 0 100% @—U—@ v

Figura 25: Janela do Excel com dados e formulas do problema 2 inseridos
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Definir Objetivo: |E

Para: O Mé&x. @ Min.

Alterando Células Varigveis:

|$Bs2:5854

Sujeito &s Restriches:

$BS10 = SCS10
$BS11:8B814 »= SCE11:3C514

Adicionar

Alterar

Exduir

Redefinir Tudo

CarregarSalvar

Tornar Varidveis Irrestritas N3o Negativas

Selecionar um Método de Solugdo: | LP Simplex

El Opcies

Método de Solugdo

Selecione o mecanismao GRG Mao Linear para Problemas do Solver suaves e nao lineares, Seledone o
mecanisma LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo Evolutionary para

problemas do Solver ndo suaves.

Figura 26: Janela do Excel/Solver com dados e formulas do problema 2 inseridos

0 Solver encontrou uma selucdo. Todas as Restricdes e
condictes de adequacdo foram satisfeitas.

(&) Manter Solucdo do Solver

(O Restaurar Valores QOriginais

[] retornar & Caixa de Dialoge Parametros do Solver

[o] 4 Cancelar

Relatarios

Relatorios

Sensibilidade
Limites

O Relatdrios de Estrutura
de Tapicos

Salvar Cenario...

Cria o tipo de relatario que vocé especifica e coloca cada relatdrio em uma planilha
separada da pasta de trabalho

Figura 27: Janela do Excel/Solver solicitando relatorio de resposta
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1= = organizar Tudo T} | &) H L
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Microsoft Excel 14,0 Relatdrio de Respostas
Planilha: [Pastal]Planl
Relatdrio Criado: 10,/02/2014 01:08:15

[0 DU SR TY R S T =)

Mecanismo do Solver
B Mecanismao: LP Simplex
7 Tempo da Solucdo: O Segundos.
2 lteracdes: & Subproblemas: 0
5 Opgdesdo Solver
10 Tempo Max. llimitado, IteracBes llimitado, Precision 0,000001, Usar Escala Automatica

11 Subproblemas Max. llimitade, Solug. Max. Num. Inteiro llimitado, Tolerancia de NOmero Inteiro 15, Assumir N3o Negativo

Resultado: O Solver encontrou uma solucdo. Todas as Restrigdes e condigdes de adequacao foram satisfeitas,

12

13

14 |Célula do Objetive [Min.)

15 Celula Nome Valor Original Valor Final

16 | 5BS7 Custo 0 17,2 =
17

18

19 CélulasVariaveis

20 Célula Nome Valor Original  Valor Final  MNdmero Inteiro

21 SBS52 Brandl 1] 0,2 Conting.

22 5B53 Brand2 o 0,4 Conting,

23 5B54 Brand 3 o 0,4 Conting,

24

25

26 |Restriches

27 Celula MNome Valor da Célula Farmula Status Margem de Atraso
23 | S5SB510 Quantidade de racdo 1 SB510=5C510 Associagdo [
2% | 5B511 Vitamina A 12,2 5B511»=5C511 Ndg-associacdo 2,2
30 | 5B512 Vitamina B 30 5B512>=5C51: Associacdo [1]
31 | 5B513 VitaminaC 20 SB513==5C51: Associagio Q
32 5SB514 Vitamina D 8,2 SB514==5C514 Ndo-associacdo e

-

M 1 r M| Relatério de Respostas 1 - Planl -~ Plan2 . Plan3[i] 4 |

30

Pronto |

|[E@@ e U

Figura 28: Janela do Excel Planilha Relatério de Respostas Gerados pelo Solver

Analisando o relatério de resposta, visto na Figura 28, percebe-se que a mistura deve

ser composta por 0,2 kg de Brand 1, 0,4 kg do Brand 2 e, também, 0,4 Brand 3. O custo

gerado por esta mistura é de R$17,20. Ainda nesse relatorio € interessante analisar o Status

das Restri¢ces, em alguns casos aparece Associacdo e em outros N&o-associagdo. Naquelas

em que aparece Associacdo a Margem de Atraso (como trata o Excel) é nula, a interpretacdo

disso é que a restri¢do foi satisfeita conforme seu limitante, isto €, neste caso, a quantidade

racdo foi de 1 kg, a quantidade de Vitamina B e C na mistura foi de exatamente 30 mg e 20

mg, respectivamente. As restricdes cujo status é Nao-associacao, observados, neste problema,
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nas restricdes de Vitamina A e D, apresenta, nesta ordem, os valores de célula, 12,2 e 8,2 e
Margem de Atraso 2,2 e 3,2. Quando se volta ao modelo do problema verifica-se que o
minimo de vitamina A era 10 mg e o minimo de vitamina D era de 5 mg. Diante disso, tem-se
que os valores que aparecem na Margem de Atraso sdo as quantidades que excedem o minimo

de vitaminas que deveria compor a mistura.

3.2.3 Problema3

Este sistema foi classificado como possivel e indeterminado. Ele possui 4 variaveis e 2
equacdes, a menos que estas equacles tivessem o mesmo coeficiente das varidveis (ou
proporcionais) e os termos independentes distintos (ou fora da proporcédo) esta classificacdo
era inevitavel.

Para ser tratado como um problema de PL sera considerado que o preco de venda de
cada console, respectivamente é de R$70,00, R$70,00, R$60,00 e R$90,00. As
disponibilidades serdo tratadas como limitante maximo, deve ser considerado o fato de ser
programacdo inteira, isto €, as variaveis devem assumir valores inteiros. A empresa desejara
determinar quantas unidades de cada modelo devem ser fabricados de forma a maximizar a
Receita.

A receita é dada pelo somatorio dos produtos do preco de venda pela sua respectiva

quantidade. Sendo assim, 0 modelo de PL adequado para este problema é:

¢, = quantidade de consoles do modelol1a ser produzido e vendido

Co = quantidade de consoles do modelo 2 a ser produzido e vendido
c3 = quantidade de consoles do modelo 3a ser produzido e vendido
c4 = quantidade de consoles do modelo 4 a ser produzido e vendido
Max R = 70cq + 70c, +60c3 +90c,

sujeitoa

4cq +5C» +3c3 +5¢4 < 30000

2¢q +1co +5¢3 +3c4 < 20000

>0

Cr 20

c320

cy 20

Observe a solucéo nas Figuras 29, 30, 31 e 32.
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™ B R Pastal - Microsoft Exce &

LGN Fagina Inicial  Inserir  Layout da Pagina |Fﬁrmu|as Dados Revisdo Exibicdo & 9 = B E3
.fr Z AutoSoma + ﬁ Logica = ﬁ* § @
ﬂ Usadas Recentemente ~ @ Texto - ﬁ e o .
Inserir Momes | Auditoria de| Calculo
Funcdo i Financeira - [E7 Data e Hora = ffll~ | Definidos - Farmulas ~ -
Biblioteca de Funcdes | | | |
B18 - (= fe | |
A | B | C | D

1 Variaveis
2 Console modelo 1
3 Console modelo 2
4 Console modelo 3
5 Console modelo 4
6 =
7 Fungdo Objetivo
& Receita =70*B2+70*B3+60*B4+90*B5
9
10 Restrigdes
11 Montagem (horas) =A*B2+5*B3+3*B4+5*B5 30000
12 Decoracdo (horas) =2*B2+1¥B3+5*B4+3¥B5 20000
13
14
15
16 -
M 4 » v| Planl Plan2 . Plan3 -~ %J 4| m | » [1]
Pronto B 1009 @ {J @

Figura 29: Janela do Excel com dados e formulas do Problema 3 inseridos

Como foi abordado, as varidveis devem ser inteiras, para que isso seja implementado a
solucdo deve-se adicionar uma restricdo que selecione as variaveis e as classifiguem como tal.
Vide figura 29.

Referéncia de Célula: Restrigdo:

|$B$2:$B$5 |nLZ|mern inteiro

Figura 30: Janela do Solver/Excel com classificacdo de variaveis inteiras
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Definir Objetivo:

Para: (@) Max. n. () valor de:

Alterando Células Varidveis:

$B52:4885

Sujeito as Restrigies:

$B£11:6B812 <= SCS11:6C812 —
SBS2:5B55 = nimero inteira Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carreqar/Salvar

Tarnar Variaveis Irrestritas Mao Negativas

Selecionar um Método de Solucdo: | LP Simplex Opcies

Método de Solucdo

Selecione o mecanismo GRG Nao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares. Selecione o
mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Seledone o mecanismo Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves.

Figura 31: Janela do Solver/Excel com dados e formulas do Problema 3 inseridos
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Fal™ b Ea e Pastal - Microsoft Excel

Arquivo Pagina Inicial  Inserir  Layout da Pagina  Formulas  Dados  Revisdo | Exibigdo | &€ e = 2P

Lﬁ i i ':% L?:E',Nmra Janela A3 ) % .
i = organizarTudo T | 3] T
Marmal |Layout da Mastrar, Zoom Salvar Espaco Alternar | Macros
Pagina = M M @Congelarlﬁaineis* 1 44 deTrabalho Janelas+ -
Modos de Exibicdo de Pasta de Tra... Janela Macros
Al - e | Microsoft Excel 14.0 Relatdrio de Respostas ¥
A B C 0] E E G H —
1 [Mhcrosoft Excel 14.0 Relatdrio de Respostas -
2 Planilha: [Pastal]Planl
3 | Relatéric Criado: 10,/02/2014 09:35:40
4 Resultado: O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigties e condigtes de adequacdo foram satisfeitas.
5 Mecanismo do S5olver
B Mecanismao: LP Simplex
7 Tempo da Selucdo: 0,031 Segundos.
2 Iteragtes: 2 Subproblemas: 0
% Opgoes do Solver
10 Tempo Max. llimitado, Iteracdes llimitado, Precision
11 Subproblemas Max. llimitade, Selug. Max. Nim. Inteire llimitadeo, Tolerancia de Nomere Inteiro %, Assumir N3o Negativo
12
13
14 Celula do Objetivo (Max.)
15 Celula HNome Walor ﬂrigirlal Valor Final
16 LBRSE Receita a 543750 =
17
18
18 Celulas Variaveis
20 Celula Nome Walor Original __ Valor Final Nimera Inteiro
21 5B52 Console modelo 1 4] 3 Nimero Inteiro
22 5B53 Console modelo 2 Q O Numero Inteiro
23 5B54 Console modelo 3 4] E25 Nimere Inteiro
24 5B55 Console modelo 4 Q 5625 NumeroInteirg
25
26
27 |Restricdes
28 Calula Nome Valor da Célula Farmula Status Margem de Atraso
29 5BS11 Montagem (horas) 30000 5B511<=5C511 Associacdo [+]
30 | S5BS12 Decoragdo [horas) 20000 5B512<=5C511 Associacdo 0
31 5SBS2:5B55=Numero Inteiro
32
-
M4 4 » ¥ | Relatdrio de Respostas 1 Planl . Plan2 - Plan2 [i] 4 | I | b [1]

Pronto m o7s% (0 O &) .

Figura 32: Janela do Excel com Relatério de Respostas do Problema 3

Pelo relatdrio exibido na figura 32, temos que nao devem ser produzidos os modelos 1
e 2. Devem ser produzidos e vendidos 625 consoles modelo 3, 5625 consoles modelo 4. A
receita que serd proporcionada por esta venda é de R$ 543750,00. Note que o status das duas
restricbes é de Associacdo, isto significa que foi utilizada a totalidade dos tempos para
montagem e decoracdo. Além disso, esta solucdo encontrada pertence ao conjunto das
solucBes do sistema apresentado no capitulo 2.

Este problema permite uma nova problematizacdo a ser tratada com os alunos, sera

gue a empresa pode, pensando mercadologicamente, deixar de produzir algum tipo de modelo
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de console? Supondo que ndo, a empresa poderia estabelecer um minimo a ser produzido de
cada console para evitar que a solucdo seja a apresentada anteriormente.

O interessante do uso do solver ¢ que se pode “brincar” alterando as restrigdes,
inserindo novas, mudando os precos dos produtos e rapidamente encontra-se uma nova
solucdo a ser discutida. Exemplificando pode-se dizer que deve ser produzido um minimo de
300 unidades de cada modelo de console. Observe como ficariam as formulas no Excel e a

nova solucdo nas figuras 33, 34 e 35.

Pastal - Microsoft Excel

Arquivo Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Formulas Dados Revisdo Exibicdo | & a R 5 K

Lﬁ 4 3 Q £ Nova Janela FEH - %
13 H organizar Tude T3 | 4] H ﬁ;
Mormal|Layout da Mastrar, Zoom Salar Espago Alternar | Macros

Pagina = M M & congelar Paineis * 1 ©4  ge Trabalho Janelas - -
Modos de Exibigdo de Pasta de Trabalho lanela Macros

cs A Je |
A B
2 Console modelo 1

3 Console modelo 2
4 Console modelo 3
Console modelo 4

Fungdo Objetivo
Receita =70*B2+70*B3+60*B4+30*B5

Restrigbes
Montagem (horas) =4*B2+53*B3+3*B4+5*B5 30000
Decoragdo (horas) =2*B2+1*B3+5*B4+3*B5 20000
Console 1 (min) =B2 300
Console 2 (min) =B3 300
Console 3 (min) =B4 300
Console 4 (min) =BS5S 300

17 -
M 4 ¢ M| Relatdrio de Respostas 1~ Relatdrio de Respostas 2 1] 4 | i | k1]

Pronto ll'-l 100% @—U—&) L

Figura 33: Janela do Excel com dados e formulas do Problema 3(modificado) inseridos
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Definir Objetivo: |E

Para: (@) Max. ) Min. (" valor de: 0 |

Alterando Células Varigveis:

(sms2: 055

Sujeito as Restricies:

SB511:5B512 <= 8C511:5C512 Adicionar
SB513:8B816 »>= 8C§13:8C516 -
£B52:5B55 = numero inteiro
Alterar
Excluir
Redefinir Tudo
Carregar [Salvar
Tornar Variaveis Irrestritas Mao Megativas
Selecionar um Método de Solugdo: | LP Simplex Izl Opcoes
Métoda de Solucdo

Selecione o mecanismo GRG M3o Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares, Selecione o

mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Seledone o mecanismo Evelutionary para
problemas do Solver ndo suaves.

Ajuda Resolver Fechar

Figura 34: Janela do Solver/Excel com dados e férmulas do Problema 3(modificado) inseridos



56

Pastal - Microsoft Excel

Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo | & a = B
% ‘E\ i 3 \-}; 3 Nova Janela A3 - %
i = oOrganizar Tude .} ; ™
Mormal | Layout da Mastrar, Zoom o Salvar Espaco Alternar | Macros
Pagina =] ~ = B Congelar Paineis * ] 54 de Trabalho Janelas - -
Modos de Exibicdo de Pasta de Trabalho Janela Macros
A16 - fe | v
18] B [ u] E F G H
1  Microsoft Excel 14.0 Relatério de Respostas -
Z | Planilha: [PastallPlanl
3 Relatrio Criado: 1000212014 09:56:13
4 Hesultado: O Solver encontrou uma solugSo. Todas as Restrigbes e condigies de adequacio Foram satisfeitas.
5 Mecanismo do Solver
=] Mecanismo: LP Simples
T Tempo da Solugio: 0,015 Segundos.
g lreragdes: G Subprablemas: O
3 DOpgoes do Solver
0 Tempa Maz. limitada, teragdes limitado, Precision 0000007
1 Subproblemas Max. llimitada, Solug. Max=. Nam. Inteira limitado, Taleraneia de Mumera Inteiro 142, Aszumir M3o Megativa
12
13
14 | Célula do Dbjetivo [(Max.)
15 Célula Nome Yalor Original  VYalor Final
16 [ 1645 Receita 543750 538500
17
&
19 Célulaz Varidveis =
20 Célula Nome Yalor Original  VYalor Final Ndmero Inteiro
21 ¥5%: Consale madelo 1] 300 Miamera Inteira
22 #5$3 Consaole modela 1] 300 Momera Inteira
23 544 Consale madelo 525 850 Mimera Inteira
24 $5+5 Corsale madela 5625 4350 Muimero Inteira
25
26
2T  Restricdes
28 Célula Nome Yalor da Célula Farmula Status Margem de Atraso
29 FE£11 Maontagem [hara: 30000 #E$1=$C¥1  Associagio ]
30 FE#12 Decoragéo (hars 20000 #5$12<=$C$12 Aszsociagia 0
| +E#13 Consale 1(min) 300 #5413>=4#C#13 Associagia a
3 $5$1d Consale 2 [min] 300 #E5$#1d>=$C#1d Aszsociagia n]
33 FE415 Conzsale 3(min] 550 $E$#15>=$C$15 MNio-associagdo 550
34 +B$1E Consale 4 [min] 4350 #E$16:=$C36 Nac-azsociagio 4E50
35 #5$2:#B45=MNdmera Inteiro
36
v
38 Jul
M 4 » M| Relatdrio de Respostas 1 Relatdrio de Respostas 21| 4 | il | »[i]
Pronta | ||E| M 65 (= U=+ (+) .

Figura 35: Janela do Excel com Relatorio de Respostas do Problema 3 (modificado)

Observe que a nova solugédo, na Figura 35, prevé uma producgédo de 300 unidades do
console modelo 1, 300 do modelo 2, 850 do modelo 3 e 4950 do modelo 4. A nova solucdo
fez com que a Receita reduzisse de R$543750,00 para R$538500,00, mas apesar da queda, as
vezes a empresa precisa tomar este tipo de decisdo para ndo eliminar, simplesmente um
produto do mercado. Esta solucdo também pertence ao conjunto solucdo apresentada no
capitulo 2.
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3.2.4 Problema4

Este problema, quando tratado no enfoque de sistemas, foi classificado como possivel
e determinado. Porém a solucdo obtida ndo é adequada, pois uma das variaveis € negativa.
Sendo assim, considerar-se-a que a fabrica de acolchoados tem por objetivo a maximizar seu
lucro e que o lucro unitério do acolchoado modelo casal é de R$ 21,00, do modelo Queen é de
R$ 35,00 e do modelo King é de R$ 42,00. Considerando desigualdades a disponibilidade de

mé&o-de-obra e matéria-prima, temos o0 seguinte modelo:

¢ = quantidade de acolchoados modelo casal
g = quantidade de acolchoados modelo quenn
k = quantidade de acolchoados modelo king

Max L =21c + 35q + 42k

sujeito a

4c + 60+ 9k <4800

10c +12q + 14k < 30000
15¢ +20q + 21k <50000
c>0

qg=>0

k>0

A solucdo usando o Solver/Excel esta representada pelas figuras 36, 37 e 38.
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Fid asta icrosoft Excel
q Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Farmulas Dadaos Revisdo Exibicdo & 9 = [g
B @ %l K Limpa.r E_‘g @ - N ?* solver
Dlg:ter Dados| Atualizar 2? El_ I.ClassificarI Filtro \?} el Texto para Rem_mrer H;.' Estrutura
emnos™ | tudo= = ¥ mvangado | colunas  Duplicatas =9 | de Tépicos -
Conexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Analise
c1a -~ (- F | v

4 A | B | C | D | i
1 Varidveis

2 Casal

3 |Queen Size

4 |KIng Size

a2

6 Fungdo Objetivo =
7 |Lucro =21*B2+35*B3+42*B4

B8

B Restricdes

10 Horas-homem =A*B2+5*B3+9B4 4800

11 Tecido (metros) =10*B2+12*B3+14*B4 30000

12 L3(metros) =15%*B2+20%B3+21%*B4 50000

13

14 | |

15

16 i
M 4 » M| 7 Relatdrio de Respostas 3 Relatdrio de Respostas 4[] 4 | il | ki

Pronto BR[O ] 100%s @—U—® E

Figura 36: Janela do Excel com dados e formulas do Problema 4 inseridos



Definir Objetivo: |E

Para: () Max. ) Min. () valor de: o

Alterando Células Varigveis:

$B52:5884
Sujeito s Restricies:
$BS10:8B512 <= $C510:8C512 s -
EB52:8B54 = nUmero inteira s
Alterar
Excluir
Redefinir Tudo
(¥ Carregar (Salvar
Tornar Variaveis Irrestritas Nao Megativas
Selecionar um Método de Solugdo: | LP Simplex El Opcies
Método de Solugao

Selecione o mecanismo GRG Mao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares, Seledone o

mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares, Seledone o mecanismo Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves.

Ajuda Resolver Fechar

Figura 37: Janela do Solver/Excel com dados e formulas do Problema 4
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Fal= |z Pasta‘i?rMicrosoﬂ Excel X

Inserir Layout da Pagina Farmulas Dadaos Revisdo Exibicdo & 9 o e &S

Arquivo Pagina Inicial

= =l A . i Limpar E s - ?¢50Iver
3 g 5 L BB 2
&

w Reaplicar
Obter Dados | ptualizar Z | Classificar | Filtro l Texto para Remover Estrutura
Externos* | tudo~ = | * X7 mvangado | colunas Duplicatas 527 | de Tépicos -
Conexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Analise
i
Al ML - f | Microsoft Excel 14.0 Relatorio de Respostas b
A B [ D E F G H I =
1 [Whcrosoft Excel 14.0 Relatdrio de Respostas -
2  Planilha: [Pastal]Planl
3 Relatdrio Criado: 10/02/2014 12:02:36
4 Resultado: 0 Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigdes e condigdes de adequagao foram satisfeitas.
5 |Mecanizmo do Solver
B Mecanismo: LP Simplex
7 Tempe da Solugdo: 0 Segundos.
2 Iteractes: 2 Subproblemas: 0
3 Opcies do Solver
10 | Tempo Max. llimitada, IteragBes llimitade, Precision 0,000001
11 Subproblemas Max. llimitade, Solug. Max. Nom. Inteirg llimitado, Telerancia de Nimere Inteire 1%, Assumir N3o Negativo
12
13
14 Célula do Objetivo [Max.)
15 Celula Nome Valor Original Valor Final
16 | 5BS7 Lucro 1] 23000 =
17
18
15 |Células Variaveis
20 Célula Nome Valor Original ~ ValorFinal Nimero Inteiro
21 SB52 Casal 1] 0 Nimero Inteiro
22 SB53 Queen Size 1] 800 Numerg Inteirg
23 SB54 King Size [+] 0 Nlmero Inteiro
24
25
2E |Restrigbes
27 Célula Nome Valor da Célula Farmula Status Margem de Atraso
28 | SBS10 Horas-homem 4800 SBS10<=5CS1{ Associacio 0
29 5B511 Tecido [metros) 9600 SBS11<=5C511 N3o-associacio 20400
30 5B512 L3 |[metros) 16000 5B512<=5C%1I Ndo-associacio 34000
31 5B52:5B54=Numero Inteiro
32
-
M 4 » M| | Relatério de Respostas 4 . Planl Plan2 Plan3 i 4 | il | » 1]

Fronto E| 75% @—044&) I

Figura 38: Janela do Excel com Relatorio de Respostas do Problema 4

Pode-se verificar no relatorio de resposta que a solugdo que gera o maior lucro, no
valor de R$ 28000,00, é na producédo de 800 acolchoados modelo Queen Size, porém percebe-
se pela Margem de Atraso que sobrardo 20400 metros de tecido e 34000 metros de 1a.

Novamente podemos propor algumas alteracfes. Por exemplo, se fosse possivel a
empresa quadriplicar o tempo disponivel de mao-de-obra e estabelecer um minimo de 750
unidades de cada modelo de acolchoado, a nova solucéo est& apresentada nas figuras 39, 40 e
41,
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Kb Reaplicar
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Conexbes ‘ Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Andlise ‘
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A | B | c | D |

1 Variaveis

2 |Casal

3 |Queen Size

4 King Size

5

& Fungdo Objetivo

7 Lucro =21*B2+35*B3+42¥B4

8

9 Restriches

10 Horas-homem =A1*B2+5*B3+9%B4 =1800*4

11 Tecido (metros) =10*B2+12*B3+14*BE4 30000

12 L#(metros) =15*B2+20%B3+21%B4 50000

13 Casal (min) =B2 750

14 Quenn Size (min)  =B3 750

15 King Size (min) =B4 750

16

4 4 » M| " Relatdrio de Respostas 5 | Planl 'Plan2 'Plan3 Jif 4 | il | 20

Pronto EE O e -0 &F)

Figura 39: Janela do Excel com dados e formulas do Problema 4(modificado)

[

Definir Objetivo: |E

Para: (®) Méx. () Min, () valor de: o |

Alterando Células Varigveis:

sBs2:5884

Sujeito &s Restrigies:
$B610:6B$12 <= $C§10:9C$12 =
$BS13:88515 >= SCE13:6CE15 . i
£B52:5B854 = ndmero inteiro

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Y] Carregar/Salvar

AR ,

Tornar Variaveis Irrestritas Nio Negativas

Selecionar um Método de Solucdo:  |LP Simplex El Opcies

Método de Solucdo

Selecione o mecanismo GRG Mo Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares, Selecione o
mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves.

[ ] [

Figura 40: Janela do Solver/Excel com dados e formulas do Problema 4 (modificado)



62

F4 Pasta‘l'—-Microsoft Excel
Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo | ¢ a = o
% in | 5 Q £ Nova Janela EE] ) g?
13 = organizarTude T | @& |
Mormal | Layout da Mostrar| Zoom Salvar Espaco Alternar | Macros
Pagina = v = Bl congelar Paineis * (] 514 ge Trabalho Janelas - -
Modos de Exibicdo de Pasta de Trabalho| | | lanela | Macros |
Al - 'f-‘ I | Microsoft Excel 14.0 Relatdrio de Respostas ¥

Al B | C | D | E | F | G H 1 =
2 | Planilha: [Pastal]Planl =
2 Relatdrio Criado: 10/02/2014 13:04:19
4 Resultado: 0 Solver encontrou uma solugdo de nimero inteiro dentro da tolerincia. Todas as Restrictes foram satisfeitas,
5 Mecanismo do Solver
& Mecanismo: LP Simplex
7 Tempe da Solucdo: 0,015 Segundos.
a2 Iteracdes: 1 Subproblemas: 16
S Opcoes do Solver
10 Tempeo Max. llimitada, Iterages llimitado, Precision 0,000001
11 Subproblemas Max. llimitado, Soluc. Max. Nom. Inteire llimitado, Tolerdncia de Nimere Inteiro 1%, Assumir Nd3o Negativo
12
13
14 |Celula do Objetive [Max.)
15 Célula Mome Valor Original Valor Final
16 | 5BS7 Lucrg [+] 22488
17 |
18 3
15 |Celulas Variaveis
20 Célula Nome Valor Original ~ Valer Final  Mimero Inteiro
21 SBS2 Casal [+] 751 Nimerc Inteiro
22 SBS3 Queen Size [+] 753 Niumero Inteiro
23 SR54 King Size 1] 881 Niumero Inteiro
24
25
2E |Restrighes
27 Celula Nome Valor da Celula Formula Status Margem de Atraso
28 | S5SBS10 Horas-homem 16171 5B510==5C51C Nio-associacdo 3029
5 SR511 Tecido [metros) 30000 58511<=5C511 Associacdo 4]
30 SR512 La{metros) 4B50F 5B512<=5C515 Ndo-associacio 3454
31| 5BS13 Casal [min) 751 5B513»=5C51% Ndo-associacio 1
32 | SBS14 Quenn Size (min) 753 5B514»=5C514 NSo-associacio 3
33 SBS1S King Size (min) 961 5B%15-=5C51t Nio-associacdo 211
M 4 » M| | Relatério de Respostas 6 . Planl - Plan2 Plan2 i 4 | il | b |I|EI

Fronto E] 75% 6—0_'403 L

Figura 41: Janela do Excel com Relatorio de Respostas do Problema 4(modificado)

Com esta modificacdo, deveriam ser produzidos dos modelos casal, queen e king,

respectivamente, 751, 753 e 961 acolchoados. O lucro gerado saltaria para R$ 82488,00.

Como sobrariam ainda 3029 horas de médo de obra e 3494 metros de Ia, poderiam ser

realizados outros ajustes.
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4 PROPOSTA DE TRABALHO COM OS ALUNOS DE ENSINO MEDIO

Conforme a disponibilidade de tempo, o professor pode trabalhar esta proposta em
suas aulas usando cerca de 8(oito) tempos ou em forma de projeto no contra turno com o qual
poderiam ser feitas outras abordagens, como Geometria Analitica, aprofundando e
apresentando modelos distintos envolvendo redes ou grafos.

Apos terminar discussdo de solucdo de sistemas lineares, em oito tempos, tendo
disponivel um laboratorio de informatica, pode-se adotar a seguinte estratégia.

Pré-requisitos para aula 1: O aluno deve saber resolver sistemas lineares sobre o
conjunto dos nimeros reais por escalonamento, classificar sistemas lineares sobre o conjunto
dos numeros reais segundo tipo de solucéo.

Aula 1 — Apresentar os 4 problemas propostos no Capitulo 2 e pedir que os alunos
fagam a discusséo da solucéo, classificando cada sistema.

Aula 2 — Discutir as solugdes, principalmente na viabilidade delas quando se trata do
problema real.

Aula 3 — Abordar o que é Programacdo Linear, aplicacdes e Historia (conforme
Anexo).

Pré-requisitos para aulas 4 e 5: O aluno deve conhecer comandos basicos do
Geogebra, caso ndo conheca, sugere-se uma aula a mais para que se familiarize com o
software.

Aula 4 — Construcdo no Geogebra sistema de equaces do Problema 1, mostrando
porque o problema é impossivel.

Aula 5 — Transformar problema 1 em problema de PL, construir no Geogebra cada
inequacdo individualmente, depois todas juntas, definir o poligono das solucdes viaveis e
encontrar solucdo 6tima.

Pré-requisitos para aulas 6 a 8: O aluno deve conhecer comandos bésicos do Excel ou
Linux Calc, caso ndo conhega, sugere-se uma aula a mais para que se familiarize com o
software.

Aula 6 - Transformar problema 2 em problema de PL, usar o Excel ou Linux Calc
para solucionar e discutir solugdo.

Aula 7 - Transformar problema 3 em problema de PL, usar o Excel ou Linux Calc
para solucionar e discutir solugéo.

Aula 8 - Transformar problema 4 em problema de PL, usar o Excel ou Linux Calc

para solucionar e discutir solugdo.
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Cabe salientar, que os planos de aulas referentes a cada uma das 8 aulas da proposta
encontram-se no apéndice.

No apéndice, apés a descricdo de cada aula pode-se verificar como implementar e
resolver um problema de programacao linear no Linux Calc, foi adotado como exemplo o
problema 2 transformado. O langamento das formulas ocorre exatamente como no excel o que

modifica é o caminho para solug&o.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Segundo a pagina eletrénica do PROFMAT:

Este mestrado visa atender professores de Matematica em exercicio no ensino basico,
especialmente na escola publica, que busquem aprimoramento em sua formacao profissional,
com énfase no dominio aprofundado de contelldo matemético relevante para sua atuacdo
docente. Os objetivos do PROFMAT sdo consistentes com a missédo estatutaria da SBM de
"Estimular a melhoria do ensino de Matematica em todos os niveis".

Neste contexto, este trabalho oferece, ao mesmo tempo, aprimoramento do professor
e, primordialmente, estimula a melhoria do Ensino da Matematica.

A frase célebre de Bertrand Russel que diz:

“A Matematica, quando a compreendemos bem, possui nao somente a verdade, mas
também a suprema beleza.”

Em geral, professores de Matematica enxergam esta beleza, alunos ndo. Desperté-los
para prestigiar desse espetaculo é papel do professor. Uma das maneiras de fazer isso é dar
significado ao aprendizado trazendo atividades dindmicas em que o aluno participa da
construcdo do conhecimento. Este trabalho traz exatamente esta ideia. Ao final é apresentada
uma proposta de trabalho como sugestdo, mas, sem davida ela ndo é “engessada”, até por isso
0 termo sugestdo. O professor tem que ter sensibilidade em dar os direcionamentos e permitir
que o aluno tire suas proprias conclusdes.

A caracteristica mais importante deste trabalho, é que ele parte do conhecimento ja
abordado, néo é trabalhado como um assunto novo, ou um novo capitulo, como tratado no
livro do BONJORNO, Unico que traz este assunto no Ensino Médio. Ele vem para que o
estudo de discussdo de sistemas lineares ndo pare em caracterizar um sistema, mas sim, apos
identificado que um problema nédo apresenta uma solucdo adequada a realidade, parte-se para
um pensar em como mudar isso de tal forma que a solugdo possa ser implementada na pratica.

Apesar de ndo fazer parte da proposta de trabalho, é interessante, que ao final o
professor faca uma auto-avaliacdo, avaliacdo do processo e peca o retorno dos alunos para ter
a percepcao deles sobre a atividade.

A busca deve ser incessante por uma aprendizagem significativa. Este trabalho
apresenta uma proposta para que o professor saia um pouco do comodismo daquilo que ja esta
no livro didatico e leve os alunos a pensar, discutir, construir, participar do processo nao
apenas como espectador, que V&, que assiste, e sim como expectador, que tem expectativas de

algo diferente e se envolva no processo.
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Gostaria de terminar com trechos do Poema do Educador de Elisabeth Salgado que séo
importantes para mim e espero também que ao leitor, diz assim:

Em um mundo repleto de questionamentos, talvez s6 nos reste, educadores que somos,
aprender de novo o0 que € ensinar, sendo auténticos perante os mistérios desta era, tentando
conhecer este aluno novo, que néo recebe incentivo da vida para ser, apenas para ter.

De repente, ndo é mais possivel educar sem dor, sem ter que lidar com muitos
obstaculos, mas é esta a nossa missdo e ela ja mora ao lado da coragem ha muito tempo.
Sempre foi assim o0 nosso caminhar...

Sala -de -aula, o quadro, o giz e as lembrancas dos rostos e mentes que por ali
passam e passaram. A estrada ficou mais dificil e mais do que nunca o educador é um eterno

aprendiz!
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APENDICE
A.1Aulal
A.1.1 Objetivo

Apresentar os 4 problemas propostos, solicitando aos alunos que elaborem um sistema
de equac0es que o resolva e facam a discussao da solucao, classificando cada sistema.

A.1.2 Atividade

PROBLEMA 1

Uma empresa de madeira laminada, produz dois tipos de ldaminas, LAM 1 e LAM 2. A
laminacdo envolve camadas de compensado e aglomerado, cola e dois tipos de processos de
producdo. A tabela a seguir mostra a quantidade de recursos necessaria para produzir um
metro quadrado de cada tipo de laminado, a quantidade de cada recurso disponivel no atual

periodo de producdo.

TIPO Compensado | Aglomerado Cola | Processo | | Processo Il
(Metro linear) | (Metro linear) | (litros) (horas) (horas)
LAM 1 2 2 1 0,2 0,2
LAM 2 1 3 2 0,1 0,3
Disponibilidade 10000 9000 6000 600 800

Tabela 4: dados do problema 1

A empresa deseja saber quantos metros quadrados de cada lamina deve produzir no

préximo periodo de producao, usando os recursos disponiveis.

PROBLEMA 2

A empresa avicola Frango Sadio precisa calcular quanto misturar diariamente de cada

brand & venda para cada kg da racédo final. Esta racdo tem que satisfazer as necessidades de

vitaminas, conforme tabela abaixo.
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Necessidade minima | Quantidade de miligramas de vitaminas contidos
Vitaminas | de miligramas por num kg do alimento disponivel no mercado
kg Brand 1 Brand 2 Brand 3
A 10 5 3 25
B 30 80 20 15
C 20 10 40 5
D 5 1 10 10
Tabela 5: dados do problema 2
PROBLEMA 3

Um fabricante estd iniciando a ultima semana de producdo de quatro diferentes
modelos de consoles em madeira para aparelhos de televisao, designados respectivamente, I,
I1, 111 e IV. Cada um deles deve ser montado e em seguida decorado. Os modelos necessitam,
respectivamente de 4, 5, 3 e 5 horas para montagem e de 2, 1, 5 e 3 horas para decoracdo. O
fabricante dispbe de 750 montadores e de 500 decoradores ambos trabalhando 40 horas

semanais. Determine quantos produtos de cada modelo podem ser fabricados.

PROBLEMA 4

A fabrica de acolchoados da Zeni acabou de acertar um contrato com a Prefeitura para
participar da tradicional feira de outubro. Com nesta feira sempre vende tudo o que leva, a
Zeni decidiu produzir o maximo, utilizando todo o estoque, pois ndo conseguira receber novo
suprimento de matéria-prima até o final da feira. Produz trés tamanhos de acolchoados: casal,
gueen e king. O estoque de tecido é de 30000 metros e o de 1d é de 50000 metros. Também
dispora de 4800 horas de trabalho, juntando toda a equipe de costureiras. As necessidades de

cada recurso por tipo de acolchoado estdo no quadro a seguir:

Necessidade por acolchoado
Tamanho Horas-homem Metros de tecido Metros de 1&
Casal 4 10 15
Queen Sise 6 12 20
King Sise 9 14 21

Tabela 6: dados do problema 4

Determine quanto deve produzir de cada modelo.
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A.2 Aula 2

A.2.1. Objetivo

Discutir as solugdes dos quatro problemas da aula 1, principalmente na viabilidade

delas quando se trata do problema real.

A.2.2 Atividade

Cada um dos quatro problemas apresentam situacfes que podem ser reais e as

solucdes ndo sdo adequadas, pois ndo podem ser aplicadas na pratica. O professor pode

apresentar alguns questionamentos, como:

Os dois primeiros problemas, no contexto do estudo de sistemas lineares
apresentaram  solucdo  impossivel, porém podem-se levantar alguns
questionamentos: Quais as razdes que fizeram com que estes problemas
apresentassem solucdo impossivel?

Seré que se resolvéssemos, no problema 1, sistemas com duas equacdes, dentre as
propostas, haveria solugao?

No problema 2 deveriamos resolver o sistema com quantas equacgdes?

Serd que a empresa de laminados do problema 1, com 10000 metros de
compensado, 9000 metros de aglomerado, 6000 litros de cola disponiveis em
estoque, e, ainda, com 600 e 800 horas disponiveis para os dois processos de
producdo, ndo tem condi¢des de produzir nenhuma lamina?

No segundo problema ele fala de necessidade minima de miligramas de vitaminas,
sera gque haveria uma maneira mais adequada de escrever as equacdes do sistema?
O problema 3 ¢é classificado como indeterminado. Muitos autores de livros de
ensino médio afirmam que o problema teria infinitas soluc@es, quando na verdade,
este problema tem mais algumas limitacbes que ndo foram levadas em
consideracdo e que limitaria a quantidade de solugdes, como por exemplo, as
variaveis devem ser ndo-negativas e inteiras. Assim como os dois problemas
anteriores, pode-se instigar o aluno a pensar se ndo haveria uma solucdo ideal,

dentre as possiveis ou ainda o que seria uma solucdo ideal.
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e O problema 4 pode trazer ainda outras indagacdes, a solucdo encontrada nédo
atende as necessidades, ja que uma das variaveis encontradas é negativa. Mas
haveria, dentro das situagOes propostas, como produzir algum tipo de acolchoado
para participagéo na feira?

Sem duvida estas questdes ndo sao fechadas, isto €, o professor direciona o inicio da

discussdo e o andamento se da conforme o desenvolvimento da aula, o importante é que todos

0s quatro problemas sejam abordados.
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A.3 Aula 3

A.3.1 Objetivos

Abordar o que é Programacéo Linear, aplicacdes e Historia.

A.3.2. Atividade

O professor pode utilizar os conceitos abordados no Capitulo 3.

E de extrema importancia que o professor apresente os passos para modelagem:

- Definir variaveis de decisdo

- Definir funcao objetivo e

- Estabelecer restri¢oes.

Sugiro as seguintes bibliografias para aprofundamento:
PRADO, Darci Santos do. Programacdo Linear. Belo Horizonte: Editora de
Desenvolvimento Gerencial, 2003.
LACHTERMACHER, Gerson. Pesquisa Operacional na tomada de decisées. Sao Paulo:
Pearson, 2009.

Se disponivel as apostilas:

LISBOA, Erico. Pesquisa Operacional. Disponivel em:
<http://www.ericolisboa.eng.br/cursos/apostilas/po/.> Acesso em: 15 fev 14.

De SALLES NETO, Luis Leduino de. Topicos De Pesquisa Operacional Para O

Ensino Médio. Disponivel em: <http://www.mat.ufg.br/bienal/2006/mini/leduino.pdf.>

Acesso em: 15 fev 14.

Sobre histéria pode-se usar o seguinte Texto de histéria da Programacdo Linear
extraido na integra de http://pwp.net.ipl.pt/deea.isel/jsousa/Doc/S1G2005.pdf

BREVE HISTORIA SOBRE A PROGRAI\/IAC}AO LINEAR, por Jorge Alberto

Mendes de Sousa

A programacao linear surgiu como um dos mais importantes ramos da programacao
matematica com uma vasta aplicacdo pratica. InovacGes da ultima metade do século passado
fizeram com que os algoritmos de programacao linear sejam eficientes e favoraveis para a
resolucdo de uma larga variedade de problemas envolvendo questdes de decisdo em Vvarios
dominios. Por exemplo: no planeamento da distribuicdo e produgdo de produtos, no

planeamento de curto prazo em aproveitamento hidroelétricos, nas decisbes ligadas as


http://www.ericolisboa.eng.br/cursos/apostilas/po/
http://www.mat.ufg.br/bienal/2006/mini/leduino.pdf
http://pwp.net.ipl.pt/deea.isel/jsousa/Doc/SIG2005.pdf
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politicas microecondmicas e macroeconémicas de governacdo dos paises, na utilizacdo como
sub-rotinas para suporte de tarefas especificas em codigos de programacao néo linear. Ainda,
sdo aspectos positivos a considerar o fato de a programacgdo linear ser uma teoria de
otimizacdo significativamente completa, de existirem codigos para computadores podendo
suportar problemas de muito grande dimensao.

O problema de otimizar uma funcdo linear sujeita a restrices lineares teve as[sic] sua origem
com os estudos de Fourier sobre sistemas lineares de inequacdes em 1826. No entanto, s6 em
1939 Kantorovich faz notar a importancia pratica destes problemas, tendo criado um
algoritmo para a sua solu¢do. Num documento cujo objetivo era expor conceitos, Kantorovich
apresentou exemplos para a aplicagdo da programacéo linear, sendo a ideia fundamental de
cada exemplo a obtencdo da maior producdo possivel com base numa utilizacdo 6ptima dos
recursos disponiveis. Um desses exemplos envolvia a distribuicdo de fluxos de carga
(distribuidos através de veiculos de transporte), usando diferentes rotas em redes rodoviarias
de forma a satisfazer os requisitos e as restricdes de capacidade das rotas, minimizando o
consumo de combustivel. Infelizmente, durante varios anos o trabalho de Kantorovich ndo sé
foi insuficientemente conhecido na Europa de Leste, mas também foi totalmente
desconhecido na Europa Ocidental. Este amplo trabalho que aborta a discussdo do fluxo de
trafego Optimo na antiga URSS foi efetuado por Kantorovich e Gavurin. O conhecimento
sobre este trabalho chegou s ao ocidente depois de 1950.

O problema de otimizar uma funcdo linear sujeita a restri¢cbes lineares tem o seu auge com
George Dantzig na década de 1940, consultor de matematica do US Air Force Comptroller, e
com o prémio Nobel da Economia George Stigler, que formulou o problema das dietas como
um problema de mistura de componentes. Dantzig ndo s6 formula o problema de
programacdo linear, mas também cria o Algoritmo do Simplex para a sua solucdo em 1947.
Ainda em 1947, Koopmans mostra que a programacao linear € um modelo apropriado para a
andlise da teoria econdmica classica. Entretanto, nos EUA, Frank L. Hitchcock apresentou o
que é hoje a formulacdo base do problema de transporte. Independentemente, o professor
Koopmans formulou o mesmo problema em ligacdo com o seu trabalho efectuado na
“Combined Shipping Adjustement Board”. Por isso, o problema de transporte ¢ referido, na
literatura cientifica, quer como problema de transporte de Hitchcock, quer como problema de
transporte de Hitchcock-Koopmans.

Em 1956 Alex Orden prop6s a generalizacdo do modelo de transporte em que eram
permitidos pontos de transbordo de carga. Esta formulagdo é conhecida hoje como um

problema de transbordo sem limite de capacidade. Ao mesmo tempo, o problema de fluxos
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maximos e o problema do fluxo do custo minimo em rede foi formulado e investigado pela
famosa equipa de Lester Ford e Delbert Fulkerson.

Entre 1950 a 1965 muita atividade foi dirigida para o desenvolvimento de algoritmos para
modelos de programacdo linear em rede. Os algoritmos desenvolvidos podem ser
classificados em duas classes, como se segue:

1) Especializacdo do Método Simplex;

2) Método Primal-Dual.

A especializacdo primal simplex comecou com o trabalho de Dantzig e atingiu 0 apogeu com
0 documento de Ellis Johnson. Os fundamentos para o documento de Johnson podem ser
encontrados basicamente em dois livros: um de Dantzig e outro de Charnes e Cooper.

O método primal-dual originado com o algoritmo hingaro de Harold Kuhn para o problema
de atribuicdo é concluido com o algoritmo da condicao de Delbert Fulkerson em 1961.

Muita da atividade de investigacdo envolveu uma eficiente implementacdo das técnicas
béasicas, a particularizacdo dos codigos a programacao linear em rede acrescentou vantagens
no desempenho, comparativo, dos procedimentos para a resolucdo de problemas de
programacdo linear em rede. O primeiro problema de tamanho consideravel resolvido pelo
Algoritmo do Simplex foi o das dietas de Stigler com nove equacdes e setenta e sete varidveis
ndo negativas, gastando 120 Horas Homem nas calculadoras de secretéria existentes na altura
e menos de um segundo nos atuais computadores pessoais.

Em 1975, a Academia Real de Ciéncia atribuiu o prémio Nobel da Ciéncia em Economia a
Kantorovich e Koopmans pelas a suas contribuicGes para a teoria da alocacdo de recursos,
considerando a contribuicdo de Dantzig mais no @mbito matematico, ndo havendo prémio
para o ramo cientifico da matematica, ndo atribuiu prémio a Dantizg. No entanto, Dantizg
permanecera para a historia da constru¢do da programacdo linear como um dos arquitetos

fundamentais.
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A4 Aula 4
A.4.1 Objetivos

Construcdo no Geogebra sistema de equacbes do Problema 1, mostrando porque o

problema é impossivel, conforme capitulo 3.2.1.

A.4.2 Atividade

Pode ser baixada uma versdo do software Geogebra da pégina eletrénica
http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/ ou trabalhar on line no mesmo site.

Esta aula é importante para que os alunos aprendam a manipular a construcdo de
gréficos, se ndo sabem, no Geogebra. A recomendacao em utilizar o software se da para que o
objetivo de trabalhar a solucdo de problemas de programacao linear ndo se perca. Na falta
deste recurso, pode-se fazer a construgdo manualmente porém o tempo demandado para
atividade pode ser aumentado consideravelmente. Um outro motivo é que os alunos sentem-se

bastante motivados com uso da tecnologia.


http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/
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A5 Aula5

A.5.1 Objetivo

Transformar problema 1 em problema de PL, construir no Geogebra cada inequagao
individualmente, depois todas juntas, definir o poligono das solucbes vidveis e encontrar

solucdo Otima, conforme capitulo 3.2.1

A.5.2 Atividade

Apresentar o problema 1 agora com o0 seguinte enunciado:

Uma empresa de madeira laminada, produz dois tipos de laminas, LAM 1e LAM 2. A
laminacdo envolve camadas de compensado e aglomerado, cola e dois tipos de processos de
producdo. A tabela a seguir mostra a quantidade de recursos necessaria para produzir um
metro quadrado de cada tipo de laminado, a quantidade de cada recurso disponivel no atual

periodo de producdo.

TIPO Compensado | Aglomerado Cola | Processo | | Processo Il
(Metro linear) | (Metro linear) | (litros) (horas) (horas)
LAM 1 2 2 1 0,2 0,2
LAM 2 1 3 2 0,1 0,3
Disponibilidade 10000 9000 6000 600 800

Tabela 7: dados do problema 1

A empresa deseja saber quantos metros quadrados de cada lamina deve produzir no

préximo periodo de producao, usando os recursos disponiveis.

Suponha que o lucro gerado pelo metro quadrado da lamina 1 seja 25 unidades

monetarias (u.m.) e da lamina 2 seja de 30 u.m. Quanto deve ser produzido de cada tipo

de lamina para maximizar o lucro da empresa?

Estd destacada a modificacdo do problema original, € importante que o professor

aborde que as disponibilidades serdo tratadas como desigualdades (restri¢des), a insercdo do

objetivo, bem como, o fato das variaveis serem ndo-negativas;

O direcionamento deve ser o seguinte:

1. Modelar o problema;
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Construir no Geogebra cada inequagéo;

Construir todas as inequa¢des em um unico grafico;

Determinar a regido de solugdes, destacando-a;

Atribuir um valor para o objetivo e tracar a reta que o define com este valor;
Tracar paralelas a reta do item 5 por todos os Vértices da regido de solucdes
encontrando a melhor solugéo.

Determinar a solucéo para o problema.
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A.6 Aula 6

A.6.1 Objetivo

Transformar problema 2 em problema de PL, usar o Excel ou Linux Calc para

solucionar e discutir solugéo.

A.6.2 Atividade

Apresentar o problema 2 agora com o seguinte enunciado:
A empresa avicola Frango Sadio precisa calcular quanto misturar diariamente de cada
brand a venda para cada kg da racéo final. Esta racdo tem que satisfazer as necessidades de

vitaminas, conforme tabela abaixo.

Necessidade minima | Quantidade de miligramas de vitaminas contidos
Vitaminas | de miligramas por num kg do alimento disponivel no mercado
kg Brand 1 Brand 2 Brand 3
A 10 5 3 25
B 30 80 20 15
C 20 10 40 5
D 5 1 10 10

Tabela 8: dados do problema 2

Considerando que o kg do Brand 1 é vendido a R$ 22,00, o kg do Brand 2 é
vendido a R$18,00 e R$ 14,00 o quilo do Brand 3. Deve-se obter a mistura de menor
custo.

Novamente considerar o objetivo, as necessidades como desigualdades e condicdo de
ndo negatividade.

O professor deve direcionar:

1. A modelagem;

2. A implementagéo no excel, conforme 3.2.2;

3. A leitura e interpretacdo do Relatorio de Resposta.
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A7 Aula7

A.7.1 Objetivo
Transformar problema 3 em problema de PL, usar o Excel ou Linux Calc para

solucionar e discutir solugéo.

A.7.2

Trabalhar com seguinte enunciado modificado:

Um fabricante estd iniciando a ultima semana de producdo de quatro diferentes
modelos de consoles em madeira para aparelhos de televiséo, designados respectivamente, |,
I1, 111 e IV. Cada um deles deve ser montado e em seguida decorado. Os modelos necessitam,
respectivamente de 4, 5, 3 e 5 horas para montagem e de 2, 1, 5 e 3 horas para decoracdo. O
fabricante dispde de 750 montadores e de 500 decoradores ambos trabalhando 40 horas
semanais. Determine quantos produtos de cada modelo podem ser fabricados. De modo a
maximizar a Receita do fabricante, considerando que o preco de venda de cada console,
respectivamente é de R$70,00, R$70,00, R$60,00 e R$90,00.

As disponibilidades serdo tratadas como limitante m&ximo, deve-se considerar o fato
de ser programacao inteira, isto é, as variaveis devem assumir valores inteiros. Levar em
conta, também, a condi¢do de ndo negatividade e o objetivo.

Passos a serem adotados na aula:

1. Modelagem;

2. A implementacédo no excel, conforme 3.2.3;

3. A leitura e interpretacdo do Relatorio de Resposta;

4. Tratar uma nova problematizacéo:

Supondo que a empresa ndo pode, por questdes mercadoldgicas, deixar de produzir
nenhum modelo de console, estabelecer um minimo de 300 unidades de cada console a ser
produzido.

5. Inserir as novas restri¢cdes no excel;

6. Obter novo relatério de resposta e

7. Discutir a nova solucao.
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A.8 Aula 8

A.8.1 Objetivo

Transformar problema 4 em problema de PL, usar o Excel ou Linux Calc para

solucionar e discutir solugéo.

A.8.2 Atividade

O novo enunciado € o seguinte:

A fébrica de acolchoados da Zeni acabou de acertar um contrato com a Prefeitura para
participar da tradicional feira de outubro. Com nesta feira sempre vende tudo o que leva, a
Zeni decidiu produzir o maximo, utilizando todo o estoque, pois ndo conseguira receber novo
suprimento de matéria-prima até o final da feira. Produz trés tamanhos de acolchoados: casal,
queen e king. O estoque de tecido € de 30000 metros e o de 1& é de 50000 metros. Também
dispora de 4800 horas de trabalho, juntando toda a equipe de costureiras. As necessidades de

cada recurso por tipo de acolchoado estdo no quadro a seguir:

Necessidade por acolchoado
Tamanho Horas-homem Metros de tecido Metros de |
Casal 4 10 15
Queen Sise 6 12 20
King Sise 9 14 21

Tabela 9: dados do problema 4
Determine quanto deve produzir de cada modelo, considerando que a fabrica de

acolchoados tem por objetivo a maximizar seu lucro e que o lucro unitario do
acolchoado modelo casal é de R$ 21,00, do modelo Queen é de R$ 35,00 e do modelo
King é de R$ 42,00.

Passos a serem adotados na aula:

1. Modelagem;

2. A implementagéo no excel, conforme 3.2.4;

3. A leitura e interpretacdo do Relatorio de Resposta;

4

. Tratar uma nova problematizacéo:
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Por exemplo, quadriplicar o tempo disponivel de mao-de-obra e estabelecer um
minimo de 750 unidades de cada modelo de acolchoado.

5. Inserir as novas restricdes no excel;

6. Obter novo relatério de resposta e

7. Discutir a nova solucéo.
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Problema 2 no Linux Calc
Passos:
1. Lancar dados e formulas no Linux Calc, conforme figura 42;

Arquive Editar Exibir |nserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda
E-B-EHO HERBITE e BE-S 9 -
[ | calibr v 1 v A 4 A

v & I = z2Be1wB3- 1484

e

Varidveis

=22*B2+15*B3+14*B4

Funcio Objetivo =B2+63+B4 I

_5*B2+3*B3+25°B4
Restrigpes —30*B2+20*B3+15*B4
CQuantidade»

Vitamina A

1
10
Vitamina B 30
Vitamina C 20
Vitamina D

=10*B2+40*B3+5*B4

=1*B2+10*B3+10*B4

> (M|, Planilhat (4 / || < > |
AMOVTE|¢C-©--B-B-%-1%7 a® 8
Planilha1/1 | Padrie | | ml | G| | Soma=0 | = ——O—— + | 100%

Figura 42: Planilha Linux Calc com dados e formulas do problema 2

2. Ir em ferramentas/solver e abre a janela do solver, complete os dados da funcéo
objetivo, variaveis e restricdes como na figura 43;

3. Clica em opcdes e seleciona Solver Linear do LibreOffice no campo Algoritmo do
Solver e seleciona icone Assumir variaveis ndo negativas. Clica em ok, conforme
figura 44.

4. Volta para janela do Solver manda Resolver e analisa os resultados na figura 45.
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Célula objetive  |SBS7 [¢]
Otirnizar para ) Ma&simo
® Minimo
() Valor de (g]
Células vaniaveis: |SBS2:5B%4 E
Conjunto de restrigdes
Beferéncia de célula Operador  Valor
$BS10 el | |= v| |5C510 || = |~
$BS11:5BS14 lg] | |=> |w| [scs11:8c814 || [g] | | =
[e] ||«= | o] | =
[el ||<= | | =
Opgdes... Ajuda Fechar Resolver

Figura 43: Janela do Solver com dados do problema 2 do Linux Calc

Algoritmo do solver | Solver linear do LibreOffice

Configuragdes:

[ ] Assumir varidveis como inteiros

Assumir vanavels como nao negativas

Limitar a profundidade de branch-and-bound
Limite de tempo de reselugdo (segundos): 100
Nivel Epsilon (0-3): 0

Cancelar

Figura 44: Janela de opg¢6es do Linux Calc
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Argquive Editar Exibir Inserir  Formatar  Ferramentas Dados  Janela  Ajuda
B-rE-BOFHEPE TR e EBE-S - @zl
tH |Liberatiunﬂans IE” |'ID |E|| & 4 & | | B % & el »

N mE= -
I R— . [

Varidveis

0,2
0.4
0.4

Funcio Objetivo
17,2

L=RE-=RESE = RSN g EER § R B

Restrigbes

Quantidader
Vitamina A
Vitamina B
Vitamina C
Vitamina D

b |[M ", Planilhal /4 / ] < > |
|/ m@® T ¢-O0--B-B-¥%-(d 6= 8
Planiha1/1 | Padrdo | |ml | G| | Somaz=0 | = ——O—— +| 100%

Figura 45: Janela do Linux Calc com solucdo do problema.



