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Resumo

Nesta dissertagao, apresenta-se uma teoria formal de Vetores no Plano. Além
disso, propoes a inserc¢ao de vetores na Matriz Curricular de Matematica do Ensino Mé-
dio, elaborando um contetido e uma proposta metodologica a ser aplicada na primeira
série, desta modalidade de ensino; com o qual pretende contribuir com a interdiscipli-

naridade junto a disciplina de Fisica.

Palavras-chave: Geometria Analitica, Matriz Curricular de Matemética do

Ensino Médio, Vetores.



Abstract

In this essay, it is showed a formal theory Vectors in the Plane. Furthermore, it
also proposes the inclusion of vectors in the High School Math Curriculum, developing
a content and a methodology to be applied in the first series of this type of education;

which it intend to contribute to interdisciplinarity by the discipline of Physics.

Key-words: Analytic Geometry, High School Math Curriculum, Vectors.
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Introducao

A historia da matematica, mostra que ela é fruto do trabalho entre varias
geragoes de matematicos e, ainda continua sendo um processo em constante construcao.
O conceito de wvetor nao foge a este principio, surgindo dentro da Mecénica com os
trabalhos do holandés Simon Stevin, em sua publicagao Estdtica e Hidrostdtica |22, pag.
64], onde resultou a propriedade que conhecemos hoje como Regra do Paralelogramo,
relacionada a soma de vetores.

Na obra Ensaio Sobre a Representagao da Direcao, de Gaspar Wessel, publi-
cada em 1797 [22, pag. 64|, os vetores aparecem como linhas dirigidas e, sua sistema-
tizacao, s6 ocorre no século XIX por Wilham Hamilton, com seus trabalhos da Teoria
Vetorial; sendo contemplados também por Hermann Grassmann e Josiah Gibbs [12,
pag. 578|.

Este trabalho tem como objetivo inserir o ensino de vetores na disciplina de
matemaéatica na Educacao Basica, onde se busca apresentar uma nova proposta de
contetidos para esta disciplina no Ensino Médio. Com utilizacao direta em sala de aula,
podera ser utilizada pelos professores em seus planejamentos pedagogicos, buscando
auxilia-los no seu trabalho escolar.

Sendo dirigida, principalmente, para os professores que atuam em tal moda-
lidade de ensino, tem como objetivo apresentar uma sugestao curricular para o tema
vetores, que é visto, até entao pelos alunos, como exclusivamente na disciplina de Fi-
sica, o que reforca cada vez mais o distanciamento entre as “matérias-irmas” da area
de Ciéncias da Natureza e Matemaética, contrariando os preceitos de “interdisciplinari-
dade” e/ou “transdisciplinaridade” defendidos pelos Pardmetros Curriculares Nacionais
— PCN |2] e pelas Diretrizes Curriculares Nacionais para Educag¢ao Bdsica [4].

Embora ja na primeira série do Ensino Médio o aluno tenha tido contato
com o conceito de vetor na disciplina de Fisica, ele nao construiu ferramentas para
relacionar este conceito com a Geometria Analitica, que é vista no ultimo ano da
Educacao Bésica, ficando todas as demonstragoes tratadas somente de modo cartesiano,
gastando-se demasiado tempo com lousas cheias de operagoes algébricas e enfadonhas.

Do ponto de vista vetorial, as demonstragoes podem ficar mais simples e, a transicao
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natural da Geometria Plana para a Espacial, poderia ser facilitada, pois muitos toépicos
da Geometria Analitica seriam contextualizados, deixando de ser transferidos para os
alunos como féormulas magicas e prontas. Desta forma, diminui-se a aprendizagem
receptiva e mecanica, evoluindo para uma aprendizagem significativa com constante
construcao do conhecimento.

Este trabalho esté estruturado em quatro capitulos, sendo os trés primeiros
relativos ao estudo formal dos vetores no plano e aplicacoes e, no quarto capitulo
apresenta-se uma proposta de insercao deste contetido no Ensino Médio.

No Capitulo 1, estudamos conceitos de equipoléncia de segmentos orientados
e suas propriedades, que é a base para posteriormente darmos a definicao de vetor e,
apresentar sua representacao no plano como um par ordenado.

No Capitulo 2, sao estudadas inicialmente as operacoes de adi¢cao de vetores e
de multiplicagao por escalar. Logo em seguida é definido o produto interno entre dois
vetores e apresenta-se suas propriedades, tendo sua aplicacao, dedicada a verificagao
de ortogonalidade entre vetores.

No Capitulo 3, com o objetivo de fortalecer os tépicos estudados, é traba-
lhado algumas aplicagoes de vetores nos contetdos de Geometria Analitica, através
de exemplos de propriedades fundamentais e demonstracoes de proposicoes, busca-se
relaciona-lo aos temas da Geometria Plana.

No Capitulo 4, baseado nas Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio: Ci-
éncias da Natureza, Matemdtica e suas Tecnologias 6], propomos a criagdo de um novo
descritor “D6a” dentro do Tema I: Espaco e Forma do Plano de Desenvolvimento da
Educagao (Ensino Médio) - matrizes de referéncia, topicos e descritores — PDE/SAEB
2011 [7].

Finalizamos este trabalho apresentando, no Apéndice A, uma proposta de con-
tetudos para a introdugao ao estudos de vetores, que acreditamos, deveria ser trabalhada

na disciplina de Matemética da primeira série do Ensino Médio.

Barra do Gargas - MT, 24 de abril de 2015.
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Capitulo 1

Vetores no Plano

Nesse capitulo, introduziremos coordenadas na reta, para representar pontos
por meio de ntmeros reais. A representacao dos pontos por suas coordenadas torna
possivel resolver algebricamente diversos problemas geométricos. Admitiremos conhe-
cidos os axiomas e propriedades elementares da Geometria Euclidiana Plana Real,
relativos aos seus elementos bésicos: pontos, retas e planos. A partir desses elementos
e dos axiomas de ordem, definiremos dois conceitos fundamentais: segmento e distancia
entre dois pontos.

Apresentaremos o conceito de segmentos orientados e equipoléncia de segmen-
tos orientados, para posteriormente introduzirmos a definicao de vetor.

O termo vetor provém do verbo latino wehere que significa transportar ou
levar [22, pag. 65]. A palavra vetor é o participio pretérito de vehere, significando
transportado ou levado.

Do ponto de vista geométrico, dizemos que o vetor transporta o ponto A até o
ponto B, sendo necessarias trés informagoes: norma, direcao e sentido. O matemético
alema@o Grassmann (1809 — 1877) interpretou esta situa¢do como uma translagao do
vetor ¥, partindo do ponto inicial A até o ponto C' [22, pag. 66]. Desta forma escreveu
B = A+ v, resultando em v = B — A. Assim o vetor ¢ pode ser enxergado como uma
diferenca de dois pontos, sendo aceita sua representacao cartesiana como par ordenado.

Como referéncias principais para elaboragao deste capitulo, utilizou-se princi-
palmente [13], [22] e [20].

1.1 Segmentos

Definicao 1.1. Sejam A e B dois pontos distintos da reta r.

(a) O segmento de reta AB (ou segmento AB) ou BA & o conjunto formado pelos

pontos A e B e por todos os pontos da reta r que estao entre A e B (Figura 1.1).



Figura 1.1: Segmento de reta AB

—\

(b) A semirreta AB, é o conjunto formado pelo segmento AB e por todos os pontos

D, pertencentes a r, tais que B esta entre A e D (Figura 1.2).

[ ]
[ ]
\

B

Figura 1.2: Semirreta AB

(c) Se A é um ponto do plano, o conjunto unitario { A} é chamado de segmento nulo,

o qual denota-se por AA. Costuma-se dizer que {A} é o ponto A.

Definicao 1.2. Dado dois pontos A e B, quaisquer, chama-se distdncia entre os pontos
A e B (ou comprimento do segmento AB), designado por d(A, B) ou |AB|, um nimero

real que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) se A # B entao d(A, B) > 0;
(ii) se A= B entao d(A, B) = 0;
(iii) d(A, B) =d(B, A);

(iv) se A, B e C sao pontos sobre uma reta r entao d(A, B) = d(A,C) + d(C, B) se,

e somente se, C' esta entre A ¢ B (Figura 1.3).

d(A,B) = d(A,C) + d(C, B)

Figura 1.3: Distancia d(A, B) = d(A,C) + d(C, B)



Seja r uma reta, na qual esté fixado um ponto O, denominado origem da reta
r. Sejam agora A e B dois pontos de r tais que, A esta a direita de O e B esta a
esquerda de O(Figura 1.4). A reta r poder ser posta em correspondéncia biunivoca

com o conjunto R dos niimeros reais, da seguinte forma:

B 0 A
Figura 1.4: Reta r

(i) A origem O faz-se corresponder com o numero real 0;

—\

(ii) Cada ponto X # O, da semirreta OA corresponde-se ao nimero real positivo
z =d(0, X);

—_\
(iii) Cada ponto Y # O, da semirreta OB corresponde-se ao nimero real negativo

y=—d(0,Y).

Y

Y= _d(07 Y)

=3 Ne)
X B

0, X)
Figura 1.5: Coordenadas na reta r

Os numeros reais x e y, de acordo com a correspondéncia acima estabelecida
(Figura 1.5), sdo denominados a coordenada do ponto X e a coordenada do ponto Y na

reta r, respectivamente.

Proposigao 1.3. Sejam A e B pontos da retar com coordenadas a e b, respectivamente.
Entao
d(A,B) =1|b—al.

Demonstracao. Se A = B, temos a = b, entao b — a = 0. Suponhamos agora que
A # B, estando A a esquerda de B, isto é, a < b. O caso em que A esta a direita
de B é verificado de maneira andloga. Temos trés casos a considerar: A e B estao a
esquerda da origem; A e B estao a direita da origem e; A e B estao de lados opostos
em relacao a origem.

CASO 1: A e B estao a esquerda da origem O, isto é, a < b < 0 (Figura 1.6).



:bOQ
¢ =
Céo

Figura 1.6: a <b <0
Como B esta entre A e O, temos
d(O,A) =d(A,B)+d(B,0),
onde d(O, A) = —a e d(B,0) = —b. Logo,
—a=d(A,B) —b.

Portanto,
d(A,B)=b—a=|b—al.

CASO 2: A e B estao a direita da origem, isto é, 0 < a < b (Figura 1.7).

Qe o
N PN
e~

Figura 1.7: 0 <a < b

Como A esta entre O e B, temos
d(O,B) =d(0,A) +d(A, B),
onde d(O, B) =b e d(O, A) = a. Logo,
b=a+d(A,B).

Portanto,
d(A,B)=b—a=|b—al.

CASO 3: A e B estao de lados opostos em relagao a origem, isto é, a < 0 < b (Figura
1.8).

Qe
UUO@'

a
A

Figura 1.8: a <0< b



Como O esta entre A e B, temos

d(A, B) = d(A,0) + d(O, B),

onde d(A,0O) = —a e d(O, B) = b. Logo,

d(A,B)=—a+b=b—a=|b—al
Portanto, em qualquer caso, temos d(A, B) = |b — a| (Figura 1.9).

b—al b
B

a
A

Figura 1.9: d(A, B) = |b — a|
U

Exemplo 1.4. Sejam A e B pontos da reta r com coordenadas —2 e 3 (Figura 1.10).

A distancia entre os pontos A e B é

d(A, B) = [(3) = (=2)[ = [3+ 2| = [5] = 5.

—

B

Figura 1.10: Distancia entre os pontos A e B

Definigao 1.5. Sejam A, B e M pontos da reta r tal que M esta entre A e B. Diz-se
que M ¢é ponto médio do segmento AB, se d(A, M) = d(M, B) (Figura 1.11).

d(A, M) = d(M, B)
.

B

A M

Figura 1.11: Ponto médio M do segmento AB



Observagao 1.6. Sejam a e b as coordenadas dos pontos A e B, respectivamente. Se

M é o ponto médio do segmento AB, com coordenada m, entao

a+b
2 )

m =

poism —a=0b—m.

Exemplo 1.7. Sejam A e B pontos da reta r, com coordenadas —7 e —1, respectiva-
mente, temos que o ponto médio M, do segmento AB, tem coordenada
=74 (-1) -7-1 8

M = = — =4
2 2 2

1.2 Coordenadas e distancias num sistema de eixos

ortogonais

Definicao 1.8. Um sistema de eixos ortogonais Oxy no plano m, consiste de dois eizos
orientados (retas orientadas) Oz e Oy, perpendiculares entre si, com o mesmo ponto
de origem O e unidades de medida de igual comprimento (Figura 1.12). Neste caso, O
é chamado origem do plano m. Ox chama-se eixo das abscissas e Oy chama-se de eixo

das ordenadas.

YA
T
B=1(0,1) ¢ Igual unidade
‘/)/ de medida
x

n—l ® >
Origem /O A=(1,0)
do plano

Figura 1.12: Sistema de eixos ortogonais Ozy no plano m

No sistema de eixos ortogonais Oxy no plano 7, existe uma relacao entre os
pontos do plano e os pares ordenados (x,y) de nimeros reais; de tal forma que, cada
par ordenado de nimeros reais encontram-se em correspondéncia biunivoca com um

ponto do plano.



O ponto de origem O, do sistema de eixos ortogonais Oxy, faz-se corresponder
ao par ordenado (0,0). Se o ponto P estiver sobre o eixo Ox, o par ordenado que o
corresponde ¢ (z,0), onde x é chamada a coordenada de P no eizo Ox. Se o ponto P
estiver sobre o eixo Oy, o par ordenado que o corresponde ¢é (0,y), onde y é chamada
a coordenada de P no eixo Oy. Estes dois casos, vistos separadamente sao analogos
aos visto na Se¢ao 1.1. Se o ponto P nao estiver sobre nenhum dos eixos coordenados,
tragando por P uma paralela ao eixo Oz e outro paralela ao eixo Oy, que intersetam
Oz e Oy nas coordenadas = e y,respectivamente, faz-se corresponder o par ordenado
de nimeros reais(z, y) ao ponto P do plano 7 (Figura 1.13).

Se o ponto P € m corresponde ao par ordenado (a,b) € R?, escreveremos
P = (a,b).

Os eixos orientados do sistema de eixos ortogonais sao identificados como os
conjuntos:

Oz ={(z,0);z € R} e Oy={(0,y);y € R}

Yy A
(an) - — - ——_—_- —_ —_—_—— - _?P: (IE,y)
0= (070) (l’,O) }

Figura 1.13: Coordenadas z e y do ponto P no plano m

Proposicao 1.9. Dados os ponto A e B com coordenadas (z,y) e (2',y'), no sistema

de eixos ortogonais Oxy, respectivamente. A distancia entre os pontos A e B é

d(A,B) = /(z' — )2+ (y — y)*

Demonstracao. Seja C o ponto de intersecao entre a reta que contém o ponto A,

paralela ao eixo Oy, e a reta que contém o ponto B, paralela ao eixo Ox (Figura 1.14).



Figura 1.14: d(A, B) = \/(2/ — )2 + (v — y)?
Utilizando o Teorema de Pitagoras tem-se
|AB|* = |AC)* + |BC|?

ou equivalentemente

AB| = \/|ACT? + |BCP?.

Logo,

d(AB) = \/d(BC)? + d(AC)2 = /(' — z)2 + (v —y)%.
]

Exemplo 1.10. Sejam A = (—2,3) e B = (1,5) dois pontos no sistema de eixos

ortogonais Oxy. A distancia ente A e B é

d(A,B) = /(1= (=2))2+ (56-3)2=/(3)2+ (22 =V9+4=13.

Proposicao 1.11. Sejam A = (ay,a3) e B = (by,by) dois pontos no sistema de eixos

ortogonais Oxy. Se M ¢é o ponto médio do segmento AB, suas coordenadas sao expressas

M= a1+b17a2+62 '
2 2

por

Demonstracao. Sejam mq e my as coordenadas do ponto M.



as o

mo ¢

by ¢

Figura 1.15: Ponto médio M do segmento AB

Na Figura 1.15, os triangulos ACM e M DB sao congruentes, pelo caso angulo—lado—
angulo. Como d(C, M) = d(D, B), temos

|m1—a1|:|bl—m1| <~ ml—alzbl—ml

Como d(M,D) = d(A,C), temos

|m2—b2|:|a2—m2 <~ mg—bQZCLQ—mQ

Portanto, M = (%7 ll2-2i-bz)‘ -

Exemplo 1.12. Sejam A = (—2,3) e B = (1,5) dois pontos no sistema de eixos

ortogonais Oxy. O ponto médio do segmento AB tem coordenadas

—2
Mo (22 BEEY (1)
2 2 2

1.3 Segmentos orientados

Definigao 1.13. Sejam A e B dois pontos distintos da reta r com coordenadas a e

b, respectivamente. Diz-se que o segmento AB é orientado (ou que o ponto B esta

9



a direita do ponto A ou que o ponto A estd a esquerda do ponto B), denotado por
AB (lé-se “segmento orientado AB”), se a < b. Também, o ponto A é considerado
como sua extremidade inicial (ou origem) e o ponto B como sua extremidade final (ou
extremidade). Nestas condigbes, dizemos também que o segmento AB possui sentido

de percurso de A para B (Figura 1.16).

Figura 1.16: Segmento orientado AB

Segue da definicao que os segmentos orientados AB e BA sao diferentes. Neste
caso, dizemos que o segmento orientado BA possui sentido de percurso oposto ao seg-
mento orientado AB (Figura 1.17).

A A

Figura 1.17: Segmentos orientados com sentido de percurso opostos

Observagao 1.14. Dois segmentos colineares AB e C'D tém o mesmo sentido de

percurso quando induzem o mesmo sentido de percurso na reta que os contém (Figura

1.17).

Observacao 1.15. Se AB e C'D sao segmentos paralelos e de comprimento igual,
entao AB e C'D tém o mesmo sentido de percurso quando ABDC é um paralelogramo
(Figura 1.17).

Dizemos que dois segmentos orientados AB e C'D colineares ou paralelos pos-

suem sentido de percurso oposto se os segmento orientados AB e DC possuem 0 mesmo

10



sentido de percurso (Figura 1.17).

1.4 Segmentos orientados equipolentes

Definicao 1.16. Dois segmentos orientados AB e C'D, sao chamados equipolentes,
denotado por AB = CD, se os segmentos AB e C'D possuem o mesmo comprimento,
sao paralelos ou colineares e, possuem o mesmo sentido de percurso (Figura 1.18). Isto
define uma relagao no conjunto de todos os segmentos orientados do plano, chamada
de relagao de equipoléncia.

Se os segmentos orientados AB e C'D nao sao equipolentes, escreveremos AB #

CD (figuras 1.19 e 1.20).

B D
AB//CD ‘.
|AB| = |CD|
|AB| = |CD|
A C B

Figura 1.18: AB=CD

D
D B D B
B
C
A
A ' A
C C

AB//CD AB//CD
|AB| # |CD| [AB| = |CD|

Figura 1.19: AB# CD
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|AB| = |CD| |AB| # |CD|

Figura 1.20: AB # CD

Teorema 1.17. Sejam AB e CD segmentos orientados. Entao AB = CD se, e so-

mente se, o ponto médio de AD € o ponto médio de BC.

Demonstracao. Sejam a, b, c e d as coordenadas dos pontos A, B, C' e D, respectiva-
mente. Suponhamos inicialmente que AB = C'D. Temos dois casos a serem conside-
rados: AB e C'D sao paralelos ou colineares.

CASO 1: AB é paralelo a CD. Se AB = CD, os segmentos AB e C'D tém o mesmo
comprimento. Logo, ABDC' é um paralelogramo, como mostra a Figura 1.21. Por-
tanto, suas diagonais se intersetam ao meio, isto é, o ponto médio de AD é o ponto
médio de BC.

A€ B
Figura 1.21: Paralelogramo ABC'D com AB =CD e AC = BD

CASO 2: AB e CD sao colineares (Figura 1.22). Se AB = CD, segue que |[AB| = |CD|,

isto é, b — a = d — ¢, ou equivalentemente, a + d = b + ¢. Logo

a+d_b—|—c
2 2

Portanto, o ponto médio de AD é o ponto médio de BC.

12



[ ]
Vv
[ ]
[ ]
Vv
[ ]

Figura 1.22: reta r com AB e C'D colineares

Assim, em qualquer caso, temos provado que o ponto médio de AD é o ponto
médio de BC.

Reciprocamente, suponhamos agora que o ponto médio de AD é o ponto médio
de BC'. Temos dois casos a serem considerados: AB e C'D sao paralelos ou colineares.
CASO 1: AB é paralelo a C'D. Se o ponto médio de AD é o ponto médio de BC, o
quadrilatero ABDC' é um paralelogramo. Logo |AB| = |BC]| e, pela Observagao 1.14,
AB e CD possuem o mesmo sentido. Portanto, AB = CD.

CASO 2’: AB e CD sao colineares. Se o ponto médio de AD é o ponto médio de BC,

tem-se
a+d_b—i—c

2 2

Assim, a + d = b+ ¢, ou equivalentemente, b —a = d — c¢. Como b —a e d — ¢ sao

positivos temos |AB| = |C'D|. Como b—a e d — ¢ tém o mesmo sinal, segue que AB e
CD tém o mesmo sentido. Portanto, AB = CD.

Assim, em qualquer caso, temos provado que AB e C'D sao equipolentes. [

Observagao 1.18. Os casos 1 e 1’, da demonstragao do Teorema 1.17, nos garante
que se AB = CD se, e somente se, o quadrilatero de lados opostos AB e C'D é um

paralelogramo.

1.4.1 Propriedades da relagcao de equipoléncia

Proposicao 1.19. Sejam A, B pontos no plano. Sejam AB, CD e EF segmentos

orientados quaisquer. A respeito da relacao de equipoléncia tem-se:
(1) AB = AB (propriedade refleziva).
(2) Se AB=CD entio CD = AB (propriedade simétrica).
(3) Se AB=CD e CD = EF entao AB = EF (propriedade transitiva).
(4) AB =CD se, e somente se, AC = BD (propriedade do paralelogramo);

(5) Para qualquer ponto C' do plano, existe um tinico ponto D, pertencente ao mesmo
plano, tal que AB = CD.

13



Demonstracao.

atb _ bta

(1) Sejam a e b as coordenadas dos pontos A e B, respectivamente. Como “3° = *T¢,

pelo Teorema 1.17, segue que AB = AB.

(2) Sejam a, b, c e d as coordenadas dos pontos A, B, C' e D, respectivamente. Como
AB = CD tém-se # = b%c ou equivalentemente, %b = %. Logo, CD = AB.

(3) Sejam a, b, ¢, d, e e f as coordenadas dos pontos A, B, C', D, E e F, respectiva-
mente. Como AB=CD e CD = EF temos

a+d b+c ct+f d+e
2 o ¢ T T o

Somando as igualdades obtém-se

atd+c+f btct+d+e
2 a 2 ’

ou seja,
a+f b+te

2 2

Portanto, AB = E'F.

(4) Sejam a, b, ¢ e d as coordenadas dos pontos A, B, C' e D, respectivamente. Pelo

Teorema 1.17, temos

a—l—d_b—l—c a—l—d_c—irb

AB=CD AC = BD.
C 5 5 & 5 & C

(5) Sejam C' um ponto dado do plano e r a reta que contenha o ponto C' e que seja

paralela ou colinear a AB (Figura 1.23).

r

Figura 1.23: AB paralelo a r (& esquerda) e AB colinear a r (& direita)

Analisemos cada um dos dois casos.
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CASO 1: r é paralela a AB. Seja w a circunferéncia com centro C' e raio |AB| > 0.
A circunferéncia w, assim definida, interseta r nos pontos D e D’, como observa-se

na Figura 1.24.

D/

Figura 1.24: Circunferéncia w com centro C' e raio |AB|: AB paralelo a r

Logo, os segmentos AB, CD e CD’ sao paralelos. Como D e D’ pertencem a
w, segue que |CD| = |C'D’'|. Como os segmentos orientados DC e C'D’ possuem
o mesmo sentido de percurso, segue que apenas um dos seguintes quadrilateros
ABDC ou ABD'C é um paralelogramo. Isto prova que apenas um dos segmentos

orientados C'D ou C'D’ é equipolente a AB.

CASO 2: 7 é colinear a AB. Seja w a circunferéncia com centro C' e raio |AB| > 0.
A circunferéncia w, assim definida, interseta r nos pontos D e D’, como observa-se

na Figura 1.25.

Figura 1.25: Circunferéncia w com centro C' e raio |AB|: AB colinear a r

Logo, os segmentos AB, C'D e C'D’ sao colineares. Como D e D’ pertencem a
w, segue que |CD| = |C'D’|. Como os segmentos orientados DC' e C'D’ possuem
o mesmo sentido de percurso, segue que C'D e C'D’ possuem sentido de percurso

opostos. Sendo A, B, D e C’ colineares, concluimos que apenas um dos vetores
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CD e CD' possui o mesmo sentido de percurso que AB. Isto prova que apenas

um dos segmentos orientados C'D ou C'D’ é equipolente a AB.

Assim, em qualquer caso, existe um tnico ponto D¢ tal que AB = CDg.

1.5 Vetores

Definicao 1.20. Seja V o conjunto de todos os segmentos orientados do plano munido
de todos os segmentos nulos. Em V), define-se uma relagao ~ entre dois elementos como
sendo estes equipolentes ou se estes sao segmentos nulos. Mais precisamente, se o e 3

pertencem a ) entao
a ~ [ se, e somente se, a e [ sao equipolentes ou « e [ sao segmentos nulos.

Observagao 1.21. A relagdo ~ definida em V é uma relagao de equivaléncia. Com
efeito, seja a € V. Se a for um segmento nulo é claro que o ~ . Se « for um segmento
orientado, pelo item (1) da Proposigao 1.19, a = « e, assim, o ~ «. Isto mostra que
a relagao ~ é reflexiva. Provemos agora a simetria. Sejam «, 5 € V tais que a ~ (5.
Se a e [ sao segmentos nulos é claro que 5 ~ «. Suponhamos entao que a ou 8 nao
sejam segmentos nulos. Como o ~ (3, segue que o = . Entao, novamente, pelo item
(2) da Proposigao 1.19, f = « e, assim,  ~ «; provando que a relagdo ~ é simétrica.
Provaremos agora a transitividade. Sejam «, ey € V taisque a ~ e f ~ 7. Se «
e 7 sao segmentos nulos é claro que o ~ . Suponhamos entao que o ou v nao sejam
segmentos nulos, desta forma, temos dois casos a considerar:

CASO 1: a nao é segmento nulo. Como a ~ 3, segue que o = . Em particular,
nao é segmento nulo. No entanto, § ~ 7 e, assim, = 7. Logo, pelo item (3) da
Proposicao 1.19, a = v e, portanto, a ~ 7.

CASO 2: « nao é segmento nulo. Como [ ~ 7, segue que 5 = ~v. Em particular, 3
nao é segmento nulo. No entanto, a ~ [ e, assim, « = 3. Logo, pelo item (3) da
Proposi¢ao 1.19, a = v e, portanto, a ~ 7.

Isto prova que a relagao ~ é transitiva.

Dado um segmento orientado AB (Figura 1.26), a classe de AB modulo a

relacao de equivaléncia ~ é o conjunto

[AB] = {CD : CD & um segmento orientado e CD = AB}.
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AN

Figura 1.26: Classe de equivaléncia de AB

Dado um ponto A do plano (Figura 1.27), a classe do segmento nulo AA

modulo a relagao de equivaléncia ~ é o conjunto

[AA] = {BB : B ¢ um ponto do plano}.

b ° ° o °
° °
) [ ) L4 ° [ ]
°
* e °* ° A ° L4
° ° ® °
° ° ® o . °

Figura 1.27: Classe de equivaléncia de AA

A classe de [AB] denomina-se classe de equivaléncia de AB.

Definicao 1.22. Sejam A e B dois pontos do plano. A classe de equivaléncia de AB,
denomina-se vetor AB e é denotado por v = /@ :
Assim, B = [AB]. Em particular, se A # B, todo segmento equipolente a

AB & um representante do vetor ¥ (Figura 1.28).

<y

Figura 1.28: Representantes do vetor v = ﬁ
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Se A = B, todo segmento nulo é um representante do vetor v. A esta classe,
. — . —
denomina-se vetor nulo e é denotado por 0. Assim, 0 = B? , para qualquer ponto B

do plano.

Proposicao 1.23. Seja A um ponto no plano. Dado um vetor v = B?, existe um
unico ponto D no plano tal que v = E

Demonstragcao. Se B = C tem-se que D = A. Se B# C e v = B?, entao o segmento
orientado BC' é um representante do vetor ¢. Pelo item (5) da Proposigao 1.19, existe
um tnico ponto D, do plano, tal que AD = BC' (Figura 1.29). Logo, v = B? = E

C

<L
=1

B A

Figura 1.29: v = B? = E

O

Observagao 1.24. Dado um vetor v = /@, pela Proposigao 1.23, existe um tnico
ponto P no plano tal que v = O_}%, onde O é a origem do plano.

1.5.1 Caracteristicas de um vetor
Norma de um vetor

Se C'D ¢é um representante do vetor 1@, temos que d(C, D) = d(A, B). Com

isto, podemos definir o conceito de norma de um vetor.

Defini¢ao 1.25. A norma do vetor ¥ = 1@, denotado por ||7]], é a distancia entre A
e B (Figura 1.30). Isto é,

|U]] = d(A, B).
A v B
7] = d(A, B)

Figura 1.30: Norma do vetor ¢ = z@
Observacao 1.26. O vetor nulo tem norma 0.
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Direcao de um vetor

Se C'D é um representante do vetor nao nulo /ﬁ , temos que os segmentos C'D
e AB sao paralelos ou colineares. Com isto, podemos definir o conceito de dire¢do de

um vetor.

Definicao 1.27. Se A # B, a dire¢ao do vetor v = 1@ é o coeficiente angular da reta

que contém o segmento AB.

Sentido de um vetor

Se C'D é um representante do vetor nao nulo 1@ , temos que os segmentos C'D
e AB possuem o mesmo sentido de percurso. Com isto, podemos definir o conceito de

sentido de um vetor.

Definigao 1.28. Seja A # B, o sentido do vetor v = 1@ é o sentido de percurso do
segmento AB.

Definicao 1.29. Seja Ag eC 23 dois vetores nao nulos com a mesma diregao. Dizemos
que A§ e 013 possuem sentidos opostos (ou que 013 tem sentido oposto de Ag) se
i o

C'D possui mesmo sentido que BA .

1.5.2 Alguns vetores especiais
Oposto de um vetor

_ . o, —_—
Definicao 1.30. O oposto do vetor v = 1@, denotado por —v, é o vetor BA.

. @ . - , :
O vetor ¥ = AB possui a mesma norma que o vetor —v = BA. Além disso, se
=g ~ =g - ? -~ 57 .
v # 0 entdao —v # 0. Neste caso, ¥ = AB e —v = BA possuem a mesma dire¢ao e

sentidos opostos (Figura 1.31).

N

<
o——-——-—--9 3
<
Il
Sl

¢———-——-9

Figura 1.31: Oposto do vetor v

Vetor unitario

Definigao 1.31. Diz-se que um vetor ¢ é unitdrio se ||0]| = 1.
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1.5.3 Angulo entre dois vetores

Pela Proposicao 1.23, dois vetores @ e ¥, no plano, possuem representantes que

tém o mesmo ponto de origem. Com isso, podemos definir o conceito de dngulo entre

dois vetores.

Definigao 1.32. Sejam e ¢ dois vetores nao nulos do plano. Define-se o dngulo entre

@ e U como sendo o menor angulo formado entre os segmentos orientados AB e AC),

onde @ = AB ¢ 7 = AC (Figura 1.32).

A A
Figura 1.32: Angulo entre dois vetores

A medida do angulo entre u = /@ e v = /@ ¢ a medida do angulo formado

entre os segmentos orientados AB e AC.

Se 0 ¢ a medida do angulo entre dois vetores, tem-se que 0 < 0 < 7 (Figura

1.33).

1

0<9<E H:g —<f0<m

!
<y
3]

D

<y

Figura 1.33: Angulo entre dois vetores
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1.5.4 Vetores como pares ordenados

Proposigao 1.33. Sejam A = (a1,az2), B = (b1,b2), C = (c1,¢2) e D = (dy,dy) pontos

no sistema de eizos ortogonais Oxy. Entdao
AB=CD se, e somente se, by —a; =d; —c1 € by —as = dy — cs.

Demonstra¢ao. Como A = (ay,as), B = (b1,by), C = (¢1,¢2) e D = (dy,ds), pelo

Teorema 1.17, temos

AB =CD = (a1+d1 a2+d2):<bl+cl b2+02)'

2 72 2 72

Isto é,
(ay + dy,as + do) = (by + ¢1, by + ¢2).

Logo,
a1+d1:bl+61 e a2+d2:b2+C2

ou equivalentemente
bl—alzdl—cl (§] bQ—CLQZdQ—CQ.

O
Pela Proposicao 1.33, se A = (ay,a3), B = (b1,b2), C = (c1,¢2) e D = (dy,d2)
sao pontos tais que @ = @, tem-se

(bl —ay, by — a2) = (dl —cp,dy — 02)~

Com isto, podemos definir o conceito de coordenadas de um vetor.

Definigao 1.34. Sejam A = (ay,a9) e B = (by,by) pontos num sistema de eixos
ortogonais Oxy, os nameros reais by — ay e by — as sao as coordenadas do vetor v = ﬁ

e, escrevemos U = (by — ay, by — ay) (Figura 1.34).
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A ________ a9

U= (blfal,l)gfag)

b2"

b — o e e _——— -

S
=
<

=

Figura 1.34: Coordenadas do vetor ¥ = (b — a1, by — as)

Em particular, 0= (0,0).

Exemplo 1.35. Sejam A = (—3,2) e B = (4,1) (Figura 1.35), as coordenadas do
vetor ¥ = ﬁ sa0
= (4 (-3),1-2) = (7,-1)

w
"

Figura 1.35: v = (7,—1)

Exemplo 1.36. Sejam A = (—3,2), B=(4,1) e C' = (2,5) trés pontos no sistema de
eixos ortogonais Oxy. Se U = ﬁ, encontremos as coordenadas do ponto D, tal que
7=CD. De fato, seja D = (z,y). Como

F=AB=(4—(=3),1-2) = (7,-1)

6:@:(‘T—27y_5)7
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temos

(x — 2,y —5) = (7,—1).

Logo, z =9 e y = 4. Portanto, D = (9,4) (Figura 1.36).

Figura 1.36: u = @

Proposigao 1.37. Seja Oxy um sistema de eizo ortogonais. Para todo vetor v = B,
se P € o unico ponto do plano tal que z@ = ﬁ, onde O € a origem do plano, entao

as coordenadas de P coincidem com as coordenadas de U.

Demonstragao. Se A = (a1,as) e B = (by,by) entao
U= 1@ = (bl —al,bQ —CLQ).

Seja P = (x,y) o ponto do plano tal que z@ = O_}>7, onde O = (0,0) (Figura 1.37).

Entao

(bl—al,bg—ag):(x—(),y—O)

e, portanto,

r=0b—a;ey=>by — as.

Isto mostra, que as coordenadas de P coincidem com as coordenadas de v.
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| IS

B ogmmm———

Figura 1.37: v = ﬁ = OTg

O

Observagao 1.38. Seja ¢ um vetor. Se P = (x,y) é o ponto do plano tal que 7 = O?,
onde O é a origem do plano entao ¥ = (z,y). Em particular, como a distancia de O a

P ¢ dada por d(O, P) = /2% + 42, tem-se
7] = va? +y*.
Também, sendo —0' = ﬁ, segue que —U = (—z, —y) e
=]l = Va2 + 2.

Exemplo 1.39. Pela Observagao 1.38, a norma do vetor v = (7, —1) ¢

17| = V/(7)2+ (—1)2 = V49 + 1 = V50 = 5v/2.

Sejam A e B dois pontos representados no sistema de eixos ortogonais Ozy
com U = E Seja P um ponto do plano tal que 7 = ﬁ’, onde O = (0,0) (Figura

1.37). Utilizando a notagao de Grassmann, apresentada no inicio deste capitulo, temos
P=0O+7v, ouseja, v=P—0.

Assim,
U= (ZE,y) - (070) = (‘Tay)
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Capitulo 2
Operacoes com Vetores no Plano

Neste capitulo, serao definidas as operagoes de adicao e multiplicagao de esca-
lares por vetores, sendo apresentado, também, o conceito de combinac¢ao linear. Logo,
em seguida, definiremos o produto interno entre dois vetores no plano, que esta direta-
mente ligado ao comprimento das suas projegoes.

Como referéncias principais para elaboracao deste capitulo, utilizou-se princi-
palmente [13], [22] e [20].

2.1 Adicao de vetores

Proposicao 2.1. Seja jﬁ = }ﬁ Se C' é um ponto qualquer do plano e R o unico

ponto tal que B? = Cﬁ entao
AC = PR.

Demonstragao. Se A = B temos que P = (). Entao 1@ = B? = Cﬁ% = ]ﬁ Se B=C
temos que ) = R. Entéoﬁ:]@:@:@. Se A #+ B e B # C tem-se que
AB = PQ e BC = QR. Logo, pelo item (4) da Proposigao 1.19, temos que AP = BQ
e BQ = CR e, pelo item (3) da mesma proposigao, segue que AP = C'R. Novamente,
pelo item (4) da Proposigao 1.19, segue que AC = PR e, portanto, 1@ = ﬁ U

Sejam u = ﬁ = @ ev = ﬁ dois vetores dados. Sejam C' e R os tnicos

pontos do plano tais que ¥ = B? = ﬁ (Figura 2.1). Pela Proposicao 2.1, temos que
1@ = ﬁ Com isto, podemos definir uma operagao de adicao de vetores.
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Figura 2.1: AC — PR

Definigao 2.2. Sejam © = 1@ ev= ﬁ dois vetores. Define-se o vetor soma de i e

i+5=AC,
onde C' é o tnico ponto do plano tal que

BC = DE.

¥ como o vetor

Isto define uma operacao de adicao de vetores.

Uma maneira de visualizar a adicao de vetores geometricamente é da forma:
sejam 4 e ¥ vetores do plano, onde A§ e B(E sao seus representantes, respectivamente.
A adicao 4 + ¥ é o vetor A % Onde A(% é o segmento orientado que fecha a poligonal,

tendo A como origem (Figura 2.2).

B B

<y
&)
Sy
1
N1
_|_
<y Sy
Q

A A
Figura 2.2: Soma de dois vetores

Observacao 2.3. Uma poligonal ¢ um conjunto de segmentos, consecutivos e nao

colineares, sendo classificados como:
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e Poligonal fechada se a extremidade do tltimo segmento estiver coincidindo com

a origem do primeiro (Figura 2.3 (a));

e Poligonal aberta se a extremidade do tltimo segmento nao coincidir com a origem

do primeiro (Figura 2.3 (b)).

(a) Poligonal aberta. (b) Poligonal fechada.

Figura 2.3: Poligonais

Outra maneira, também, de visualizar o vetor @ + ¢ é considera-lo como a

diagonal do paralelogramo, cujos lados adjacentes sao os vetores @ e U (Figura 2.4).

Figura 2.4: Soma de dois vetores

A soma de n vetores é feita considerando as imagens geométricas nos n vetores,
de forma que a soma é o segmento orientado que fecha a poligonal, tendo como origem,

a origem do primeiro vetor da soma (Figura 2.5).
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T+
<y

G+T+d+1
Figura 2.5: Soma de quatro vetores

2.1.1 Adicao de vetores em termos das coordenadas

Seja Ozy um sistema de eixos ortogonais. Na seguinte proposi¢ao, estabelece-
remos as coordenadas do vetor E + ﬁ = 1@ , onde C' é o ponto do plano como na
Definicao 2.2, em termos das coordenadas dos vetores 1@ e ﬁ

Proposicao 2.4. Dados os vetores i = (z,y) e U = (2',y'), a soma de @ com ¥ é dada
por

ﬁ—'—ﬁ: ($7y)+($,,y/) — (I+x/7y+y/)

Demonstragao. Sejam P = (x,y) e Q = (2/,y') tais que 4 = O? ev= Oﬁ, onde O &
a origem do plano. Seja também R = (zg,yr) o ponto tal que v = ]ﬁ (Figura 2.6).

Yy

Y | = (2R, yr)

P=(z,y)e=----

1S

Figura 2.6: Soma de vetores em termos das coordenadas
Como Oﬁ = ﬁ, temos (2/,y') = (tg —z,yr — y). Entdozg —z=2"eyg—y =79
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Logo, xtr = x4+ 2" e yr =y + 4. Donde,
i+ 0 =0R = (xr,yn) = (v + 7,y + 7).

Portanto, @+ v = (x + ',y + v'). O

2.1.2 Propriedades da adicao de vetores

Proposicao 2.5. Dados trés vetores i, v e W, a operacao de adi¢do de vetores satisfaz

as sequintes propriedades:

(1) @+ 7= v+ u (Comutativa);

—

(2) (W+ V) + W =u+ (U+ W) (Associativa);

L o . . "
(3) ©u+ 0 = u (Fzisténcia do elemento neutro aditivo);
. - — . .
(4) i+ (—u) = 0 (Ezisténcia do elemento oposto);
Demonstracao.

(1) Sejam 4 = (a,b) e U = (c,d). Entao

U+ 7= (a,b)+ (¢,d)=(a+¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b) = U+ 4.

(2) Sejam 4 = (a,b), U= (¢,d) e W = (e, f). Entao

(U+V)+ W= (a+c,b+d)+ (e f)
=((a+c)+e (b+d) +f)
=(a+(c+e)b+(d+[))
= (a,b) + (c+e,d+ f)
= U+ (U+ ).

(3) Seja @ = (a,b). Como T = (0,0), temos

T+ 0 = (a,b) + (0,0) = (a+0,b+0) = (a,b) = @

(4) Seja @ = (a,b). Como —i = (—a, —b),temos

T4 (=) = (a,b) + (—a, —b) = (a+ (—a), b+ (=b)) = (0,0) = 0.
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Observacao 2.6. A Proposicao 2.5, estabelece que o conjunto dos vetores ¥V munido

da operagao de adigao é um grupo abeliano.

Exemplo 2.7. Dados @ = (1,2), v = (=2,3) e & = (—1,0), determinemos as somas
U+ e u+v+w. De fato, pela definicao de adi¢ao de vetores em termos das coordenadas,

temos
U+U= (1,2) +(—2,3) = (1 —2,2+3) = (—1,5)

U+ v+ =(1,2)+(-2,3)+(-1,00)=(1-2—-1,2+3+0) = (-2,5).

2.1.3 Subtragao de vetores

Definicao 2.8. Dados os vetores 4 e v, a diferenca © — v é a soma de @ com o oposto

de 7, ou seja, U — U = U + (—7) (Figura 2.7).

<y

<

Figura 2.7: Diferenca v — v

A diferenca de vetores também poder ser obtida se fizermos com que @ e U
tenham mesma origem, desta forma, o vetor diferenga « — v &€ o vetor com origem na

extremidade de ¥ e extremidade coincidindo com a extremidade de u (Figura 2.8).

<

<y

Figura 2.8: Diferenca v — ¢
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Exemplo 2.9. Dados 4 = (1,2), ¥ = (=2,3) e @ = (—1,0) determinemos @ — ¥ e

w — u + v. De fato,

i—7=(1,2)—(=2,3) = (14+2,2—-3) = (3,-1)

W=+ T=(-1,0)—(1,2) + (=2,3) = (=1 = 1—2,0 = 2+ 3) = (=4, 1).

2.2 Multiplicacao de escalares por vetores

Proposicao 2.10. Seja v = 1@ um vetor e A um numero real. Existe um inico ponto

C no plano tal que
(i) A, B e C sao colineares;
) [} = - |42
(ili) se v # T e # 0 entao AB ¢ AC tém o mesmo sentido.

- R e . C o~ e
Demonstragao. Se v = 0 ou A = 0, consideramos C' = A. A condigao (i) é claramente

satisfeita. Provemos agora a condigao (ii). Se ¥ = ﬁ, temos que A = B. Entao,
—
|4 = |24 =0 = 1r-0 = -} 45
Se A = 0, temos

J4¢] = [|A4]} = o= o- 4B = -} 47

. L = L, =
Isto termina a prova no caso em que v = 0 ou A = 0. Suponhamos agora que v # 0
e XA # 0. Sejam r a reta que passa pelos pontos A e B e, w a circunferéncia com centro
A e raio |/\|‘ﬁ

e C', como observa-se na Figura 2.9.

‘ > 0. A circunferéncia w, assim definida, interseta r nos pontos C
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Figura 2.9: Circunferéncia w com centro em A e raio |A| - HAgH

Logo, os pontos A, B, C' e (' sdo colineares e, portanto, C' e C’ satisfazem a condicao
Al H,@H AT = 1A Té(

/ =~ T ? e
e, portanto, C' e C" satisfazem a condicao (ii). Como CA = AC’, segue que AC' e AC

sao opostos. Sendo A, B, C' e C' colineares, concluimos que apenas um dos vetores
B ou AC" possui o mesmo sentido que 1@ ; e isto prova a condigao (iii). 0]

(i). Como C' e C” pertencem a w, segue que Hﬁ

Corolario 2.11. Sejam B = lﬁ e X € R. Se C e F sao os unicos pontos do plano
correspondentes a AB ¢ ﬁ, respectivamente, satisfazendo (i) (it) e (iii) da Proposi¢ao

2.10, entao
AC = DF"

Demonstracao. Como AB e DE sao paralelos ou colineares e A, Be C, D, E e F sao

:‘D

colineares, segue que AC e DF sao paralelos ou colineares. Sendo H
tem-se

[AC| = [Al-[AB] = [A| - [DE| = |DF]|.

Pelo item (iii) da Proposi¢ao 2.10, tem-se que 1@ e ﬁ tem o mesmo sentido que @
Logo, z@ e Zﬁ possuem o mesmo sentido. Isto é, AC' e DF tem o mesmo sentido de
percurso. Logo, AC = DF e, portanto, /@ = ﬁ O

Seja 4 = E = ﬁ um vetor dado. Sejam C' e F' os tnicos pontos do plano
correspondentes a AB e ﬁ, respectivamente, satisfazendo (i) (ii) e (iii) da Proposigao
2.10. Pelo Corolario 2.11, temos que 1@ = ﬁ e CA = FD. Com isto, podemos

definir uma operacao de multiplicacao de escalares por vetores.

Definicao 2.12. Seja v = 1@ um vetor. Dado A € R, define-se o produto do escalar
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A pelo vetor U como o vetor

1@ se A > 0;
AN =T se A = 0;
ﬁ se A < 0;

onde C é o tnico ponto do plano tal que:
(i) A, B e C sao colineares;
@) 4] = - [l4B]
(iii) se U # T e # 0 entao AB o 1@ tém o mesmo sentido.
Isto define uma operagao de multiplicagao de um escalar por um vetor.

Se |A| < 1 diz-se que o vetor ¢ sofreu uma contracao e se |\| > 1 diz-se que o

vetor U sofreu uma dilatagdo (Figura 2.10).

C
B g B B
C
A A A
=1 A>1

A 0< <1

Figura 2.10: Multiplicacao de um escalar por um vetor

Casos particulares

A multiplicacao de escalares por vetores, apresenta alguns casos particulares:

%
(1) Dado o vetor @' e o escalar A = 0, temos A\’ = 0;

(2) SejareRe T o vetor nulo, temos AT = 6);

—

(3) Dado o vetor ¥, se A = 1 temos A\ = ¥/, se A = —1 temos A\ = —7.
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Versor

Definigao 2.13. Seja ¢ um vetor nao nulo. Define-se o versor de v, denotado por

vers U, como o vetor

‘ —

. U
V= ——=7.
7] 171l

Em particular, vers v é um vetor unitario, que tem a mesma direcao e sentido que v
(Figura 2.11).

vers v =

<y

®
|
]

S

[«

Figura 2.11: Versor do vetor v : vers v = |

=4

Projecao de um vetor na diregao de outro

.~ . S o o v L -
Definicao 2.14. Sejam u e ¥ dois vetores com v # 0. Define-se a projecao do vetor u

L ~ .S L=
na diregao do vetor U, denotada por Proj; @, como sendo o vetor nulo se @ = 0, caso

contrario

Proj; @ = ||u|| - cos 8 vers v,

onde # ¢ a medida do angulo entre @ e U (Figura 2.12).

B

1 1
1 1
1 1
| (% |

S
%

Figura 2.12: Projecao do vetor @ na direcao do vetor v

2.2.1 Multiplicacao de escalares por vetores em termos das co-

ordenadas

Seja Oxy um sistema de eixos ortogonais. Na seguinte proposicao, estabele-
ceremos as coordenadas do vetor /\E = 1@, onde C é o ponto do plano como na
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Definigao 2.12, em termos de A e das coordenadas dos pontos A e B.

Proposigao 2.15. Dados o vetor v = (x,y) e o escalar X\ € R, o vetor ¥ pelo escalar
A, € dado por
A = Az, y) = (Az, Ay).

Demonstra¢ao. Se A = 0, temos que A\ = = (0,0) e (Ax,\y) = (0,0). Logo,
AT = (0,0) = (A2, \y). Se @ = 0, temos que A7 = 0 = (0,0) e (A0, \0) = (0,0).
Logo, A\ = (0,0) = (A0, A\0) = (Az, A\y). Suponhamos agora que A # 0 e U # .
Sejam P = (z,y) tal que ¥ = ﬁ’, onde O ¢ a origem do plano. Seja C' = (|A|z,|A]y).
Provemos que C satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii) da Definigao 2.12. A condigao (ii)

da Definigao 2.12 se verifica, pois:

|0¢| = VN2 + (N = NV + 2 = 1A - 0P

Para verificar que os pontos O, P e C sao colineares (condi¢ao (i) da Definigao 2.12),

comecamos observando que:

|PC|| = /I =+ (Al = )2
= VD = D22 + (A - 172
= A = Va2 + 42
= Al =1 [oP].

Analisamos os seguintes trés casos:
CAsO 1: 0 < [\ < 1. Temos ||A] = 1] =1— |\ e

[oc| ] = w-lo7] + a = - [oP] = o7

Logo, O, P e C sao colineares e C' esta entre O e P.
CASO 2: A = 1. Nesse caso, C'= P e, portanto, O, P e C' sao colineares.
CASO 3: |A] > 1. Temos ||A]| = 1| =|A|—1¢

o7 +[7e]| =[]+t - v- [oP] = - o7] = [jocf]

Logo, O, P e C sao colineares e P esta entre O e C.
Pelos casos 1,2 e 3, provados anteriormente, segue que os vetores O? e O?
tem o mesmo sentido, provando, assim, a condigao (iii) da Defini¢ao 2.12. Finalmente,

se A > 0 temos

AT = AOP = OC = (|Az, | Aly) = (A, Ay)
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e, se A < 0 temos

T = AOP = CO = (—\a, —[Aly) = (—(=N), —(=A)y) = (Az, Ay).

- - e e e - — -

I
I
I
I
I
I
1
x

>
&

Figura 2.13: Multiplicacao de escalares por vetores em coordenadas

O

Exemplo 2.16. Dados @ = (1,2), ¥ = (—=2,3) ¢ W = (—1,0), determinemos o vetor

20 — 3w — 3u. De fato, temos

20 — 3 — 31 = 2(—2,3) — 3(—1,0) — 3(1,2)
= (—4,6) + (3,0) + (—3,—6)
—(—4+3-3,6+0—6)

(—4,0).

Propriedades da multiplicacao de escalares por vetores

Proposigao 2.17. Dados os vetores iU e U, quaisquer, e A e ju escalares. A operag¢do

de multiplicacao de escalares por vetores satisfaz as sequintes propriedades:
(1) AMpv) = (M)t = p(A\V) (Associativa em relagdo aos escalares);
(2) MU+ U) = M\ + AU (Distributiva do escalar em relagdo a soma de vetores);

(3) (A + p)¥ = A0+ v (Distributiva do vetor em relagiao a soma dos escalares);
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(4) 1-¥ =7 (Existéncia do elemento neutro multiplicativo).
Demonstragao.

(1) Sejam ¢ = (a,b) e A\, u € R. Entao

A(pt) = A(p(a, b)) = Apa, pb) = (A(pa), A(ub)).

Segue que
A(uv) = (Aw)a, (Ap)b) = (Au)(a,b) = (Au)v

A(uv) = (u(Aa), p(Ab)) = p(Aa, Ab) = p(A(a, b)) = p(A0).
Portanto, A(uv) = (Au)v = u(A0).

(2) Sejam @ = (a,b), V= (¢,d) e A € R. Entao

AU+ ¥) = A(a,b) + (¢,d))
= Ma+c,b+d)
= (AMa+c¢),A\(b+d))
= (Aa + A, \b + \d)
= (Aa, Ab) + (Ac, Ad)
= Ma,b) + A(c,d)
= AU + AU.

(3) Sejam ' = (a,b) e \, u € R. Entao

(A+w)v = (A+ p)(a,b)

(A + p)a, (A + p)b)
= (Aa + pa, \b + ub)
= (Aa, Ab) + (ua, pb)
Aa, b) + p(a, b)
AT

U+ po.

(4) Sejam ¢ = (a,b) e A = 1. Temos

1-v=1-(a,b)=(1-a,1-b) = (a,b) =0
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Observagao 2.18. As proposigoes 2.5 e 2.17, estabelecem que o conjunto dos vetores
Y munido da operacao de adi¢ao e multiplicagao por escalar é um espagco vetorial sobre
R.

2.3 Combinacao linear de vetores

Definicao 2.19. Sejam u e v vetores no plano, o vetor « é multiplo do vetor U se existir

um escalar A € R, tal que v = \u.

Observagao 2.20. Se \ # 0, o ¥ também e multiplo de u, pois ¥ = 1.

>

~ — . S . -
Observacao 2.21. O vetor nulo 0 ¢ miltiplo de qualquer vetor ¢, pois 0 = 0 - .
Por consequéncia, um vetor, diferente do vetor nulo, nao pode ser miltiplo do vetor

L= =
nulo, pois A0 = 0, para qualquer escalar \.

Exemplo 2.22. Dados os vetores © = (—2,5) e ¥ = (4,—10), eles sao multiplos um
do outro, pois
7= (4,-10) = —2(—2,5) = —24.

Proposicao 2.23. Dados os vetores © = (a,b) e U = (a', V), eles sao mailtiplos um do
outro se, e somente se,
abl — ba’ = 0.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que @ e « sao multiplos um do outro, entao

existe A € R, tal que ¥ = A\d. Segue que
(a',b") = Ma,b) = (Ma, \),
entdo a’ = Aa e b’ = \b. Logo,
ab’ — ba’ = a(A\b) — b(Aa) = Aab — \ab = 0.

Reciprocamente, suponhamos agora que ab’ — ba’ = 0, temos dois casos para analisar,
a#0ea=0.Sea+#0 temos

b/
af —bd =0 = abl =bd & V=2
a

Entao
! !

7= %(a, b) = (a—a, ﬁb) = (d, V)

a a

v.
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Logo, 4 e ¥ sao multiplos um do outro. Suponhamos agora que a = 0. Temos que
all —ba' =0 & bd=0 & b=0oud=0.

Se b =0, entao @ = (0,0) — 0 =07. Se a'=0eb+#0,entdo 7= (0,) = £(0,b) =

2N N = S o~ R

%u = %u Portanto, # e ¥ sao miltiplos um do outro. O
Definicao 2.24. Diz-se que o vetor u é combinacao linear dos vetores vy, ..., U,, se
existem escalares A\q{,..., \,, tais que

T =M1+ + M.

Exemplo 2.25. Dado os vetores @ = (1,—3) e ¥ = (2,4), o vetor & = (—4,5) é
combinacao linear dos vetores 4 e U. De fato, w serd combinagao linear de u e ¥ se

existirem escalares \; e A\, tais que
U7 - )\171 -+ )\217

Ou seja,
(—4,5) = M (1, =3) + X2(2,4) = (A1, =3A1) + (2X2,4)\2),

o qual é equivalente ao sistema linear

A1+ 2 = —4,
—3A\1 + 44X = 5.
Somando trés vezes a primeira equagao com a segunda, temos 10\ = —7, ou seja,
Ay = —%. Segue da primeira equagao que Ay + 2 - (—1—70) = —4, ou seja, \; = —%.
Portanto,
0 3, 7 7
5 10

2.4 Produto Interno entre dois vetores

Definicao 2.26. Sejam u e U vetores no plano, o produto interno entre dois vetores u

e ¥, denotado por (i, ¥), é definido como sendo:

— —
(@, ) =0, sed= 0 ouv=0



onde 6 é a medida do angulo entre u e v.

Interpretacao geométrica do produto interno

Sejam ABC' um triangulo retangulo, @ = z@ , U= 1@ e 6 a medida do angulo

entre ¥ e ¥ como na Figura 2.14.

—

<y

Figura 2.14: Triangulo ABC
Do triangulo ABC, temos

|AC| = |AB| - cos = ||t]| - cosb.

[+

Sendo vers v = . Entao

St

|AC| = ||vers || - ||d]| - cos 6.
Logo, |AC| é a medida da projegao do vetor @ sobre o vetor U, pois

Proj; @ = ||d|| - cos 8 vers v,

Assim,
1] - cos = [[vers 5] - [[3] - cos & = ||Projy il
Donde,
[l - |9]] - cos & = ||| - [[Proj; | -
Portanto,

(@, v) = ||l - |[Projg ul

Neste caso, como o angulo entre 4 e v é agudo, o produto interno entre u e ¥, pode ser

interpretado como sendo o produto da norma do vetor « pela norma da projecao do
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vetor « sobre o vetor v.

Produto interno em termos das coordenadas

Proposicao 2.27. Dados dois vetores @ = (x,y) e U = (2',y'). Em termos das coor-

denadas dos vetores i e U, temos
— ! !
(i, V) = zz’ + yy/,
que € a expressao cartesiana do produto interno entre dois vetores.

Demonstragao. Se algum dos vetores @ ou ¥/ for nulo, temos (i, ¥) = 0 e consequente-

mente xz’ + yy' = 0, o que garante a igualdade. Sejam, entdo, @ e ¥ vetores nao nulos,

com @ =OP ¢ 7 = Oﬁ, onde P = (z,y) e Q = (2/,v'). Entéo

PO=00-0P=t—ii=(zy) - (1,y) = (&' — 2,5/ —y).

Seja # a medida do angulo entre « e ¥ como na Figura 2.15.

8
»
8

Figura 2.15: ]@ = Oﬁ — O?

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo O PQ), temos
|PQ|* = |OP|* + |0Q|* — 2|OP| - |OQ)| - cos ¥,

ou seja,

—

12 -2 12 — R
|0 — | = [|al|” + 10" — 2{lal] - |v]] - cos 0.
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Assim,

— — —2 -2 — —(12
2 lall - [|9]] - cos & = [lal|” + [|2]]” — |7 — ]

— (@47 + @+ y?) - (@ = )+~ )]
— 2 oy — 2?20 — 2t — 2y — o

= 2(2'z + yy').
Portanto,
(@, 6) = ||l - [|V]] - cos 6 = 2w +y'y.
U
Exemplo 2.28. Sejam @ = (2, —3) e U = (1,6), o produto interno entre « e ¥/ é:
(@,0) =21+ (—3)-6=2—18 = —16.
~ .~ . L,
Observagao 2.29. Pela definigao de produto interno, se v # 0, temos
— — —| -2
(0,0) = [[7]] - [0]] - cos O = [|5]|".
— - — —| 112 —
Se v = 0, temos que (v, 7) = 0 = ||7|| = ||7]|". Logo, a norma de um vetor v, qualquer,

em termos do produto interno, é dada por:

1] = /{7, 4).

Exemplo 2.30. Dado o vetor ¥ = (4, —5) a sua norma é:
61 = VT = {4 -5), (4= 5% = (& + (=5)12 = (16-+ 25)" = VAL

Observagao 2.31. Pela definicao do produto interno entre dois vetores u e U, nao
nulos, temos

(@, 7) = |[al| - |]] - cos 6.

Logo,

Exemplo 2.32. Calculemos a medida do angulo entre os vetores 4 = (10, —5) e U =

(1,2). Temos que
(4, 7)

COSG = TS Sn
| - o))"
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onde
(u,v) = ((10,-5),(1,2)) =10.1 = 5.2 = —-10 — 10 = 0,

1] = /(102 + (=5)2 = v/100 + 25 = v/125 = 5V/5,

e
7] = V12 +22 = 1+ 4 = V5.
Logo,
cosf = L =0
5v5-vV5
Entao

s
0 pr— O = —
arc cos 5’

que ¢é equivalente a 90 °.

2.4.1 Vetores ortogonais

Definicao 2.33. Diz-se que dois vetores u e U sao ortogonais se o dngulo entre eles é

reto (Figura 2.16), ou um dos vetores for nulo. Neste caso, denota-se por 41, isto é,

2

I _ L= . R Lo
ulv se, e somente se, ©= 0 ouv = 0 oua medida do angulo entre @ e v é

| N

Figura 2.16: v 1v

Em termos do produto interno, temos a seguinte proposic¢ao:

Proposicao 2.34. Dados os vetores U e v,

ULlv se, e somente se, (iu,v) = 0.
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— — L=
Demonstra¢ao. Se @ = 0 ou v = 0 temos (u,¥) = 0 e ©Llv. Sejam entdao u # 0,
e . N C S o
v # 0 e # a medida do angulo entre eles. Suponhamos inicialmente que w_L¥. Logo,
™

0 = 5 ecost) = 0, assim ||| - ||¢/]| - cos§ = 0. Donde, (u,v) = 0. Reciprocamente,

suponhamos agora que (i, ¥) = 0. Entao ||@|| - ||¢]] - cos @ = 0. Como ||@]| # 0 e ||7|| # 0,

™

segue que cost) = 0. Logo, 0 = 7 e, assim, u_Lv. U

Em termos das coordenadas, se @ = (x,y) e ¥ = (2/,y') temos
ilv & (4,0)=0 < z2'+yy =0.

Exemplo 2.35. Dado o vetor = (3, %), encontremos um vetor, nao nulo, que seja
perpendicular a 1.

Se v = (a,b) é um vetor nao nulo. Entao

2 2 1

Assim, ¥ =a (1, —1—25), com a # 0.

2.4.2 Propriedades do produto interno

Proposicao 2.36. Dados trés vetores u, U, W e o escalar A\, o produto interno satisfaz

as sequinte propriedades:

Demonstracao.
(1) Seja @ = (x,y). Entao

(@, ) = ((z,y), (x,y)) =2z +yy = 2>+ y* > 0.
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(2) Seja @ = (z,y).Entao

(i) = ((z,y), (z,9)) = z2 +yy = 2” + ¢,

Logo, (u, @) = 0 se, e somente se, x = y = 0. Logo, (&, @) = 0 se, e somente se,

u= 0.
(3) Sejam @ = (z,y) e ¥ = (2/,y/). Entao

—

(@,0) = ((z,9), (¢, ¢)) =z’ + gy’ = 2'w +y'y = (), (z,y)) = (7,0) .

(4) Sejam 4 = (z,y), V= (2',y) e A € R.

((z9), (", 9))

xx’ +yy')

I
> > >
—

(5) Sejam 4 = (z,y), ¥ = (') e A € R.

A, 0) = A((z, y), (', )
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(6) Sejam 4 = (z,y), ¥ = (2/,y') e W = (2", y"). Entao

(@, 7+ d) = {(z,y), (", y) + (2", y"))
= ((z,9), (@' + 2",y + "))
=z(2' +2") +y(y +y")
= (22’ +22") + (yy' + yy")
= (w2’ +yy') + (x2" + yy")
=«ww( y)) + (2, y), (2", y"))
= (4,

(7) Sejam 4 = (z,y), ¥ = (2/,y') e & = (2", y"). Entao

(i + v, W) = ((w,y) + (¢, ), (2", "))
(z+ay+y), (@ y"))
422"+ (y + ')y

I/ / //)

zx”" +yy") + (22" + 'y

z,y), (&, y")) + (@', y), (2", y"))

—

=

= (

= (22" +2'2") + (yy" + y'y")
= (

=

= (i, W) + (7, ) .
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Capitulo 3
Aplicacao de Vetores

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicagoes do Calculo Vetorial nos
conteudos do Ensino Médio, mostrando através de alguns exemplos a utilizacao de
vetores na resolugao de problemas e, como prova de algumas proposicoes e teoremas.

Algumas atividades foram construidas e outras retiradas de [1], [13] e [22]

3.1 Ponto médio de um segmento

Exemplo 3.1. Sejam A = (z4,y4) € B = (zp,yp), 0 ponto médio M = (xpr,ynr) do

segmento AB ¢ um ponto que dista igualmente das extremidades A ¢ B (Figura 3.1).

B

M

A
Figura 3.1: Ponto médio M do segmento AB

Determinemos as coordenadas do ponto médio entre A e B. Para isto, consideremos

inicialmente o vetor 1@ = B — A. O ponto médio M é equidistante dos ponto A e B,
1) - B

logo AM = MB. Resultaque M —A=B—Me

(@r,ym) — (xa,y4) = (2B, yB) — (Tar, yumr)
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o qual é equivalente a

(xar,ym) + (@ar, yar) = (24,94) + (TB,YB)-

Donde,
(za,y4) + (¥B,YB)
2

(Tar,ymr) =

e, isto prova que, Aa
w=AtB

3.2 Diagonais de um paralelogramo

Exemplo 3.2. As diagonais de um paralelogramo se cortam em seus pontos médios.
De fato, sejam M e N os pontos médios das diagonais AC e BD do paralelogramo
ABCD como na Figura 3.2.

D C

A o
Figura 3.2: Diagonais do paralelogramo ABC D

— —
Temos que mostrar que M = N. Observa-se que 2AM = 1@ e 2BN = ﬁ, assim

zﬁ —i—lﬁ = 1@ Como lﬁ = E segue que
AD + AB = AC. (3.1)

Da mesma forma, tem-se

AD — AB = BD. (3.2)

Somando as equagoes (3.1) e (3.2), resulta

24D — AC + BD.

48



Porém, E = F\f + ]Vﬁ, entao
2 (AN + ND) = 24M + 25N

ou equivalentemente,

AN + BN = AM + BN.

Donde,

AN =AM & N-A=M-A & M=N.

3.3 Pontos médios de um quadrilatero

Exemplo 3.3. Os pontos médios dos lados de um quadrilatero sao os vértices de um
paralelogramo. De fato, seja ABC'D um quadrilatero qualquer e seja X, Y, Z e W os
pontos médios dos lados AB, BC, C'D e AD, respectivamente. Devemos mostrar que

XY ZW é um paralelogramo como observa-se na Figura 3.3.

B

Figura 3.3: Pontos médios do quadrilatero ABC'D

ara mostrar que XY ZW é um paralelogramo, basta mostrar que XY = W Z, ou seja
XV — W3
XY =WZ. Temos que

@



Logo, XY ﬁ 7 Entao XY = W Z, e portanto, pelo Teorema 1.17, XY ZW &

um paralelogramo.

3.4 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Proposicao 3.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer vetores i e ¥ do

plano,
[(a@, 9)] < [|a| ||v]] -

Demonstracao. Seja 6 a medida do dngulo entre « e v. Temos que
(i, B)| = [[|al] - |19]] - cos O] = |[al| - [|U]] - [cos O] .

Como |cosf| < 1, tem-se

(@, )| < [l - |91l

O
3.5 Desigualdade triangular
Proposicao 3.5 (Desigualdade triangular). Para quaisquer vetores @ e ¥ do plano,
ld@ +d| < [|al| + [|7]] - (3.3)

[+ 7

Figura 3.4: Desigualdade Triangular

Demonstracao. Temos que

@+ 9% = (i + 0, @+ ¥) = (@, @) + (@,7) + (@,@) + (@) = ||[@]* + 2 (@ 7) + | 7).



Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos |(u, ¥)| < ||| - ||7]] e, assim,
— -2 —112 — — (12 — —11\ 2
1@+ 911" < l@ll” + 2 [l 1]} + [[2]]" = (lall + |[#])"

Portanto,
li@ + 7| < [|al| + [|7]] -

3.6 Diagonais de um losango

Exemplo 3.6. Se as diagonais de um paralelogramo sao perpendiculares entao o pa-
ralelogramo é um losango. De fato, considere o paralelogramo ABC'D com @ = 1@ e
U= B As diagonais do paralelogramo sao u + ¥ e @ — ¢ como na Figura 3.5. Sendo

estas perpendiculares, tem-se

(@ + ,i — ) = 0.

Figura 3.5: Diagonais do losango ABC'D

Como

S o o 12 12
(i +0,d —0) = [al|” = [|g]",

segue que

-2 (12
lall™ = [12]]”

Isto é, os lados adjacentes do paralelogramo tém a mesma medida. Portanto, ABC' D

¢ um losango.
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3.7 Base média de um triangulo

Exemplo 3.7. Se M e N os pontos médios dos lados AB e AC de um triangulo,
T

respectivamente, entao M N é paralelo a AC' e MN = @. De fato, sejam ABC' um

tridngulo, M o ponto médio do lado AB e N o ponto médio do lado BC, como na

Figura 3.6.

M N
A / \0

Figura 3.6: Base média M N do triangulo ABC

Como /@ = 2]\@ e B? = 2?\7, temos

@=@+ﬁ:2m+ﬁv:2(m+ﬁv>.

Sendo M B + BN = M]\}, segue que

AC =2

=l

|

Ac

—
e, portanto, MN = 7. Em particular,
MN é paralelo a AC'.

N ¢é multiplo de 1@ Consequentemente

=

3.8 Mediana de Euler

Exemplo 3.8. O segmento de reta que une os pontos médios das diagonais de um
trapézio, chamado de mediana de Fuler, é paralelo as bases e também igual a semi-
diferenca entre as bases. De fato, seja ABC'D um trapézio e sejam M e N os pontos

médios das diagonais AC e BD, respectivamente, como na Figura 3.7.
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Figura 3.7: Mediana de Euler

Como 1@ = ZF/[ e B? = 2B—]>V, temos

AM+MN+NB=AB < MN—=AB—AM—NB
&  9MN = 2AL — 24M — 2NE.

Como AM = MC e BN = —ﬁ, segue que

9NN = 2AB + 2BN — 2MC.

Temos também,

9BN = BD = BC + CD

2MC = AC = AD + DC.

Subtraindo a Equagao 3.5 pela Equagao 3.6, temos
9BN —2MC = BC' +CD — AD — DC = BC+ CD — AD + CD

e, portanto,

29BN — 2MC = BC + 20D — AD.

De (3.4) e (3.7), temos

SNIX = 28 + BC'+ 20D — 4D - (1B + BC + OB + DA) + 4B + T

Como

AB+BC+CD+DA=T,
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de (3.8), segue que

231N = A8 + OB = 47 - D

Logo,

Wiy - 4200

Portanto, como AB e C'D sao paralelos, temos que M N é paralelo a AB e a C'D; mais

ainda,
AB|—|CD
|MN|:—| ‘2|C |

3.9 Teorema de Pitagoras

Exemplo 3.9. (Teorema de Pitagoras) A soma dos quadrados dos catetos de um trian-

gulo retangulo é igual ao quadrado da hipotenusa. Seja ABC um triangulo retangulo,

S =
retoem A, com b= CA, ¢= z@ ed= C@ como na Figura 3.8.

a B

A

Figura 3.8: Triangulo retangulo ABC

Temos que @ = b+ ¢ Entdo

Como b é ortogonal a ¢, temos

S

g, E'> = 0. Portanto,

4|12
Il = ||e]| "+
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3.10 Coordenadas do baricentro

Exemplo 3.10. Se ABC' é um triangulo e D, FE e I sao os pontos médios dos lados
AB, BC' e AC, respectivamente, como na Figura 3.10. Se G é o baricentro do tridngulo

ABC, entao

(i) as medianas se intersetam na proporgao de 2 para 1; isto é, 2|GZ| = |BG],

2|GX| = |CG| e 2|GY| = |AG]

(i) as coordenadas de G sao dadas em funcao apenas dos vértices A, B e C.

- |25

Figura 3.9: Baricentro do triangulo ABC

Sera mostrado apenas que 2 |GZ| = | BG/|, as outras igualdades sao verificadas de modo
anélogo. Pelo vértice C tragasse a reta r paralela a mediana AY. Seja W a intersecgao

da reta r com a reta s que contém a mediana BZ, como na Figura 3.10.

Figura 3.10: |GZ| = |WZ|
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O triangulo AZG ¢é congruente ao triangulo C'ZW, pelo caso angulo-lado-angulo. Segue
que
GZ] =W 2],

entao

GW| = 2|ZG].

Como os triangulos BY G e BCW sao semelhantes, pois os angulos respectivos sao

congruentes, temos

|\BG| |BY| 1

\BW| |BC| 2’

donde
|BW| B |BG| + |GW| B |BG| + 2|GZ]

2 2 N 2

BG| =

e, portanto,
|BG| = 2|GZ|.

O que prova o item (i). Provemos agora o item (ii). Seja O a origem do plano. Como

ﬁ:2ﬁ6ﬁ+ﬁ:@, temos(?‘l—l—Qﬁz(ﬁ, donde

XB = w‘ (3.9)
Como OX + XB = OB, de (3.9), tem-se
e, portanto,

OX = 0B + OA (3.10)

Temos também que @zQCT)g e (ﬁ—i—C@:(ﬁ, temos (ﬁ—l—%ﬁ :(ﬁ, donde
O?:=(ﬁ+2(@+(ﬁ):07—20?+2(ﬁ).

e, portanto,

5)—530?07

(3.11)

De (3.10) e (3.11), segue que

OB + 04 =30G - OC.
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Assim, concluimos que

H
O@ZOA+O?+07.

Portanto,
_A+B+C

“ 3
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Capitulo 4

Vetores na Matriz Curricular da

Educacao Basica

Neste capitulo, apresentaremos uma proposta de inser¢ao do ensino de vetores
na Matriz Curricular de Matemdtica para o Ensino Médio, abordando algumas razoes
que justificam a introdugao do Cdlculo Vetorial nas séries que integram essa modalidade
de ensino.

Para a elaboracao desta proposta foi considerado, principalmente, As Matri-
zes de Referéncia: Toépicos e Descritores do Plano de Desenvolvimento da Educagao:
PDE/SAEB 2011 [7], as Orientagoes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais: Ciéncias da Natureza, Mateméatica e suas Tecnologias - PCN+
[3] e, as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio: Ciéncias da Natureza, Mate-

maética e suas Tecnologias [6].

4.1 O ensino de Geometria Analitica

A partir do século XIX a Geometria Analitica se destaca dentro da matematica,
pois possibilita a articulagao entre a geometria e a algebra. Problemas algébricos podem
ser observados por métodos geométricos e, por sua vez, problemas geométricos podem

ser resolvidos puramente por métodos algébricos.

O final do século XIX e principio do século XX assistiram a gran-
des transformacoes das ciéncias, de uma forma geral, e da mate-
mética, em particular. O surgimento da chamada fisica moderna
com a teoria da relatividade proposta por Einstein e a mecénica
quéantica proposta por Schrodinger fez com que a matematica ado-

tasse um tratamento, primordialmente, “vetorial” e “matricial”. |1,

pag. 16]).
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Em suas aulas, o professor deve mediar o entendimento de equagoes por meio
de figuras geométricas e figuras geométricas por meio de equagoes, deixando de lado a
apresentacao, sem explicagao, de féormulas fundamentadas somente no raciocinio 16gico,
onde somente resulta a memorizacao excessiva, por parte do aluno, e nao contribui para
uma construcgao solida dos conceitos mateméaticos propostos.

O trabalho com a Geometria Analitica permite a articulagdo entre
geometria e algebra. Para que essa articulacdo seja significativa
para o aluno, o professor deve trabalhar as duas vias: o enten-
dimento de figuras geométricas via equagoes, e o entendimento de
equagoes, via figuras geométricas. A simples apresentacao de equa-
¢oes sem explicagoes fundamentadas em raciocinios logicos deve
ser abandonada pelo professor. Memorizagoes excessivas devem
ser evitadas; nao vale a pena o aluno memorizar a férmula da
distancia de um ponto a uma reta, ja que esse calculo, quando
necessério, pode ser feito com conhecimento bésico da Geometria
analitica (retas perpendiculares e distancia entre dois pontos) [6,
pag. 77]).

Muitos alunos do Ensino Médio tém dificuldades de relacionar a representacao
grafica de curvas planas com sua representacao geométrica. Neste caso, a Geometria
Analitica faria a ponte entre tais representagoes, dando significado as representacoes e
contribuindo na construcgao conceitual dentro dos processos cognitivos envolvidos.

Como agravante, o estudo de vetores no Ensino Médio nao esta inserido nos
contetdos de matematica. A grande maioria dos livros didaticos de matematica nao
abordam o tema vetor e uma pequena minoria o apresenta em textos de leitura opta-
tiva, como visto no volume 2 da colecao Matematica: Contexto & Aplicagoes de Luiz
Roberto Dante [11, pag. 133-137], livro este aprovado pelo Programa Nacional do Livro
Didatico - PNLD 2012 [5]. Sua abordagem estd na matriz curricular da disciplina de
fisica |2, pag. 27| e muitas aplicagoes na geometria plana e espacial nao sao vistas, o
que deixa o calculo de areas e volumes com a marca da memorizagao de formulas.

Expressar-se corretamente na linguagem fisica requer identificar
as grandezas fisicas que correspondem as situagdes dadas, sendo
capaz de distinguir, por exemplo, calor de temperatura, massa de
peso, ou aceleragao de velocidade. Requer também saber empregar
seus simbolos, como os de vetores ou de circuitos, fazendo uso deles

quando necessério |2, pag. 27|.

Nem mesmo na Geometria Analitica, contetdo da terceira série do Ensino Mé-

dio, menciona vetores. Os conceitos de coordenadas e distancias entre pontos sao vistos
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somente do ponto de vista algébrico, deixando a construcao geométrica de distancia,

por exemplo, limitadas ao uso de Teorema de Pitagoras.

A abordagem das nogoes de vetores, nas aulas de matemaética, contribuiria para

a correcao de que vetores é um contetdo somente dos contetdos da fisica e contribuiria,

ainda mais, para reforcar a interdisciplinaridade entre as duas disciplinas.

A interdisciplinaridade e a contextualizacdo devem assegurar a
transversalidade do conhecimento de diferentes disciplinas e eixos
temaéticos, perpassando todo o curriculo e propiciando a interlo-
cugao entre os saberes e os diferentes campos do conhecimento |4,

pag. 68|.

Outro principio importante é a contextualiza¢ao |21, pag. 51|, que amplia as

possibilidades de interagao entre as disciplinas ou entre as areas nas quais as disciplinas

estao agrupadas. Desta forma, as Orientagoes Curriculares Nacionais para a Area de

Ciéncias da Natureza e Matematica e suas Tecnologias, nos diz que:

e também:

E desejavel, também, que o professor de matematica aborde com
seus alunos o conceito de vetor, tanto do ponto de vista geométrico
(colegao dos segmentos orientados de mesmo comprimento, dire¢ao
e sentido) quanto algébrico (caracterizado pelas suas coordenadas).
Em particular, é importante relacionar as operagoes executadas
com as coordenadas (soma, multiplicagdo por escalar) com seu
significado geométrico. A inclusdo da nocdo de vetor nos temas
abordados nas aulas de matemaética viria a corrigir a distorgao
causada pelo fato de que é um tépico matematico importante, mas
que esta presente no Ensino Médio somente nas aulas de fisica |6,

pag. 77].

Uma introducdo & geometria vetorial e as transformagoes geomé-
tricas no plano e no espago — isometria e homotetia — é também
mais uma oportunidade de trabalhar conceitos matematicos sob os

pontos de vista algébrico e geométrico |6, pag. 93].

Desta forma, a abordagem matemaética de vetores e a inser¢ao deste topico

na matriz curricular de matemaética, dentro da Geometria Analitica, se mostra uma

importante ferramenta no fortalecimento da construgao de conhecimento para os alunos

do Ensino Médio.
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4.2 Descritores do PDE/Saeb e temas estruturadores

Os temas e descritores do Plano de Desenvolvimento da Educacao - PDE para

o Sistema Nacional de Avaliagdo da Educagao Bésica - Saeb 7], quanto a terceira séria

do Ensino Médio, estao agrupados de forma que seus descritores, identificados com a

letra D, estao neles distribuidos de acordo com as habilidades gerais que se buscam

avaliar.

O descritor é uma associagao entre contetidos curriculares e opera-
¢oes mentais desenvolvidas pelo aluno, que traduzem certas com-

peténcias e habilidades. Os descritores:
e indicam habilidades gerais que se esperam dos alunos;

e constituem a referéncia para selecdo dos itens que devem

compor uma prova de avaliagao. |7, pag. 18].

Os temas e descritores do PDE/Saeb sao:

e Tema I: Espaco e Forma

D1

D2

D3

D4

D5

D6
D7
D8

D9

D10

Identificar figuras semelhantes mediante o reconhecimento de relacoes de

proporcionalidade.

Reconhecer aplicacoes das relagoes métricas do triangulo retangulo em um

problema que envolva figuras planas ou espaciais.

Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas planificagoes

ou vistas.

Identificar a relagao entre o nimero de vértices, faces e/ou arestas de polie-

dros expressa em um problema.

Resolver problema que envolva razoes trigonométricas no triangulo retan-

gulo (seno, cosseno, tangente).
Identificar a localizacao de pontos no plano cartesiano.
Interpretar geometricamente os coeficientes da equacao de uma reta.

Identificar a equacao de uma reta apresentada a partir de dois pontos dados

ou de um ponto e sua inclinagao.

Relacionar a determinacao do ponto de intersecao de duas ou mais retas

com a resolucao de um sistema de equacoes com duas incognitas.

Reconhecer, dentre as equacoes do 2° grau com duas incognitas, as que

representam circunferéncias.
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e Tema II: Grandezas e Medidas

D11 Resolver problema envolvendo o calculo de perimetro de figuras planas.

D12 Resolver problema envolvendo o calculo de 4rea de figuras planas.

D13 Resolver problema envolvendo a area total e /ou volume de um sélido (prisma,
piramide, cilindro, cone, esfera).

e Tema IIl: Ntiimeros e Operag()es/Algebra e Funcoes

D14 Identificar a localizacao de niimeros reais na reta numérica.

D15 Resolver problema que envolva variagao proporcional, direta ou inversa, en-

tre grandezas.

D16 Resolver problema que envolva variacao proporcional, direta ou inversa, en-

tre grandezas.
D17 Resolver problema envolvendo equacao do 2° grau.

D18 Reconhecer expressao algébrica que representa uma funcgao a partir de uma
tabela.

D19 Resolver problema envolvendo uma fun¢ao do 12 grau.

D20 Analisar crescimento/decrescimento, zeros de fungoes reais apresentadas em

graficos.
D21 Identificar o grafico que representa uma situagao descrita em um texto.
D22 Resolver problema envolvendo P.A./P.G. dada a férmula do termo geral.

D23 Reconhecer o grafico de uma funcao polinomial de 1° grau por meio de seus

coeficientes.

D24 Reconhecer a representacao algébrica de uma funcao do 1° grau dado o seu

grafico.

D25 Resolver problemas que envolvam os pontos de méaximo ou de minimo no

grafico de uma funcao polinomial do 2° grau.

D26 Relacionar as raizes de um polinémio com sua decomposicao em fatores do

19 grau.
D27 Identificar a representacao algébrica e/ou grafica de uma fungao exponencial.

D28 Identificar a representagao algébrica e/ou gréfica de uma fungao logaritmica,

reconhecendo-a como inversa da fungao exponencial.

D29 Resolver problema que envolva fungao exponencial.
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D30 Identificar graficos de fungoes trigonométricas (seno, cos-seno, tangente),

reconhecendo suas propriedades.
D31 Determinar a solugao de um sistema linear, associando-o a uma matriz.

D32 Resolver problema de contagem utilizando o principio multi-plicativo ou

nogoes de permutagao simples, arranjo simples e/ou combinagao simples.

D33 Calcular a probabilidade de um evento.
e Tema IV: Tratamento da Informacao

D34 Resolver problema envolvendo informagdes apresentadas em tabelas e/ou

graficos.

D35 Associar informagoes apresentadas em listas e/ou tabelas simples aos grafi-

cos que as representam e vice-versa.

Como observado, nenhum descritor relaciona diretamente o tema vetores. No
Tema I: Espaco e Forma, temos cinco descritores que estao ligados a Geometria Ana-
litica: para pontos no plano cartesiano temos o descritor D6; ao estudo da reta temos
os descritores D7, D8 e D9 e; ao estudo da circunferéncia temos o descritor D10.

No Ensino Médio, de acordo com as Orientagoes Educacionais Complementa-
res aos Parametros Curriculares Nacionais: Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias, os temas estruturados desenvolvidos para as trés séries sdo: Algebra: ni-

meros e funcoes, Geometria e medidas e; Andlise de dados.

Cada tema estruturador é um campo de interesse com organizagao
propria em termos de linguagens, conceitos, procedimentos e, espe-
cialmente, objetos de estudo. Apesar da unidade caracteristica de
cada tema estruturador, para organizar o planejamento do ensino
cada um deles foi dividido em unidades tematicas que, por sua vez,
sao parcelas autéonomas de conhecimentos especificos que podem
ser organizadas dentro do projeto pedagogico de cada professor ou
escola, em funcao das caracteristicas de seus alunos e dos tempos

e espagos para sua realizagao [3, pag. 120].

Cada tema estruturador esta composto de unidades temdticas que reiinem uma
ou mais conteudos, da matemética a ser trabalhada no Ensino Médio, estando estes

distribuidos da seguinte forma:

e Tema I: Algebra: niimeros e funcoes

1. Variagoes de grandezas: nogao de funcao; funcoes analiticas e nao analitica;

representacao e analise grafica; sequéncias numéricas: progressoes e no¢ao
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de infinito; varia¢oes exponenciais ou logaritmicas; fun¢des seno, cosseno e

tangente; taxa de variacao de grandezas.
2. Trigonometria: do triangulo retangulo; do triangulo qualquer; da primeira
volta.

e Tema II: Geometria e medidas

1. Geometria plana: semelhanca e congruéncia; representacoes de figuras.

2. Geometria espacial: elementos dos poliedros, sua classificacao e representa-
Gao;

3. Métrica: areas e volumes; estimativa, valor exato e aproximado.

4. Geometria analitica: representagoes no plano cartesiano e equagoes; inter-
seccao e posicoes relativas de figuras.

e Tema III: Analise de dados

1. Estatistica: descricao de dados; representacoes graficas; analise de dados:
médias, moda e mediana, varidncia e desvio padrao.

2. Contagem: principio multiplicativo; problemas de contagem.

3. Probabilidade: possibilidades; calculo de probabilidades.

Na unidade teméatica Geometria Analitica, tem-se listado os objetivos e/ou
habilidades que devem ser alcangados/construidos pelos alunos [3, pag. 125|. Nao
se tem diretamente abordado o tema vetores, sendo toda informacao dada, ligada a

formagao geral do aluno. Sendo da seguinte forma listados:

e Usar formas geométricas espaciais para representar ou visualizar partes do mundo

real, como pecas mecanicas, embalagens e construcoes.

e Interpretar e associar objetos solidos a suas diferentes representagoes bidimensi-

onais, como projegoes, planificagoes, cortes e desenhos.

e Utilizar o conhecimento geométrico para leitura, compreensao e acao sobre a

realidade.

e Compreender o significado de postulados ou axiomas e teoremas e reconhecer
o valor de demonstragoes para perceber a matematica como ciéncia com forma

especifica para validar resultados.
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4.3 Descritor para vetores: D6a

Como visto nas segoes anterior, as Orientagoes Curriculares para o Ensino
Médio orientam que se faca o estudo do tema vetores no Ensino Médio, inserindo-
0 nos topicos da geometria analitica e buscando uma aproximacao da matematica e
a fisica, dentro das aplicagoes praticas e de resolugoes de problemas que podem ser
desenvolvidas, tanto a interdisciplinaridade quando a transdisciplinaridade podem ser
buscadas nas varias aplicacoes que os vetores tém.

As Orientagoes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais: Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias nao destacam os
vetores nos objetivos as serem trabalhasos e, o PDE/Saeb nao utiliza o tema vetor nas
avaliagoes que realizam com os alunos da terceira série do Ensino Médio. Dentro deste
cenario, os autores de livros didaticos de matematica, observados no Guia de Livros
Didaticos - PNLD 2012 [5], ndo inserem os vetores dentro do material proposto para
as escolas, que nao o ensinam dentro da matematica e, que por sua vez, tém o livro
didatico como a base de sua matriz curricular.

A “proposta” deste trabalho é a insercao dos vetores na avaliagao anual do
PDE/Saeb, com um novo descritor “D6a” entre os descritores D6 e D7, dentro do

Tema I: Espaco e Forma:

Identificar um vetor no plano e resolver problemas que envolvam

D6a as operacoes de adigao, multiplicacao por um escalar e produto

interno, reconhecendo as propriedades relacionadas.

Assim, as escolas teriam que ensinar este tema ao aluno, acarretando uma
demanda de livros didaticos que tem a Geometria Analitica trabalhada com uma base
vetorial. Introduz-se as no¢oes fundamentais do Calculo Vetorial e, forma-se uma gera-
¢ao de estudantes dominando as operagoes e propriedades bésicas com vetores. Desta
forma, a Geometria Analitica deixa de ser apresentada com férmulas fundamentadas
somente no raciocinio logico e, passa-se para uma construcao solida dos temas estuda-
dos.

Esta proposta nao é pioneira, em relagao a inser¢ao do ensino de vetores na
Educacao Basica, pois outros trabalhos ja foram e ainda estao sendo desenvolvidos
com essa tematica; como por exemplo, na Biblioteca Digital do Programa de Mestrado
Profissional em Rede Nacional, tem as dissertagoes (8], 9], [14], [15], [16], [17], [18] e
[19].

Diante disto, no Apéndice A, apresentamos uma proposta de contetidos para a

introducao ao estudos de vetores, que acreditamos, deveria ser trabalhada na disciplina
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de Matematica da primeira série do Ensino Médio. A definicao de um wvetor, nao
¢ abordada formalmente com a relagao de “equipoléncia” entre segmentos orientados
(como foi visto no Capitulo 1), apenas é apresentada de forma totalmente “intuitiva”,
onde se busca adequar o conceito de vetor a faixa etaria ou nivel de desenvolvimento
cognitivo, correspondente dos alunos. Assim, colocamos a ideia de um wvetor como

sendo um segmento orientado do plano.
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Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi apresentar uma proposta para a Matriz Curricular
de Matematica do Ensino Médio, onde foi sugerida a inser¢ao do tema vetores em sua
estrutura. Desta forma o estudo da Geometria Analitica ficaria dividido na primeira e
na terceira série desta modalidade de ensino.

Esta dissertacao comegou com um estudo formal da teoria de vetores no plano,
finalizando com uma proposta para dar suporte do ensino deste contetudo e fortalecer o
ensino/aprendizagem da Geometria Analitica. Espera-se que o contetido deste material
colabore com aperfeicoamento dos professores do Ensino Médio, para compreender
melhor esses conceitos.

Neste trabalho, o principal agente inovador da proposta é o professor, é ele
quem ira construir dentro de sua unidade de ensino, a proposta pedagbgica que sera
trabalhada durante o ano escolar.

E necesséario modificar o ensino de matemética nos planejamentos pedagogicos,
que se direcionam somente na aritmética e na algebra e, cada vez mais, distanciam-se
dos campos da geometria. O professor deve trabalhar de maneira construtiva com os
temas, buscando fortalecer os principios fundamentas das formas e deixando de lado
as formulas magicas e prontas, que sao dadas pelos livros didaticos.

Os professores devem utilizar este material nao como um fim, mas como um
suporte nos seus planejamentos pedagbgicos, buscando inquirir, sobre o que querem
aprender e a forma que devam ensinar. Esta é uma sugestao e, espera-se que seja

produtiva para o ensino/aprendizagem de matematica nas escolas de Educacao Basica.
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Apéndice A

Contetido da Proposta

Vetores no Plano

A Geometria Analitica realiza a articulacao entre a geometria e a algebra.
Seus estudos iniciais sao ligados ao matemaético francés René Descartes (1596 — 1650),
que criou um sistema de coordenadas, conhecido hoje como sistema de coordenadas
cartesianas ou simplesmente plano cartesiano.

O conceito de wvetor surgiu, inicialmente, dentro dos trabalhos do holandés
Simon Stevin (1548 — 1620) em sua publicagao Estdatica e Hidrostdtica de 1586. Sendo
que sua sistematizacao s6 ocorre no século XIX com os trabalhos do irlandés Willam
Hamilton (1788 — 1856), com seus trabalhos da Teoria Vetorial.

Nestas notas é apresentado, inicialmente, a definicao de distancia entre pontos
no plano, que sera utilizada posteriormente no calculo da norma de um vetor. Em
seguida, define-se as operagoes de adigao de vetores e multiplicagao de um escalar por
um vetor, onde sao exploradas suas propriedades algébricas e geométricas. Finalmente,
é visto os conceitos de norma e angulo entre dois vetores, os quais sao necessarios para
a defini¢ao de produto interno, que é aplicado na verificagao de ortogonalidade entre
vetores.

Supoe-se que o leitor ja deve ter conhecimento das nogoes de conjuntos, con-
juntos numéricos e geometria plana, que sao frequentemente estudados no ensino fun-
damental.

1. Distancia entre pontos

Sejam A = (24,vy,) € B = (xp,yp) dois pontos no plano cartesiano. A dis-
tancia entre os pontos A e B, ou a medida do segmento AB, denotada por d(A, B), é
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determinada pelas suas coordenadas, da seguinte forma:
Caso 1: O segmento AB é paralelo ao eixo das abscissas.

Neste caso, a distancia d(AB) é o modulo da diferenga das abscissas (Figura 1):

d(AB) = |z, — x4].

Yo=Y ¢ — - -

B
<
\
3]
s
- ————-— o33

e ————— e

&
Q
8
Sy

Figura 1: Segmento AB paralelo ao eixo das abscissas

Caso 2: O segmento AB é paralelo ao eixo das ordenadas.

Neste caso, a distancia d(AB) é o modulo da diferenga das ordenadas (Figura 2):

d(AB) = [ys = Yal-

Yy
Be-——tu
1Yb — Yal
A I----* Ya
: T
T, g

Figura 2: Segmento AB paralelo ao eixo das ordenadas

Caso 3: O segmento AB ¢ um segmento qualquer no plano cartesiano, nao necessa-
riamente paralelo a nenhum dos eixos.

Neste caso, consideramos o ponto C' = (xy,y,) obtendo, assim, o tridngulo retangulo
AC B, como mostra-se na Figura 3.
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Figura 3: Segmento AB nao paralelo a nenhum dos eixos

Aplicando o Teorema de Pitédgoras, no triangulo retangulo AC B, tem-se
d(Aa B>2 = (l’b - :Ea)2 + (yb - ya)2~

Portanto,

d(A7 B) = \/(xb - xa)2 + (yb - ya)Q‘

Exemplo 1:

Dados os pontos A = (—2,3) e B = (5,1) (Figura 4). A distancia ente A e B ¢é

d(A,B) = /(5—(=2))2+ (1 =3)2 = /(72 + (—2)2 = V49 + 4 = V/53.

Figura 4: Distancia entre os pontos A e B
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| Atividade 1|

Em cada caso, represente os pontos A e B no plano cartesiano e
calcule a distancia d(AB):

a) A=(2,0)e B=(-3,0);
b) A=(0,0)e B=(0,8);
¢) A=(1,—1) e B = (1,3);
d) A= (1,4) e B = (=3,4);
o) A=(1,7) e B =(1,8);

f) A=(3,1) e B=(0,5);
g) A=(2,3)e B=(-1,3);
h) A=(-21)e B =(-2,2);
i) A=(4,2) e B=(2,3)

2. Vetores

Um vetor é um ente matemaético determinado por segmentos orientados, com
a seguinte propriedade: dois segmentos orientados contidas em duas retas paralelas
tais que, quando estas retas sao movidas uma em dire¢ao & outra até coincidirem,
caso ocorra que os pontos iniciais e finais destes segmentos também coincidam, eles
representarao o mesmo ente (Figura 5). Assim, um vetor pode ser representado por
infinitos segmentos orientados diferentes.

Usualmente, usa-se uma flecha acima do segmento orientado AB para repre-
sentar o vetor AB ou uma letra mintuscula com uma flecha acima. Assim, o vetor AB
pode ser representado por @ ou 1@ ; isto é,

i— AD.
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Y A

y

Figura 5: zﬁ:ﬁ:@

A Figura 6, mostra onze segmentos orientados, os quais representam um mesmo
vetor .

N

/ 7 / / i
Figura 6: Representacoes de u

2.1 Coordenadas de um vetor

Se A = (Ta,Ya) € B = (xp,yp), definimos as coordenadas do vetor i = A§
COMO 08 NUMET0S Ty, — Tg € Y — Yo €, eSCrevemos

U= (Tp — Ta, Yb — Ya)-

Observe que as coordenadas do vetor @ = @ , podem ser determinadas fazendo-se a
diferenca B — A, pois

B — A= (xp,y) — (Ta,Ya) = (Tb — Ta, Yo — Ya)-
Logo,
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U=B—A=(xp— Ta,Yp — Ya)-

Exemplo 2:

Seja U = zﬁ, onde A= (-5,2)e B = (1, %) Neste caso,

ii=AB = (1,%) —(=5,2) = (1—(—5),%—2) - (1+5,¥) = (&—Z).

3

Logo, as coordenadas do vetor @ = 1@ sao 6 e —3

Observagao: Sejam A = (24,%4), B = (x5, ), P = (1 — Ta, Y — ya) € O = (0,0).
Neste caso, tem-se que os segmentos orientados AB e OP representam o mesmo vetor,
isto é,

Yo — Ya | P=(zy— o, Yp — Ya)

A/
|
I
’y
Zq 0]

. -
Iy Ty — Ly

Figura 7: 1@ = ﬁ

Na Figura 7, observe-se que
B—A= (2 —Ta,Yp—Ya) =P — O

e o ponto P ¢é o tinico ponto, tal que suas coordenadas coincidem com as coordenadas
do vetor B Assim, todo vetor pode ser representado por um segmento orientado
tendo seu ponto inicial a origem do plano cartesiano.

Mais precisamente, o vetor « com coordenadas x e y, serd representado pelo
segmento orientado OP, onde O = (0,0) e P = (z,y) e, escrevemos « = (z,y) (Figura
8).
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Figura 8: @ = O?

Exemplo 3:

Sejam A = (=5,2) e B = (1, %) No Exemplo 2, temos visto que as coordenadas do
vetor 4 = 1@ sao 6 e —%. Neste caso, o vetor u pode ser representado pelo segmento
orientado OP, onde O = (0,0) ¢ P = (6, —Z). Em particular, o = (6, —%) (Figura 9).

y ‘
34
A= (=5,2)
N 3
e
X
ol a o
5 4 3 2 -1 0 2 3 4 5 6 7
0]
-1
5
2 P=16 ==
(o-5)

Figura 9: v = (6, —%)

Exemplo 4:

Dados os pontos A = (2,3), B=(—1,1), C = (5,1) e D = (2,—1), os vetores U = AB
e v = CD sao iguais. De fato,

T=AB=(-1-21-3)=(-3-2)

— CD

Como 4 = (-3, —2) = v, segue que ¢ = v (Figura 10).

<y

(2—-5,—1—1) = (—3,-2).
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Figura 10: « =1
2.2 Vetor nulo

— . ~
Define-se o vetor nulo 0, como sendo o vetor cujas coordenadas sao as mesmas
da origem do plano cartesiano. Isto é,

T =(0,0).

2.3 Vetor oposto

—
Dado o vetor 4 = 1@, o seu oposto, denotado por —i, é o vetor BA (Figura
11), isto ¢,

Lq Ty

Figura 11: Vetor oposto

Dado o vetor @ = (x,y), tem-se que

—u = (—l‘, _y)'
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Exemplo 5:

Dado o vetor @ = (3, —2), o seu vetor oposto ¢ o vetor —i = (—3,2) (Figura 12).

8

(37 _2)

Figura 12: Vetor oposto —u = (—3,2)

| Atividade 2|

(1) Dados os pontos A e B, se U = 1@ , determine as coordenadas
do vetor u, onde:

a) A=(-2,—-1)e B=(1,-2);

b) A=(2,-1)e B=(-1,1);

c) A=(—1,5) e B=(3,4);

d) A=(3,-1)e B=(7,5).

(2) Determine o ponto P tal que OP = f@, onde:

a) A=(1,-1) e B=(1,1);

b) A=(-2,0) e B=(1,3);

c) A=(-1,3) e B=(0,0);

d) A=(2,-2) e B=(2,2).

a) C=(1,-1),D=(1,3), A=(—1,5) e B=(2,2);
b) C=(1,4), D=(-3,5), A= (5,7) e B=(1,8);

c) C=(1,-1),D=(-2,3), A= (3,1) e B=(0,5);
d) C=(2,3),D=(-1,3), A= (=2,1) e B = (2,2).
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3. Adicao de vetores

Dados os vetores 4 = (Zy,Yyy) € U = (Zy,Yy), define-se a soma destes veto-
res da seguinte forma:

A operagao que a cada par de vetores associa a sua soma denomina-se adi¢ao
de vetores.

Exemplo 6:

Dados os vetores @ = (1,2) e ¥ = (=2, 3) (Figura 13), a soma de @ e ¢ é dada por:

T+ 7=(1,2)+(~2,3) = (1-2,2+3) = (—1,5).

Figura 13: «+ v
3.1 Interpretacao geométrica de u + v
Geometricamente, o vetor @ + ¢ é a diagonal do paralelogramo que tem como

lados adjacentes os vetores 4 e ¥ (Figura 14). Isto é conhecido como a Regra do
Paralelogramo.
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Figura 14: Soma de dois vetores: Regra do Paralelogramo

Sejam u = E e v = C"ﬁ, outra maneira de caracterizar o vetor 4 + v é
representa-lo como o segmento orientado AD’, onde v = ﬁ = Eﬁ , que fecha a poli-
gonal tendo o ponto A como sua origem. Isto é conhecido como a Regra da Poligonal.

Quando realizamos a soma de dois vetores, transportamos a origem do segundo
vetor até coincidir com a extremidade do primeiro. O vetor soma é determinado pelo
segmento orientado, que fecha o tridngulo, tal que sua origem coincida com a origem
do primeiro vetor da soma e sua extremidade coincida com a extremidade do segundo.

Na Figura 15 (a), temos dois vetores AB e CD. Afim, de obter a soma deles,
inicialmente colocamos o segmento orientado C'D movida paralelamente ate que o
pontos inicial deste segmento coincida com o ponto final de B, isto ¢, CD = BD’ (veja

Figura 15 (b)). Em seguida, fechamos o triéng%om o segmento orientado AD’ (veja
Figura 15 (c)) e, assim, obtemos AB + CD = AD,

Yy | B y B
v
C ol
v D/
D A x A T
(a) Vetores @ e v (b)UzB—z. (c)ﬁ—l—ﬁ:m

Figura 15: Soma de dois vetores: Regra da Poligonal

E conveniente quando se procura encontrar o vetor soma, em que estao envol-
vidos varios vetores, identifica-los com sua origem coincidindo com a origem do plano
cartesiano.

A soma de trés ou mais vetores é obtida, realizando a soma dos dois primeiros
vetores, utilizando o procedimento descrito anteriormente e, o resultante é somado com
o terceiro vetor, encontrando o vetor soma dos trés primeiros. Repete-se o procedimento
com o quarto, quinto, etc, de forma que o vetor soma desejado é o segmento orientado
que fecha a poligonal, tendo como origem, a origem do primeiro vetor (Figura 16).
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d+ T+ @+ 1

—»o C

Figura 16: Soma de quatro vetores: @ + @ + @ + ¢

Em particular, se 4 = (24, y,) € ¥ = (x4, y,), tais que, 4 = @ ev= O? O
vetor soma 4 + U é o vetor 067 onde O = (0,0) e Q = (zy + Zv, Yu + Y») (ver Figura
17).

Ty O Ty + Ty Ty

Figura 17: Soma de dois vetores em coordenadas

Na Figura 17, os vetores u = 1@ ev = ]@ e o quadrilatero OPQR é um
paralelogramo tendo como vetor Oﬁ sua diagonal principal.

3.2 Propriedades da adicao de vetores

Para quaisquer vetores u, ¥ e w, a operacao de adigao de vetores satisfaz as
seguintes propriedades:

(1) (€+ V) + W =1+ (U+ @) (associativa);

=4 (existéncia do elemento neutro aditivo);
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(3) u+ (—u) = 0 (existéncia do elemento oposto);

(4) U+ 7=0+u (comutativa).

3.3 Subtracao de vetores

Dados os vetores i e ¥, a diferenca © — U é a soma de u com o oposto de U
(Figura 18), ou seja,

A operagao que a cada par de vetores associa a sua diferenca denomina-se
subtracao de vetores.

Figura 18: Diferenga o — v

O vetor diferenga, também poder ser obtido como o vetor com origem na
extremidade de v e extremidade coincidindo com a extremidade de u (ver Figura 19).

<y

<
8

Figura 19: Diferenca « — v
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Exemplo 7:

Dados os vetores @ = (1,2) e ¥ = (-2, 3) (Figura 20), temos que
d—7=(1,2)—(-2,3) = (1+2,2—3) = (3, -1).

Em particular, as coordenadas dos vetores @ — v sao 3 e —1.

Figura 20: « — v

| Atividade 3|

(1) Dados os pontos A = (3,3), B = (2,1), C = ( 1,4), D =
(2,0), B =(—4,2), F = (-3,5),G=(3,—-1) e H = (—1,0),

calcule e represente graficamente os vetores:

a) *:£+B?+C@;
b) &= WE + FC + HE;
¢) @ = (BC — EC) + EF:
d) f:ﬁ—(@+ﬁ>.

(2) Dados os vetores @ = (—1,2), ¥ = (1,7), @ = (—=1,1) e
t=(2,-3), calcule:

a) U+ 7,

b) ¥+

) i —t

d) t -,

¢) U+ T+ +1
f) —0 4 @ — 1.
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(3) Sendo A = (2,0), B=(3,-2)e C = , determine as
coordenadas do ponto D, tal que B? 1@ + C

(4) Os vetores i, ¢ e W formam um tridngulo, como mostra-se na

Figura 21. Encontre o vetor @, sendo @ = (1,2) e 7 = (=3, 2).

Figura 21: Triangulo formado pelos vetores i, U e W

4. Multiplicacao por escalar

Dados o vetor @ = (x,y,) € o escalar A € R, define-se o produto de A com ,
como o vetor \ - i, determinado da seguinte forma:

AU = (AZy, AYw).

A operagao que associa ao escalar A e o vetor @ o seu produto \-i, denomina-se
multiplicagao por escalar.

Exemplo 8:

Dado o vetor @ = (—4,2) (Figura 22), temos que
—21 = —2(—4,2) = (8,—4).

Em particular, as coordenadas do vetor « = /@ sao 8 e —4.
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4 3 2 - N 2 3 4 5 & 7 8

—2u

Figura 22: Vetores 4 e —2u

Exemplo 9:

Dados os vetores @ = (1,2), U = (—2,3) e W = (—1,0) (Figura 23), tem-se que

1y

20 — 3w —3u

Figura 23: Vetor 20 — 3w — 3u

O produto A - @ (Figura 24) apresenta as seguintes situagoes:
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/s 7

0D<A<1) (A <0)

Figura 24: Multiplicacao por escalar

Caso 1: )\ > 0.
Neste caso, © e A - 4 tém o mesmo sentido.
Caso 2: )\ <0.
Neste caso, @ e \ - ¢ tém sentidos opostos.
Caso 3: |\ < 1L
Neste caso, diz-se que o vetor # sofreu uma contracgao.
Caso 4: |\ > 1.
Neste caso, diz-se que o vetor 4 sofreu uma dilatacao.
4.1 Propriedades da Multiplicacao por escalar

Para quaisquer vetores u e v e, escalares A\ e u, a operacao de multiplicagao
por escalar satisfaz as seguintes propriedades:

() = (Ap)u = p(Ad)  (associativa em relagdo aos escalares);

(4 +7) = A+ AU (distributiva do escalar em relagao a soma de vetores);
(A4 p)u = M+ pv (distributiva do vetor em rela¢ao a soma dos escalares);
1

- =1 (existéncia do elemento neutro multiplicativo).
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| Atividade 4|

(1) Dados os pontos A = (3,3), B = (2,1), C = ( 1,4), D =

(2,0), E=(-4,2), F =(-3,5),G=(3,-1) e H=(—1,0),
calcule e represente graficamente os vetores:
a) il — AB + 2BC — 3CD:

C

ﬁzQ(ﬁ—ﬁ)—i—i%E?;
F=CF - (3@+5ﬁ).

(2) Dados os vetores @ = (—1,2), v = (1,7), W = (—-1,1) e
t = (2,-3), calcule:

)

b) U:W—Zﬁ—i—ﬁ;
)
)

d

) 2u + 24}

) —30 + 44;

) Tt — 47

) —15i — T — 8t + 24ais;
) —2{ + 60 + 20 — 11¢;
)
)
)

a
b

C

o &

—h

—30 + T — 4t;

57
3ut

o2

—

37 4 = 11
h 9u—|—5t—10v—10w

5. Produto Interno de dois vetores

Dados os vetores 4 = (2, yy) € U = (Zy,Y,), define-se o produto interno entre

@ e U, denotado por (i, ¥), da seguinte forma:

<ﬁa17> =Ty Ty + Yu - Yo-

Exemplo 10:

Dados os vetores 4 = (2, —3) e ¥ = (1,6), o produto interno entre i e v é:

(@,7) =214 (=3)-6=2—18 = —16.
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5.1 Propriedades do produto interno

Para quaisquer vetores u, ¥ e w, e escalares A, o produto interno satisfaz as
seguinte propriedades:

(1) (@,@) >0 (o produto interno de um vetor com si proprio ¢ nao negativo);

(2) (i) =0 < u=0;

(3) (u,v) = (U,d) (comutativa);

(4) (u+ v,w) = (u, W) + (¥,w) (distributiva em rela¢do a soma);
(5) Mu,v) = (M, v) (distributiva do escalar).

Antes de uma definicao geométrica do produto interno se faz necessario as
defini¢coes de norma de um vetor e de dngulo entre vetores.

5.2 Norma de um vetor

Dado o vetor @ = (z,y), define-se a norma de 4, da seguinte forma:

]| = /22 + y2.

Isto é,

[l = v/ (@, ).

Exemplo 11:

Dado o vetor @ = (7,—1), temos que sua norma é:

@] = /(7)2 + (—1)2 = V49 + 1 = v/50 = 5V/2.

5.3 Angulo entre vetores

Sejam u e U dois vetores nao nulos do plano. Define-se o dngulo entre i e U
como sendo o menor angulo formado entre os segmentos orientados AB e AC, onde

i=ABeci=AC (Figura 25).

<y

Figura 25: Angulo entre dois vetores
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Se 6 é a medida do angulo entre dois vetores, tem-se que 0° < 6 < 180°
(Figura 26).

1

0°<6<90° 6=90° 90° <6< 180°

<

U v 7

0=0° 0=180°

Figura 26: "ngulo entre dois vetores

Observacao: Sejam i e ¥ vetores nao nulos no plano. Utilizando a norma e angulo,
o produto interno entre os vetores u e ¥, pode ser determinado por:

= [lall - [|t]] - cos 6,

onde 0 é a medida do angulo entre u e U. Neste caso,

Exemplo 12:

Calculemos a medida do angulo entre os vetores 4 = (10, —5) e ¥ = (1,2). Temos que

cosf = M,
]| - (|7
onde
(@, 7y = ((10,—5),(1,2)) =10.1 = 5.2 = —10 — 10 = 0,
1] = /(102 + (=5)2 = V100 + 25 = V125 = 5v/5,
(&
7] = VI2+22 =1+ 4= 5
Logo,
cosf = 0 0
5v5-v5
Entédo, 6 = 90°.
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5.4 Vetores ortogonais

Dois vetores @ e ¢, nao nulos, sao ortogonais se o angulo 6 entre eles é reto
(Figura 27), ou seja

ulvy & 0=90°.

Se @ e U sao ortogonais o angulo entre eles ¢ 90°, entao
(@, 0) = ||l - [|7]] - cos 90° = [|a| - [|v]| - O = O.

Também, se (i, ¥) = 0 tem-se cosf = 0, ou seja, § = 90° e ¥ L.
Logo, em termos do produto interno, temos

Figura 27: 4 1v

Exemplo 13:
Sejam 4 = (3,—9) e ¥ = (6,2). Os vetores i e ¥ s@0 ortogonais, pois

(i,7) =3-6—9-2=18— 18 =0.
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| Atividade 5|

(1) Dados os vetores @ e v, calcule o produto interno (u, ¥), onde:

a) 4= (2,1)ev=(-1,1);
b) 4= (—1,3) e v=(0,4);
c) u=(—1,5)ev=(-11)
d) u=(1,-1) e v=(1,3);
e) u=(1,4) e ¥ = (-3,5);
) d=(27) e = (4,1)
g) 1_[—(0,—%)617:(1 ’_%>'

(2) Para cada um dos vetores 4 e ¥ da Questao 1, calcule |||,
||7]] e o cosseno do angulo entre @ e .

(3) Diz-se que um vetor i é um vetor unitdrio se ||i|| = 1. Veri-
fique quais dos seguintes vetores sao unitérios:

a) u=(1,0);
b) 7= (1,1);
o 7= (4. %)

a) = (1,—-1)ev=(2,2);
b) @ =(2,3) e v = (6,—4);
c) U= (-5,2)ev=(2,3);
d) i=(-1,1)ev = (1,-1);
e) U= (2,—m) ed=(m—2);
f) 4= (m,—5) e v= (10, 2m)

6. Atividade ludica: Corrida de
Vetores

E um jogo que se assemelha a uma corrida de automoéveis. Cada veiculo é
representado por um ponto em uma folha quadriculada, que é a extremidade de um
vetor. O objetivo do jogo é completar uma volta em torno da pista. Os sistemas de
coordenadas utilizados devem ter seus eixos paralelos as linhas do papel quadriculado,
com sentidos positivos fixados, sendo os mesmos durante todo o jogo. A tnica coisa a
mudar de jogada para jogada é a origem do sistema.
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As regras do jogo foram retiradas do site do Departamento de Matematica, da

Universidade Federal de Minas Gerais, que esta inclusa como atividade na disciplina
Geometria Analitica e Algebra Linear (cf. [10]).

6.1 Véspera da corrida

Desenhe, num papel quadriculado uma pista de corrida, indicando o sentido de
percurso e a linha de partida. Recomenda-se pelo menos 4 quadradinhos de
largura, em média para a pista. A linha de partida deve conter 4 ou 5 pontos,
para que de 2 a 5 jogadores possam escolher de onde vao largar.

Realiza-se um sorteio para saber qual a ordem em que os jogadores vao atuar.
Cada um deles deve ter uma caneta (ou lapis), todos de cores diferentes. Na
ordem sorteada, cada um escolhe um ponto da linha de partida.

Este ponto servira de origem de um sistema de coordenadas para o jogador que o
escolheu, com eixos paralelos ao quadriculado do papel, onde o corredor marcara
um dos vetores iniciais (1,0), (0,1), (-1,0) ou (0,-1), conforme sua preferéncia,
no sentido de percurso da pista. Depois de todos os participantes marcarem sua
origem e seu vetor inicial, eles movimentarao seus “carros”’, na ordem do sorteio.

6.2 Regras

1)

2)

O movimento depende apenas do vetor anterior, respeitando o desenho da pista
(regra 4) e as “ultrapassagens” ou “fechadas” (regra 5).

O ponto onde esta seu carro, isto é, a extremidade final do seu tltimo vetor
desenhado, é agora a origem do sistema de coordenadas no qual vocé vai desenhar
o proximo vetor. Os eixos sempre tém mesma direcao e sentido.

VAN

Vocé pode “manter a velocidade”, “acelerar” ou “frear”, modificando no maximo
uma coordenada em relagdo a seu vetor anterior, em apenas uma das diregoes
(por exemplo, se sua velocidade anterior foi (3,5), sua velocidade agora podera
ser apenas uma entre as 5 escolhas possiveis: (3,5), (3,4), (3,6), (2,5) ou (4,5).
Desenhe a nova posicao do seu carro, isto é seu vetor.

Os movimentos devem respeitar a pista desenhada. Se, usando a regra 3, nao for
possivel que a extremidade final do vetor fique dentro da pista, o jogador deve
identificar uma jogada anterior na qual poderia ter evitado a batida, e continuar
jogando a partir dali, modificando a trajetoria de modo a ficar dentro da pista.
Isto podera atrasar este jogador em umas trés ou quatro jogadas, dependendo do
formato da pista e da velocidade que estava quando bateu.

Nao é permitido passar por cima de um ponto (carro) ja desenhado (portanto,
podem ocorrer “ultrapassagens” e “fechadas”). Por exemplo, para jogar um “(2,4)”,
a setinha desenhada passara por cima do ponto “(1,2)”. Se ja houver um carro

(ponto) ali, o movimento “(2,4)” estara proibido.

Ganha quem completar primeiro uma volta na pista, sendo que na tltima jogada
o carro (ponto) ainda devera estar dentro da pista.
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