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Resumo

Este trabalho inicia-se com a apresentacao do conceito de area de figuras planas
fechadas poligonais. Respeitando o aspecto historico, exibimos o Método da Exaus-
tao, proposto por Arquimedes, com concentracdo nas areas de regioes circulares
delimitada por curvas parabolicas. Chegando proximo da modernidade introduzi-
mos os conceitos de limites, continuidade, derivada e integrais convergindo para o
chamado Teorema Fundamental do Cdlculo e sua aplicacao no calculo de areas de

uma forma mais amigavel que o método de Arquimedes.



Abstract

This work starts with the presentation of the concept of flat figures closed poly-
gonal area. Respecting the historical aspect, we display the method of exhaustion,
proposed by Archimedes, with concentration in the areas of circular regions boun-
ded by parabolic curves. Arriving near the modernity we introduced the concepts of
limit, continuity, derivative and integrals converging on the so-called Fundamental
Theorem of calculus and its application in the calculation of areas in a more friendly
than the method of Archimedes.
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Introducao

Na Geometria plana, uma das partes mais importantes ¢ o calculo de areas de
figuras planas fechadas. No primeiro capitulo deste trabalho, abordamos o célculo
destas areas. Na obra de Fuclides, a ideia de area estava associada ao conceito de
igualdade entre figuras (equivaléncia), ou seja, duas figuras sao equivalentes quando
tém a mesma grandeza (ou mesma area). Outro recurso utilizado ¢ a decomposicao
de uma figura em outras cujas areas sejam conhecidas. Se P é uma figura plana
que pode ser decomposta em n poligonos P;,Ps,- - -,P,, tais que dois quaisquer deles
tém em comum no maximo alguns lados, entao a area de P ¢é a soma das areas dos
poligonos P;. Tomando o quadrado unitario como unidade de medida, apresentamos
modos de determinar as areas de algumas figuras planas fechadas.

No segundo capitulo, abordamos o Método de Exaustao de Arquimedes, o qual
antecipou o célculo integral, 2000 anos antes de ter sido “criado” por Newton e
Leibniz. No célculo de areas pode-se dizer que o Método de Exaustao consiste em
buscar aproximagcoes sucessivas da area a ser medida, por falta e por excesso, a
partir de outras ja conhecidas. Aplicamos o Método de Exaustao na area do circulo,
na area de segmentos parabdlicos e na quadratura da parabola.

E, fechando esta dissertacao, no terceiro capitulo abordamos os conceitos de
limite de func¢ao, funcao continua, derivada, primitiva e integral definida, culminando
com o Teorema Fundamental do Calculo e sua aplicacao para o calculo de areas de

figuras planas fechadas.
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Capitulo 1

Desenvolvimento dos Conceitos de
Areas de Figuras Planas: Triangulos,

Quadrilateros e Poligonos em Geral

1.1 Uma Abordagem Histoérica

Ao pensar na origem do conceito de area me pergunto se esse conceito teria sido
construido pelo homem ou se, assim como o senso numérico, é um conceito inerente
ao ser humano, antes mesmo que ele pudesse ter consciéncia disso.

H4 indicios historicos de que ocorreram sociedades avancadas, que se instalaram
ao longo dos rios Nilo, no Egito, Tigre e Eufrates, na Mesopotamia, Indo e Ganges,
no centro-sul da Asia e, Huang ho e Yangtzé na Asia oriental. Essas sociedades,
conhecidas por suas habilidades em engenharia, drenagem de pantanos e irrigacao,
construiram obras de defesa contra inundacoes, grandes edificios e estruturas por
meio de projetos que requeriam muita geometria pratica.

Essas civilizagoes foram responséveis pelo desenvolvimento de muitas tecnologias
da época e consequentemente de conhecimentos matematicos, tais como o célculo
de um calendario adequado e a elaboracao de um sistema de pesos e medidas para
ser utilizado na colheita, armazenamento e distribuicao de alimentos.

Alguns dos principais documentos historicos atestam os conhecimentos geométri-
cos das antigas civiliza¢oes através dos papiros de Moscou (ou Golenishev) e Rhind
(ou Ahmes), datados de 1850 a.C. e 1650 a.C., respectivamente.

Analises desses papiros constataram que os egipcios tinham varios conhecimen-

13



Alguns Conceitos de Area CAPITULO 1

tos geométricos e resolviam problemas relacionados a geometria. De acordo com
EVES (1995, p.75), vinte e seis dos 110 problemas dos papiros de Moscou e Rhind
sdo geométricos. E segundo BOYER (1974, p.13), o papiro Ahmes contém alguns
problemas geométricos, como o problema 51, que mostra o cilculo da area de um
triangulo is6sceles através da multiplicacao da metade da medida da base pela me-
dida da altura, e o problema 52 que trata da &rea do trapézio isésceles de modo
semelhante.

Ha também indicios de que egipcios e babilonios dispunham de métodos eficien-
tes para o calculo da area do circulo e conheciam regras gerais para calcular a area
de triangulos, retangulos e trapézios, e as utilizavam para calcular, de forma aproxi-
mada, as medidas dos terrenos cultivados, mesmo quando tinham a forma de figuras
mais complexas. Em geral a unidade de medida utilizada era um quadrado, mas em
algumas situacoes a estratégia utilizada era decompor a superficie em triangulos ou
retangulos e calcular a sua area como a soma das areas das regioes resultantes desta
decomposigao.

Nao se sabe ao certo porque o quadrado foi escolhido para unidade de area,
talvez por ser a figura plana mais simples. Dentre as muitas versoes apresentadas,
uma delas é que a escolha foi inspirada pela maneira de se tecer uma cesta, arte que
precedeu a fiacao. Outra, que foi o resultado do uso de ladrilhos de mosaicos hin-
dus e chineses ou sugeridas pelos padroes quadriculados que decoravam a ceramica
produzida pelos babilénios.

Na Grécia antiga, por volta de 300 a.C. , o gedmetra grego Euclides produzia sua
obra prima intitulada Os Elementos, que reuniu de modo sistematizado os principais
conhecimentos de seus precursores. A maior parte do conteido da obra se refere a
geometria, entretanto também contempla teoria dos niimeros e dlgebra elementar ou
geométrica. Essa obra tem grande influéncia na forma como tratamos a geometria
nos curriculos escolares da educacao bésica.

Na obra de Euclides, a ideia de area esté associada ao conceito de igualdade entre
figuras (equivaléncia). Isto pode ser observado quando enuncia que triangulos com
bases iguais, situados entre as mesmas paralelas sao figuras iguais (equivalentes), e
que paralelogramos com bases iguais situadas entre as mesmas paralelas também sao
figuras iguais. Ou seja, duas figuras sao equivalentes quando tém a mesma grandeza

(ou mesma area).

14



Alguns Conceitos de Area CAPITULO 1

Figura 1.1: Figuras de areas equivalentes

1.2 Alguns Conceitos de Area

e Medir uma grandeza (superficie) significa compara-la com outra de mesma
especie, tomada como unidade. O resultado dessa comparacao é um nimero,

esse niimero ¢ a medida. (Eduardo Wagner)

e Area de uma superficie limitada é o niimero real positivo associado a superficie

de tal forma que:

i. As superficies equivalentes estao associadas a areas iguais e reciproca-

mente.

2,

ii. A uma soma de superficies estd associada uma area que é a soma das

areas das superficies parcelas.

iii. Se uma superficie estd contida em outra, entao sua area é menor (ou

igual) do que a area da outra.
(GELSON IEZZI)

Nos atuais parametros escolares do Brasil, prevalece o conceito de area como
grandeza, assim, vejo um bom conceito de area como o saber matematico que per-
mite comparar e medir uma superficie. Falando em superficie, vou me referir a uma
porcao do plano limitada por uma figura plana fechada. Medir uma superficie sig-
nifica obter um niimero que represente a porcao do plano ocupada por essa regiao,
comparada com uma outra fixada. Essa medida é chamada de &area.

Assim, para medir a superficie de uma regiao é necessario uma outra superficie
como unidade de medida e verificar quantas vezes essa unidade cabe dentro dessa
regiao a ser medida. Em geral, toma-se um quadrado como unidade de medida e
o nimero de vezes obtido é a area da regiao medida. Outro recurso utilizado é a

decomposicao de uma figura em outras cujas areas sejam conhecidas.
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Alguns Conceitos de Area CAPITULO 1

Essas estratégias tém suas origens nos antigos modos de medir, mas podem ser
escritas em linguagem formal, como em LIMA (1991, p.21), através das seguintes
propriedades:

Seja P um poligono do plano. A cada poligono P pode-se associar um ntmero

real nao negativo, chamado de area de P, com as seguintes propriedades:

e Poligonos congruentes tém &areas iguais.
e Se P é um quadrado com lado unitario, entao a drea de P ¢ igual a 1.

e Se P é uma figura plana que pode ser decomposta em n poligonos Py,Ps, - -,
P,, tais que dois quaisquer deles tém em comum no maximo alguns lados,

entao a area de P é a soma das areas dos poligonos F;.

A partir dessas ideias vamos apresentar modos de determinar as areas de algumas
figuras planas. Para tanto, assumiremos como unidade de medida um quadrado
cujo lado mede uma unidade de comprimento (u.c.), que sera chamado de quadrado

unitario. Assim, a area desse quadrado unitario serd igual a uma unidade de area

(u.a.).

D =1lua

Figura 1.2: Unidade de area

1.2.1 Area do Retangulo

. L . 1
Lema: Seja n um nimero inteiro positivo, o quadrado ) de lado —, tem &rea
n

. 1 o .

igual a —. Decompondo o quadrado unitario por meio de paralelas aos seus lados,
n

em n? quadrados justapostos a @, estes n? quadrados congruentes a (Q formam um

quadrado de area 1. Dai, a area de @ deve satisfazer a condigao n? x A(Q) = 1,

entao segue-se que A(Q) = 5

Como o quadrado pode ser definido como um retangulo que possui todos os lados
iguais, sua area pode ser obtida de modo anélogo a &rea do retangulo.

Assim, podemos expressar a area do quadrado @), cujo lado mede a da seguinte

forma;

16



Alguns Conceitos de Area CAPITULO 1

Figura 1.3: Quadrado com 16 unidades de area

Area do quadrado @ = a?.
O retangulo é o quadrilatero que possui quatro angulos retos e lados opostos

paralelos.

Figura 1.4: Retangulo com 28 unidades de area

Teorema 1 Dado um retingulo de lados a e b racionais ou nao, sua drea serd

S = ab.

Demonstracgao:
Para ver isso, dividiremos a prova em duas partes. A primeira é supor que a € b
sao racionais positivos, isto é:
my ma
a=—eb=— (1.1)
n1 12
onde my, ni, mg € ny sao inteiros positivos. De 1.1, segue-se que:
my ming ma Mmany

a= = eb=

= . (1.2)
ny nine ny  n2any

1 1 ) . .
A grandeza — = ¢ a medida comum dos dois lados. Assim, podemos
m nine
reescrever as expressoes dadas em 1.2 por

17



Alguns Conceitos de Area CAPITULO 1

minsg mony

eb= . (1.3)

m m

a =

Para concluir este caso, subdividimos o retangulo em pequenos quadrados de

lado —, cuja area de cada quadrado é — . Observe que o ntimero total N desses
m
quadrados é dado por

N = = abm? = mynyman,.

-
3= o

A dltima igualdade foi obtida usando (1.3). Logo a area S do retangulo é igual
ao niamero total de “quadradinhos” vezes a area de cada “quadradinho”; ou seja
1 1 minoMmong myq Mo
S = N—2 = m1n2m2n1—2 =T 5 5 = = ab.
m m nin; ny ng
Para o caso em que a e b sao irracionais, usamos o fato de que existem sequéncias

de racionais (z,) e (y,) tais que

lim z, =ae lim y, = b. (1.4)

n—oo n—oo
Seja S, a area do retangulo de lados x,, e y,. Sendo esses lados racionais, pelo

item anterior, temos S,, = z,y,. Definindo:

= lim S,
n—oo

mostraremos que S = ab com a e b irracionais. De fato, usando as expressoes
(1.4), temos:

S = lim S, = lim z,y, = lim z, lim y, = ab.
n—oo n—oo n—o0 n—oo

1.2.2 Area do Paralelogramo

O paralelogramo é o quadrilatero que tem lados opostos paralelos, assim como
o retangulo. Entretanto, ao tentarmos sobrepor quadrados unitarios para obter sua
area, nos deparamos com algumas limitacoes, pois os seus angulos internos podem

nao ser retos.

18



Alguns Conceitos de Area CAPITULO 1

Figura 1.5: Paralelogramo

Para definir a area do paralelogramo recorremos a decomposicao, de modo a
compara-la com outra area ja conhecida, no caso o retangulo.

Em um paralelogramo, quando se toma um de seus lados como base, chama-se
altura do paralelogramo a distancia entre essa base e o seu lado oposto.

No paralelogramo ABC' D, tomando-se AB como base de medida a, o segmento

EF, de medida b, representa a sua altura (Figura 1.6).

C F D
'y

Figura 1.6: Paralelogramo ABCD

Para obter a area do paralelogramo efetuamos um corte ao longo de sua altura

EF, e em seguida recompomos as partes de modo a formar um retangulo.

Figura 1.7: Paralelogramo X Retangulo

O retangulo formado tem as dimensoes a e b, e sua area é dada por ab. Assim,
podemos dizer que a area do paralelogramo corresponde ao produto do comprimento

de uma de suas bases pelo comprimento da altura correspondente.

1.2.3 Area do Triangulo

A area do tridngulo pode ser obtida diretamente a partir da area do parale-
logramo, visto que triangulos congruentes tém mesma &area, e todo paralelogramo

pode ser decomposto em dois triangulos congruentes.

19



Alguns Conceitos de Area CAPITULO 1

A E B

Figura 1.8: Triangulo X Paralelogramo

No triangulo ABC' e no paralelogramo ABCD, a base AB tem medida b e a
altura correspondente C'E tem medida a.

A area de ABCD = ab, e os triangulos ABC e BCD sao congruentes, portanto
a area do triangulo ABC' é a metade da area de ABC'D. Ou ainda, a area de um
triangulo é a metade do produto da medida de uma base pela altura correspondente.

Area do triangulo ABC = %ab.

Podemos representar a area de uma maneira mais amigavel, quando o triangulo

tem uma caracteristica especial, exemplos:

20



Alguns Conceitos de Area CAPITULO 1

Area do Triangulo Equiléatero

A
.
LY
Y
! 1
A
/ [ss] B
2 I I
2 2

Figura 1.9: Tridngulo Equilatero

Considerando o triangulo equilatero ABC' de lado 1 e altura h, vamos calcular

primeiro o valor de h, aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ADB:

12_h2+ 12
B 2

l2

2 _ 12, Y
?=h +7
412 = 4h% 4+ 2
4h? = 312
312
h? =
4
h—£\/§
2

Como a area do triangulo é dada por A = %lh, segue-se que
1.1
A=-1-V3
2 2\/_

2 e
A=—V3

21



Alguns Conceitos de Area CAPITULO 1

Formula de Herao

Essa formula é bastante usada para calcular a area de um triangulo conhecendo-
se a medida dos seus lados.

Considere-se o seguinte triangulo de vértices A, B e C, angulos internos (A, B e
C) elados a, be c.

[T
[ww

A t
Figura 1.10: Triangulo ABC

A férmula de Herao da area S de um triangulo é:

S=+/plp—a)p—"b)(p—c)

em que p é o semi-perimetro do triangulo:

a+b+c

p= 9

Demonstracgao:

Figura 1.11: Demonstracdo da Férmula de Herao
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Seja C'P = h a altura do triangulo ABC' tracada sobre o lado AB (Figura 1.11).
O ponto P, projecao do vértice C' sobre o lado AB, divide-o em dois segmentos
AP =re PB = s, tais que AB = c =1r+s. O teorema de Pitagoras aplicado ao

triangulo AC'P traduz-se em:

b =r?+ R (1.5)

e aplicado ao triangulo BC'P em

h* = a* — §* (1.6)

de r = ¢ — s, obtemos

r? =c* —2cs+s° (1.7)

Substituindo (1.6) e (1.7) em (1.5) vem:

b = +a* — 2cs (1.8)

donde

1
s = %(02 +a® — b%) (1.9)

Eliminando s em (1.6), tem-se sucessivamente

W2 {02+a2—b2r

2c

_Acta® — (P +a® —b?)?
N 4c?
_ é[Qac (P4 a® =) 2ac+ (P + & — 1))
- 4%2[52 (@ = 20+ A)[(® + 2ac + ) — 1)

1 2 2 2 2
:?[b —(a—c)l(a+c)” =]
:4—62[6—(a—c)][b—l—(a—c)][a+c—b}[a+c+b]
:é[a%—b—kc][a—l—c—b][a+b—c][b—|—c—a]
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b
sendop:%—i_c:>a+b+c:2p;a+c—b:2—2b:2(p—b);a—l—b—c:

2p—2c=2(p—c)eb+c—a=2p—2a=2p—a)=

W = 520200 — )20 — D20 — o)
= 20— a)p— D)o~

2
Dai: b= =+/p(p—a)(p = b)(p — ).
Como a area S é igual a

1 c?2

S =5ch=5- p(p—a)(p—0)(p—c)

S=+plp—a)p—0b)p—c).

1.2.4 Area de um Poligono Qualquer

Conhecidas as areas do retangulo, quadrado, paralelogramo e tridngulo, podemos
utiliza-las para obter a area de um poligono qualquer, subdividindo-o de forma
conveniente em figuras cuja area ja sabemos calcular. A area do poligono que se
quer encontrar serd a soma das areas das figuras em que este foi subdividido.

Tomemos primeiro como exemplo um trapézio ABC'D.

Exemplo 1:

A E B

Figura 1.12: Poligono Convexo

Consideremos as bases AB = b; e CD = by e a altura do trapézio DE = a.
O segmento de reta AD divide o trapézio nos triangulos ABD e AC D, com bases
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b1 e by respectivamente, e mesma altura a. A area do trapézio é a soma das areas
dos dois triangulos:

Area do trapézio ABCD = %bl + %192 = M.

Agora, tomemos como segundo exemplo um losango ABC'D.

A j\“\‘ c
D

Figura 1.13: Losango ABCD

Exemplo 2:

No losango ABCD, consideremos as diagonais AC' = dy e BD = dy. Note que
a diagonal AC subdivide o losango em dois triangulos congruentes, ABC' e ACD,
com base comum AC = d; e alturas BO e DO iguais a ey

Desse modo, a area do losango serd dada por:
a2
5| dids

2 2

Area do losango ABCD = 2

Exemplo 3: Area de Poligonos Regulares

Um poligono é chamado regular se todos os seus lados e todos os seus angulos
internos sao congruentes. Para se obter a 4drea de uma superficie limitada por um
poligono regular, é preciso considerar que todo poligono regular de lado [ , pode
ser dividido em n triangulos iguais, sendo n o nimero de lados do poligono. Cada
triangulo tem como base o lado [ do poligono e altura igual ao ap6tema a do poligono.
Lembrando: Apo6tema de um poligono regular é o segmento de reta que une o centro

desse poligono ao ponto médio de qualquer um de seus lados.

Ha La

Figura 1.14: Poligonos Regulares
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Desse modo, a area de um poligono regular pode ser obtida multiplicando-se a

area de cada triangulo pelo niimero de lados n do poligono, o que resulta em:
. - a
Area do poligono — n 7)
Sendo n - [ = 2p (perimetro), vem que:

2-p-a

} 2

Area do poligono = p - a, sendo p = semiperimetro.

Area do poligono =

Exemplo 4: Area de Poligonos Irregulares

Um poligono irregular nao tem todos os seus lados iguais, consequentemente
seus angulos internos também nao sao congruentes. Podemos decompor qualquer
poligono irregular em poligonos de areas conhecidas. Observe o exemplo da figura
ao abaixo. Temos que a area desse poligono irregular serd igual a soma das areas
dos triangulos 17, T, T3 e T}, ou seja:

Ay =T+ T, + 15+ T

Figura 1.15: Poligono Irregular
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Capitulo 2

O Método de Exaustao de

Arquimedes

2.1 Uma Abordagem Histérica

Arquimedes (Arkhimedes), matematico grego, nascido em Siracusa na Sicilia em
287 a.C.. Estudou, desde jovem, em Alexandria (Egito) onde conviveu com os gran-
des gedmetras da época. Habituado, com as costumes da sociedade aristocratica em
que vivia, a nao valorizar o trabalho manual, procurando sempre uma justificativa
logica para as conclusdes que obtinha dos engenhos mecanicos que construia. As
atividades de seu pai, o astronomo Fidias, influenciaram, sem divida, na vocacao e
formacao cientifica de Arquimedes.

Dotado de uma inteligéncia prodigiosa, Arquimedes assimilou rapidamente todos
os conhecimentos adquiridos pela humanidade até aquele momento e, através de uma
admiravel série de descobertas, ampliou-os grandemente.

Arquimedes proeminente matematico e inventor grego, escreveu importantes tra-
balhos sobre a geometria plana e solida, aritmética e mecanica. Sem duvida o maior
génio da Antigiiidade classica e um dos maiores de todos os tempos, Arquimedes
reline todas as caracteristicas que o imaginario popular atribui a um verdadeiro
sabio.

Seus métodos anteciparam o calculo integral, 2000 anos antes de ter sido "cri-
ado"por Newton e Leibniz. Arquimedes também provou que o volume de uma
esfera corresponde a dois tercos do volume do cilindro circunscrito. Evidentemente

ele considerou este como seu maior feito, pois pediu que sua lapide tivesse uma esfera
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circunscrita por um cilindro.

Em Geometria, o sibio teve o mérito de conceber métodos gerais para calcular as
areas de figuras planas curvilineas e os volumes de solidos delimitados por superfi-
cies curvas. Aplicou tais sistemas a varios casos particulares: a esfera, ao circulo, ao
segmento de parabola, a area compreendida entre dois raios e dois passos sucessivos
de uma espiral, aos segmentos esféricos, as superficies geradas pelas revolugoes em
torno dos eixos principais dos retangulos (ou melhor, os cilindros), a entidades geo-
métricas produzidas pela revolucgao dos triangulos (ou seja, os cones), das parabolas
(paraboloides), das hipérboles (hiperboloides) e das elipses (elipsoides). Arquime-
des tinha, portanto, um sistema de célculo integral dois mil anos antes de Newton
e Leibniz.

Arquimedes nao antecipa apenas o calculo integral, na verdade, uma das suas
mais conhecidas e importantes descobertas matematicas é a construcao da famosa
espiral de Arquimedes.

Além disso, fez surgir a ideia de infinitamente grande ao querer contar os graos
de areia da praia de Siracusa. Esta abordagem da ideia de infinito surge também
numa das suas obras, onde se propoe avaliar o nimero de graos de areia que seria
preciso para encher uma esfera grande como o Universo. Para resolver este problema,
teve de ultrapassar duas dificuldades: a primeira, dar as dimensoes do universo; a
segunda, criar um modo de escrever o ntimero colossal dos graos de areia. Tarefa
tanto mais dificil quanto a escrita grega dos ntiimeros s6 permitia escrever nimeros

inferiores & miriade das miriades (100.000.000).

2.2 0O Método de Exaustao

Arquimedes também apresentou uma demonstracao para a area do circulo a par-
tir do método da exaustao, também conhecido por Principio de Eudoxo-Arquimedes,
pois tem como base a teoria das propor¢oes apresentada por Eudoxo de Cnido (408
a.C. - 355 a.C.) e Arquimedes de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.), que foi 0 matematico
que mais explorou esse método na antiguidade (PINTO, 2004).

Eudoxo define uma teoria de proporgoes que é aplicavel tanto em grandezas
mensuraveis quanto em grandezas incomensuréveis, tornando ultrapassada a teoria
aritmética dos pitagoricos.

Para chegarmos na teoria das proporgoes de Fudoxo, vamos observar algumas
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defini¢oes de Euclides:

Definicao 3 do Livro V: Uma razao é uma espécie de relacao a respeito do tama-
nho entre duas grandezas do mesmo tipo.

Definicao 4 do Livro V: Diz-se que tem uma razao as grandezas que sao capazes,
quando multiplicadas, de se exceder uma a outra.

Defini¢cao 5 do Livro V: Diz-se que grandezas estao na mesma razao, a primeira
para a segunda e a terceira para quarta, quando, dados quaisquer equimiltiplos da
primeira e da terceira e dados quaisquer equimiltiplos da segunda e da quarta, os
primeiros equimiltiplos simultaneamente excedem, sao simultaneamente iguais ou
ficam simultaneamente aquém dos tltimos. Esta definicao é consolidada na Definicao
6, do mesmo Livro: Grandezas que tém a mesma razao dizem-se proporcionais.

A notacao atual, que traduz as definicoes de Euclides, pode ser escrita da seguinte

a ¢ o ~
forma: — = — se, e somente se, dados os inteiros m e n, sempre que ma < nb, entao

me < ng; oudse ma = nb, entao mc = nd; ou se ma > nb, entao mc > nd. Note-se
que a definicao de Eudoxo de igualdade de razoes conduz-nos ao processo de reducao
ao mesmo denominador, ou seja: ad = bc, que nao é mais do que a multiplicacao
cruzada, usada hoje na manipulagao de fracoes, o que formalmente nao era feito
pelos gregos a época de Euclides (Boyer, 1996).

Do ponto de vista l6gico, estas duas defini¢oes reduzem a nocao de proporcao
entre dois pares de grandezas homogéneas a nocao de ordem entre miltiplos dessas
grandezas (Sa, 2000).

Defini¢ao 7 do Livro V: Quando, dos equimiltiplos, o miltiplo da primeira gran-
deza excede o miltiplo da segunda, mas o multiplo da terceira nao excede o multiplo
da quarta, diz-se que a primeira tem uma razao maior para segunda do que a terceira
para quarta. Esta defini¢ao significa que se para quaisquer dois nimeros naturais m e
n, quando for verdadeira a desigualdade ma > nb , e quando for falsa a desigualdade
mec > nd , entao diz-se que % > s (S4, 2003).

Para finalizar essa breve passagem pela teoria das proporgoes de Euxodo, deve-
mos falar na demonstracao, no caso de triangulos, da proposicao 1 do Livro VI de
Euclides: Triangulos e paralelogramos sob a mesma altura estao entre si como as
suas bases, apresentada por Sa (2000), usando os equimtltiplos, contornando deste
modo a incomensurabilidade que fez com que a demonstracao apresentada pelos
pitagoricos deixasse de ser aceita.

Elementos X, 1: Dadas duas grandezas desiguais, se da maior subtrair-se uma

grandeza maior do que a sua metade, e do que sobrar uma grandeza maior do que
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a sua metade, e se este processo for repetido continuamente, sobrara uma grandeza
menor do que a menor das grandezas dadas.

De fato. Consideremos a e b duas grandezas do mesmo tipo (2.1a) e suponha-se,
sem perda de generalidade, que a > b. Atendendo & definicao 4 de Elementos V,

existe um ntmero natural n, tal que nb > a.

(a) a>b (b) b>na

Figura 2.1: Segmentos de reta

Nestas condi¢oes, tomemos as grandezas a e nb (2.1b). Se a a retirarmos mais da
metade, e a nb retirarmos b (que é menos do que a metade de nb), restam-nos duas
grandezas: a; < Jae (n — 1)b, tais que (n — 1)b > a; (2.2a). Se, por um processo
idéntico ao anterior, a a; se retirar mais da metade e a (n — 1)b retirar novamente
b (que é menos do que metade de (n — 1)b) ficaremos com duas grandezas: as < a;

e (n — 2)b, tais que (n — 2)b > as.

[ L]
ay j Ty 2
—— ========== Q Dl o= ==} D -]
L > o e ] o o o
(n-1)b b
(@) (n—1)b>ay (b) n-2 passos

Figura 2.2: Demonstracao do Método da Exaustao

Ao fim de (n — 2) passos, obtemos uma grandeza a,,_, tal que 2b > a,_5. Se a
a,_o mais da metade, e a 2b retirar b, sobra uma grandeza a,_; tal que b > a,_1
(pois a 2b retirou-se exatamente a metade). Assim, ao fim de (n— 1) passos, obtém-
se uma grandeza a,_; menor do que b, a menor das grandezas inicialmente dadas
(2.2b), o que prova o método da exaustao (principio de Eudoxo-Arquimedes).

No calculo de areas pode-se dizer que o método da exaustao consiste em buscar
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aproximacoes sucessivas da area a ser medida, por falta e por excesso, a partir de
outras ja conhecidas.

Chamaremos de S a area da figura a seguir, cuja area se deseja obter.

Figura 2.3: Figura de area S

Chamaremos de A a area do poligono interno a S, e de B a area do poligono

externo a S.

Figura 2.4: Poligono interior de area A

Podemos dizer que a area A é a aproximacao por falta e B é a aproximacao por
excesso da area S. Ou seja: A < S < B.

2.2.1 O Método de Exaustio e a Area do Circulo

Elementos XTI, 2 : Circulos estao entre si como os quadrados sobre os diametros.

Podemos reescrever Elementos XII, 2 da seguinte forma : A razao entre as areas
de dois circulos é igual a razao entre as areas de dois quadrados cujos lados sao os
diametros dos circulos.

Consideremos duas circunferéncias de areas A e a , e diametros D e d, respecti-

vamente, conforme figura abaixo.

- . ) A D?
Nestas condicoes, a propor¢ao nos diz que: — = R
a
Sejam R e r, tais que D = 2R e d = 2r. Assim, as areas das circunferéncias

serao dadas por A = mR? e a = 7r?, e as areas dos quadrados serao D? = (2R)? e
d* = (2r)%
A D TR (2R)? R R

Segue-se que: — = — <— = &= — = — ok!
& d a d? mr? (2r)? r2 r2
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Figura 2.5: Relagbes nas circunferéncias

Demonstra¢ao por absurdo (Euclides)
Consideremos dois circulos de areas A e a, e diAmetros D e d, respectivamente.
Suponhamos que a proposicao é falsa, entao o circulo de area A esti para uma certa
D2
. . . X d2 .
Temos dois casos a considerar: X < a ou X > a. Consideremos o caso X < a.

drea X (diferente de a) assim como D? est4 para d?, ou seja,

Vamos aplicar o método da exaustao (Elementos X, 1) as quantidades a e a— X (a >
a — X). Para isso inscreveremos no circulo de area a um quadrado, e chamaremos
de E, F, G e H os seus vértices (2.6a).

(a)

Figura 2.6: Utilizacao do Método da Exaustao
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Se pelos pontos F, F, G e H tracarmos retas tangentes ao circulo, obteremos um
quadrado (2.6b) cuja area facilmente se verifica ser o dobro da do quadrado inicial,
pelo que a drea deste altimo serd superior a metade da area do circulo. Consideremos
agora os pontos K, L, M e N, pontos médios de cada um dos arcos KFF, G, GH
e HE, respectivamente, e tracemos os segmentos de reta que unem os pontos K, L,

M e N com os extremos dos arcos de que eles sao pontos médios (2.7a).

(b)

Figura 2.7: Continuacao do Método da Exaustao

Se por K tragarmos a tangente ao circulo obtemos o retangulo EE'F'F (2.7h)
cuja area serd o dobro da do triangulo EF K, o que significa que esta tltima seréd
superior a metade da area do segmento de circulo FF K, o que é andlogo com cada
um dos triangulos FNG, GMH e HLE (2.7a).

Continuando o processo de inscrever poligonos no circulo, acaba-se obtendo,
pelo principio de Eudoxo-Arquimedes, um poligono cuja area chamaremos de p,
subtraida a a (area do circulo) resultard numa quantidade inferior a a — X, ou seja,
a—p < a— X. Entao, podemos concluir que p > X. Consideremos o poligono

semelhante aquele, mas inscrito no circulo de diametro D. Seja P a area deste
2

ultimo poligono. Entao, — =

Elementos XII, 1.

i o que ja foi provado também por Euclides em

2
Estamos supondo também que i %, logo — = iy Porém P < A, sendo P

a area de um poligono inscrito num circulo de area A, onde p < X, sendo contrario

ao que tinhamos visto.
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Logo, a hipotese de ser X < a nao se podera verificar.

O caso X > a reduz-se ao anterior trocando o papel dos circulos de area A e a.

De fato, % = 2 ¢ equival X _ & srea Y, tal
e fato, X ﬁeequwa enteaz = ﬁ,eemsmra uma certa area Y, tal que
X a

A Y.

De X > a, conclui-se que Y < a, estando assim reduzidos ao caso anterior.
Logo X > a leva também a uma contradicao. Portanto, temos que X = a, como
queriamos demonstrar.

O método da exaustao foi descoberto, demonstrado e aplicado. Antes de aplica-
lo é preciso conhecer o resultado que se quer provar. No caso da area do circulo,
Arquimedes ja considerava a seguinte equivaléncia:

Um circulo equivale (em area) a um triangulo retangulo que tem altura igual ao

seu raio e a base igual ao comprimento da sua circunferéncia.

Figura 2.8: Circulo equivalente a um triangulo (em &rea)

Em notacao atual, essa equivaléncia pode ser escrita da seguinte forma:

Area do circulo = w Ou ainda,

Area do circulo = 712

O método da exaustao pode ser aplicado para demonstrar essa igualdade. Para
tanto, consideremos C' a area do circulo, e T" a area do tridngulo, e desse modo temos
trés possibilidades de comparacao entre essas areas: C > T, C < T ou C =T.

Faremos aproximacoes da area do circulo, por falta e por excesso, através de
poligonos regulares inscritos e circunscritos, e mostraremos que as duas primeiras
possibilidades sao absurdas, concluindo entao que C' =T

1° caso: C' > T

Temos entdo duas grandezas de mesma natureza (area), C' e C' — T, as quais
aplicaremos o método da exaustao. Vamos retirar da maior que é C', um quadrado
inscrito cuja area é P;, que é maior do que a metade da 4rea de C'. A area restante

serd C' — P.
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Figura 2.9: 1° caso: C > T

Repetindo o processo, da area restante C' — Py, vamos retirar quatro triangulos

isésceles, que correspondem a uma parte maior do que sua metade.

Figura 2.10: Retirar triangulos isésceles de C' — Py

Notemos que a area dos triangulos somada a area do quadrado P; retirado an-
teriormente, corresponde & drea de um octégono regular, cuja area chamaremos de
P,. Segue-se que a area restante sera entao C' — Ps.

Repetindo este processo um nimero finito de vezes, obteremos um poligono re-
gular de area P, inscrito no circulo C, tal que a area restante serd C'— P,, ¢ menor do
que as duas areas C' e C'—T consideradas inicialmente. Assim, como C—P, < C'—T,
concluimos que T' < P,.

2° caso: C' < T

Consideremos agora P; a area do quadrado circunscrito ao circulo C'. Usaremos
o método da exaustao as grandezas T'— C', que é a menor delas, e P;, um quadrado
circunscrito ao circulo C.

Do quadrado P; subtraimos a area do circulo C, que é maior do que a metade
da area do quadrado. A &area restante sera P, — C.

Repetindo o processo, da area restante P, — C', vamos retirar quatro triangulos
isésceles, que é maior do que a sua metade.

Notemos que a area restante corresponde a diferenca entre a area do octégono

regular circunscrito e a area de C'. Chamando de P, a area do octoégono, a area
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s
N

Figura 2.11: 2° caso: C' < T

-

Figura 2.12: Retirar tridngulos isosceles de P, — C'

restante pode ser representada por P, — C.

Repetindo este processo um nimero finito de vezes, obteremos um poligono re-
gular de area P, circunscrito ao circulo C, tal que a area restante serd P, — C é
menor do que as duas areas consideradas inicialmente. Assim, como P,—C < T —C,
concluimos que P, < T.

Por outro lado, considerando que P, é um poligono regular circunscrito ao circulo
C, pode-se afirmar que o ap6tema a de P, é maior do que o raio r do circulo C,
e que o perimetro P do poligono regular P, é maior do que o comprimento C' da

. . . aP rC
circunferéncia. Assim, segue-se que - > TR
aP ) ) rC

Ocorre que - corresponde a area do poligono regular circunscrito P, e >
corresponde & area do triangulo T, o que nos leva a P, > T. Isso mostra que a
conclusao anterior P, < T, é absurda e nesse caso, também é absurda a afirmativa
inicial C' < T

Lembrando das trés possibilidades apresentadas no inicialmente nesta demons-
tracao, C > T ,C < T e C =T, como o 1° e 0 2° caso sao absurdos, podemos

concluir que C' = T, ou seja, a area do circulo = 7 - r%.
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2.2.2 O Método de Exaustdo e a Area de Uma Figura Plana
Delimitada Pelos Eixos Coordenados e Um Segmento

Parabdlico

Nessa parte desse TCC, quero verificar o método de Arquimedes e a sua funci-
onalidade para determinar a area de um segmento paraboélico. No caso, utilizarei
a soma de Riemann junto com a teoria de limite no infinito para comprovar os
resultados obtidos por Arquimedes no século II a.C..

1) Vamos decompor o segmento da parabola contido em um quadrado de 1 cm

de lado, em duas partes, e ficaremos com a figura 2.13:

05+
04+
034
0.1
i
| 0.1 02 0.3 04 05 6 07 08 09 1 '
Figura 2.13: Segmento de parabola dividido em duas partes
Célculos:
) LY 0,125 cm?
a) - | =) ==-=0, cm
2\2 8

2) Agora, decompondo em trés partes, temos a figura 2.14:

Calculos:

) 1/1\* 1

a) = (=) =—
3\3 27
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09+

0T+

06

0.5

0.3+

02T

I 1 i [l 1 1 I I
T T Li L} T T T T T Cal

ol 0.z 03 04 035 06 07 0.8 09 10

Figura 2.14: Segmento de parabola dividido em trés partes

1 4 5
— 4+ —=—=0,185 cm?

o7 Ty Taop T em N

Usando inducgao, chegaremos numa férmula que nos permitiré calcular a area do

Logo,

segmento de parabola. Assim, decompondo o segmento de parabola em n— 1 partes,

)]

n natural, teremos:

Agora, vamos provar:

(P+2° 43+ +(n—1)°=

22—-1)(2-2—-1 2-1-
Para n = 2, temos: ( )(6 ): 5 3:10K!
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Supor que vale para algum n—1 e provar que vale para n.

(12424324t (n—12+n?= (n+1)(n)(2n +1)

6
_ n(n — 1)6(2n - 1) 2
~ n(n—1)(2n — 1) 4 60
B 6
_ n[(n —1)(2n — 1) + 6n]
6

_ n[2n® —3n+1]
B 6

n lQ(n +1) <n—|— %)}
N 6
_n(n+1)2n+1)
B 6

Tomando n suficientemente grande, n — oo (n tendendo ao infinito), teremos:

L (=1en-1)
Sn_nlaoo 6n2
S, = lim (l.n—l‘Qn—1>
n—oo \ O n n

Portanto, se dividirmos o segmento [0, 1] em infinitas partes, a area de segmento
. . . L .

da parabola sera, aproximadamente, — da area total do quadrado que contém esse
segmento de pardbola. A conclusao de Arquimedes que a area de segmento de
parabola é 3 da area total do quadrado que a contém se sustenta tanto no campo
experimental quanto no teérico.

Agora, seja P(z) um polinémio do 3° grau, e P(x + 1) = P(z) + z*. Tomando
P(z) = ax® + ba® 4 cx + d, teremos:

a(z +10° + bz + 1> + ¢z +1) +d = az’® + ba® + cx + d + 2°
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a(z® +322 + 3z + 1) +b(@* + 22+ 1) +cx+e+d=
ar® + (b+1Da® +cx +d

az® + (3a+b)x® + (3a+2b+c)r +a+b+c+d=
az® + (b+ 1Da® +cx +d

1
3a+b:b+1:>a:§
1
3a+2b+c:c:>1+2b:0:>b:_§
1 1 1
CL+ +C+ :>3 2+C = C 6

Logo P(x) = $2® — 32° + ¢ + d, com d qualquer. Seja d = 0.
Se P(z + 1) = P(z) + 27, segue-se que:

2? = P(z + 1) — P(z), logo

12=P(2) - P(1)

22 = P(3) — P(2)
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2.2.3 O Método de Exaustdo e a Area Abaixo da Funcao
Cubica

3 no intervalo de 0 a 1.

Agora, vamos calcular a area abaixo da cubica y = «
Decompondo o segmento da funcdo em n — 1 partes, n natural, teremos, de acordo

com a figura 2.15

| 3

Figura 2.15: Segmento de parébola dividido em n-1 partes

LA T[]

Sn:_(l)3(13+23—|—33—|—...+(n_1)3)

n

Agora, seja P(z) um polinémio do 4° grau, e P(z + 1) = P(x) + 2* . Tomando

41
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P(z) = ax* + bx® + cx® + dw + e, teremos:

alr + D) +bx+ 1> +c(z+ 1) +dx+1)+e=
art +bd + et +dr+e+ 28

a(z’ +42° + 62° + 4z + 1) + b(z® + 327 + 32 + 1) + c(2® + 22 + 1)+
dr+d+e=azx*+ (b+1)2* +ca® +dr+e

az’ + (4a + b)2® + (6a + 3b + c)z* + (4a + 3b + 2¢ + d)z
+a+btctdte=ar'+(b+1)2° +cx* +dz+e

1
401+b:b—|—1:>a:zL

3 1
6a+3b+c:c:>§+3b:():>b:_§

3
da+3b+2c+d=d=1—=+2c=0=c=

N

1 1 1
a+b+ct+d+e=e=>-—-+-+d=0=>d=0
\ 4 2 4

1 1 1
Logo P(z) = ZZA — 51’3 + z_le + 02+ e, com e qualquer. Seja e = 0.
1 1
Entao, P(z) = le4 — §x3 + sz.
Se P(x + 1) = P(z) + 23, segue-se que:

3 = P(x +1) — P(z), logo
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n* — 2n3 4+ n?

13+23+(n—1>3: 1

3_n2-(n—1)2

P42+ (n—1) 1

1 1 ’ 3 3 3 3 1 1 ’
Como S, =—|—) (I?4+2°+3°+---+ (n—1)%), teremos: S, = —-(—] -
n n

n n
n?-(n—1)>2

Tomando n suficientemente grande, n — oo (n tendendo ao infinito), teremos:

Usando um procedimento anélogo aos utilizados para obter as areas abaixo dos

graficos das fungoes f(z) = 2% e g(z) = 23

no intervalo [0, 1], é possivel obter a 4rea
abaixo do grafico da fungao h(x) = z™ para qualquer natural com n maior que ou

igual a 4, no intervalo [0, 1].

2.2.4 0O Método de Exaustao e a Quadratura da Parabola

Outra aplicacao do método da exaustao é na quadratura da pardbola. Na ma-
tematica grega, o calculo de areas e volumes eram feitos por comparacao com areas
conhecidas, como por exemplo, a 4rea do quadrado, j4 mencionada em paragrafos
anteriores. Quadratura (ou quadrar) era o nome dado a esse calculo. Medir uma
figura geométrica, para os matematicos gregos, nao era encontrar um nimero, mas
sim uma figura conhecida com o mesmo comprimento, drea ou volume da primeira.
Nessa linha de raciocinio, o que se coloca nao é o problema de calcular a medida
de uma &rea, mas o problema de determinar a relacao entre duas areas: a area que
se quer determinar e uma area ja determinada. As seccOes conicas eram conhecidas

havia mais de um século quando Arquimedes escreveu, mas nenhum progresso foi

43



O Método de Exaustido CAPITULO 2

feito no calculo de suas areas. A prova pelo método de exaustao é longa e elaborada,
mas Arquimedes provou rigorosamente que a area K de uma figura plana delimi-
tada pelos eixos coordenados e um segmento parabolico é igual a quatro tercos da
area de um triangulo 7', tendo a mesma base e a mesma altura de uma figura plana
delimitada pelos eixos coordenados e um segmento parabdlico.

E nesse tratado que encontramos o hoje usualmente chamado de axioma de
Arquimedes: “Que o excesso pelo qual a maior de duas areas diferentes excede a
menor pode, sendo somada a si mesma, vir a exceder qualquer area finita dada”.
Isto é basicamente o mesmo axioma da exaustao que Arquimedes admitiu que um
lema semelhante a esse ja era usado por geometras antes, “pois é por seu uso que
demonstraram que circulos estao para si na razao dupla de seus diAmetros, e que as
esferas estao entre si na razao tripla de seus diametros; e ainda que toda piramide
é um terco do prisma de mesma base que a piramide e mesma altura; também, que
todo cone & um terco do cilindro de mesma base que o cone e mesma altura.” (Boyer,
1996).

Para demonstrar esse resultado, Arquimedes usa o método de exaustao. Ins-
creve na figura plana delimitada pelos eixos coordenados e um segmento paraboélico
um tridngulo de mesma base e altura. A seguir, em cada uma das figuras planas
delimitadas pelos eixos coordenados e um segmento parabolico resultantes, inscreve
igualmente um triangulo, e continua a inscrever triangulos nas figuras planas delimi-
tadas pelos eixos coordenados e um segmento parabolico resultantes em cada etapa.
Prova entao que para cada triangulo, os dois triangulos construidos sobre seus lados
tém area total igual a — da area do triangulo dado. Dessa forma ele exaure a figura

4
plana delimitada pelos eixos coordenados e um segmento parabdlico, removendo su-
cessivamente esses triangulos inscritos. A area total pode ser aproximada por uma
soma de areas que, agrupadas adequadamente, levam a uma progressao geométrica

em que cada termo, exceto o primeiro, é 1 do anterior. A soma de tal progressao

geométrica é é da area do primeiro termo. Cuidadosamente, Arquimedes mostra
que a area de uma figura plana delimitada pelos eixos coordenados e um segmento
parabolico nao pode exceder da &rea do primeiro triangulo inscrito e, da mesma
forma, que nao pode ser menor do que esse valor. Assim sendo, Arquimedes chega
a conclusao desejada e, evitando a armadilha dos infinitésimos e das operacoes com
limites, atinge um nivel de rigor insuperado até¢ o século XVIII.

Arquimedes define o que significa base, altura e vértice de uma figura plana de-
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limitada pelos eixos coordenados e um segmento parabdlico: a base é a reta que
interrompe a parabola, a altura é a perpendicular maxima que pode ser tracada da
curva até a base, e o vértice o ponto através do qual a altura é tracada. As outras
alturas dos outros tridngulos tragados sao obtidas por intersecgoes da curva (para-
bola) com retas paralelas & altura maxima da parabola. Essas retas sdo tragadas
tendo como referéncia de partida, os respectivos pontos médios em que foi dividida
a base da parabola (Figura 2.16).

Esclarecido como formar o poligono inscrito na parabola, este poligono se apro-
xima da parabola, isto é, pode ser inscrito nesta um poligono de tal forma que os
segmentos restantes sejam menores do que qualquer grandeza determinada. Arqui-
medes inscreve sucessivos triangulos na figura plana delimitada pelos eixos coordena-
dos e um segmento parabdlico, calcula a area desses triangulos e vai obtendo valores
cada vez mais proximos do pretendido, somando as areas dos sucessivos triangulos.
Assim, demonstra que a area de uma figura plana delimitada pelos eixos coorde-
nados e um segmento parabdlico ¢ igual a — da &rea do triangulo com a mesma
base e altura do segmento. No entanto, Arquimedes nao prolonga as somas até o
infinito. Ele deduz o seu valor demonstrando que nao pode ser nem maior e, nem
menor do que esses % Segue-se que, nomeando as partes resultantes do processo
de quadratura da parabola temos: seja P uma figura plana delimitada pelos eixos
coordenados e um segmento parabolico e Ty o triangulo inscrito (Figura 2.16); nos
dois segmentos restantes sao inscritos outros dois triangulos, ty; e g2, de mesma
base e altura. Seja a soma destes 7). Nas quatro figuras planas delimitadas pelos
eixos coordenados e um segmento parabolico formadas, sao inscritos os triangulos
t117 tlg, t13, e t147 Cuja soma é TQ.

Precisamos demonstrar, usando as propriedades da parabola, que T} = %, T, =
T : : : - . : .
T e assim sucessivamente, ou seja, os “pedacos” que sao acrescidos ao triangulo nao

. . 1 .
s6 se tornam cada vez mais menores, mas cada um é igual a 1 do anterior.

Para isso, considere a figura 2.17. Por meio de convenientes rotacoes e translacoes
podemos supor que qualquer parabola assume a forma y = az?, com a > 0. Suponha

o segmento parabodlico limitado pela reta y = b, com b > 0. Mostraremos que

0 N )
T = 7 (0s demais triangulos seguem os mesmos célculos).

%.\ﬁ b
— & —p /2
Yoyt

Da figura 2.17, temos que: Ty =
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s LS
s ;7

Figura 2.16: Quadratura da Parabola

Em D, temos que:

1
x:—-\/Eey:\/E Dai, o ponto D = 1\/Eb
2 a 4

oV a4l

A reta r passando pelos pontos A e C' é dada pela forma r : y = mz, onde A é
. b byv/a
a origem, m = — = — = Vab.
b Vb
¢ 1
Seja s, a reta perpendicular & r passando por D. Temos que s : y = ——x + k,
. x
ou seja, s : y = ———=— + k. Como o ponto D é ponto da reta, segue-se que
Vab
1 /b
b 2V« 2+ab
— k=k= .
4 v ab + 4a
Assi x n 2+ ab
ssim, sy = ———
Y Vab 4a ot
O ponto F é a interseccao das retas r e s. Ou seja: Vab-x = N + ta .
v ab 4a
2+ ab) - vab
Ou ainda, z = M.
da - (1 + ab)
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Figura 2.17: Desenvolvimento do processo de quadratura

(2 + ab) - Vab
4a - (14 ab)
(24 ab) - Vab b-(2+ ab)

da-(1+ab) "4-(1+ab) |

Para calcular a area do triangulo 31, encontraremos primeiro sua altura h, que
¢ a distancia do ponto D ao ponto F"

(24 ab)
(14 ab)

Segue-se que y = vVab -z = Vab -

_b'
=

Portanto, temos que F' =

h=d(D,F)=

2+ab)-vab 1 b]2+{b-(2+ab) br

da-(1+ab)  2Va 4-(1+ab) 4

Calculando h, teremos:
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h? =

h? =

h? =

h? =

h? =

h? =

(2+ab)?-ab  2-(2+ab)-Vab

1
16a%- (1+ab)>  4a-(1+ab) 2 Va
1 b B (2+ab)?  2-b-(2+ab)

1

+ b?
+ ab)? 4-(1+ ab)

16

b
1

(2 + ab)? - ab (2+ab)-b b V(24 ab)?

16a? - (1 +ab)? 4a-(1+ab) 4a 16-(1+ ab)?
b? - (2 + ab) N b?
8- (1+ab) 16

(2 + ab)?ab — 4ab(1 + ab)(2 + ab) + 4ab(1 + ab)? N

16a2(1 + ab)?
a?b*(2 4 ab)?® — 2a*b*(1 + ab)(2 + ab) + a*b*(1 + ab)?
16a2(1 + ab)?

(2 + ab)? - (ab + a*V?) + (1 + ab)?(4ab + a*b?) N

16a2(1 + ab)?
(1+ ab)(2 + ab)[—4ab — 2a*V?]
16a%(1 + ab)?

(24 ab)? - [ab- (1 + ab)] + (1 + ab)? - [ab - (4 + ab)] N

16a%(1 + ab)?
(1+ab)-(2+ab) - [—2ab- (2+ ab)]
16a%(1 + ab)?

(1+ab) - [ab- (2+ ab)* + (1 + ab) - ab - (4 + ab)]+

16a%(1 + ab)?
[(2 + ab)? - (—2ab)]
16a2(1 + ab)?
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B2 (14 ab)-[—ab- (2+ ab)*+ (1 + ab) - ab- (4 + ab)]
16a2(1 + ab)?
lab- [—(2 + ab)® + (1 + ab) - (4 + ab)]]
16a2(1 + ab)
b- (=4 —4ab — a®b* + 4 + ab + 4ab + a®b?)
16a(1 + ab)

a-b?

~ 16a(1 + ab)

b
——————. A base do mesmo tridngulo é dada
4.1+ ab &

Assim, a area do triangulo tgl é igual a:

4 1 b+ ab? b
for 7 9 a 4.1+ ab

Dai, a area dos triangulos A, + A¢, = 11, onde

T_/b+ab2 b b b T
b a 4.-/I+ab 4 Va 4

T
O processo é essencialmente o mesmo para provar que Tp = Z,Tg = —, ...

Enfim, temos que h vale: h =

por:

assim por diante.

Voltando ao célculo da area do segmento parabdlico, basta perceber que o po-

ligono construido (2.16) se aproxima efetivamente do segmento da parabola e que

1 Ty Ty T, T,
To+Ti+To+Ts+ - +Tp+- - = =Tp. Ouainda, Ty+—+—+-2.ocqpii
) 3 FRRVERVE an

Ty,

30

Em linguagem atual, repetindo o processo infinitamente, teriamos

1 1 1 =1 4
T - (14+ 4+ —4+. ... — 4. =T =T, =
0(+4+16+ +4n+ ) 0§4n 03

n=0
=1 4
pois a série E o converge para 3 j& que é a soma de uma progressao geométrica
n=0
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1

infinita de razao T Sendo assim, como a soma dos termos de uma P.G. infinita de
a 1 1
razao ¢, com —1 < ¢ < 1édadapor S, = 1—1, segue-se que: S, = —1=373
—q 1—-= =
4

converge.
E importante ressaltar que mesmo nio pensando em infinito (soma de infinitos

termos) em sua época, Arquimedes encontra a soma exata da série.
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Capitulo 3

Calculo de Areas Aplicando o

Conceito de Integral Definida

3.1 Limite de Uma Funcao

3.1.1 Nocao intuitiva de Limite

Uma relacao f de A em B recebe o nome de fun¢ao definida em A com imagens
em B, ou aplicacao de A em B se, e somente se, para todo x € A existe um s6
y € B, tal que (z,y) € f.

2 1)-(z—1
(2z+1)-(z—1) definida para todo x real e x diferente de

Seja a fungdo f(z) =
1. Se z é diferente de 1, podemog dividir o numerador e o denominador por z — 1,
obtendo f(z) =2z + 1.

Estudemos os valores da funcao f quando x assume valores proximos de 1, mas
diferente de 1.

Atribuindo a x valores proximos de 1, porém menores do que 1, temos:

x [0[0,5]0,75109]0,99 | 0,99
fx) [ 1] 2 | 25 | 2,8]2,98 2,998

Tabela 3.1: Valores de x préximo de 1, com x < 1

Se atribuirmos a x valores proximos de 1, porém maiores do que 1, temos:
Observemos que em ambas as tabelas, quando = se aproxima cada vez mais de
1, f(z) aproxima-se cada vez mais de 3, isto é, quanto mais proximo de 1 estiver x,

tanto mais proximo de 3 estara f(x).
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x 21,5125 1,1]1,01]1,001
fx)[5] 4 | 35 | 323,023,002

Tabela 3.2: Valores de x préoximo de 1, com 1 < x

Notemos na primeira tabela que:

r=0,9= f(x)=2,8,istoé,x —1=-0,1 = f(x) —3=-0,2.

r=0,99= f(z)=2,98,isto é, z — 1 = —0,01 = f(z) — 3 = —0,02.

r=0,999 = f(x)=2,998, isto é, z — 1 = —0,001 = f(z) — 3 = —0,002.

E a segunda tabela nos mostra que:

r=1,1= f(z)=3,2,istoé, z —1=-0,1= f(z) —3=-0,2.

r=101= f(z)=3,02,isto é,  — 1 = —0,01 = f(z) — 3 =—0,2.

r=1,001 = f(x) =3,002, isto &, z — 1 = —0,001 = f(x) —3 = —0,2.

Portanto, pelas duas tabelas vemos que:

|t —1|=0,1=|f(x) — 3] =0,2.

|t — 1] = 0,01 = | f(z) — 3] = 0,02.

|z — 1| = 0,001 = |f(x) — 3| = 0,002.

Observemos que podemos tornar f(x) tao proximo de 3 quanto desejarmos, bas-
tando para isso tornarmos x suficientemente préoximo de 1.

Um outro modo de dizermos isto é: podemos tornar o moédulo da diferenca entre
f(z) e 3 tdo pequeno quanto desejarmos, desde que tomemos o modulo da diferenga

entre x e 1 suficientemente pequeno.

3.2 Definicao e Propriedades

Sejam f uma funcao e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um dos
intervalos que compdem o dominio de f. Consideremos as situagoes a seguir:

Na situagao (a), f nao esta definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade:

e Para todo € > 0 dado , existe ¢ > 0 tal que, para todo x € Dy,

p—d<zx<pt+dr#tp=L—-e<f(xr)<L+e (3.1)

Na situagao (b), f estd definida em p, mas ndo é continua em p, entretanto

existe L satisfazendo (3.1); observe que neste caso a restricdo z # p é essencial.
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L 1

fip)f=--»

a) ve b)

L+ ¢

L-#

=y

e

cl Vi d)

.H"

Figura 3.1: Ideia de limite

Na situacao (c), f é continua em p, assim L = f(p) satisfaz (3.1). Finalmente, na
situacdo (d), ndo existe L satisfazendo (3.1) em p.

A propriedade (3.1) é equivalente a:

e Para todo € > 0 dado , existe § > 0 tal que, para todo x € Dy, |[xr —p| < =
f@)— Ll <e

Observe que 0 < |z —p| < <= p—d <z <p+dz#p.

Definicao 2 Sejam [ uma funcao e p um ponto do dominio de f ou extremidade
de um dos intervalos de f. Dizemos que [ tem limite L, em p, se, para todo € > 0
dado, ezistir um 0 > 0 tal que, para todo x € Dy, 0 < |x —p| <0 = |f(x) — L| <e.

Tal nimero L, que quando existe é inico, serd indicado por lim f(z).

Assim, o

glgiirzl)f(x) =L <= Ve > 0,30 >0 tal que, para v € Dy,0 < |z —p| < 0 =
|f(z) — L] <
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3.2.1 Unicidade do Limite

Vamos provar a seguir que existe no maximo um numero L satisfazendo a pro-
priedade acima. De fato, suponhamos que L; e Lo, satisfacam, em p, a propriedade
acima; entao, para todo € > 0 dado, existem d; > 0 e 5 > 0 tais que:

O<l|zr—p|<dr=|f(zx)—Li| <e

0 < |z—p| <d=|f(x) — La] < ¢, tomando-se 6 = min{dy,d2}, temos que se
0 < |z—p| < §, entdo |L1—Lo| = |L1—f(z)+ f ()= Lo|1g |L1— f ()| +| f (x)— La| < 2,
como € > 0 é arbitrario segue-se que L = Ls.

De acordo com a definigao a seguir, o tinico namero L (caso exista) satisfazendo

(3.1) é o limite de f(z), para = tendendo a p: lim f(z) = L.
T—p

.-'r )
fix) - - fip
I.-i--- |
1 1

fixy = H Six)
'll-l-l-- - -
T P I X L}
lim fix)=1L lim fix})=LI{L# fip)

X }'ﬂ l—!;l

Figura 3.2: Unicidade do Limite

Observacoes:

1) Suponhamos f definida em p. Comparando as defini¢oes de limite e continui-

dade, resulta: f continua em p <= lim f(z) = f(p).
T—p

2) O limite de f em p nao depende do valor (caso f esteja definida em p) que
f assume em p, mas sim dos valores que f assume nos pontos proximos de p.
Quando estivermos interessados no limite de f em p, basta olharmos para os
valores que f assume num “pequeno” intervalo aberto contendo p; o conceito

de limite é um conceito local.

3) Sejam f e g duas fungdes. Se existir r > 0, tal que f(z) = g(z) parap —r <
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vh vi
I
fix) /‘
fip
fix)
— -
- ..-"“'f P X
lim fix)= f(p) fnao tem limite
x—>p em p

Figura 3.3: lim f(x) = f(p) e f nado tem limite
T—p

x <p4r,comx # p,ese limg(z) existir, entdo lim f(z) também existira e
T—p

T—p
lim f(z) = lim g(x).
3.3 Continuidade a partir da Definicao de Limite
Sejam f e g funcoes de gréaficos
Vi yi

f@)f--- ,;p,h.y,

A 7 A 7

Figura 3.4: Funcao continua x Fung¢do nao continua

Observe que f e g se comportam de modo diferente em p; o grafico de f nao apre-
senta “salto” em p , ao passo que o de g, sim. Queremos destacar uma propriedade
que nos permita distinguir tais comportamentos.

Vejamos as situagoes apresentadas a seguir.

A funcao f satisfaz em p a propriedade:
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i | vi

fpr+ « . fp)+ e
_flpr.---t.- fip)
fip) -«

v

fUﬂi'l.

flp}.__-,_ ==
A -
Iip)=¢

AECIED 3

P

Figura 3.5: Propriedade da fun¢do continua

Para todo € > 0 dado, existe § > 0 (0 dependendo de €), tal que f(z) permanece
entre f(p) —e e f(p)+e€ quando x percorre o intervalo |p—d, p+4[, com x no dominio
de f.

Ou de forma equivalente:

Para todo € > 0 dado, existe § > 0 (J dependendo de €), tal que, para todo
x € Dy,

p—d<xz<p+id=f(p)—e< flz)<f(p)+e (3.2)

Entretanto, a funcao g nao satisfaz em p tal propriedade:

Para o € > 0 acima, nao existe 6 > 0 que torne verdadeira a afirmacao ‘“Para
todozxe Dp,p—d <z <p+d=g(p) —e<glx)<glp) +e€.

Qualquer que seja o § > 0 que se tome, quando x percorre o intervalo |p—d, p+4],
g(x) ndo permanece entre g(p) — € e g(p) + €.

A propriedade (3.2) distingue os comportamentos de f e g em p. Adotaremos a

propriedade (3.2) como definicao de fun¢ao continua em p.

Definicao 3 Sejam f uma funcao e p um ponto de seu dominio. Definimos f
continua em p <= para todo € > 0 dado, existe § > 0 (6 dependendo de €), tal
que, para todo v € Dy, p—d <x <p+0= f(p) —e < f(x) < f(p) + e
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vi
Elp) + ¢
Ep)--
ELp) =«
- -
Vp-t p pts X

Figura 3.6: g ndo continua em p

Observagao: Sabemos que [z —p| <0 <= p—d<ax<p+delf(z)— f(p)<
e < fp)—e<[f(z)<[f(p)+e

A definicao anterior pode, entao, ser reescrita, em notacao de modulo, na seguinte
forma:

f continua em p <= para todo € > 0 dado, existe 6 > 0, tal que, para todo
reDy, fr—pl <= |f()— fp) <

Dizemos que f é continua em A C Dy, se for continua em todo p € A. Dizemos,

simplesmente, que f é uma funcao continua em todo p de seu dominio.

3

Exemplo 1 Mostar que f(x) = x° é continua em 1.

Figura 3.7: Exemplo de funcdo continua
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Solucao: Precisamos mostrar que dado € > 0, existe um intervalo aberto I,
contendo 1, tal que z € I = f(1) —e < f(z) < f(1) + e

Resolvendo a inequagao f(1) — e < f(x) < (1) + ¢, teremos:

f)—e<fla)<(D)4e = 1l—e<a3<l+te <= Jl-e<ar<{l+e

Tomando-se [ =|/1 —€, V1 +e[,1e,x €l = f(1)—e< f(x) < (1) +e.

Logo, f(z) = 23 é continua em 1.

3.4 Derivabilidade de Uma Funcao

3.4.1 Motivacao

Os problemas considerados fundamentais no desenvolvimento histérico do Cal-
culo Diferencial e Integral dizem respeito ao calculo de areas (quadratura) e do
tracado de tangentes em um determinado ponto de uma curva.

Nos problemas de areas, também conhecidos como quadratura, Arquimedes uti-
lizou o “Método de Exaustao” (mencionado no capitulo 2 dessa dissertagio).

J& o problema da tangente diz respeito ao tracado da reta tangente a uma curva
num determinado ponto. A dificuldade de se encontrar tal reta, reside no fato de
determinar qual é a inclinagao dessa reta, especificamente naquele ponto da curva,
pois por um ponto pode-se tracar infinitas retas.

Esses dois problemas (quadratura e tangente) aparentemente sem relacao, de-
ram origem, respectivamente, a dois conceitos matematicos essenciais do Calculo: a

integral e a derivada.

Sejam f uma funcao e p um ponto do seu dominio. Limites do tipo glgn M
ocorrem de modo natural tanto na Geometria quanto na Fisica. Ty

Consideremos, por exemplo, o problema de definir reta tangente ao grafico de f
no ponto (p, f(p)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (p, f(p)); assim
a reta tangente fica determinada se dissermos qual deve ser seu coeficiente angular.

Consideremos, entdo, a reta s, que passa pelos pontos (p, f(p)) e (z, f(z)).

Coeficiente angular de s, = %ﬁ:(”).
Quando z tende a p, o coeficiente angular de s, tende a f’(p), onde:

z—p r—0p

Perceber que f'(p) é apenas uma notagao para indicar o valor do limite acima.
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_f':.-l} fffl"'l:l

N

-“ b o
o I
=Y

Figura 3.8: Reta Secante

Assim, a medida que x vai se aproximando de p, a reta s, vai tendendo para a

posicao da reta T' de equacao:

y—f(p)=f((x—p) (3.3)

va

fip)

— .-"'7|’ F", . -'—;

Figura 3.9: Aproximacoes da reta secante

E natural, entdo, definir a reta tangente em (p, f(p)) como sendo a reta de
equagao (3.3).

Suponhamos, agora, que s = f(t) seja a equacgdo horaria do movimento de uma
particula vinculada a uma reta orientada na qual se escolheu uma origem. Isto sig-
nifica dizer que a funcao f fornece a cada instante a abscissa ocupada pela particula
na reta. A velocidade média da particula entre os instantes ¢y, e ¢ é definida pelo

f()—f(to)

quociente T

A velocidade (instantanea) da particula no instante ¢y ¢ definida como sendo o
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limite:
t)— J(t
v(ty) = lim M
t—to t— 1o
Esse exemplo é suficiente para levar-nos a estudar de modo puramente abstrato

as propriedades do limite:
o 1) = £)

T—p Tr—0p

3.4.2 Derivada de uma funcao

Definicao 4 Sejam f uma funcao e p um ponto qualquer de seu dominio. O limite

i 1) = T0)

quando existe e € finito, denomina-se derwada de f em p, e indica-
z—p T—0Dp

se por f'(p). Assim, f'(p) = lim M

T—p T —0p

Se f admite derivada em p, entao diremos que f é derivavel ou diferenciavel em

Dizemos que f é derivavel ou diferencidvel em A C D se for derivavel em cada
p € A. Diremos, simplesmente, que f é uma funcao derivavel ou diferenciavel se f
for derivavel em cada ponto de seu dominio.

Observacao: Segue-se que, das propriedades dos limites que:
i J@) = f0) _ o+ h) — flp)

T—p T —Dp h—0 h
Assim, f'(p) = lim —f(a:) — /) ou f'(p) = lim flp+h) - f(p)

T—p T —Dp h—0 h
E conforme visto na introducao acima, a reta de equacao:

é por definicdo, a reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)). Assim, a derivada
de f, em p , é o coeficiente angular da reta tangente ao grifico de f no ponto de

abscissa p.

3.4.3 Propriedades da Derivada

Sejam f e g derivaveis em p e seja k uma constante. Entao, as funcgoes f +g, kf

e fg sao derivaveis em p e tem-se:

L (f+9)(p)=(f)(p)+(9)®);
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2. (kf)'(p) = k(f) (p):
3. (f.9)(p) = (f) (P)(9)(p) + (f)(P)(9) (P);
)\ _ (O ®))e) - (Hm)e)'®
+ (5) - G sy 70
5. Regra da Cadeia: Sejam y = f(u) e u = g(z) fungoes derivaveis e tais que

para todo = no dominio de g, g(x) pertenga ao dominio de f. Suponhamos
ainda que Au = g(x + Ax) — g(x) # 0 para todo = e Az no dominio de g, com
Az # 0. Nestas condigoes, a composta y = f(g(x)) é derivavel e vale a regra

da cadeia:
@ _dydu

dr ~ dudz
Exemplo 2 Seja f(z) = 2%. Calcule f'(x).

Solugao:
Pe) = lim LEXW ZS@) gy flet b =

- }Li—>0 h h—0 h
Como (x+h)° —2” = 2zh + 1 =2x+ h, com h # 0
Segue-se quehf’(x) = }lliir[l](Qx + h) = 2z.
Portanto, se f(z) = 2% = f'(z) = 2.

Deve-se observar que f'(x) = 2z é a formula que fornece a derivada de f(x) =

22, em todo x real. Entdo, se for preciso calcular por exemplo f’(5), basta fazer:

F(5)=2-5=10.

3.5 Definicao de Primitiva

Seja f uma funcao definida num intervalo I . Uma primitiva de f em [ é uma

funcao F definida em I, tal que:

Para todo z em [I.

3

1
Exemplo 3 F(z) = 37 ¢ uma primitiva de f(z) = x? em R, pois, para todo x em

1

& Pl [Le] -
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1.
Observe que, para toda constante k, G(x) = §x3 + k é também uma primitiva
de f(x) = 22

Exemplo 4 Para toda constante k, F(x) = 2x + k é primitiva, em R, da func¢dao
f(z) =2, pois F'(x) = 2z + k) = 2 para todo x.

Sendo F' uma primitiva de f em [, entdo, para toda constante k, F(x) + k &,
também, primitiva de f. Por outro lado, se duas funcoes tém derivadas iguais num
intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma constante. Segue que as primitivas
de f em I sdo as fungoes da forma F(z) + k, com k constante. Diremos que y =
F(z) + k, k constante, é a familia das primitivas de f em I.

A notacao [ f(z)dx serd usada para representar a familia das primitivas de f.

[ f(x)dz = F(z) + k.

Na notacido [ f(z)dz, a fun¢do denomina-se integrando. Uma primitiva de f
serd também, uma integral indefinida de f. E comum referir-se a [ f(z)dr como
integral indefinida de f.

Observagao: O dominio da func¢do f que ocorre em [ f(z)dx deverd ser sempre
um intervalo; nos casos em que o dominio nao for mencionado, ficara implicito que

se trata de um intervalo.

3.6 Definicao de Integral Definida

Defini¢ao 5 (Integral de Riemann) Sejam f uma funcao definida em [a,b] e L
um numero real. Dizemos que Zf(cz)sz tende a L, quando max{Ax;} — 0, e

eSCcreveremaos.

maz{Az;}—0

lim Z fle)Az; =L
i=1

Se, para todo € > 0 dado, existir um 6 > 0 que sé dependa de €, mas nao da

particular escolha de c;, tal que:

n

=1

<€

para toda particao P de [a,b] com max{Ax;} <.
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Tal nimero L, que quando existe é tinico, denomina-se integral (de Riemann)

b
de f em [a,b], e indica-se por / f(x)dx. Entao, por definicdo , teremos que:

b n
/ f(z)dx = lim Zf(cz)AxZ

maz{Ax;}—0

b
Se / f(z)dz existe, entdo dizemos que f é integravel (segundo Riemann) em
a

[a,b]. E comum referirmo-nos como integral definida de f em [a, b].

3.6.1 Propriedades da Integral

Sejam f e g funcoes integraveis em [a,b] e k uma constante, entao:

b b
e [+ g é integravel em [a,b] e, temos entdo / [f(z) + g(z)]dx = / f(z)dx +

[ st

b b
e kf éintegravel em [a,b] e / kf(x)de = k/ f(z)dx;
b
e Se f(z) >0 em [a,b], entdo / f(z)dz >0

b c
e Sec €la,ble f éintegravel em [a, ¢] e em [c, b], entdo / flz)dx = / f(z)dx+

[U@m

3.6.2 Teorema Fundamental do Calculo

De acordo com a defini¢do de integral, se f for integravel em [a,b], o valor do
i mam{lAIE}%O ZZI f(C ) .
b
Sera sempre o mesmo, independentemente da escolha dos ¢;, e igual a / f(z)dz.

a
n
Assim, se, para uma particular escolha dos ¢;, tivermos: lim E fle)Ax; =
maz{Ax;}—0 < T
1=

L, entao teremos:

L:AU@ML
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Suponhamos agora, que f seja integravel em [a,b] e que admita uma primitiva
F(z) em [a,b], isto é , F'(z) = f(x) em [a,b]. Seja P:a =129 <21 <23 < -+ <
x, = b uma parti¢do qualquer de [a,b]. Sabe-se que:

n

F(b) = F(a) = S_[F () — Flai))

i=1

Segue, entao, pelo Teorema do Valor Médio, que, para uma conveniente escolha

de ¢; em [mz 1,%} teremos

Z F'(¢f)Ax;, ou ainda

n

F(b) = F(a) =Y f(c))Ax; (3.4)

i=1

Se, para cada particao P de [a, b], os ¢f forem escolhidos como em (3.4), teremos:

lim Zf )Az; = F(b) — F(a).

maz{Axi}—m

/ F@)de = F(b) — Fla).

Fica provado assim o Teorema Fundamental do Céalculo:

E, portanto:

Se f for integravel em [a,b] e se F' for uma primitiva de f em [a,b], entdo

/ F@)dz = F(b) — Fla).

2
Exemplo 5 Calcule/ 22dx.
1

3
Como a primitiva de 22 é F(z) = —, e f é continua em [1,2], segue-se que:

3
[rulg] =31
3.7 Calculo de Areas

Seja f continua em [a,b], com f(x) em [a,b]. Estamos interessados em definir a

area do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo grafico

de y = f().
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Figura 3.10: Regido do grafico limitada por f(z) no intervalo [a, b]

Seja, entdo, P:a =x9 < x1 < o3 < --+ < x, = b uma parti¢do de [a, ] e sejam
clec* em [r,_1, 7], tais que f(c) é o valor minimo e f(c*) o valor méximo de f
em [J]i_l, ZL’Z]

Uma boa definicao para a area A deverd implicar que a soma de Riemann

i=1

Zf(c;‘)Axi seja uma aproximacao por falta da area de A, e que Zf(c;‘*)Axi
i=1

seja aproximacao por excesso, isto é:

Zn:f(C:)Al"z <AL Zn: fle™) Ax;
i=1 i=1

L]

H

H
SUFRGS LNy |

T
RS TILTIIEY
reTTTren
fe=ppt

»

H

.
A
TS TPPrT

-
X

Figura 3.11: Aproximacoes por falta e excesso

b
Como as somas de Riemann mencionadas tendem a / f(z)dx, quando maz{Az;} —
a

b

0, nada mais natural (ver geometricamente) definir drea de A por: A = / f(z)dx
a

se for negativa em |[a, b], da mesma forma define-se a area de A no caso em que f é

uma fungao integravel qualquer.
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3.7.1 Aplicacoes do Calculo de Areas

Exemplo 6 Calcule a drea do conjunto do plano limitado pelas retas x =0, x =1,

y =0 e pelo grdfico de f(x) = 2%

Solucgao:

Y

2

Figura 3.12: y = 2° no intervalo [0, 1]

Exemplo 7 Calcule a drea da regiao limitada pelo grifico de f(x) = 3, pelo eizo

x e pelas retas x = —1 ex = 1.

0 ! 1 1 1
A=— 3d S = -4+ - = =
/1x :E—i—/ox X 4+4 5

1 24710
Obs.: / e = {Z} =0 = area A, — A;.
— —1

1

Solucao:

Exemplo 8 Calcule a drea da regiao compreendida entre os grdficos de y = = e

y=a2 com0<x<2.

Solucao: As curvas y = z e y = 22 interceptam-se nos pontos de abscissas 0 e 1.
Entao:
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Figura 3.13: y = 22 no intervalo [—1,1]

i
)
1

Figura 3.14: Area entre as funcoes y = z e y = 22
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O texto da forma disposta, foca a evolucao histérica do célculo de &reas de
regioes fechadas planas com detalhes. Assim, esperamos que o mesmo seja util para

os professores que atuam no ensino médio e fundamental.
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Capitulo 4

Apéndice

4.1 Densidade dos Nimeros Racionals em R
Em R existem subconjuntos importantes para além do conjunto N.

Defini¢ao 6 (Conjunto dos Numeros Inteiros-7.)
Z={reRz=.,6-3-2-1,01,23,.}.

Definicao 7 (Conjunto dos Numeros Racionais-Q)
Q={zveRz=pxqipq€Lq#0}

Proposicao 1 Nenhum racional é solugdo de 2% = 2.

Demonstragao: Seja r € Q tal que r* = 2. Considere r > 0 pois (—x)? = z?.

Tem-se r = Z—?;p, q € N; p, g primos entre si.

2
Der2:2tem—seZ—Q:2:>p2:2q2:>pépar:>5|k€N;p:2k.

Assim 4k% = 2¢* = ¢® = 2k* = ¢ é par.
E impossivel p e ¢ serem pares pois p e ¢ sdo primos entre si. Nao existe solucdo

da equacao em Q.

Proposicao 2 Ewiste pelo menos um niimero real que é solucio de x° = 2.

Demonstracgao:

e Seja A # () uma vez que 1 € A.
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e A ¢ majorado (z < 2 qualquer que seja x € A pois se x > 2 tem-se 2 > 22 > 2
ex ¢ A).

Do axioma do supremo conclui-se que existe um nimero real s = supA e como
1e A s>1.

Ora pela propriedade tricotomica:

s2<2Vs?>2Vvst=2.

Por absurdo, usando que se = € R, entao In, € R tal que x < n, (propriedade
arquimediana). Pode-se mostrar que nio se tem s*> > 2 nem s*> < 2. Tem-se, pois
s? = 2 em que

s =sup{r € R;z >0V <2}

Representado-se s por /2. [

Teorema 8 (Propriedade de densidade)
Sejam a,b € R;a < b. Existe um nimero racional uw e um nimero irracional v

tais que u,v €|a, b|.

Demonstracgao: Considere a = 0. A propriedade arquimediana garante a exis-

téncia de m,n € N tais que
mxb>1enb>V2

Nestas condicoes sendo

1 V2
r=—es=—
m n

, entao r é um numero racional e s um numero irracional tais que
r,s €]0,b[.

Considere a > 0. Procure um racional u €]a, b[ partindo da existéncia de um
racional no intervalo de extremo inferior zero. Fazendo ¢ = b— a existe r €]0,c[;r €

Q. Ora
r<c=b—a=a-+r<hb.

Seja A={k e N;k xr>a}.
Como A C Ne A # () o conjunto A tem elemento minimo ky = minA. Seja

U:k'()X?“.
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Tem-se u € Q (r € Q,kg e N)ea<u<bjaqueky€ Aju=kyxr > a. Por
outro lado, dado que kg —1 ¢ A

(ko—Dr<a+r=u<b.

Para obter um ntimero irracional v €]a, b[ repete-se o processo substituindo r
por s €]0, ¢[ nimero irracional. Designando kg o minimo do conjunto dos naturais
k tais que k,s > a sendo v = kgs tem-se que v é um numero irracional e v €|a, b|.

]

Este teorema é peca importante para ver o conjunto dos ntimeros reais de forma

continua.
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4.2 Limite de Uma Sequéncia

Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao z : N — R, que associa a cada
nimero natural n um namero real x,,. Este nimero é chamado de n-ésimo termo da
sequéncia.

Escreve-se (x1,x9, Ty, -+ ) ou (Z,)nen, Ou simplesmente (x,) para indicar a
sequéncia cujo n-ésimo termo é x,,.

Uma sequéncia (z,) diz-se limitada superiormente (respectivamente inferior-
mente) quando existe ¢ € R tal que z, < ¢ (respectivamente x,, > ¢) para todo
n € N. Diz-se que a sequéncia (z,) é limitada quando ela é limitada superiormente
e inferiormente. Isso equivale a dizer que este k > 0 tal que |z,| < k para todo
n € N.

Dada uma sequéncia x = (2, )neny uma subsequéncia de x é a restri¢do da funcao
x a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < --- < ngp < ---} de N. Escreve-se
' = (Tn)new OU (Tpy, Trgs =+ 5 Ty -+ )5 OU (T, Jken, MOstra como uma subsequéncia
pode ser considerada como uma sequéncia, isto ¢, uma funcao cujo dominio ¢ N.

Dado o numero real a < —1, fornecemos a sequéncia (a"),en. Se N C N é
o conjunto dos nimeros pares ¢ N C N é o conjunto dos ntimeros impares entao
a subsequéncia (a"),en ¢ limitada apenas inferiormente enquanto a subsequéncia
(a™)pen € limitada apenas superiormente.

Diz-se que o nimero real a é limite da sequéncia (z,,) quando, para todo nimero
real € > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ny € N tal que todos os termos x,
com indice n > ny cumprem a condi¢ao |z, — a| < €. Escreve-se entdo a = lim x,.

Esta importante definicao significa que, para valores muito grandes de n, os
termos x,, tornam-se e se mantém tao proximos de a quanto se deseje. Mais preci-
samente, estipulando-se uma margem de erro € > 0, existe um indice ny € N tal que
todos os termos x, da sequéncia com indice n > ngy sao valores aproximados de a
com erro menor do que e.

Assim, dizer que a = limx,, significa afirmar que qualquer intervalo aberto de
centro a contém todos os termos z,, da sequéncia, salvo para um nimero finito de
indices n (a saber, os indices n < ng, onde ng é escolhido em funcdo do raio € do
intervalo dado).

Em vez de a = limz,,, escreve-se também a = lxigl\I Ty, @ = nh_)rrolo T, oUu &, — a.
Esta ultima expressao 1é-se “x,, tende para a” ou “x,, converge para a”. Uma sequén-

cia que possui limite diz-se convergente. Caso contrario, ela se chama divergente.
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Teorema 9 (Unicidade do limite.)

Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites distintos.

Demonstracao: Seja limx,, = a. Dado b # a podemos tomar € > 0 tal que os
intervalos abertos [ = (a—¢,a+¢€) e J = (b—e¢,b+¢) sejam disjuntos. Existe nyp € N
tal que n > ng implica z,, € I. Entao, para todo n > ny temos x,, ¢ J. A partir dai

concluimos que a = b. [

Teorema 10 Se limz,, = a entao toda subsequéncia de (x,) converge para o limite
de ().

Demonstracao: Seja (x,,, -+ , &, ) a subsequéncia. Dado qualquer inter-
valo aberto I de centro a, existe ny € N tal que todos os termos z,, com n > ny,

pertencem a /. Logo limz,, = a. [
Teorema 11 Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao: Seja limx,, = a. Tomando ¢ = 1, vemos que existe nyg € N tal
que n > ng = x, € (a—1,a+1). Seja b o menor e ¢ o maior elemento do conjunto
finito {1, ,zp,,a — 1,a+ 1}.Todos os termos z,, da sequéncia estdo contidos no

intervalo [b, ], logo ela é limitada. ]
Teorema 12 Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstracgao: Seja (x,,) mondtona, digamos nao decrescente, limitada. Escre-
vamos X = {x1, -+ ,x,, -} e a = supX. Afirmamos que limz,, = a. Com efeito,
dado € > 0, o nimero a — € nao ¢é cota superior de X. Logo existe ng € N tal que
a—€e< Ty, <a. Assimn >ng=a—€<x, <z, <a+eedallimz, =a.

Semelhantemente, se (z,) é ndo-crescente, limitada entdo limz, é o infimo do

conjunto dos valores x,,. [

Corolério 2.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass.)

Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Com efeito, basta mostrar que a sequéncia (z,) possui uma subsequéncia mono-
tona. Digamos que um termo z,, da sequéncia dada é destacado quando z,, > z,
para todo p > n. Seja D C N o conjunto dos indices n tais que x, ¢ um termo

destacado. Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ng < -+- < ng < ---},
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entdo a subsequéncia (z,)nen serd mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D for
finito seja ny € N maior do que todos os n € D. Entao z,, nao é destacado,
logo existe n; > ny com z,, < x,,. Por sua vez, x,, nao é destacado, logo existe
N3 > Ny COM Ty, < Tn, < Tn,. Prosseguindo, obtemos uma subsequéncia crescente

Ty < Ty < ooe < Ty < vvvs

. . . 1
Exemplo 9 A sequéncia cujo n-ésimo termo € x, = — € mondtona, decrescente,
n

1
limitada. Temos entao lim — = inf{—;n € N} =0
n n
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4.3 Limites e Desigualdades

Seja P uma propriedade referente aos termos de uma sequéncia (z,). Diremos
que “para todo n suficientemente grande (z,,) goza da propriedade P” para significar

que “existe ng € N tal que n > ng = x,, goza da propriedade P”.

Teorema 13 Seja limx, = a. Se b < a entao, para todo n suficientemente grande,
tem-se b < x,. Analogamente, se a < b entao x, < b para todo n suficientemente

grande.

Demonstracao: Tomando ¢ = a — b, temos € > 0 e b = a — €. Pela definicao
de limite, existe ng € Ntalque n >ng =>a—e <z, <a+e¢=0b<ux, Aoutra

afirmacao se prova analogamente. [

Corolario 2.2 Seja limx, =a. Se a > 0 entao, para todo n suficientemente
grande, tem-se x, > 0. Analogamente, se a < 0 entdo x,, < 0 para todo n sufi-

cientemente grande.

Corolario 2.3 Sejalimz, = a elimy, =b. Sex, <y, para todo n suficientemente
grande entao a < b. Em particular se x, < b para todo n suficientemente grande

entao limy, = a < b.
Operacoes com limites

Teorema 14 Selimz, = a e limy, = b entdo:
1. imz, +y, =a=+b.

2. limx,y, = ab.

3. lim 22 = g, se b # 0.
Yn b
Demonstracgao:

. . . . €
1. Dado arbitrariamente € > 0, existem ny,ny € N tais que n > ny = |x,—a| < 5

en >ng = |y, — bl < g Seja ng = max{ni,ny}. Entdo n > ng = n > ny
e n > o, 10go |5+ 9a) — (@ -+ B)] = (2 — @) + (g — B)] < |(2n — a) +
(yn — b)| < g + % = ¢. Portanto limz, + v, = a + b. Mesmo argumento para

lim (2, — Yn)-
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2. Temos z,y, — ab = x,y, — Tub + 1,0 — ab = z,(y, — b) + (x, — a)b. Pelo
Teorema 11, (z,) é limitada. Além disso, lim (y, —b) = lim (z, +a) = 0.
Segue-se do Teorema 7 e da parte, que lim (z,y, — ab) = lim [z, (y, — b)] +

lim [(z, — a) - b] = 0, donde lim x,y,, = ab.

3. Vale 2% _ % = m—bya. Como lim (z,b — y,a) = ab — ba = 0 basta provar
Yn Yn
L . . _ Tn G
que s é uma sequéncia limitada para concluir que lim [ — — 5 = 0e
Yn Yn
oz, a 2
portanto que lim — = 7 Ora, pondo ¢ = o> temos 0 < ¢ < b2 Como
Yn

lim y,b = b?, segue-se do Teorema 13 que, para todo n suficientemente grande,

tem-se ¢ < y,b e portanto o < —, completando a demonstracao.
Yn c
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