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Resumo

Abordar a geometria dos triangulos significa, obrigatoriamente, tratar dos di-
versos centros ou pontos notaveis do triangulo. Dentre eles, os mais destacaveis e
antigos sao indubitavelmente o incentro, baricentro, circuncentro e ortocentro, mas
nao sao os unicos. Para ajudar a compreender melhor as propriedades e relacoes
entre estes e outros centros do tridngulo, a introducao das coordenadas trilineares
ocupa um papel muito importante. A partir dai, abre-se espago para o estudo das
coordenadas geométricas dos triangulos, sendo o enfoque deste trabalho monografico

o estudo das coordenadas baricéntricas de tais figuras.

Palavra-chave: Coordenadas baricéntricas, triangulo, geometria analitica.
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Abstract

Addressing the geometry of triangles necessarily mean dealing with various cen-
ters or notable points of the triangle. Among them, the most noteworthy and old are
undoubtedly the incenter, centroid, circumcenter and orthocenter, but are not the
only ones. To help you better understand the properties and relationships between
these and other centers of the triangle, inputting Coordinates Trilinear occupies
a very important role. Thereafter, there is room for the study of the geometric
coordinates of the triangles being the focus of this study monograph barycentric

coordinate of such figures.

Keywords: Barycentric Coordinates, Triangle, Analytic Geometry
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Introducao

A geometria é, juntamente & teoria de nimeros, uma dos ramos mais antigos
da Matematica. Se por um momento se restringe o termo para referir-se ao que os
antigos gregos entendiam como tal, poder-se-4 afirmar que seu objeto de estudo esté
intimamente enraizado em nossa forma de conceber a realidade. Toda a informacao
que se recebe do mundo que nos cerca, tudo o que se poderd ver, ouvir ou tocar,
serd processado primeiramente em termos geométricos.

A figura geométrica triangulo no estudo da geometria é uma das mais impor-
tantes. E utilizado em diversos ramos, podemos destacar a construcio civil. Em
Geometria Analitica, estudamos o triangulo através das coordenadas de seus vérti-
ces. Assim podemos determinar suas classificacoes quanto aos lados e quanto aos
angulos, seus pontos médios, sua area e quais as coordenadas de seu baricentro.

Abordar a geometria dos triangulos significa, obrigatoriamente, tratar dos di-
versos centros ou pontos notaveis do triangulo. Dentre eles, os mais destacaveis e
antigos sao indubitavelmente o incentro, baricentro, circuncentro e ortocentro, mas
nao sao os unicos. Para ajudar a compreender melhor as propriedades e relacoes
entre estes e outros centros do triangulo, a introdugao das coordenadas trilineares
ocupa um papel muito importante.

Vamos definir inicialmente o que é o Baricentro. Segundo o Dicionério, o Bari-
centro ¢ um ponto em torno do qual existe um equilibrio de forgas. Nos triangulos

é o encontro de suas medianas. No ensino fundamental e médio, quando estamos
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estudando os triangulos aprendemos que existem outros pontos que nao variam, isto
é, independem da posicao e do formato do tridngulo. Como ja vimos, um destes pon-
tos é o baricentro. Podemos destacar outros pontos notaveis: o incentro (encontro
das bissetrizes internas), o circuncentro (encontro das mediatrizes) e o ortocentro
(interseccao das alturas) sdo conhecidos desde a Grécia Antiga.

O estudo da geometria do tridangulo é muito vasta. Ao longo dos tempos vérios
outros pontos de destaque foram identificados. Kimberlig fez a catalogacao de mais
de 3000 centros especiais em triangulos. Cada centro destes é descrito através de
suas Coordenadas Baricéntricas. Quem inicialmente apresentou estas coordenadas
foi 0 matematico alemao August Ferdinand Mobius em 1827.

As Coordenadas baricéntricas estao diretamente associadas ao conceito de area.
E possivel criar uma série de sistemas de axiomas usando o conceito de area. O
estudo de area ¢ muito antigo e uma das demonstragoes que podemos destacar é a
demonstracao proposta por Euclides para demonstrar o Teorema de Pitdgoras, onde
se usa a ideia de areas de quadrados construidos nos lados do triangulo retangulo.

Este costume de usar areas para demonstracoes geométricas nao é exclusivida-
des dos matematicos ocidentais. Tém-se noticias que os chineses ja utilizavam estes
métodos. Em muitas situacoes usamos como ferramentas para demonstracoes as
congruéncias e semelhanca dos triangulos. S6 que isto nao é um artificio que pode-
mos utilizar em todas as situacoes quando estamos estudando geometria. E bastante
comum e natural depararmos com situagoes em que os tridngulos nao sao congru-
entes ou semelhantes. E comum termos triangulos com lados em comum e assim,
podemos fazer o uso intuitivo de retas auxiliares nas demonstragoes de Teoremas.

Neste estudo, iremos considerar as formulas mais utilizadas no estudo da geome-
tria analitica no que diz respeito as coordenadas cartesianas do ponto médio Mg
de um segmento de reta AB, as coordenadas cartesianas do baricentro G de um

triangulo ABC' e a &rea S convencional deste triangulo.
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A partir dai, abre-se espaco para o estudo das coordenadas geométricas dos
triangulos, sendo o enfoque deste trabalho monografico o estudo das coordenadas
baricéntricas de tais figuras.

Este trabalho estd baseado nas notas dos professores da Universidade Federal
Fluminense - UFF, Humberto Bortolossi e José Osorio, cujo titulo é Usando Coor-

denadas Baricéntricas para Estudar a Geometria do Tridngulo.
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Capitulo 1

Cevianas e Pontos Notaveis do

Triangulos

1.1 Definicao e elementos do tridngulo

Um triangulo, em Geometria, é um poligono determinado por trés retas que se
cortam, duas a duas, em trés pontos, que nao se encontram alinhados, isto é, nao
sao colineares. Os pontos de interseccao das retas sao os vértices e os segmentos de
reta determinados sao os lados do triangulo. Dois lados adjacentes formam um dos
angulos interiores do triangulo.

Portanto, um triangulo tem trés angulos interiores, trés angulos exteriores, trés
lados e trés vértices. Se estiver contido em uma superficie plana, é denominado tri-
angulo, ou trigono, um nome menos comum para este tipo de poligonos. Caso esteja
contido em uma superficie esférica, denomina-se triangulo esférico. Representado,

em cartografia, sobre a superficie terrestre, chama-se triangulo geodésico.
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1.1.1 Convencao de escrita

Os pontos principais de uma figura geométrica, como os vértices de um poli-
gono, costumam ser designados por letras latinas maiusculas, por exemplo: A, B, C.
Um triangulo é nomeado entao como qualquer outro poligono, designando suces-
sivamente seus vértices, por exemplo, ABC. No caso do triangulo, os vértices po-
dem ser situados em qualquer ordem, porque qualquer das 6 maneiras possiveis
(ABC,ACB,BAC, BCA,CAB,CBA), corresponde a um percurso de seu perime-
tro. Contudo, tal acao ja nao é verdadeira para poligonos com mais vértices.

Os lados do triangulo se denotam, como todos os segmentos, por seus extremos:
AB,BC e AC. Para nomear a longitude de um lado, geralmente se utiliza o nome do
vértice oposto, convertido a mintscula latina: a para BC, b para AC e ¢ para AB.
A notacao geral para o angulo entre dois segmentos OP e OQ que compartilham o
extremo O é: P@Q.

Também ¢é possivel utilizar uma letra mintscula, habitualmente uma letra grega,
coroada por um acento circunflexo. A rigor, os angulos devem ser designados por
letras maitsculas e sua medida por mintsculas, mas com frequéncia se utilizam os
mesmos nomes para os dois com o fim de simplificar a notacdo. No caso de um
triangulo, o angulo entre dois lados ainda pode, por tolerancia e na auséncia de
ambiguidade, ser designado pelo nome do vértice comum, coroado por um acento

circunflexo. Em resumo, no exemplo se podem observar os angulos:

a=a=A=BAC
B=b=B=ABC
v=é=C=ACB

1.2 Cevianas

Vamos abordar, agora, quais sao os pontos notaveis dos triangulos, que sao: o

baricentro, o incentro, o circuncentro e o ortocentro. Para que haja uma melhor
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compreensao, faremos inicialmente um estudo sobre as Cevianas, apresentando al-
guns conceitos iniciais.

As Cevianas que serao abordadas neste estudo sdo as medianas, bissetrizes in-
ternas e as alturas dos triangulos. Podemos definir as Cevianas como um segmento
de reta que une um vértice de um triangulo a um ponto da reta suporte do lado
oposto a este vértice.

A denominagao de Ceviana foi dada a estes segmentos em homenagem ao mate-
maético italiano Giovanni Ceva (1648 — 1734), que desenvolveu o Teorema de Ceva,

demonstrando, assim, que as trés Cevianas concorrem em um mesmo ponto.

A

Figura 1.1: Cevianas do triangulo AABC.

Na figura 1.1, temos a reta r suporte do lado BC. De acordo com a definicao, a
Ceviana tem uma de suas extremidades em um dos vértices no triangulo. A seguinte

extremidade da Ceviana, que podemos denominar de pé, fica localizada na reta r.

Assim, na figura podemos destacar os segmentos AA;, AA; e AA3 como Cevianas
do triangulo ABC, relativas ao vértice A.

E importante destacar que por cada vértice de um triangulo, podem ser tracadas
infinitas Cevianas, tanto interna ou externamente. Dentre essas infinitas Cevianas,
sao trés que merecem destaque: a mediana, a bissetriz e a altura. Outro fato que

merece destaque é que a mediatriz nao é considerada como uma Ceviana, por nao
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passar pelo vértice, raro em algumas excecoes, contraria a definicao de Ceviana.

Mediana: é toda ceviana que tem uma das extremidades no ponto médio de um

lado do triangulo.

@©,
=
(@)

Figura 1.2: Mediana AM do tridngulo AABC.

Bissetriz Interna: é toda ceviana que divide um angulo interno em dois angulos

adjacentes e congruentes.

Figura 1.3: Bissetriz do tridngulo AABC' em relacao ao vértice A.

Altura: ¢ toda ceviana perpendicular a um lado ou ao seu suporte.
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Figura 1.4: Altura do triangulo AABC relativo ao vértice A.

1.3 Pontos Notaveis de um Triangulo
Para os triangulos, podemos destacar as seguintes propriedades:
I As trés medianas concorrem num mesmo ponto;
IT As trés bissetrizes internas concorrem num mesmo ponto;
III As retas suportes das trés alturas concorrem num mesmo ponto;

IV As mediatrizes dos lados concorrem num mesmo ponto.

Os pontos de encontro das cevianas notaveis e das mediatrizes sao denominadas

pontos notaveis.

1.3.1 Baricentro

Definicao 1 Baricentro de um tridngulo € o ponto de encontro das medianas desse

triangulo.

No triangulo ABC da figura 1.5, AM,, BM, e CM, sao as medianas relativas

aos lados BC, AC' e AB, respectivamente. O ponto G (encontro das medianas) é o

baricentro do triangulo ABC'.
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Figura 1.5: Baricentro do tridngulo AABC.

A palavra baricentro é de origem grega, onde bari, que quer dizer peso e designa
o centro dos pesos. Podemos entao, identificd-lo como o centro de gravidade ou

ponto de equilibrio dos triangulos.

1.3.2 Incentro

Definicao 2 O Incentro de um tridngulo é o ponto de encontro das bissetrizes in-

ternas desse tridngulo.

Figura 1.6: Incentro do triangulo AABC.
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No triangulo AABC da figura 1.6, AR, BS e CT sdo as bissetrizes internas relativas

aos lados BC', AC e AB, respectivamente.
O nome deriva da expressao in e centru, que quer dizer reto centro. O ponto [ é

o incentro do triangulo AABC, este ponto é o centro do circulo inscrito ao tridngulo

ANABC.

1.3.3 Ortocentro

Definicao 3 O ortocentro é o ponto onde se intersectam as trés alturas relativas
de um tridngulo, isto €, as perpendiculares tracadas desde os vértices até aos lados
opostos ou seus prolongamentos. O nome deriva da expressao grega orto, que quer

dizer reto, referindo-se ao dngulo formado entre as bases e as alturas.

Figura 1.7: A esquerda, ortocentro interno no tridngulo AABC'. A direita, ortocen-

tro externo.

O ortocentro encontra-se na regiao interna do triangulo se este é acutangulo, coincide
com o vértice do angulo reto se for retangulo e encontra-se fora do tridngulo no caso

deste ser obtusangulo.
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No triangulo AABC' da figura 1.7, AH, BH, e CH sao as retas suportes das
alturas AD, BE,CF, respectivamente, relativas aos lados BC, AC e AB, respecti-

vamente. O ponto H é o ortocentro do triangulo AABC.

1.3.4 Circuncentro

Definicao 4 O circuncentro é o ponto interseccao das mediatrizes dos lados de um

triangulo.

Figura 1.8: Circuncentro do triangulo AABC.

Esta denominacao vem do latim circum, que pode ser traduzido com "ao redor de".

Este ponto é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo, que ir& tangen-
ciar os seus vértices. Sendo assim, ¢ um ponto que ¢ equidistante dos vértices do
triangulo.

No triangulo AABC' da figura 1.8, m,, m; e m. sao as mediatrizes dos lados

BC, AC e AB, respectivamente.

O ponto O é o circuncentro do triangulo AABC.

Diferentemente dos quadrados e dos circulos, os triangulos tém muitos centros.
Os antigos gregos encontraram quatro: incentro, baricentro, circuncentro e ortocen-

tro. Os pontos que atualmente sao acreditados como centro da circunferéncia dos
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nove pontos, simediano, ponto de Gergonne, pontos de Fermat ou ponto de Feuer-
bach, de forma a nomear somente alguns, foram adicionados & bibliografia existente.
Nos anos 80, observou-se que estes pontos especiais compartilham algumas propri-
edades gerais que agora formam a base de uma definicao formal de centros de um

triangulo.



Capitulo 2

Coordenadas Baricéntricas de um

Triangulo

2.1 Mobius: o criador das Coordenadas Baricéntri-
cas

August Ferdinand Mo6bius nasceu em Schulpforta, em 17 de novembro de 1790 e
faleceu em Leipzig, no dia 26 de setembro de 1868. Foi um mateméatico e astronomo
alemao. Ele fez contribui¢oes a matemética e astronomia, onde podemos destacar
algumas de suas criacoes: a fita de Mobius, a funcao de Mébius, as transformacoes
de Mobius, a formula de inversao de Mobius e a rede de Mdbius.

Inicailmente Mobius ingressa na Faculdade de Direito, mas em pouco tempo,
dirige seus estudos para a matematica e astronomia. Em 1816 inicia sua carreira de
professor na Universidade de Leipzig. A sua carreira como docente nao foi facil. Na
época, os professores da sua categoria cobravam uma taxa aos alunos pelas aulas que
leccionavam. A fraca frequéncia as suas aulas obrigavam-no por vezes a anunciar
a respectiva gratuitidade. Md&bius apenas conseguiu obter a citedra de astronomia

em 1844 e quatro anos mais tarde tornou-se o diretor do observatorio astrondémico

10
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de Leipzig. M6bius dedicou mais de 50 anos de sua vida a docéncia.

Figura 2.1: August Ferdinand Mo6bius

Como Mobius interessou-se por Astronomia, escreveu varios livros sobre o as-
sunto e estudou com Gauss no Observatério de Gottingen. No campo da Mate-
matica, em sua obra Der barycentrische Calcul (Célculo do Centro de Gravidade),
de 1827, apresentou suas coordenadas baricéntricas, adotou as novas notacoes de
Bobillier, realgou o significado dos elementos ideais de Poncelet, classificou trans-
formacgoes geométricas (congruéncias, semelhancas, afins e colineages) e sugeriu o
estudo de invariantes; deu as coordenadas um sentido puramente aritmético e nao
mais geométrico. Mobius é mais conhecido pela "superficie de um s6 lado"(faixa
de Mobius), figura construida que, ao se unirem as extremidades de uma tira fle-
xivel, apos ter sido torcida numa meia volta, apresenta apenas uma extremidade
e um lado, o que o tornou pioneiro da Topologia, ramo da Geometria que trata
das propriedades das figuras que nao se alteram com deformacoes sem solucao de

continuidade.

11
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2.2 Coordenadas baricéntricas

Definicao 5 Sejam A, B e C vértices de um tridngulo AABC e P um ponto qual-
quer do plano. Dizemos que u,v e w sao as coordenadas baricéniricas de P em

relacdo ao tridngulo NABC' se

P:uA+vB+wC’ (2.1)
u+v+w

onde u 4+ v+ w # 0, desta forma podemos escrever as coordenadas baricéntricas do

sequinte modo

P=(u:v:w). (2.2)

Observacgao: Usando argumentos da Geometria Analitica podemos ver que todo
ponto do plano escreve-se pela féormula 2.1, com efeito, como A, B e C' sao vértices de
um triangulo AABC, entao os vetores 1@ e 1@ formam uma base do plano, entao,

dado qualquer ponto do plano P podemos escrever ﬁ como uma combinacao linear

de zﬁ e 1@ isto é,
AP = aAB + BAC, (2.3)

com «a, 3 € R.

Introduzindo o ponto O (origem do sistema), temos que

A0 + OP = a(40 + OB) + B(A0 + OC)

assim,

OP = (1—a — B)OA + aOB + BOC

tomandou =1—a—f,v=a,w =, u+v+w =1 e usando a identificagao

de ponto com vetor, temos
P=(1-a-p)A+aB+ pC.

12
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Em particular, observe que se P é ponto médio de AB, entio
1
AP = JAB + 0AC,

logo as coordenadas baricéntricas de P seriam

P = 1 0).

N | —
N —

A proposicao a seguir mostra que as coordenadas baricéntricas nao sao tnicas. De

fato, se P = (u:v:w)e Q = (ku: kv : kw) com k # 0, entdo P = Q.

(uk)A + (vk)B + (wk)C'  uA+vB+wC

Q= -

P
uk + vk + wk u+v+w

Proposicao 1 Sejam P; = (uy @ vy : wy) e Py = (ug : vg @ wy) as coordenadas
baricéntricas dos pontos Py e Py em relacao a um tridngulo NABC'. Logo, P, = Py
se, e somente se, existe um niumero real nao nulo k tal que us = kuq, vo9 = kvy e

wy = kw;.

Demonstracao: Sejam P; = (uy : vy : wy) e Py = (ug : vy : we) as coordenadas
baricéntricas dos pontos P e P, em relagao a um triangulo de referéncia AABC' e
P = (u:v:w) as coordenadas baricéntricas de um ponto qualquer do plano. Com

essas hipoteses podemos escrever

(u+v+w) - P=uA+vB+wC,
(u1+vl—|—w1)-P1:u1A+le—|—wlCe
(U2+U2+'LU2)'P2:U2A+UQB+U)QC,

onde

u+v+w#0, uy +v +wy #0 e uy + vy + wy # 0.

(=) Suponhamos P, = P, onde P, = (zp,,yp,), Po = (zp,,yp,), A = (Ta,ya)

B = (zp,yg) € C = (v¢,yc). Desta hipotese temos que a area do tridngulo
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APP P, =0, ou seja:

ur A+vTptwrc uyA+vypF+wyc
rp yp 1 utv+w u+v+w 1
— |wzatvizptwize wiyatviyptwiyc =0
Tp Yp 1 u1+v1+w u1+v1+w 1
UTAFVTBFW2TCc UYA+V2YBFW2YC
Try Yp, 1 uz+v2+wz uz+v2+wa 1

Multiplicando-se as linhas por u 4+ v + w, u; + v1 + wy e us 4+ vy + woy, temos

ur s +vrg +wro uYya + yvp + wyc u+v+w u v ow||rxa ya 1
WMTA+ 01T +WiTe wya+v1ys +wiye w+v+w| =|ug vy wi||zg yg 1| =0
UL A + VX + Wolo UYA + VoY + WalYo Uz + V2 + Wo us Vo wol| |Tc Yo 1

logo,
v v w

uy V1 wy| — 0

Ug Vo W2
Como o determinante acima se anula para quaisquer valores de u,v e w (primeira
linha), temos que a terceira linha é miultipla da segunda, ou seja, existe um nimero

real nao-nulo k tal que

Uy = kuy, v9 = kviewy = kwy

(<) Suponha que existe um namero real nao nulo k tal que uy = kuy,ve = kvy

e wo = kw;. Dessa hipotese e da definicao de coordenadas baricéntricas, temos que

Uy A + V9B + wyC B ku A + kv B + kw,C B wmA+ v B+ wC B
Ug + Vo + wo kuy + kv, + kw,y up + v +wy

PQZ Pl
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2.3 Relacao entre coordenadas baricéntricas e area
com sinal

Convencionalmente, calculamos a area de um triangulo AABC' formado por trés

pontos A, B e C nao-colineares pela formula:

VABC = %

onde h representa a medida de uma altura relativa a uma base de medida a do

triangulo e VABC' representa a area convencional (euclidiana) de um tridngulo

ANABC.

Definicao 6 Sejam A, B e C trés pontos do plano. Se A, B e C forem colinea-
res, definimos drea com sinal Sapc do tridngulo NABC como sendo 0 (tridngulo
degenerado). Mas se tivermos trés pontos do plano A, B e C nao-colineares, entao

definimos:
1. Sapc >0 se A, B e C estao dispostos no sentido anti-hordrio;

2. Sapc <0 se A, B e C estao dispostos no sentido hordrio;

a.h
Sagc = +VABC = +7 Sagc = —VABC = _%

Figura 2.2: Area do triangulo ABC' com sinais
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A 4area com sinal, conforme destacado anteriormente, possui duas propriedades

importantes:

1. (Propriedade da permutacao) Segue-se da defini¢do que
Sapc = Spca = Scap = —Sace = —Scpa = —SBAc-

2. (Propriedade da decomposicao) Sendo AABC um triangulo, um ponto P per-
tencente a um plano, determina outros trés sub-triangulos APBC, APCA e

APAB.

Dado um triangulo AABC' e um ponto P do plano, este ponto determina outros
trés triangulos: APAB,APBC e APCA. Com os conhecimentos de &reas com
sinal, podemos relacionar as areas destes quatro triangulos de acordo com a seguinte

expressao:
Sapc = Spap + Sppc + Spca-
Em geral, usando as areas convencionais dos triangulos temos as seguintes sete

relagoes possiveis dependendo da posicdo do ponto P, como indicam as figuras 2.3

e 2.4.

VABC = +VPBC +VPCA +VPAB

Figura 2.3: Posicao do ponto P interno em relacdo ao triangulo AABC.
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A
A
P
:i i\ g <L C
B C
p

VABC= +VPBO-VPCA +VPAB VABC = —VPBC+VPCA +VPAB

A
A
P
B c
c
B P

VABC = +VPBC +VPCA -VPAB VABC = —VPBC +VPCA—VPAB
P
A
B c
P B c
VABC = —VPBC -VPCA +VPAB VABC = +VPBC -VPCA -VPAB

Figura 2.4: Posicao do ponto P externo em relacao ao triangulo AABC.

Olhando as figuras 2.3 e 2.4 e os sinais das areas, temos a seguinte combinatoéria

de sinais:
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(+5) (-+:4) (--4)

Figura 2.5: Regioes e areas com sinais.

Observemos que quando P € fﬁ, a reta que passa pelos vértices A e B, entao

a coordenada w = 0, de fato,
uA+vB

U+ v

P

com u + v # 0.
Sejam A = (x4,y4), B = (zp,yp) e C = (z¢,yc) pontos do plano, entdo a area
com sinal Sypc é dado por

1
Sapc = §D

onde

o yp 1

Primeiramente provaremos os seguintes resultados:

Lema 6.1 Sejam A = (za,ya),B = (zB,ys) ¢ C = (z¢,yc) as coordenadas car-
tesianas dos vértices de um tridngulo ANABC e P = (zp,yp),Q = (20,yq) e
R = (xg,yr) as coordenadas cartesianas dos vértices do tridngulo APQR obtido

por uma rotacao sequida de uma translacao dos vértices A, B e C. Sejam também

18
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xa ya 1 rp yp 1

D=\zp yp 1 eDy=lzg yo 1
ro yp 1 TR Yyr 1

1. D; = D.

\S]

. |D| =2.VABC.
3. Se A, B e C sao colineares, entao D = 0.
4. Se A, B e C estao dispostos no sentido anti-hordrio, entao D > 0.

5. Se A, B e C estao dispostos no sentido hordrio, entao D < 0.

Demonstracao: (1) Sabemos que as rotacoes do plano sao dadas pela matriz

cos —senb
9 p—
senf  cosb

onde 6 é o angulo de rotacao, e as translacoes sdo simplesmente
Tinpy (2, y) = (x + hy + k)
h, k constantes. Assim, temos as seguintes relacoes
P =T o Ro(A) = (cosbxy — senbya + h, senfz 4 + cosya + k)

Q = Tinw o Ro(B) = (cosbrp — senlyp + h, senbxp + cosyp + k)
R =Ty o Ro(C) = (cosbxc — senbyc + h, senbxc + cosyp + k)

entao, usando propriedades de determinante segue-se que Dy = D.
(2) Fazendo rotacoes seguidas de translagoes convenientes dos vértices de AABC,
podemos supor que as coordenadas do novo triangulo podem ser dadas por (0, 0), (a, 0),

com a > 0, e (T,7). Veja a figura 2.6.
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Y

Figura 2.6: Triangulo AABC' transladado e rotacionado.

entdo, de (1) temos que

1
1| = |ag| =2+ vABC

o O

|D| = |D¢| = |a
0

T

<

(3) Perceba que, quando A, B e C sao colineares, temos h = 0 o que acarreta D = 0.
(4) Perceba que, quando A esta no semiplano hachurado, A, B e C ficam dispostos
no sentido anti-horério e, neste caso, temos P = (zp, h) o que acarreta D > 0.

(5) Perceba que, caso toméassemos o vértice A no semiplano oposto, A, B e C' ficariam
dispostos no sentido horario e, neste caso, teriamos P = (xp, —h) 0 que acarretaria
D < 0.

Proposigao 2 Sejam A = (xa,ya), B = (z,yp) ¢ C = (x¢,yc) as coordenadas
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cartesianas de trés pontos no plano. Entao a drea com sinal SyBC € dada por
1 1
SABC:§~D=§-d€t TQ Yo 1

Demonstragao: Para a demonstragao, vamos considerar casos.
(1) Para A, B e C colineares, temos pela definigdo de area com sinal que Sapc =0

e pelo Lema 10.1 (3), D = 0 . Neste caso, vale que

1
Sapc =5 D,

(2) Para A, B e C dispostos no sentido anti-horario, temos pela definicdo de area
com sinal e pelo Lema 10.1 (2) que Sapc = +VABC = |D|/2 e pelo Lema 10.1
(4), D > 0. Neste caso, como |D| = D, vale que

1
SABC:§'D.

(3) Para A, B e C dispostos no sentido horario, temos pela definicao de area com
sinal e pelo Lema 10.1 (2) que Sypc = —VABC = —|D|/2 e pelo Lema 10.1
(5), D < 0. Neste caso, como |D| = —D, vale que

1

Sapc = —3° (-D)=="-D.

1
2
De (1),(2) e (3), quaisquer que sejam A, B e C, temos

1
—.D.
2

A proposicao a seguir mostra que as coordenadas baricéntricas de um ponto P

em relacao ao triangulo AABC podem ser dadas pelas areas orientadas Sppc, Spoa

e SPAB-
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Proposicao 3 (Coordenadas baricéntricas e drea com sinal) Sejam A, B e C vér-
tices de um triangulo triangle ABC' e um ponto P qualquer do plano. Entao, as

coordenadas baricéntricas de P podem ser dadas por:
P = (Sppc : Spca : Spag)

Demonstracao: Sejam A = (z4,ya),B = (xp,yp) e C = (x¢,yc) as coorde-
nadas cartesianas dos vértices do triangulo AABC e P = (zp,yp) as coordenadas

cartesianas de um ponto do plano. Entao, temos que:

Trp Tp Yp
Ta TaA Ya

TB ITB YB

—_ = = =

o Zc Yo
a primeira coluna é igual a segunda coluna da matriz acima. Logo, desenvolvendo o

determinante usando a primeira coluna, obtemos:

ra ya 1 rp yp 1 xp yp 1 xp yp 1
Tplrg yg 1| —Talxp yg 1|+ Zplxa ya 1| —Zc|za ya 1| =0

o yo 1 o yo 1 o Yo 1 rp yp 1

zp yp 1 ra ya 1 rp yp 1 rp yp 1
rplep yp 1| —%alzp yp 1| TZBlec yo 1| —%c|xa ya 1|=0,
re yo 1 o Yol ra ya 1 rp yp 1
isto é,
zp(2-Sapc) —xa(2- Sppe) —xp(2- Spca) —xc(2 - Spas),

logo,

Sapc-rp = Sppc - xTa+ Spca-xp+ Spap - Tc

22



Coordenadas Baricéntricas de um Tridngulo CAPITULO 2

Analogamente, procedemos na determinagao em relacao as ordenadas:

yp zp yp 1
ya xTa ya 1
ys xp Yp 1

Yo rc Yo 1

Sapc -yp = Sppc - yYa + Spca - ys + Spas - Yo

Deste modo, obtemos:
Sapc - P = Sppc- A+ Spca- B+ Spap-C

que implica
_ Sppc- A+ Spca- B+ Spap-C

P
Sapc
cOmo
Sapc = Sppc + Spca + Span
entao
P Sppc - A+ Spca- B+ Spap-C

Sppc + Spca + Spap

Assim, mostramos que P = (Sppc : Spca : Spap). ®

Podemos ver que as coordenadas baricéntricas do ponto P podem ser dadas por:

P = (SPBC : SPCA : SPAB)'

isto é, as coordenadas baricéntricas de um ponto sao proporcionais as areas com sinal
dos sub-triangulos que esse ponto P forma com os vértices A, B e C do triangulo de

referéncia ABC ou ainda, sendo P = (u : v : w), entdo

w:v:w=Sppc:Spca:Spap.
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2.4 Coordenadas baricéntricas homogéneas e exatas

Seja P um ponto tal que Spgc = 5,Spca = 3 € Spap = 1. Neste caso, pela

propriedade da decomposicao da area com sinal, a area do triangulo de referéncia é
Sapc = Sppc + Spca +Spap=5+3+1=9
e podemos ainda escrever que

P =

e observar que, entre todas as possibilidades de representacao das coordenadas ba-

ricéntricas deste ponto P, o terno ordenado (5 : 3 : 1) é o tinico que possui as

trés componentes iguais as areas com sinal dos sub-triangulos e o terno ordenado
5 3 1 . . .

(§ : 9 : 5) ¢ o tnico cuja soma das componentes é igual a 1.

Definicao 7 Sejam A, B e C os vértices do tridngulo de referéncia NABC. Se

P é um ponto de coordenadas baricéntricas P = (u : v : w), suas coordenadas

baricéniricas serao denominadas

1. Exatas, quando u = Sppc,v = Spca € w = Spap. Neste caso, pela proprie-

dade da decomposicao da drea com sinal, teremos que u+ v+ w = Sypc.

2. Homogeénias, quando u + v+ w = 1.

2.5 Coordenadas Baricéntricas do Incentro

Observando o triangulo da figura 2.7, onde a,b e ¢ sao as medidas euclidianas

dos lados e r é o raio do circulo inscrito no triangulo ABC, temos:
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Figura 2.7: Incentro do triangulo AABC.

Sipc = +%"
b.
Stca = +%

Stap = +5%
que implica

I = (SiBc: Sica: Sras)
= (a:b:c)

2.6 Coordenadas Baricéntricas do circuncentro

Observe o triangulo na figura 2.8, onde R é o raio do circulo circunscrito ao

triangulo AABC.
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Figura 2.8: Circuncentro do triangulo AABC.

R? - sen(2A)
2
R? - 2senA - cosA
2
= R?.senA - cosA

Sopc =

De forma anéloga, obtemos:
Soca = R? - senB - cosB e Soag = R? - senC' - cosC

Dai, temos:

(Sopc : Soca : Soas)
(R?-senA - cosA: R*- senBcosB : R* - senC - cosC))
= (R-senA-cosA: R-senB-cosB: R-senC - cosC)
(

2-R-senA-cosA:2-R-senB-cosB:2-R-senC - cosC)
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Pela lei dos Senos e a lei dos Cossenos, temos,

(
2RsenA = a
2RsenB = b
2RsenC = c
—a?+ b+
A = —————M
cos She
2 12 2
cosp -~ L ob+c
2ac
a’? +b* —
c = —
\ o3 2ab
assim,
o —a? + b +c? 5 a? — b+ c? a’? +b* — 2
=|\la|l ——F——— ) 0|\ —— ) i | —F=F
2bc 2ac 2ab
0— a?(—a® + 02+ %) b*a®> -0+ ) Aa®+ 0 - )
N 2abc ' 2abc ' 2abc
dai, temos

0= (CL2(—CL2 + 05+ b3 (a? — b 4P a b — c2)>

Observacgao: A soma das coordenadas baricéntricas do circuncentro é dada por

16(VABC)?

2.7 Coordenadas Baricéntricas do Ortocentro

Para o calculo das coordenadas baricéntricas do ortocentro H, temos que levar
em conta se o triangulo é retangulo ou nao.

Em se tratando de triangulos nao retangulos, o calculo das coordenadas baricén-
tricas é feito em funcao das tangentes dos angulos internos e em funcao dos lados

do triangulo de referéncia AABC.
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Quando o triangulo de referéncia AABC' é retangulo, quando sao tragadas as

trés alturas, elas se interceptam no angulo reto. Neste caso:

a) se o triangulo é retangulo em A, as coordenadas baricéntricas do ortocentro sao:
H=A=(1:0:0),

b) se o tridngulo é retangulo em B, as coordenadas baricéntricas do ortocentro sao:

H=B=(0:1:0),

¢) se o triangulo é retangulo em C, as coordenadas baricéntricas do ortocentro sao:

H=C=(0:0:1).

As coordenadas baricéntricas do ortocentro de um tridngulo nao retangulo sao cal-
culadas em funcao das tangentes dos angulos internos. Aplicando a definicdo da

tangente, obtemos:

Figura 2.9: Ortocentro do triangulo AABC.
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X = O:tZ‘IC:tZ“B =(0:tgB : tgC)

Y = t;f—g:O:tZ—‘A = (tgA : 0:tgC)

Z = ;;—%:tg—;:O = (tgA : tgB : 0)

Usando o teorema de Ceva, 10, pagina 38, para as coordenadas baricéntricas, entao:
H = (tgA : tgB : tgC)

Aplicando o Teorema de Pitégoras, aos triangulos retangulos AXCA e AXAB,

obtemos
b2 = (ha)? + | XC? 22— ¢
hal +IXCT 2 @ gajxe) = pxe) = 22 =¢
& = (ha)? + (o — | XC)? 2
Dai e como |BX| + |XC| = a, temos que

2 4 p2 _ 2 2 p2 4 2
|BX|:a—|XC’|:a—a+ c_a +c
2a 2a

e, de modo analogo, obtemos os demais dados da figura 2.10.

Figura 2.10: Ortocentro do triangulo AABC.
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(X B . . a2 + b2 — 2 . a2 — b 4 2
N ’ 2a ’ 2a
v a2+ - 0 a0+
N 20 ‘ ‘ 20
7 _ a’ — b? + 2 . —a? + %+ 2 0
7 2c ’ 2c
N2
( 1 1
X = 0 :
a? — b2 + 2 a? + b — 2
1 1
Y = I 0 P —
_a2+b2+62 a2_|_b2_02
1 1
4 = —a?+ 0P+ -+ 0

\

Novamente, aplicando o teorema de Ceva, temos

R— 1 . 1 . 1
S\ a2+ 2+ a2 -2+ a4 b2 — 2
2.8 A formula de Conway

2.8.1 Notacao

Sejam a,b e ¢ as medidas dos lados do triangulo AABC' conforme figura 2.11.

Figura 2.11: Triangulo AABC com os lados a,b e c.
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Se # ¢ um angulo qualquer e S é o dobro da area do triangulo AABC, torna-se

possivel definir

Sg = S - cotd.

Como exemplo especifico visando ampliar a compreensao:

Sa = S.cotgﬁ

~ cosA
= b-c-senA. —~
senA

— b-c-cosA.

Pela lei dos cossenos, temos:
A2=b+c2—2-b-c-cosA

que implica
242
2.b.c.cosA:g7
2
logo
—a? +b* + 2

Sa = 5

Por pensamento anédlogo chegaremos a:

a?> — b — 2

Sp = 5
e
a2 + b2 — 2
Se = — s
Para dois angulos 6 e ¢, define-se
Sop = Sp - S,

Com esta notacao, inferem-se as relacoes abaixo:

° SB—f—SC:CLZ, Sc+SA:b2, SA+53202
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° SAB+SBC+SCA:S2

A primeira relacao é 6bvia. Para demonstrar a segunda, torna-se necessario

demonstrar a identidade:
S - cotg2~ S - coth +S5- cotgﬁ =S cotga +S- cotga o COtgA\ = 52
que implica
cotg;l- coth\ + cotg§ . cotga + cotgé . cotgﬁ =1
De maneira a ser possivel tal demonstracao:

cotgﬁ.(cotg]? + cotg@) + cotgé.cotg@ =1

cosA <cos§ cosa) cosB cosC
= = + = | + =. —~ =1
senA \senB  cosC senB senC
cosA senC.cosB + senB.cosC  cosB cosC B
senA senB.senC senB senC
cosA sen(B + C) N cosB cosC .
senA senB.senC ~ senB senC
cosA cosB.cosC B
senB.senC  senB.senC
cosB.cosC — cos(B + C)
senB.senC
cosB.cosC — cosE.cos@) + senB.senC B
senB.senC N
senB.senC B
senBsenC

De maneira a exemplificar tal parametro tem-se que um ortocentro apresenta as

=1

seguintes coordenadas:
1 1 1
—:— :— | =(Sgc:Sca: S
(SA S5 Sc) (Spc i Sca = Sas)
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e o circuncentro apresenta as seguintes coordenadas:
(aQSA : bZSB : CZSC) = (SA<SB —+ Sc) : SB(SC + SA) : Sc(SA + SB)>
Deste modo, a soma das coordenadas é:

Q(SAB + Spec + SCA = 252)

2.8.2 Foérmula de Conway

Um ponto P pode ser definido pelos angulos que forma com dois vértices de um
triangulo referéncia. Dado um triangulo AABC e um ponto P, o angulo de rolagem
de P sobre o segmento AB é o angulo orientado CEP, que representaremos por 6,
tomado como positivo, se e apenas se o ponto P esta no lado oposto a A. Da mesma
forma, o angulo de rolagem P com respeito ao segmento AC' é o angulo orientado
B@P, que representaremos por ¢, tomado como positivo se e somente se P esta no

lado oposto a A. Angulos de rolagem variam nos intervalos: (—7/2 < 6, ¢ < 7/2).

A

Figura 2.12: Triangulo AABC com ponto P qualquer e angulos de rolagem ¢ e 6.

33



Coordenadas Baricéntricas de um Tridngulo CAPITULO 2

A Férmula de Conway das coordenadas baricéntricas de um ponto P a partir

dos seus angulos de rolagem 6 e ¢:
P = (—CL2 . SB+S¢ . SB—FS@)

De fato, aplicando a Lei dos senos no triangulo APC'B, temos:

rPB  CP a . pp— a.seng ~a.sent
seng  senfl  sen(d + ¢) ~ sen(0+ @)’ ~ sen(f+ ¢)

A area do triangulo é:

a’senf

1 —
= -.BC.BP. =
Sron 2 ¢ sent 2.sen(0 + ¢)

As areas dos triangulos sao AAPC e APAB se desenvolvem de maneira andloga,

resultando:

g g g B _a2.sen9.sen¢ ~a.b.senf.sen(p + 6) ~a.c.seng.sen (0 + E)
PRO - OPCA - 2PAB = 2.sen(0 + ¢) 2.sen(0 + ¢) ' 2.sen(0 + ¢)

(2 a.b.send.sen(¢ + C) ~a.c.seng.sen (0 + B)
N ' send ' send

= <—a2 : a.b.cosC + a.b.sena.cotggzﬁ - a.c.cosB + a.c.sen§.00t99>

= (—a2 . SC+S¢ . SB"‘SQ).

Exemplo de aplicagcao da Férmula de Conway

Construir um quadrado sobre um lado BC de um triangulo AABC dado e
determinar as coordenadas baricéntricas do ponto médio de suas diagonais.

Considere o quadrado BC'Cy B4 construido externamente a partir do segmento
BC do triangulo AABC conforme a figura 2.13. Para o ponto BA, temos 6 =
90°¢ = 45°, desta forma, temos: cotg90° = 0 e cotgdh® = 1.

BA:(_a2350+5¢153+59)=(—a2:Sc—i-S:SB)
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Figura 2.13: Exemplo da férmula de Conway

Podemos calcular o ponto médio da diagonal do quadrado calculando o ponto médio

do segmento de vértices BA e C, onde C' = (0:0:.5). Assim, obtemos:

My=(—a?:Sc+S:Sp+09).

2.9 O teorema do co-lado

Como as coordenadas baricéntricas podem ser dadas em fungao das areas orien-
tadas, entao os seguintes resultados serao importantes para o nosso desenvolvimento
do trabalho.

Aqui nesta secdo AB representa o segmento orientado e denominaremos o com-

primento orientado pelo simbolo AB.

Teorema 8 Triangulos com alturas iguais tem dreas com sinal proporcionais as

medidas das bases dos tridngulos.

SpaB A__B
Sppc  BC
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Figura 2.14: Triangulos APAB ¢ APBC

Demonstracao: Considere o caso particular da Figura 2.14 com B entre Ae C' e
os triangulos APAB e APBC orientados no sentido anti-horario. Tomando |AB|

e | BC| como bases, os triangulos APAB e APBC tém a mesma altura h. Logo,

1 —
Spap VPAB  3ABLh IR
Spec  VPBC 1|B—C| b - BC
51BCl.

Teorema 9 (O TEOREMA DO CO-LADO) Se o ponto X # P € a interse¢io das

retas fﬁ e %, entao

Sapc _ AX
Sppc  PX
A
B X c

Figura 2.15: Triangulos ABPA e ACPA.

Demonstracao: Pelo teorema 8, temos
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(a) B, X e C sao colineares e A nao pertence a reta %, logo

Sapc _ BC

Sipx BX

(b) A, P e X sao colineares e B ndo pertence & reta j@, logo

Sapy  AX

Sppx PX

(c) B, X e C sdo colineares e P nao pertence a reta %, logo

SPBX

BX
Sppc BC'

Dati,

Sapc  Sapc Saex Sppx BC AX BX AX
Sppc Sax Spex Spee BX PX BC PX

Corolario 3.1 Se um ponto P nao pertence a qualquer dos lados de um triangulo

ANABC e a reta jﬁ corta a reta % em X, entdo
Spap  BX

Scpa [54

Figura 2.16: Corolario do teorema do Co-lado.
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Demonstracido: Na figura 2.16, os triangulos ABPA e ACPA tém o lado PA
em comum. Como X é diferente de C' e X é a intersecciao de BC e AP, temos pelo

Teorema do co-lado, temos:

SPAB _ ﬁ _ SAPC
SPBX ﬁ SPXC7

entao,
Spap _ Sarc

SPBX SPXC

Dai, concluimos que
Spex _ BX  Sppa

Spxc  XC  Scpa’

2.9.1 Teorema de Ceva

E um teorema que foi demonstrado pelo matematico Giovanni Ceva. Com este
teorema, pode-se unificar resultados como a interseccao das medianas, bissetrizes e
alturas de um triangulo, que sao classificadas como cevianas. O Teorema de Ceva

nos traz para que as cevianas concorram em um Unico ponto.

Teorema 10 Sejam X, Y e Z pontos pertencentes aos lados BC',CA e AB, respec-

tivamente, de um tridngulo NABC. As cevianas AX,BY e CZ sdo concorrentes

se, e somente se, -
AZ BX CY _

ZB XC YA

Demonstracao: (=) Observando as retas H,W e Cﬁ na figura 2.16 concor-

rentes em P, e pelo Teorema do co-lado:

BX _ Spas
XC  Spca’
CY _ Sese
YA  Spap’
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A7 _ Spes
7B  Spcs
N2

AZ BX CY_SPCA Spap Sch_
ZB XC YA Specs Spca Spas

1

. (<) Admita que

AZ BX CY
ZB XC YA
e suponha, para uma contradicao, que AX, BY e C'Z nao sao concorrentes. To-

——
mando Z’ sobre fﬁ tal que CZ’ passa por P = H N ﬁ}, podemos aplicar o

resultado que demonstramos em (=) para garantir que

AZ BX CY _
7B XC YA

Dai e da hipotese, temos

AZ BX CY AZ BX CY N A7 AZ
7B XC YA ZB XC YA 7B ZB’

de onde podemos afirmar que Z’ ¢ Z dividem AB na mesma razao. Dai e da
unicidade do ponto divisor, concluimos que Z' = Z e como C'Z’ passa pelo ponto

P, entdo CZ passa por P, o que caracteriza uma contradicdo por negar a hipotese,

mostrando assim que AX, BY e C'Z sao concorrentes.

Lema 10.1 Sejam X,Y e Z os tragos de um ponto P, respectivamente, sobre os

lados BC, CA e AB do tridngulo de referéncia NABC.

1. Se P divide XA na razio k, entio P = k(-BC : XC : BX).

2. Se P divide Y B na razio k, entio P = (CY : k-CA:YA).

3. Se P divide ZC na razio k, entio P = (ZB : AZ : k- AB).
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Demonstracao: Suponha que o ponto P divide a ceviana X A na razao k, ou seja,

XP
L = k. Para demonstrar o Lema 10.1, basta provar que k- BC : XC : BX =

Spic : Spea : Spap €, para tal, basta mostrar que k- BC : XC = Sppc : Spca, pois

pelo Corolario 3.1, pagina 37, ja temos XC : BX = SpCA : SpAB. Do Corolario

3.1 e da Proposicao 8, 35, temos que

BX  Spap XP  Sppx XP _ Spxc
XC Spca’ PA SPAB PA Spca

Dai e também do fato que

k-BC _k-BC _XP (BX+XC) XP-BX+XP-XC _XP BX XP
XC XC PA XC PA-XC PAX(J PA

podemos afirmar que

k-BC _ Sppx Spap | Spxc _ Spex +Spxc _ Spsc

XC  Spap Spca Spca Spca ~ Spca’
ou seja, k- BC : XC = Sppc : Spca, 0 que mostra o resultado. As demonstracoes

dos Lemas 10.1 (2) e (3) s@o analogas a anterior. m

Teorema 11 (Teorema de Ceva para coordenadas baricéntricas) Trés pontos X,Y
e Z sGo 0s tragos do ponto P = (x 1y : 2) se, e somente se,X,Y e Z sao da forma:

X=0:y:2),Y=(x:0:2), Z=(x:y:0), para algum x,y e z.

Figura 2.17: Teorema de Ceva para as coordenadas baricéntricas.
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Demonstracao: (=) Suponhamos que X,Y e Z sdo os tracos de P = (z : y : 2).

XP
Fazendo-se k = A temos do Lema 10.1 que

P=(r:y:z)=(k-BC:XC:BX)

e, entao,

XC:BX=y:z.
Dai e como X esté sobre o lado BC, temos
X=(0:XC:BX)=(0:y:2).

Analogamente, temos que Y = (z:0:z2) e Z = (x:y:0).

(<) Suponhamos que X,Y e Z sdo da forma
X=0:y:2),Y=(x:0:2)eZ=(r:y:0),

para algum x,y, z. Dessas hipoteses e do fato dos tragos X,Y e Z pertencerem aos

lados do triangulo de referéncia AABC, temos que

X=0:y:2)=(0:XC:BX)=

Y=(:0:2)=(CY:0:YA) =

Z=(r:y:0)=(ZB:AZ:0) =

Bl 0|8 @|n

SIS P

Aplicando o teorema de Ceva ao triangulo AABC, temos que

AZ BX CY 'y =z T _
ZB XC YA = vy z

garantindo AX, BY e CZ concorrentes. Logo, X,Y e Z sao os tracos do ponto
P=(z:y:2). =
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2.10 Calculo de areas de triangulos e a relacao com
as coordenadas baricéntricas

Se P = (z1,y1),Q = (x2,y2) ¢ R = (x3,y3) sdo trés pontos do plano, entdo a
area do triangulo PQR ¢é dada por:

r oy 1
1
Spqr = B To Yo 1
r3 ys 1
Se as coordenadas baricéntricas dos pontos P, () e R relativas ao triangulo AABC
sao
P=(uy:vy:w),Q = (ug:vy:wy), R=(u3:vs:ws),

entao:

(U,l + v + w1>P = UlA + UlB + wlC
(UQ —+ v9 + UJQ)Q = UQA + UgB -+ lUQC
(Ug + vz + U)3)R = UgA + UgB + UJ3C

Considerando os vértices do triangulo: A = (r1,$1), B = (rq, s2) e C' = (r3, 83), estas

igualdades podem ser escritas na forma:

Uy + V1 + W )T = urry + v1re + wirs

Uy + v + W)y = urS1 + U182 + w183

Uy + Vg + Wo )Ty = UoT + VT + Wal3

U9 S1 + VgS2 + W9 S3

U3+U3+UJ3 T3 U3T1+U3T2+UJ37’3

( )
( )
( )
(ug + Vg + w2) Yo
( )
(ug + v3 + w3)ys = uzsy + V32 + wsS3

Assim, temos entao:
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SPQR = (Ul + v + ’LU1)<U2 —+ U9 + wg)(u;g + v3 + ’LU3)

Ul + v + wy U + Vo + Wo Uz + U3 + W3
Spor =35 |(u1 +v1 + w)ar  (up + vy +wa)zs  (ug + v3 + w3
(ur +v1 +w))yr  (ug +va +we)ys  (us + vs + ws)ys
u; + v +wp Uz + V2 + Wo uz + v + ws
SPQR = 3 |11 + V1T + WiTs UsTy + Vary + wWary  UsTy + UsTa + War

U181 + V152 + W183 U2Sq + V2892 + Wo2S83 U3Sq + V3S2 + W3S3

Uy vV Wy 1 ™ St Uy vV Wy

_ 1 _ S

= 35 |U2 Vg Waf- 1 9 So| — (U2 Vg W2|-PABC
Uz V3 W3 1 s 83 us V3 Ws

Quando as coordenadas homogéneas de P, () e R estejam normalizadas, teremos:
Uy Y1 wr
SpPor = |us Vs ws|-SaBc

us V3 w3

2.11 Uma férmula simples para as Coordenadas Ba-
ricéntricas

Neste momento iremos estabelecer uma férmula simples para as coordenadas
baricéntricas com relagao a um determinado triangulo ABC de um ponto P especi-
ficada pelos angulos orientados BﬁC, CPA e APB. Diversas aplicagoes sao dadas.
Vamos fundamentar uma férmula para as coordenadas baricéntricas homogéneas de

um ponto em relacao a um dado triangulo.

Teorema 12 Com referéncia a um dado um tridngulo ANABC, um ponto P especi-
ficado pelos angulos orientados: r = BlgC, Y= CPAez= APB e com as sequintes

coordenadas baricéntricas homogéneas:

1 1 1
: : (2.4)
cotgA — cotgx  cotgB — cotgy cotgC — cotgz
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Figura 2.18: Triangulo AABC' com angulos centrais x,y e 2

Demonstracao: Construa o circulo através de B, P,C, e com intersec¢ao com a

linha em AP até A’. Claramente, os angulos
ABC=APC=n—CPA=n—y

e, analogamente, A'CB =7 — z. Tsso surge a partir da férmula de Conway em que

as coordenadas baricéntricas sao:

A= (=a®: 8¢+ Sz Sp+ Sp_y) = (—a®: Sc — 5. : Sp— S,).

A — ( —a? ) Sc— S, _ SB_Sy )
- \(Ss—=5,)(Sc = S.) " (Sp—5,)(Sc = S:) * (Sp— S,)(Sc — Sz)

A = <— o : L : L >
(Sp = Sy)(Sc —8:)  (Sp—15,) (Sc—25:)
Da mesma forma, as linhas ﬁ intercepta o circulo C PA em um ponto B’ e Cﬁ
intercepta o circulo APB em (', cujas coordenadas podem ser facilmente definidas.

Podemos reorganizar do seguinte modo:
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Figura 2.19: Demonstragao grafica da formula simples

o a? . 1 1
4= < (SB _Sy>(SC _Sz) . (SB _Sy) (SC—SZ)>

;L 1 L b? ' 1
b= ((SA _S:r:) . (SC'_SZ)(SA _Sx) . (SC_Sz))

o - ( 1 ‘ 1 L c? >
(Sa—8:) (Sp—38,)  (Sa—5.)(Sp—S,)/)
De acordo com o enunciado do Teorema de Ceva, as linhas AA’, BB', CC’ se

interceptam em um ponto, que é claramente P, cujas coordenadas sao:

p_ (1 1 1
“\S4=8, S5-8, Sc-5.)

Como por defini¢ao, Sy = S-cotgh, esta formula é claramente equivalente a (2.4).
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2.12 Aplicacoes das coordenadas baricéntricas

Uma aplicacao curiosa e bem simples das coordenadas baricéntricas é a resolucao
do problema dos trés vasos. Problema bem conhecido e enunciado da seguinte forma:

Dado trés vasos A, B e C, cujas capacidades sao 8 litros, 5 litros e 3 litros,
respectivamente, dos quais o primeiro é cheio de adgua e os outros dois vazios. O
desfio ¢é dividir os 8 litros de dgua em duas partes iguais, utilizando apenas os vasos
que estao disponiveis, sem haver desperdicio do liquido.

Os ternos ordenados (x : y : z) formados por nimeros inteiros nao negativos cuja
soma é constante e igual a S. Esses ternos podem ser representados pelos nés (no
interior de um triangulo ABC') formado uma malha, dividindo cada um dos lados
de forma igual e tracando retas paralelas aos lados de cada um dos pontos divisao.
No caso particular do problema proposto, temos x + y + z = 8, temos a malha,

representada pela figura 2.20:

(5,0, 3),

(7,0,1) /\/\ 0,7, 1)

A(8, 0, 0) B(0, 8,0)
(7,1,0) 6,2,0) (5, 3,0) (4,4,0 (3,5,0) (2,6,0) (1,7,0

Figura 2.20: Malha de coordenadas baricéntricas.
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As coordenadas dos vértices A(8 : 0 : 0),B(0 : 8 : 0),C(0 : 0 : 8) e, por
exemplo, o ponto marcado com um quadrado pequeno tem coordenadas (1 : 2 :
5) , representando a capacidade dos vasos , a posicdo expressa pelas coordenadas
desse ponto, nao pode ocorrer de fato, os Ginicos pontos que poderiam representar
a distribuicao de adgua no recipiente sao aquele na extremidade ou no interior do
paralelogramo marcado , o vértice A(8: 0 : 0) representa a situacao inicial.

Despejar a agua de um vidro em outro significa movimentar-se de um né ao
outro ao longo de uma das linhas da malha (a quantidade de dgua que permanece
no recipiente nao se altera). Uma maneira de verificar se a quantidade de liquido em
cada vaso é observar a seguinte condigao: cada terno ordenado deve ter um 0, dai
por diante, temos que observar ou 8 no primeiro termo, ou 5 no segundo, ou 3 no
terceiro. Portanto, s6 podemos mover sobre a borda do paralelogramo destacado.

Inicialmente, o primeiro vaso esté cheio, por isso, partimos do vértice A(8: 0 : 0),
a partir deste ponto inicial, é possiveis dois movimentos ao longo da linha em que
z =0, até ono6 (3:5:0), ou ao longo do lado y = 0 até o n6 (5: 0 : 3). Resolver
este problema ¢é semelhante a jogar sinuca em uma placa triangular. Ha exatamente
trés nos (marcados com um circulo, nos lados do paralelogramo) cujas coordenadas

contém, pelo menos um 4, que sao:
(4:4:0),(4:1:3)(1:4:3).

O problema seré resolvido quando a bola chega a um dos trés pontos. Na figura

acima mostra um possivel caminho:
(8:0:0)—>(3:5:0)—>(3:2:3) > (6:2:0)
—(6:0:2) > (1:5:2) = (1:4:3)

Procedemos da seguinte maneira: em primeiro lugar, encher o segundo vaso, usando
o primeiro; enche-se o terceiro a partir do segundo e nessas trocas de liquidos pode-

mos entao através das coordenadas baricéntricas do triangulo encontrar uma solucao
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para este problema. As coordenadas baricéntricas sao muito utilizadas em aplica-
¢coes de computacao grafica para generalizar um conjunto de determinados valores
de dados. Tradicionalmente, as coordenadas sao necessarias para satisfazer uma
série de propriedades. Uma das aplicagoes é dar movimento e desenhos animados
através de uma malha semelhante a vista no problema dos vasos, que através de
uma malha com coordenadas, com uma série de pontos destacados na figura 2.21,

podemos movimentar desenhos.

Figura 2.21: Coordenadas baricéntricas em desenho animado.

Vamos considerar agora o seguinte problema: Dado uma regiao poligonal qual-

quer P, verificar se um ponto P do plano pertence ou nao a esta regiao.

Figura 2.22: Localizacao de pontos em uma regiao.

Uma solucao para esse mesmo problema é usar as coordenadas baricéntricas.
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Essa técnica também é 1til em outros contextos e, portanto, vamos apresenta-la em
detalhes.

As coordenadas baricéntricas, como foi explanado no inicio deste trabalho, é o
resultado de uma combinagao linear.

Sejam A, B e C pontos nao colineares do plano R?. Entao todo ponto P do plano

pode ser escrito de modo tnico como combinacao de u, v e w, isto ¢, na forma:
P=uA+v.B+wC

onde u, v e w sao numeros reais satisfazendo u + v + w = 1.
A prova desse fato é bem simples. Basta observar que os ternos (u;v; w) satisfa-
zendo as condicoes dadas sao as solugoes do seguinte sistema linear de trés equagoes

a trés incognitas:

U.T1 + V.29 +W.T3 =2
Uy +vYs + Wy =y
utv+w=1
onde A = (z1,11), B = (22,v2),C = (v3,y3) e AB x AC # 0, ji que os pontos A, B
e C' nao sdo colineares. Portanto, o sistema dado tem soluc¢ao tnica (u;v;w) para
cada P € R%

Os coeficientes u, v e w dados acima sao denominados as coordenadas baricéntri-
cas de P em relacao a A, B e C. Esse nome vem da seguinte observa¢ao: se massas
iguais a u,v e w sao colocadas em A, B e (', entao o baricentro dessa configuracao
é o ponto P=u.A+v.B+w.C.

Os valores de u, v e w podem ser facilmente obtidos do sistema anterior utilizando
a regra de Cramer. Obtendo os sinais de u, v e w, podemos entao definir se o ponto
estd no interior ou nao da regidao considerada, de acordo com a figura 2.5, pagina

18. Isso é muito utilizado em Engenharia Cartografica.
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