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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estudar alguns objetos geométricos sobre a
superficie esférica, de modo comparar as caracteristicas de tais objetos nesta superficie
e também no plano. Desta forma, sao definidos os principais objetos geométricos da
Geometria Esférica tais como retas, segmentos, angulos e triangulos. Também nao pode-
riamos deixar de definir o calculo da distancia nesta geometria, assim como estudar as
relacoes entre os objetos definidos. Como consequéncia, procuramos apresentar algumas
aplicagoes do calculo da distancia em problemas mais proximos possiveis da realidade,
considerando particularmente a forma do nosso planeta, que se assemelha a uma esfera.

Palavras-Chaves:

Geometria Esférica, Triangulo Esférico, Trigonometria Esférica, Coordenadas Esféricas.



Abstract

The present papers aims to study some geometric objects on the spherical surface,
so compare the characteristics of such objects in this surface and also in the plan. Thus,
we define the main geometric objects of the spherical geometry such as lines, segments,
angles and triangles. Also we could not leave set the distance calculation in this geome-
try, and to study the relationships between the objects defined. As a consequence, we
present some applications calculates the distance problems as near as possible to reality,
particularly considering the shape of our planet, that resembles a sphere.

Keywords:

Spherical Geometry, Spherical Triangle, Spherical Trigonometry, Spherical Coordina-
tes.
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Capitulo 1

Introducao

Desde a antiguidade o ser humano vem observando e desenhando as formas a sua
volta. Isso é possivel ser visto em desenhos feitos em rochas como registros do homem
pré histérico. As primeiras civilizagoes, porém, que conseguiram algum avango no es-
tudo da geometria foram os egipcios e mesopotamios, que obtiveram certas férmulas de
mensuragao para terrenos que eram usados para agricultura.

Com tudo, os maiores avancos no estudo das formas foi feito pela civilizacao grega,
principalmente a partir do século VI antes de Cristo até o inicio da era crista. Isso se deve
pelo fato que os gregos nao se contentaram com a apresentagao formulas ou propriedades
relativas as figuras geométricas, mas também provavam a validade de tais resultados,
dando a eles a virtude de se tornarem perenes.

Porém, a primeira parte de geometria desenvolvida estava relacionada a objetos que
poderiam ser construidos e observados pelo homem. Os esfor¢os do matemaético grego
Euclides que por volta do ano 300 antes de Cristo reuniu todo conhecimento sobre estéa
geometria e também sobre a teoria dos nimeros de seu tempo em um unico tratado de
13 volumes fez com que a geometria ali descrita se tornasse conhecida como geometria
euclidiana.

Mas quase paralelamente, também se tinha a consciéncia de que a Terra tinha forma
de uma esfera e, além disso, acreditava-se que os corpos celestes estavam sobre o inte-
rior de uma superficie esférica, cuja Terra estava no centro. Assim, também comecou a
se desenvolver métodos de célculos envolvendo figuras geométicas na superficie esférica.
Tal conhecimento foi essencial para o desenvolvimento da astronomia e também das na-
vegacoes.

Contudo, enquanto o conhecimento em geometria euclidiana é valorizada nos curriculos

escolares desde longos tempos, os conhecimentos da geometria esférica ficaram quase que
exclusivos para as pessoas interessadas em astronomia ou navegacao. Tais aspectos s
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16 CAPITULO 1. INTRODUCAO

tiveram mudanca a partir do final do século XIX e inicio do século XX com a aceitacao
das geometrias nao euclidianas. Também as necessidades do estudo da geogréifia e da
localizagao correta de pontos na superficie terrestre, assim como o advento dos GPS
fizeram com que o estudo da geometria esférica ocupassem lugar de destaque na pesquisa
matematica.

Neste trabalho, dividido em 6 capitulos, abordaremos a geometria esférica a partir
do conhecimento que temos sobre a localizacao de pontos por coordenadas ortogonais e
vetores. Desta forma, no capitulo 2 estudaremos os sistemas de coordenadas ortogonais
do espaco euclidiano E3?. No capitulo 3 apresentamos a definicdo de vetores no espaco,
assim como suas operagoes e propriedades, dando especial atencao ao conceito de base,
ao produto interno e ao produto vetorial.

O estudo da geometria esférica propriamente dita se inicia no capitulo 4 e segue até o
capitulo 6. No primeiro deste capitulos, apresentamos as primeiras defini¢coes assim como
os primeiros resultados relevantes sobre a geometria esférica. No capitulo 5 apresentamos
as transformacoes geométricas na geometria esferica que preservam distancia. No capitulo
6 nés definimos os triangulos esféricos e apresentamos suas principais relagoes.

No dltimo capitulo, apresentamos algumas aplicacoes que podem ser apresentadas
a alunos do ensino médio, buscando explorar problemas que podem se apresentar no
cotidiano de viagens de longa distancia na Terra, assim como apresentamos um resumo
das principais semelhancas e diferencas entre a geometria euclidiana plana e a geometria
esférica.

Acreditamos que o trabalho aqui desenvolvido e proposto possa ser realizado com alu-
nos do ensino médio e podem ser realizados, sem que se prejudique o desenvolvimento do
contetudo tradicionalmente estudado, em exposicoes cientificas que muitas escolas reali-
zam, ou através de programas que buscam ampliar a presensa dos estudantes nas escolas,
sendo um tema optativo aos alunos.

Neste trabalho, o aluno tera de estudar as funcoes trigonométricas seno e cosseno,
assim como a inversa da funcao cosseno, a funcao arco-cosseno. Para realizacao das
atividades de célculo, também serd necessario a utilizacao de calculadoras cientificas.



Capitulo 2

Coordenadas no Espaco

Neste capitulo, designaremos por E? o espaco euclidiano.

2.1 Sistema de Coordenadas no Espaco

Para construir um sistema de coordenadas no espaco, procederemos de forma analoga
ao que se faz no plano. Tomemos no espaco euclidiano E3, trés eixos de mesma origem
O, mutuamente perpendiculares, com unidades de medida de comprimento iguais. Eles
serao chamados de eixos OX, OY e OZ.

Figura 2.1: Eixos Ortogonais no Espaco [E?

Temos assim um sistema de eizos ortogonais OXYZ no espaco E3. No sistema de eixos
ortogonais OXYZ ha trés planos especiais, chamados planos cartesianos:

17



18 CAPITULO 2. COORDENADAS NO ESPACO

e Txy, o0 plano que contém os eixos OX e OY;
e Txz , 0 plano que contém os eixos OX e OZ;

e Tyz , 0 plano que contém os eixos OY e OZ.

Designando por R? o conjunto de todas as ternas ordenadas (z,y,z) de nimeros reais,
o sistema de eixos ortogonais OXYZ estabelece uma bijecao com R?, ou seja, cada ponto
P do espaco E? corresponde a uma tnica terna ordenada de ntimeros reais, e cada terna
ordenada de niimeros reais corresponde a um tinico ponto de E3.

Se o ponto P de E? estd em correspondéncia com a terna (z,y,2), dizemos que z, y e 2
sao as coordenadas de P em relacao os sistema de eixos ortogonais OXYZ. Desta forma,
dado um sistema de eixos ortogonais OXYZ em E3, cada ponto P fica determinado pelas
suas coordenadas (z,y,z) e escrevemos:

P = (z,y,2).

Para obter estas coordenadas, procedemos da seguinte forma:

e coordenada z: coordenada no eixo OX do ponto de interse¢ao deste eixo com o
plano 7" que passa por P e é paralelo a 7y 4.

e coordenada y: coordenada no eixo OY do ponto de intersecao deste eixo com o
plano 7" que passa por P e é paralelo a wx .

e coordenada z: coordenada no eixo OZ do ponto de intersecao deste eixo com o
plano 7’ que passa por P e é paralelo a mxy.

Z
Z] —
R A
/s s
/ / |
7/ P |
2 L
n i |
I I
|
I I
|
| : ‘
| (0] T sy Y
[ b
| I/
|
x¥ - — — %

Figura 2.2: Coordenadas do ponto P




2.2. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS NO ESPACO 19

Exemplo 1. Vamos determinar as coordenadas dos pontos A, B e C no sistema de
coordenadas no espaco E?, como na figura 2.3.

Z
7
R it 4‘
[ 3 S c |
14 | N
B/ L
fommr- . K | ‘
i P2
Ll o o
L 1 2713 4156 789
S 1./0 v 1 Y
r’,:‘,, _1:1’:}\‘7 ””” Al
N
4 B

Figura 2.3: Coordenadas dos pontos A, B e C

A= (4,4,2) ,B=(3,5,5) e C= (1,8,6)

2.2 Distancia entre dois pontos no espaco

Sejam P = (zp,yp,zp) e Q = (20, Yq, 2o) pontos no espago E3. Queremos determinar
um modo para calcular a distancia entre P e @), denotada por d(P,Q), através de suas
coordenadas.

Inicialmente, vamos observar que se os dois pontos estao sobre uma reta paralela a
um dos eixos coordenados, a tinica coordenada que difere nos dois pontos é a coordenada
relativa a este eixo.

Suponha que os pontos P e @) estejam sobre uma reta paralela ao eixo OZ, como na
figura 2.4.
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N

ZP—A
7|7
4 |
v
s |
/ |
z
|L‘6 ot 7
//|
! s
| /7 =
s 1P Y0
117 9 Y
¢ /
/
||/
LAy
XP—XQ_V
X

Figura 2.4: Pontos sobre uma reta paralela ao eixo OZ

Entao
Tp =TQ,Yp = YQ, 2P F 2Q-

Neste caso, a distancia entre esses dois pontos é o mdédulo da diferenca das coordenadas
diferentes desses dois pontos:

d(P,Q) = |zp — zq]
Se P e () sao pontos que nao estao sobre uma reta paralela a um dos eixos coordenados,
a distancia entre P e () é o comprimento da diagonal do paraleleplpedo reto ABCPDEFQ,
onde A = (an yp, ZP)a B = (ny yp, ZQ)a C = (xP, yp, ZQ)? D = (xQ7 Ya, ZP)? E =
(xp,yg, zp) ¢ F = (zp,yg, 2g), como na figura 2.5.

Figura 2.5: Célculo da distanica entre P e @)

Note que o triangulo BC(Q), retangulo em B, estd em um plano paralelo ao plano mwxy .
< <

Além disso, as retas BC e B(Q) sao paralelas aos eixos OX e QY, respectivamente. Entao
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d(B,C) = |zg —xp| e d(B,Q) = |yp — yg|- Aplicando o teorema de Pitagoras neste
triangulo, tem-se:

d(Q,C)* =d(B,C)* +d(Q,B)* = |vg — xp|* + lyqg — yr|” = (xr — y0)* + (yr — yo)’

<
Note, agora, que PCQ é um triangulo retangulo, com angulo reto em C, pois PC

—
é perpendicular ao plano que contém o triangulo BCQ. Além disso, PC' é paralela ao
eixo OZ e, portanto, d(P,C) = |zp — zg|. Por fim, aplicando o teorema de Pitdgoras ao
triangulo PCQ), temos:

d(P,Q)? = d(P,C)* +d(Q,C)* = d(P,C)? +d(B,C)? + d(Q, B)?

d(P,Q) = (zp — 2q)" + (xr — 20)" + (yr — yq)”-

Portanto,
A(P.Q) =/ (2p — 20)* + (vr — y0)* + (2p — 20)"
Exemplo 2. Vamos determinar a distancia entre os pontos P = (3,—-2,6) e Q =
(0,—5,1).

d(P,Q) = /(3—-02+(-2+5)2+(6—1)2
= V9+9+25
= V43

Exemplo 3. Determinaremos, a seguir, uma equacao para a esfera S com o centro em
O, origem do sistema de coordenadas em E?, e raio R=1.

Figura 2.6: Esfera com centro em O e raio 1
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Se P = (x,y,2) é um ponto da esfera S, d(P,0) = /1 = 1. Entéo:

VE—=02+Hy—024(2—02=a24+12+22=1.

Elevando ao quadrado ambos os lados desta igualdade, obtemos a equacao da esfera
S
24yt + =1,

Observagao: a esfera do Exemplo 3 é geralmente denominada por S? e sera sobre esta
esfera que desenvolveremos nos préximos capitulos a Geometria Esférica.



Capitulo 3

Vetores

Apresentaremos neste capitulo os vetores no espago. Neste texto, os vetores serao
utilizados em diversos resultados que apresentaremos.

Para dar a definicao de vetor, usaremos a idéia de segmento orientado. Dados dois
pontos A e B do espaco euclidiano E3, o segmento orientado de origem A e extremidade
B ¢é o par ordenado (A, B). Deste modo, no segmento AB esté estabelecido um sentido
de percurso de A para B. Nesse caso, BA é também um segmento orientado, mas com
sentido de percurso oposto ao de AB.

Definicao 1. Dizemos que os segmentos orientados AB e CD sao equipolentes quando
satisfazem as seguintes condicoes:

1. AB e CD tém comprimentos iguais;
2. AB e CD estao contidos em retas paralelas ou na mesma reta;

3. AB e CD tém o mesmo sentido.

Notacao: AB=CD
A relagao de equipoléncia entre segmentos orientados satisfaz as propriedades:

e Reflexidade: AB = AB;
e Simetria: se AB = CD, entao CD = AB;
e Transitiva: se AB=CD e CD = EF, entao AB = EF.

ou seja, ela é também uma relacao de equivaléncia.

23



24 CAPITULO 3. VETORES

Sendo assim, podemos dividir o conjunto dos segmentos orientados de E? em subcon-
juntos chamados classes de equivaléncia pela relagao de equipoléncia, ou simplesmente
classes de equipoléncia.

Definicao 2. Um vetor de E3 é uma classe de equipoléncia de segmentos orientados de
[E3.

Dado o segmento orientado AB em [E? tal que a classe de equipoléncia é o vetor ¥

=
(podemos escrever também AB), entdo

#=AB= {CD|AB = CD}.

O vetor cuja origem ¢ igual a extremidade é chamado de vetor nulo. Pela definicao de
—)
vetor, dado um vetor ¥ =AB e um ponto P € E3, existe um tinico ponto ) € E? tal que
— —
7 =PQ. Deste modo, designamos ) = P + ¥ o tinico ponto de E? tal que 7 =PQ).

Definigao 3. Sejam A = (z4,ya,24) ¢ B = (xp,yp, 25) pontos de E3. Os nimeros reais
_>

TB—TA, YB—YA € 2B — 24 SA0 as coordenadas do vetor AB no sistema de eixos ortogonais
OXYZ.

Assim, podemos identificar um vetor com uma terna ordenada, de modo a escrevermos

*)
AB= (xB — XA, YB — YA, 2B — ZA) .

H
Assim, dado um vetor ¥ = (a, b, ¢), existe um tnico ponto P = (a, b, ¢) tal que ¥ =0OP,
onde O = (0,0,0) é a origem de E3.

Exemplo 4. Dados os pontos A = (5,3,—-2), B = (1,0,3) e C = (0,1,0), vamos deter-
— — —
minar as coordenadas do vetor © =AB e dos pontos D e P tais que © =CD=0P.

H
i@ =AB=(1—-5,0—-3,3—(=2)) = (—4,-3,5)
D=C+ii< D=(0,1,0)4 (—4,-3,5) & D = (—4, —2,5)
P=0+i< P=(-4,-35)
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3.1 Operacoes com Vetores

Vamos definir duas operacoes no conjunto dos vetores. A primeira serd a adicdo de
vetores e, em seguida, definiremos a multiplicagao de uwm vetor por um niumero real.

N

Definigao 4 (Adigao de Vetores). Sejam 4 e ¥ vetores de E3. Se @ =AB, seja C' o tinico
H

ponto de E? tal que @ =BC. O wvetor soma de i com v, designado por @ + ¥, é o vetor

.
AC.

B —
u+v=AC .
Z
B
V
y C
Y
‘A utv

X

Figura 3.1: Soma dos vetores 4 e v

Proposicao 1. Sejam OXYZ um sistema de eizos ortogonais e os vetores i = (1,1, 21)
e U= (x2,Ys2,20). Entao:

U+ 7T = (x1,y1,21) + (22, Y2, 22) = (X1 + X2, Y1 + Y2, 21 + 22).

—

Demonstragdo. Sejam P = (x1,y1,21) € Q = (72,92, 22) pontos de E? tais que @ =OP e
H

H
7=0Q. Seja S = (x3,y3, 23) 0 ponto de E3 tal que v =PS.
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Z
- S

P _ ==
——)—) /

> utv /

u /

/

>
— 0

X

Figura 3.2: Coordenadas do vetor soma

Entao:
U= (353 —T1,Y3 —Y1,%23 — Zl)-

Logo S = (v3,ys, 23) = (21 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22)

L, = —  — —  —
i+ =0P + OQ=0P + PS=0S5= (11 + x2,y1 + ¥2, 21 + 22)

Exemplo 5. Dados os pontos A = (1,3,2), B = (4,—2,0) e C = (—2,0,5), vamos
H

—_—  —
determinar as coordenadas do ponto D tal que AD=AB + AC.
H
Sendo D = («, 3,7), temos AD= (o — 1,8 — 3,7 — 2). Entao:

(—1,8-3,7=2) = (4—1,-2-3,0—2)+(-2—1,0-3,5—-2) = (3,—5,—2)+ (-3, -3,3)

(a—1,-3,7v—2)=(0,-8, 1) a=1,=-5,7v=3
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——o-—0]-p-—0-—-—0-—p -
TR A3

1l
—_

4 !
// 2 +_2
B, 3 H
5 $-4
X 6 +_5

Figura 3.3: Exemplo 4

Propriedades: Sejam i, ¥, @ vetores em E3. A adicao de vetores satisfaz as seguintes

propriedades:

1. Associativa: (@ + ¥) + @ = 4 + (U + 0);

2. Comutativa: @+ v = U+ u;

3. Existéncia de Elemento Neutro: para todo vetor u, o vetor nulo 0= (0,0,0) satisfaz
u+0=u;

4. Existéncia de Elemento Oposto: para cada vetor u, existe um tnico vetor, designado

5 — —

por —i, tal que @+ (—u) = 0. Se © =AB, —u =BA.

A propriedade 4 nos garante que é possivel fazer a subtragao entre dois vetores e
também nos fornece um modo de descrever esta operacao. Dados os vetores @ e ¥ em E3,

— —
U—U=1u+ (—0). Seu =AB e ¥ =AC, entao:
— —  —
iU—U=u+(—0)=AB + CA=CB .

_>
Defini¢ao 5 (Multiplicagao de um Vetor por um Nimero Real). Sejam AB um vetor de

— — —
E3 e A um ndmero real. O produto de A\ por AB é o vetor AC= \ AB, tal que:

1. A, B e C sao colineares;
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2. |AC| = d(A,C) = |\d(A,B) = |\ - |AB|, onde |AB| e |AC| sao os comprimentos
dos segmentos AB e AC

3. os segmentos orientados AB e AC tém o mesmo sentido se A > 0 e sentidos opostos
se A < 0;

— = — =
4. se \=0ou AB= 0, entao A AB= 0.

C

(a) A>0 (b) A< 0

H
Figura 3.4: Resultados da multiplicacao de AB por A

—

J4 vimos que, dado o vetor 7 =AB, existe um tinico ponto P de E3 tal que o vetor
— —
OP é um representante de v, ou seja, ¥ =0OP e as coordenadas de v coincidem com as co-

ordenadas de P. Assim, vamos determinar as coordenadas de A\v' a partir das coordenadas
de 7.

Proposigao 2. Seja v = (a,b,c) um vetor de E* ¢ A € R. Entdo:
AT = (Aa, Ab, Xc).

H
Demonstracao. Seja P = (a,b,c¢). Entdo ¥ =0OP. Tomemos o ponto Q) = (Aa, \b, Ac) e
— —

vamos mostrar que OQ= \ OP. Para fazer isto, precisamos verificar as 4 propriedades
da definicao anterior.

Primeiramente, vejamos que se A = 0, A7 = (0,0,0) = 0. Se @ = 0, A7 = (A0, A0, A0) =
(0,0,0) = 0, o que verifica 4.

Para verificar 2, vamos calcular

|0Q| = d(0,Q) = VA2a% + \2b2 + \2¢% = |A|[Va? + b2 + 2 = |\|d(O, P) = |\| - |OP|

Para provar a condic¢do 1, primeiro vamos calcular d(P, Q).

d(P.Q) = yJla—ra)+ (b= ) + (e — Ao)?
- VO @R
= N1V + 82+
A= 1/d(O, P)
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Agora, temos que analisar os seguintes casos:
Caso 1: 0 < A < 1. Entao |\ — 1| =1 — A. Logo,

dO0,Q)+d(P,Q) = d(0,Q)+ (1—=N)d(O, P) = \d(O, P)+d(O, P)—\d(O, P) = d(O, P)

Portanto, O, P e () sao colineares com () entre O e P.
Caso 2: A > 1. Entao |A — 1| = A — 1. Logo,

(0, P)+d(P,Q) = d(O, P)+(A=1)d(O, P) = d(O, P)+Ad(O, P)—d(O, P) = A(O, P) = d(O, Q)

Portanto, O, P e () sao colineares com P entre O e Q).
Caso 3: A <0 Entao |A —1/=1—-Xe |\ =—A\. Logo,

(0, P)+d(0, Q) = d(O, P)+|\|d(O, P) = d(O, P)—Ad(O, P) = (1-\)d(O, P) = d(P, Q)

Portanto, O, P e () sao colineares com O entre P e Q).
Caso 4: A =1 Entéo |A — 1| = 0 de onde temos d(P, Q) = 0 e, portanto, P = Q).

A condicao 3 esta demonstrada com os calculos feitos acima pois os segmentos orien-
tados OP e OQ) tém mesma orientacao se A > 0 e orientagoes opostas se A < 0. n

Exemplo 6. Sejam A = (1,—2,5) e B = (3,1,4) pontos de E3. Vamos determinar as

H
coordenadas do vetor —3 AB.
—)
AB=(3—-1,1—(-2),4—5) = (2,3, 1)

—
Entdo —3 AB= —3(2,3,—1) = (=6, -9, 3)

Propriedades: Sejam @ e © vetores de E3 e A\, u € R, a multiplicacdo de um vetor por
um numero real possui as propriedades:

1. Associativa: \(ui) = (Au)u;

2. Existéncia de Elemento Neutro Multiplicativo: 1 € R satisfaz 14 = u, para todo
vetor

3. Distributiva quanto a Adi¢ao de Nuimeros Reais: (A + p)d = A\ + pdl.

4. Distributiva quanto a Adigao de Vetores: \(u + ¢) = A\t + Av.
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3.2 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao 6. O vetor v é maltiplo do vetor u se existe A € R tal que v = A\u.

Exemplo 7.

1. O vetor ¥ = (15, —12,6) é multiplo do vetor & = (5, —4,2). Para isto, basta tomar
A =3, pois
3 = 3(5, —4,2) = (15, ~12,6) = 7.
2. O vetor 7 = (—8,4,12) é miltiplo do vetor @ = (6,—3,—9). De fato, tomando

A = ——, temos
3

4 4

3. O vetor ¥ = (5, —1,3) nao é multiplo do vetor « = (0,2, —3). De fato, suponha que
existe A € R tal que ¥ = \u. Entao:

5=X\-0 A=0
(5,—-1,3) = A\(0,2, -3) «<— —1=X2 = A:—§

Deste modo, U # A\u

Da defini¢ao acima, podemos concluir

e O vetor nulo 0 é multiplo de qualquer vetor. Dado um vetor arbitrdrio @, temos
0 = 0

e Todo vetor nao nulo é multiplo de si préoprio. Dado o vetor i, temos i = A\ < A = 1;

- 1
e Sev#0ev=M\u,entao A # 0 e ¥ = —7, ou seja, 4 é multiplo de v.

A

Note que a definigao 6 dada acima é equivalente a definicao de multiplicacao de vetor
por um nuimero real, ou seja,

— —
Os ponto A, B e C sao colineares < um dos vetores AB e AC' é miiltiplo do outro.

Definicao 7. Um vetor v é uma combinac¢ado linear dos vetores vy, U3, - - -, v, se existem
A1, Ag, 0, A, € R tais que:

U= )\1U_i + )\QU_é + -+ /\nl)_;L
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Exemplo 8. O vetor ¥ = (4,—3,3) é combinacao linear dos vetores u; = (—1,0,3) e
iy = (2,—1,—1). De fato, tomando A\; = 2 e \y = 3, temos:

)\161 + )\262 - 2(_1: 07 3) + 3(27 _17 _1) = (_27 07 6) + (67 _37 _3) = (47 _37 3) = 17

Definigao 8. Dizemos que os vetores u, ¥ e @ de E? sao linearmente independentes (LI)
se a igualdade
Oélﬁ‘f’ CYQ'U"" CY3’LU =0

ocorre apenas quando a; = ag = ag = 0.
Se i, U e W nao sao LI, diremos que eles sdo linearmente dependentes (LD).

Exemplo 9. Vamos provar que os vetores @ = (1,3,4), ¥ = (1,1,2) e & = (2,1,5) sdo
LI. Sejam oy, as, a3 € R. Entao
Qi+ T+ sl =0 < (aq + ag + 2a3, 301 + ag + asz, daq + 2a5 + baz) = (0,0,0)
a1 +ag + 203 =0
<~ 3a1 +as+a3 =0
4oy + 2000 + a3 = 0
— a;=ay=a3=0.

Exemplo 10. Os vetores vetores @ = (—1,5,4), ¥ = (3,—2,—1) e & = (—5,12,9) sdo
linearmente dependentes. De fato, tomando a; = 2 e ay = a3 = —1, temos:

ol + T+ a3 = (—2—3+5,10+2—-12,841—-9) = (0,0,0) =0
Observagoes:
1. Qualquer conjunto de vetores contendo o vetor nulo 0é LD;

2. Se u, v e w é LD, entao um destes vetores é combinacgao linear dos demais. Observe
que o vetor W do exemplo 10 pode ser descrito por W = 24 — ¥, ou seja, W é
combinacgao linear de @ e v.

Apresentaremos, a seguir, um teorema que mostra que todo vetor de E? se expressa
de maneira tinica como combinacao linear de trés vetores LI.

Teorema 1. Sejam vy, U5 e vz trés vetores linearmente independentes de 3. Entdo, para
cada vetor W de E3, existem tinicos x,y,z € R tais que:

W = xvy + yv3 + 203.
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Demonstracao. Sejam vy = (a,b,c), v5 = (d,e, f), 03 = (g, h,i) e W = (T, Y, 2w). Que-
remos mostrar que existem unicos x, y, 2 € R tais que

W = xvy + yv3 + 203
Para isso, tomemos o sistema linear
ra+yd+ 29 = xy
xb + ye + zh =y,
re+yf+z2i =2,

Como v7, v3 e v3 sao LI, temos que

£0.

o o
~ 0O
= M

Logo, o sistema tem solucao e é unica, o que prova o teorema.
O

O conjunto de vetores {v1,v5,v3} LI de E? é chamado de base de E3 e os niimeros
reais , y e z sao as coordenadas de @ com relagao a base {v7, 03, v3}.

3.3 Produto Interno

Apresentamos, a seguir as definicoes de norma e de produto interno entre vetores.
Devemos salientar que a morma nos fornece o comprimento de um vetor, enquanto o
produto interno é um a operacao entre dois vetores mas, neste caso, o resultado nao é um
vetor, e sim um nuimero real.

Definigao 9. A norma ou comprimento do vetor v de E3, representado por ||7]|, é o
comprimento de um segmento representante de .

H
Se U =AB, entao ||v]| = d(A, B). De modo particular, se um vetor ' é dado por suas
coordenadas no sistema de eixos ortogonais OXYZ, sabemos que ha um tnico ponto P de

—
[E? cujas coordenadas coincidem com com as coordenadas de ¢. Entao ¢ =0P= (a, 3,7).

Portanto,
[7]] = d(O, P) = \/a? + 3% + 72
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Exemplo 11. Vamos calcular a norma do vetor 4@ = (=5, 3, —4).

@l = /(=5)>+ 32+ (—4)?
= Vv25+9+4+16
= V50 =5v2

Se ||v]| = 1, dizemos que ¢ é um wvetor unitdrio. Decorre da definicao 9 as seguintes
propriedades:

e ||7]| > 0, se para todo v € E? ;
o 7] =0 7=0

o A7l = Al [[7]].

Defini¢ao 10. Dados, no sistema de eixos ortogonais OXYZ, dois vetores @ = (x1, 41, 21)
e U = (9, Yo, 29) de E3, chamamos de produto interno entre i e ¥ o niimero real designado
por

< ﬁ,’g >= 2122 + Y1Y2 + 2122.

Exemplo 12. O produto interno entre os vetores @ = (2, —5,3) e ¥ = (4,—1, —3).

<uU,>=2-4+(-5)-(-1)+3-(-3)=8+5-9=4

Propriedades: Sejam %, © e w0 vetores de E* e A € R, o produto interno satisfaz as
seguintes propriedades:

1. < U, v >=<U,u >,

2. SMLU>= A< UUT>e <UN >= A< UT>;

3. KU+ W T>=<U,T>4+<W,v>e<uU,v+wW>=<U,v>+ < U, >.

Nao faremos as demonstragoes destas propriedades, mas elas podem ser feitas a partir

das propriedades dos ntimeros reais.

Dado um vetor @ = (z,y,z) no sistema de coordenadas ortogonais OXYZ de E?,
vejamos que:
<, >=x*+y*+ 2% = |Ju]|® (3.1)

Assim, o produto interno e a norma sao conceitos intimamente relacionados. Da
igualdade (3.1), podemos concluir que:
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—

. @ > > 0, para todo vetor @ de E3;

s

<
o < i>=0s1u=0.

2

Vamos mostrar agora um resultado nao imediato relacionando o produto interno e a
norma.

Teorema 2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se @ e ¢ sdo vetores de B3, entdo:
| <a@, 0> [ < [l - [|7].

A igualdade € vdlida se, e somente se, um dos vetores € multiplo do outro.

Demonstragio. Se @ = 0 ou ¥ = 0, é imediato que
| <@, v>|=0=|a]- 7]
Vamos supor que @ e ¥ nao sao nulos. Para qualquer ¢t € R, temos
<tu+ v, tdu+ 7> >0, ou seja,
P <UuU>4A<UT>+<T,07>>0 (3.2)

Definimos a fungao f(t) =< 4,4 > t* + 2 < 4,7 > t+ < 0, ¥ >. Por (3.2), vemos que
a funcdo quadrética f é nao negativa. Como o coeficiente de t? é, também, nao negativo,
segue que:

)
4 <@, 0> —4ljdl]?-||v]]? <0

<@, 7 >*< [|@)* - ||o]? (3.3)
Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade (3.3), obtemos:
| <, o> | < |l -]
Além disso, se | < @, > | = ||d]| - ||7]|, entao:
fA)=0=><tu+v,ti+0>=0
tU+v=0=7=—tu.
Se ¥ = A\, A € R, entao:
| <uv>|=|<u > = |A<u,u>|
= |\ <u,u>
= |- [lal?

= all - \xall = flal - [|]].



3.3. PRODUTO INTERNO 35

Corolério 1 (Desigualdade Triangular). Para todos os vetores @ e U de E3, temos:
[+ a| < [l + |7
A igualdade € vdlida se, e somente se, um dos vetores € nulo ou € miltiplo do outro.

Demonstragdo. |4+ V] =< @+ 0,0+ 0 >= ||d]]* + 2 < @, T > +]|7]|?
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz:
— — = —| — — —| —| — —| 2
4l +2 <@, o > +|[a]* < [Jal|* + 2[|a]] - 9] + |91 = (lall + [121])
Portanto, ||@ + 7]|> < (||@] + ||7]))>. Como ||@+ || > 0 e ||@|| + ||7]| > 0, extraindo a
raiz quadrada de ambos os lados da desigualdade obtemos:
la + | < [l + [|7]-
A igualdade decorre imediatamente da igualdade no teorema 2 O

Daremos a seguir a definicao de perpendicularidade entre dois vetores nao nulos de E3.

Definicao 11. O vetor @ é perpendicular (ou ortogonal) ao vetor ¥, e escrevemos o L ¥/
se < u,v >= 0. Os vetores © e v serao chamados de ortonormais se forem ortogonais e
unitarios.

Por fim, se {v1,v3,v3} é um conjuto LI de E? e dois a dois ortonormais, dizemos que
{v1, 05,03} é uma base ortonormal de E3.

Note que, dado um sistema de eixo ortogonais OXYZ de E3, os vetores e; = (1,0,0),
es = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) s@o linearmente independentes e também ortonormais. De
fato, veja que ||e;]| =1,i=1,2,3 e

orer 4+ agey + ages =0 <= ay(1,0,0) 4 a3(0,1,0) + a3(0,0,1) = (0,0,0)
< (Oél,OéQ,Oég> = (0,0,0)

<~ ar=as=a3=0
Além disso, < e;,e; >= 0 se i # j. Logo, {e1, e, e3} é uma base ortonormal de E?,
chamada base canonica.
Teorema 3. Se {v1,05,v3} € uma base ortonormal de B3, entdo para todo vetor i de E?,

U=<1u,v >0+ < U vy > U3+ < U, V3 > V3.
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Demonstragdo. Como {v7, vy, 03} é uma base de E3, existem tinicos a, 3,7 € R tais que
U = avy + Poy + U3
Assim,

<u,vy > = < avy+ Buy+ yus, 0] >
= o <0,0 >+ < 03,01 >4y < 03,01 >

Como 97 e v 8&0 ortonormais, assim como 07 e v3, temos que < vy, 07 >=< v3, V7 >= 0.
Logo < u,v7 >= «. Analogamente, prova-se que < @, v3 >= e < U, v3 >= 1. O

3.4 Produto Vetorial

Definigao 12. Dados os vetores @ = (x1,y1,21) e U = (22, Y2, 22), no sistema de eixos
ortogonais OXYZ de E?, o produto vetorial de @ por ¥ é o vetor

uXxXuv= (9122 — Y2z1, 212 — 2221, L1Y2 — x2y1) .

Sendo {ey, e2,e3} a base candnica do sistema de coordenadas OXYZ, o produto vetorial
de u por v também pode ser determinado por

€1 €2 €3
UX U= 1 Y1 2z
T Y2 Z2

Exemplo 13. Vamos calcular o poduto vetorial de @ = (1,—-3,1) e 7 = (—2,5,1).

GxT=(-3-1—1-51-(=2)—1-1,1-5—(=3)- (=2)) = (=8, —3,-1)

Propriedades: Sejam @ = (71,91,21), U = (79,%2, 22) € W = (x3,ys3, 23) vetores de E3
no sistema de eixos ortogonais OXYZ, tem-se:

—

U XU, >=<1uxv,U>=0, ou seja, U X U é ortogonal a u e U,

1.

A\

x U =0 se, e 86 se, um dos vetores é multiplo do outro;

£y

2.
3. Se @ x U # 0, entdao {u, v, 4 x ¥} ¢ uma base de E?;

4. U X U= —0U X U;
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5. < U X U, >= det (¢, ¥, W) onde

I Y1 A
det (4, V,W) = | 2 Yo 22
T3 Ys =3

As propriedades 1 e 3 sao de grande importancia na sequéncia do texto, pois elas nos
dizem que {u, 7,4 x '} é uma base ortogonal. Além disso, se ||| = ||U]] = 1, é possivel
determinar um vetor o tal que {u, ¥, W} é uma base ortonormal. Veremos como isso pode
ser feito logo adiante.

Demonstracao.
1. A prova sera feita a partir das coordenadas de i e v.
<UXU,U> = (Y122 — Yo21) T1 + (2122 — 2221) Y1 + (T1y2 — T24h1) 21
= T1Y122 — T1Ye1 + Y121%2 — Y129%1 + 21X1Y2 — Z21T2y1 = 0
De modo analogo, mastra-se que < @ X v,V >= 0;

2. Primeiro vamos supor que v = Au, para algum A € R, de modo que v =
(Ax1, A\y1, Az1). Entao:

UX U = (Y122 — Y221, 2102 — 2201, T1Y2 — TaY1)
= ()\y1Z1 — AY121, A1 71 — A2 21, ATy — Axlyl)
= (0,0,0)=0

Note que, se um dos vetores é nulo ele é multiplo do outro vetor. Entao o produto
vetorial de um vetor nulo por um vetor qualquer é o vetor nulo.

Suponha agora que @ x ¥ = 0, com @ e ¥ ndo nulos. Entdo z1, y1, z1 nao sio todos
nulos, assim como s, o, z2. Vamos supor que z; # 0. Entao:

y1ze — Y221 =0, 2102 — 2221 =0,  x1y2 — 22y1 = 0.
<2 <2
Yo=Y € T2= —I1

21 21
Portando, x5 é multiplo de z; e yo é multiplo de y;. Para concluir que 25 é miltiplo
de z;, vamos analisar os casos
caso 1: Se 21 = y; = 0 entao xs = yo = 0 e, portanto, @ = (0,0, z1) e ¥ = (0,0, 22).
Logo z, é multiplo de 2.
caso 2: Se x1 # 0, entao

Portanto, 2z, é multiplo de z;.
Logo v é multiplo de ;
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3. Sejam «, 3,7 € R tais que
ati 4+ U4y (4 x ¥) =0
Entao:
<UXV, 0+ PU+~y (U X V) >=a<UXV, 4>+ <UXV,U>+y < UXV,UXT >
Por 1, temos 7||@ x 9]|> = 0. Entao v = 0.
Vejamos agora que
ot + B0 = (axy + Brg, ayr + Bya, az1 + B22)

Sabendo que (i + A7) x ¥ = 0, temos:

(y1 + Bya) 22 — (z1 + B22) y2 = 0 a (Y12 — yaz1) = 0
(zy + Pzo) g — (a1 + Prg) 20 =0 = ¢ a(z129 — 20m1) =0
(axy + Bra) y2 — (ay1 + Byz) 22 =0 o (x1y2 — 2911) =0

Logo, o (i x ) = 0. Entdo o = 0. Calculando @ x (a@ + A7) de forma anéloga
feita para determinar «, chega-se que 8 = 0;

4. Provaremos esta propriedade a partir das coordenadas dos vetores.

UXT = (Y122 — Y221, 21%2 — 2201, T1Y2 — T2Y1)
= - (?J221 — Y179, 221 — Z1T2, T2Y1 — Ilyz)
= —UXU

5. Provaremos também esta propriedade usando coordenadas.

<UXT,W> = < (y122 — Y221, 2102 — 22%1, T1Y2 — T2y1) , (T3, Y3, 23) >
= I3 (yIZQ - y2Z1) + Y3 (2'1$2 - Z2$1) + 23 (951?;2 - $2yl)

= T1Y2%23 -+ Y1223 + 21T2Ys — XT3lY221 — Y322&1 — 23X2Y1

T Y1 oz
= | Xy Yo 29 | =det(u, v, W)
T3 Ys Zz3

]

O proéximo resultado a ser apresentado, sem ser demonstrado, é também chamado de
duplo produto vetorial.

Proposigao 3. Sejam i, U e @ vetores de E3. Entdo:

(U X V) x W =< t,d >v— < U,0>u
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Corolario 2. Sejam @, ¥, @ e t vetores de E®. Entdo:

— — =

1. <uUXv,w

—

>=<U,U X W >;
2. <UX VW XE>=< U, >< U, > — < T,0 >< i, >;
3. |l x a2 = @2 - |72~ < @7 >2.

Demonstracao.

1. Decorre da propriedade 5 e das propriedades dos determinantes;

2. Segue de 1 que

<(@xV),Wxt> = < (i@x7) xwi>
= < (<UW>v— < V0 >1d),t>
= <UW><V,t>—< U, ><u,t>
3. Segue de 2:
<UXV,UXT>S=< U, U ><U,0>— < v,u>< U0 >
Logo,

- 59

i x & = @l - |8~ < @5 >
]

Terminamos este capitulo com um teorema que nos fornece um método pra determinar
uma base ortonormal de E3, do um vetor unitario.

Teorema 4. Se um vetor @ de E3 € unitdrio, existem vetores U e w em E? tais que
{u,V,W} é uma base ortonormal.

Demonstragio. Seja t um vetor unitario diferente de +#. Definimos

—

Note que ¢ é ortogonal a u (propriedade 1), assim como w é ortogonal a # e v.
Portanto, {u, v, w} é LI e consequentemente uma base de E3.
Agora, vamos observar que

ixi axi _

1l =llim—sz = =7 =
i > dl|” @ x ¢
1% ol = [lal]* - |7~ < @, >*= 1
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Portanto, «, U e w s@o unitarios, de onde concluimos que {u, v, w} é uma base orto-
normal. ]

Observacgao: note que a demontragao nos fornece um método para determinar um vetor
ortonormal (perpendicular e unitario) a dois vetores unitérios dados. Este método sera
usado diversas vezes ao longo do texto que se segue.

3 1 V3 2 2 /6
Exemplo 14. Dados os vetores # = (%—, 7 g), ev= (—\/7_, —%, \/T—>, vamos
determinar o vetor @ de modo que este vetor é ortonormal a u e v.
Inicialmente, veja que
3 1 3+1+412
i =1/ =+ —+34=4/ =" =1
Il =i+ 16" \/ 16

2 8+2+6
Ull =1/ - + 216 16=4/——m=1
I3 \/4+ 616 = /=

Agora, devemos calcular o produto vetorial entre @ e . Assim, vamos obter

s (VB VG-3/E VG20
uUXvU= |-+ —
16’ 16 ’ 16

Note, agora, que

Assim, temos que

w;( 42—4&)‘1_ (@ VG- 3v3 _¢é+w§)

16 16’ 16 16



Capitulo 4

Geometria de Incidéncia da Esfera

Iniciaremos, agora, o estudo da Geometria Esférica. Para desenvolver este estudo,
nossa motivagao sera essencialmente intrinseca, ou seja os objetos geométricos serao defi-
nidos sobre a esfera em si e nao sobre os pontos do espaco que pertencem a esfera. Mas
para efeito de calculo, devemos pensar na esfera como um subconjunto de E3.

Podemos pensar, como analogia a nossa motivagao, que o nosso planeta ¢ uma esfera
perfeita, porém nosso campo de visao enxerga apenas uma regiao plana nessa superficie
esférica. Assim, por vezes apresentaremos duas vistas para nossos resultados; de uma foto
tirada a partir de um satélite no espaco e outra tirada de um helicoptero sobrevoando
uma regiao do planeta a baixa altitude.

Seja O a origem de um sistema de coordenadas ortogonais. Como as coordenadas do
—

vetor OP coincidem com as coordenadas de P, o ponto P também representara este vetor.

4.1 A Esfera S?

Para nosso estudo, utilizaremos a esfera S?, apresentada no exemplo 3, mas com a
definicao a seguir.

Definicao 13. A esfera S? é o conjuto dado por
S*={X eE/|X|| =1}

onde a norma ¢ dada pelo produto interno usual de R3.

Note que se for dado o sistma de coordenadas ortogonais, a definicao 13 coincide com
a equacao determinada no Exemplo 3.

41
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Agora, vamos imaginar que iniciamos uma viagem sobre a superficie da esfera S? de
modo que, do ponto de vista desta superficie, a viagem é feita em linha reta. Mas, ao
olharmos a viagem de fora da esfera, a trajetéria realizada descrevera um grande circulo
que é a intersecao de S? com um plano que passa pela origem do sistema cartesiano. Desta
forma, podemos dizer que uma reta de S? é um grande circulo.

Além disso, todo vetor determinado pelo centro de S? e um ponto de um grande
circulo é perpendicular a um vetor @ cujas coordenadas coincidem com as coordenadas
de um ponto de S%. Este vetor é chamado polo da reta de S? determinada por tal grande
circulo. A partir destas observagoes, podemos dar a seguinte definicao.

=

Figura 4.1: u e sua reta polar r

Definicao 14. Seja ¥ um vetor unitario. Entao, o conjunto
r={X eSS’/ <X, u>=0}

é chamado de reta com polo @ . N6s também diremos que 7 é a reta polar de 4.

Dois pontos P, € S? sao ditos antipodais se P = —(. Note que dois pontos
antipodais sao miultiplos um do outro. Desta observacao decorre a proposicao a seguir..

Proposicao 4.
1. Se @ € um polo de uma reta r, entdo seu antipoda —u também € polo de r;
2. Se P pertence a uma reta r, entao seu antipoda —P também pertence a r.

Demonstracao.
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1. Sejam @ o polo de uma reta r e P € r qualquer. Entao < P, —u >= — < P,u >= 0.
Logo — é polo de .
2. < —Piu>=—< P,u>=0. Logo, —P € r.
]

Poderiamos nos perguntar se dois pontos distintos de S? determinam uma tnica reta,
como ocorre na geometria euclidiana. O préximo teorema nos responde parte desta per-
gunta.

Teorema 5. Sejam P e Q) pontos distintos de 8% que ndo sio antipodais. Entdo, existe
>

uma unica reta contendo P e (), que nos denotamos por PQ).

Figura 4.2: Reta passando pelos pontos P e Q

<
Demonstracao. Para determinar um candidato a PQ), precisamos determinar um polo
u desta reta, isto é, um vetor ortonormal a P e (). Como P e () nao sao antipodais,
definimos
PxQ

T
1P xQ

Deste modo, a reta com polo @ passa por P e (). Para provar a unicidade, vamos supor
que ¥ é um polo de outra reta que passa por P e (). Entao

<U,P>=<7,Q >=0

Mas,
TX(PXxQ)=<9,P>Q— <0, >P=0
de modo que ¥ é um multiplo ndo nulo de P x ). Como ||U]] = 1, temos que ¥ = +4.

<
Logo, P(Q esta unicamente determinada. O
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Veja que a demonstracao anterior nos fornece um meio de determinar o polo de uma
reta que passa por dois pontos que nao sao antipodais.

ﬁl)

Exemplo 15. Vamos determinar o polo «# da reta que passa pelos pontos P = (0, BB

3 V3 1 -
e = (é_l’ R —5) Inicialmente, temos que
P X Q — _£’ §’ _%
8 '8 8
Calculando a norma deste vetor, obtemos

V39

P = —
IPxQll =3
Entao,
- PxQ [ V13 V39 313
P x Q| 137 137 13
\
0 u
X

<
Figura 4.3: Polo da reta PQ).

Mas o que acontece com as retas da geometria esférica se os pontos P e () sa anti-
podais? E possivel determinar uma tinica reta que passa por estes dois pontos? Para
podermos ter uma ideia do que acontece neste caso, vamos imaginar os polos norte e sul
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terrestre. Os polos terrestres sao pontos antipodais da esfera terrestre. Além disso, po-
demos observar que todas as linhas imaginérias que delimita as longitudes passam pelos
polos terrestres. Assim, pelos polos norte e sul terrestres passam infinitas linhas.

De forma andloga, dados dois pontos antipodais de S? nao determinam uma tnica
reta, mas sim infinitas retas.

Teorema 6. Duas retas distintas de 8% tém exatamente dois pontos de intersecao.

Figura 4.4: Retas r e s e suas intersecoes.

Demonstracao. Suponha que @ e U sao os polos de duas retas r e s, respectivamente.
Como r e s sao distintas,
UAFT=>W=uXxU#0

Obviamente, os pontos P = W e = _HIUTH estao na intersecao entre r e s e sao
w w

antipodais. Pelo teorema 5, um terceito ponto pertenceria a apenas uma das retas r ou

s.
[l

A partir deste teorema, podemos observar duas diferengas entre a geometria esférica
e a geometria euclidiana. A primeira, é apresentada no corolario a seguir.

Corolério 3. Duas retas de S? nao sdo paralelas.

A segunda diferenca que vamos mencionar, se refere a quantidade de pontos de in-
terseccao entre duas retas, pois quando duas retas distintas se intersectam na geometria
euclidiana, isto ocorre em um tnico ponto. Pelo teorema 6, duas retas distintas na geo-
metria esférica se intersectam em dois pontos distintos.
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4.2 Retas Perpendiculares

Definicao 15. Duas retas de S? sao perpendiculares se seus polos sao ortogonais. Usa-
remos a notacao convencional para retas perpendiculares.

notagao: r L s (r é perpendicular a s)
O préximo resultado nos fornece um meio de determinar os pontos de inteseccao entre
duas retas de S2.

Proposicao 5. Sejam r e s retas distintas em S?. Entdo existe uma unica reta t tal que
rLtes Lt Ospontos de interseccao entre r e s determinam os polos de t.

Demonstragcao. Sejam 4 e ¥ os polos das retas r e s, respectivamente. Tomemos o vetor

unitario

L uUXUT
W= ==
[ > ]|

Definimos a reta ¢ com polo w. Note que
< U, W >=<v,W>=0

Portanto, » 1.t e s L t. Para provar a unicidade, tomemos uma reta t; perpendicular a r
e a s. Se wp é polo de ty, entdao w; é um multiplo de @ x ¥. Em particular, existe A\ € R
tal que w; = M. Assim,

||| = 1= |[Mi]| =1 = |\ =1 = \ = £1
Logo, pela proposigao 4, ¢ é Unica. O

Pela teorema 6, vimos que todas as retas de S? intersectam-se. Da proposicao 5 e do
teorema 6, segue o préximo resultado.

Teorema 7. Todas as retas de 8% que possuem uma perpendicular comum se intersectam

nos polos da perpendicular.

Figura 4.5: Retas com uma perpendicular comum.
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Demonstracao. Sejam r e s duas retas que sao perpendiculares a uma reta t. Sejam u, v,
W os polos de 1, s e t, respectivamente. Tomemos o ponto P €S? tal que P = . Entao

<Piu>=<u,w>=0 <= Per

<P U>=<v,W>=0 <= Pe€s

Logo, a reta r intersecta a reta s no polo w. De modo andlogo, elas se intersectam em
—. m

Note que para que uma reta r de S? seja perpendicular a duas retas distintas, ¢
necessario que as duas retas se intersectem no polo de r. Assim, dados uma reta r e
um ponto P fora desta reta, se este ponto for um dos polos da reta, exitem infinitas
retas perpendiculares a r que passam por P, que é qualquer reta que passa por P. Caso
contrario, temos o seguinte resultado.

Teorema 8. Sejam r uma reta e P um ponto de S?, tal que P ndo pertence a 1. Se
P ndo é um polo de r, entdo existe uma tnica reta t de S* passando por P tal que t é
perpendicular a 7.

Figura 4.6: Reta perpendicular a r por P

Demonstracio. Seja @ o polo de r. Como P néao é um polo de 7, P x @ # 0. Tomemos o

vetor unitario ~
P xu

1P <l

Definimos a reta ¢t com polo . Note que

<y

<, >=0.
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Portanto, t L r. Além disso, < P,v >= 0, ou seja, P € t. Suponha agora, que uma reta
t; com polo v7 é perpendicular a r e contém o ponto P. Entao, v; é multiplo de @ x P.
Em particular, v7 é multiplo de ¥, ou seja, existe A € R tal que

[o1]] = IAd]] = [A] - []o]] = [Al = 1

Logo, A = £1 e, pela proposicao 4, r é unica. O

4.3 Distancia

Em continuidade ao nosso estudo, apresentaremos um modo de calcular a distancia
entre dois pontos de S2.

Definicao 16. A distancia entre dois pontos P e @ se S? ¢ definida por
d(P,Q) = arccos < P,@Q >
onde arccos : [—1,1] — [0, 7] é a fun¢ao inversa de cos : [0, 7] — [—1, 1].

Note que, se P e () nao sao pontos antipodais, a distancia entre dois pontos P e () de
S? é igual a medida do menor arco determinado pelos pontos P e ), que por sua vez, é
numericamente igual ao angulo POQ, onde O é o centro de S%.

Observando ainda que P e @ determinam uma tnica reta de S?, a distancia entre P
—

e () é obtida percorrendo-se a reta P(Q).

Exemplo 16. Vamos calcular a distancia entre os pontos P e ) do exemplo 15. Inicial-

V3 1 3 V3 1 .
mente, note que P = (0, 55 e = T 1 3 Entao:

d(P,QQ) = arccos < P,Q >

— <o;+§.<_§>+%_(_%>)

= arccos (—g) = 2,246 rad

A seguir, listamos as propriedades da distancia entre pontos de S2.
Propriedades: Sejam P, Q e R sao pontos de S2, entdo:

1. d(P,Q) >0
2.dPQ)=0 < P=Q
3. d(P,Q) = d(Q, P)
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4. d(P,Q) +d(Q, R) > d(P, R) (Desigualdade Triangular)
Demonstracao.
1. Inicialmente, vejamos que
| <P Q>[<|P[-[Q =1

Entao < P,Q >€ [—1,1]. Assim, pela defini¢ao da fungao arccos, temos que 0 <
d(P,Q) <.

2. Se d(P,Q) =0, entao
l=<P,Q><|P|-|Ql =1

Portanto, @ = AP. Como ||P|| = ||Q|| = 1, temos que A = 1. Logo P = Q. Se
P=Q,<PQ>=<P,P>=|P|*=1. Logo, d(P,Q) = arccos 1 = 0.

3. d(P,Q) = arccos < P,) >= arccos < Q, P >=d(Q, P).
4. Sejam r = d(P,Q), p=d(Q, R) e ¢ = d(P, R). Entao,
cosr =< P,QQ> , cosp=<Q@Q,R> e cosq=<P,R>.
Pela desigualdade de Cauch-Schwarz, temos
<PxRQxR>*<|PxR|* ||Qx R|?
Agora, note que

<PxRQxR>? = (<PQ><RR>—-<RQ><P,R>)

= (cosr —cosp - cosq)’
Por outro lado,
IP x RI? = IP|- IR~ < P, R >*= 1 - cos?q
1Q x RI> = QI |IR]*~ < QR >*=1— cos®p
Portanto,
(cosT — cosp - cos q)2 < (1 — cos? q) . (1 — cos® p) =sen?q - sen®p
Como « > 0, para todo « € [0, 7], temos
cosT — cosp - cosq < senq - senp
cosr < cosp-cosp+senq-senp = cos(q — p)
Como a fungao cosseno é decrescente no intervalo [0, 7], temos que
rzq-—p=r+p=q se 0<g—-p<m

Seq—p <0, entdao g < p < p+r. Além disso, ¢ — p > 7 é impossivel. Assim,
concluimos que

d(P,Q)+d(Q,R) > d(P,R)
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[
Corolario 4. Se d(P,Q) + d(Q, R) = d(P, R), entio P, Q) e R sdo colineares.

Demonstracao. Da demonstracao apresentada na afirmacao 4 da proposi¢cao I,
r=q¢—-p=<PxRQxR>*<|PxR|*|Qx R

Entao, existe A € R tal que @ x R = A (P x R). Se P x R = 0, temos que R = +P e
@ = £R, ou seja, P, () e R sao colineares e ao menos dois pontos coincidem e o outro
ponto é um antipoda. Se P x R # 0, entao existe a € R tal que

P xR

PxR=ati=a ——
P x R

—
onde 4 é polo de PR. Portanto, @ x R = A (a@) = (a - A) 4. Deste modo, () pertence a
—
linha polar de u. Logo, ) € PR. n

Veremos mais adiante como é possivel determinar quando o ponto () satisfazendo o
corolario acima esta entre os pontos P e R.

4.4 Segmentos

Veremos nesta se¢ao como determinar segmentos na geometria esférica. Os segmentos
merecem uma atengao especial na geometria esférica pois, diferente da geometria euclidi-
ana plana, dois pontos nao delimitam um tnico segmento.

Figura 4.7: E possivel dizer que o ponto P esta entre os pontos @) e X.

Na geometria euclidiana, para definir um segmento usamos a nogao de estar entre. Na
geometria esférica, porém, isso nao pode ser feito pois, dados trés pontos colineares em
S2, é possivel considerar qualquer um destes pontos como estando entre os outros dois.
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Para dar a definicao de segmento, precisamos conhecer outra forma de representar
uma reta de S2.

Suponha que r é uma reta com polo #. Vamos tomar os pontos P e () tais que
{i, P,@} é uma base ortonormal e vamos definir

a(t) = cost- P +sent- Q.

Note que os pontos P e ) pertencem a r, pois < P,u >=< Q,u >= 0.

Proposicao 6.
1. r={a(t)/t e R}

2. Cada valor de r ocorre exatamente uma vez como valor de a(t) enquanto t varia no
intervalo [0, 27).

3. d(a(tl),a(tg)) = |t1 — t2| se 0 S |t1 — t2| S .
Demonstracao.

1.

<aft),u> = <cost-P+sent-Q,u >
= cost< P,u>+sent < Q,u>=0

Portanto, r = «(t), para todo t € R.
2. Suponha que existam t1,ty € [0,27) tais que « (¢1) = a (t2). Entéo

a(ty) —a(ty) = (cost;- P+senty Q) — (costy - P+senty- Q)
— (cost; —costy) P+ (sent; —senty) Q =0

Como P e () sao linearmente independentes, temos:

cost; —costy =0
sent; —senty =0

Este sistema tem solugao apenas se t; = to

d(a(ty),a(ty)) = arccos (< a(ty), a(ty) >)
= arccos (< costy - P +senty - Q,costy - P+ senty - Q >)

= arccos (cos(t; — tq))

Portanto, se 0 < |t; — t3] < 7, temos d (a(t1), a(tz)) = [t1 — Lo
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]

Dizemos que a funcao « é uma parametrizacao padrao de r.

Podemos, agora, dar a seguinte definicao.

Definicao 17. O subconjunto s de S? dado por
= {(cost)P + (sent)Q/t; <t <ts}

onde os pontos P e () satisfazem < P, () >= 0 e os numeros t; e t5 sao tais que t; < to,
com ty — t1 < 2w, é chamado de segmento.

Observagoes:
1. Todos os pontos de um segmento sao colineares;
2. Cada segmento determina uma unica reta.

Os pontos P e (), assim como os nimeros t; e ty determinam um inico segmento, mas
a refiproca nao é verdadeira. Desta forma, temos o seguinte resultado.

Proposicao 7. Seja s um segmento determinado (como na definicdo) por P, Q, t1, ty e
também por P°, @), t}, t5. Entdo:

1. ty —t; =th, — t}. Este numero é chamado o comprimento do segmento;
2. Se escrevermos
a(t) = (cost)P + (sent)Q e o (t) = (cost)P + (sent)q’

temos {a(t1), a(ts)} = {a/(t1),a/(t2)}. Estes pontos sao chamados de extremidades
de s. Todos os outros pontos de s sao chamados pontos internos de s;

3. PxQ==2P x Q. Estes pontos sao 0s polos da reta que contém s.

. N N : Vo ;o
Demonstragao. Primeiro, note que substituir ¢’ por seu negativo, e [t],t}] por [—t}, —t]]
nao mudam as condigoes 1 e 3. Por isso, nés vamos assumir que ha um nimero real ¢ tal

que P' = a(¢) e Q' = « (gb + g) Entao

a(t) =

cost) P' + (sent) Q'

cost)[(cos @) P + (sen ¢)Q] + (sent) [(—sen ¢) P + (cos ¢)Q)]
cost-cos¢p —sent-sen¢) P+ (sent - cos¢+sen¢ - cost) Q)

cos(t + @) P+ (sen(t + ¢)) Q = a (t + ¢)

e por isso, o ([t,85]) = a ([t1 + ¢, t2 + ¢]) = a ([t1,t2)).

(
(
(
(co
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Como as fungoes seno e cosseno possuem periodo 27, isto mostra que os dois intervalos
sao translagoes um do outro de um maultiplo de 27. Em particular, eles tém o mesmo
comprimento e as mesmas extremidades, o que prova 1 e 2. Finalmente,

P'x @ = [(cosg)P + (send)Q] x [(—sen )P + (cos ¢)Q)]
= —sen¢-cosp(P x P)+sen¢ - cosd(Q x Q) + (cos” ¢ + sen” ¢) (P x Q)
= PxQ
0 que prova 3. [

Corolario 5. Sejam A e B pontos arbitrdrios satisfazendo < A, B >= 0. Seja s algum

segmento contido em ;4—B> Entao, existe um dnico intervalo [a,b] tal que
s = {(cost)A+ (sent)B/a <t < b}.
Demonstra¢ao. Vamos representar s como
{(cost)P + (sent)Q/t; <t < ty} onde P = (cos ¢)A+(sen ¢p)Be @ = —(sen ¢)A+(cos ¢) B
para algum ntmero real ¢. Pela proposicao 7,
(cost)P + (sent)Q = cos(t + ¢)A +sen(t + ¢)B, Vit e R.
Portanto, basta tomar a = (t 4+ ¢) mod 27 no intervalo [0,27) e b=a+ (to —t1). O

Teorema 9. Sejam A e B pontos nao antipodais. Entdao, existem eratamente dois seg-
<

mentos tendo A e B como extremidades. A unido destes segmentos € a reta AB e a
intersecao deles é {A, B}.

Demonstracdo. Seja @ um vetor unitario na diregdo de A x B e Q = u X A. Assim,
<AQ>=<AuxA>=0.
Entao, existe um tnico nimero real L € (0,27) tal que
B = (cos L)A + (sen L)(Q)

Os segmentos s; = {(cost)A + (sent)Q/0 <t < L} e so = {(cost)A — (sent)Q/0 <
t <2r — L} tem A e B como extremidades.
Como o segmento sy pode ser reescrito da forma

sy = {(cost)A + (sent)Q/L — 2r <t <0}
. —
temos que a uniao de s; e sy é a reta AB.
Por outro lado, s; e s5 nao tem pontos comuns em seus interiores. Logo, a intersecao
entre sy e s9 sao somente suas extremidades. O
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Conforme vimos no teorema acima, dois pontos de uma reta a dividem em dois seg-
mentos com mesma extremidades. Para diferencia-los, daremos a definigao a seguir.

Definigao 18. Sejam A e B pontos nao antipodais. O segmento de extremidades A e B
de maior comprimento é chamado de segmento maior AB. O segmento de extremidades
A e B com o menor comprimento é chamado de segmento menor AB.

Figura 4.8: Segmento menor AB e segmento maior AB.

O segmento maior AB ¢é dito ser o complemento do segmento menor AB, assim como
o segmento menor AB é dito ser o complemento do segmento maior AB. Podemos, ainda,
dizer que eles sao segmentos complementares.

Note que a medida do segmento menor AB é d(A, B) e a medida do segmento maior
AB é2m —d(A, B).

1142

2722

menor com extremidades em A e B.
Primeiramente, calculamos

Exemplo 17. Sejam A = ) e B=(0,1,0). Vamos determinar o segmento

d(A,B) = arccos<1-0+ (—1) -1+£-0>
2 2 2
1
= arccos (—§>
27
)

<
Calculando um polo @ de da reta AB, obtemos

AxB —@Oﬁ
axel "33

U=
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Agora, tomemos os pontos
P=A ¢ Q=—5F——=
Deste modo, temos < P,Q >=< P,i >=< Q,u4 >= 0, de forma que {u, P,Q} é uma
base ortonormal.

2
Logo, s = {cost-P—l—sent-Q/O <t< %}

Observe que

cos(0) - P+ sen(0) - Q = 1- (1 1 ﬁ) 4o (ﬁ??) _ (%‘%?) .

o o 1(1 12 V3 (V3 V3 V6
cos<3) —i—sen( >Q 2<2, 2,2)+2 (6’2’6 (0,1,0)
y4
//A
)/ g Y
\ 0 /
\ /
h - -

Figura 4.9: Segmento AB.

Definicao 19. Se A e B sao pontos antipodais, cada um dos segmentos tendo A e B
como extremidades é chamado uma meia reta.

Observacao: Se A e B sao pontos antipodais, existem infinitas retas passando por eles e,
portanto, existem infinitas meia retas de extremidades A e B.

Teorema 10. Sejam P,Q e X pontos distintos de 8%. Se P e Q ndo sao pontos antipodais,
um ponto X estd contido no segmento menor P(Q) se, e somente se,

d(P,X)+d(X,Q) =d(P,Q).
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Demonstracao. Tome P’, ortogonal a P, de modo que o segmento em questao é
s={(cost)P + (sent)P'/0 <t < L} onde L =d(P,Q)
Se X € s. Entao, podemos escrever
X = (cosp)P + (sen¢)P’', onde ¢ € (0,L).
Assim,
d(P,X) = arccos < P, X >
= arccos < P, (cos ¢)P + (sen )P’ >
= arccos(cos¢ < P,P > +sen¢ < P, P' >)
= arccos(cos @) = ¢
Analogamente, d(X, Q) = arccos(cos(L — ¢)) = | — ¢, de modo que
d(P,X)+d(X,Q)=¢+ (L—¢)=L=d(P,Q).
Reciprocamente, se d(P, X) + d(X,Q) = d(P,Q), entdo X estd na linha <P—C>2 Assim,
existe um tnico ¢ € (0, 27) tal que
X = (cos¢)P + (sen )P
Vamos supor, por absurdo, que L < ¢ < 27. Entao, d(P,X) =¢ e
L=d(P,Q)<d(P,X) <d(P,X)+d(X,Q)=d(P,Q)=1L

Logo, ¢ < L e, portanto, X pertence ao menor segmento P(Q).
Se P e @ sao antipodais, a identidade ocorre automaticamente para todo X € S2. O

Proposicao 8. Sejam P e () pontos antipodais. Seja R algum ponto distinto de P e Q.
Entao, a unido dos segmentos menores PR ¢ RQ é uma meia reta. Se R = —R, a unido

—
dos segmentos menores PR, R(Q), PR’ e R’(Q) ¢ a reta PQ).

Figura 4.10: Meia Reta de extremidades P e Q).
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<
Demonstracao. Seja P’ um ponto em PR, ortogonal a P, tal que

R=(cosL)P + (sen L)P', onde L =d(P,R).
Entao, os menores segmentos em questao sao
PR = {(cost)P + (sent)P'/0 <t < L}
RQ = {(cost)P + (sent)P'/L <t <7}
PR = {(cost)P + (sent)P'/0 <t <7 — L}

R'Q = {(cost)P + (sent)P' /7 — L <t <7}

Portanto, d(P,R) + d(R,Q) = L+ (7 — L) = 7 = d(P,Q), de modo que a uniao dos
segmentos menores PR e R() é uma meia linha PQ).
Além disso, podemos escrever PR’ e R’() como

PR = {(cost)P + (sent)P'/L — 7 <t <0}
R'Q = {(cost)P + (sent)P') —m <t < L —r}.
—
Por fim, note que PR= {(cost)P + (sent)P'/ — 7 < t < w} é a uniao dos quatro
segmentos. O
4.5 Angulos Esféricos

Na geometria esférica, definimos uma semirreta como uma meia reta sem uma das
extremidades. Assim, se PQ) é o segmento menor de medida L, representado por

{(cost)P + (sent)P'/0 <t < L}

—
entao a semirreta P() é dada por

P—Q>: {(cost)P + (sent)P' /0 <t < 7}
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H
Figura 4.11: Semirreta PQ.

Definigao 20. Chamamos de angulo a reuniao de duas semirretas com mesma origem.

Figura 4.12: Angulo ZQPR.

— —
Dadas as semirretas PQ) e PR, denotamos por ZQPR o angulo determinado pela
— —

uniao de P(Q) e PR. Estas semirretas sao chamadas os lados do angulo e o ponto P,
origem das semirretas, é chamado de vértice do angulo.

Definicao 21. Seja ZQPR um angulo. Um ponto X estd no interior do angulo ZQPR
«—

se 0 segmento menor X() nao intersecta a reta PR e o segmento menor XR nao intersecta

<

PQ.



4.5. ANGULOS ESFERICOS

Figura 4.13: Ponto X no interior do angulo ZQPR.

O conjunto dos pontos no interior de um angulo é chamado cunha.

Vamos, agora, definir a medida de angulo radiano.

Definigao 22. A medida de um angulo ZQPR em radianos é dada por

Px@ PxR S
1P > Q" 1P x R

\/_57_£70 7Q: (07_1 \ég

arccos <

Exemplo 18. Dados os pontos P = 5 5

vamos calcular a medida do angulo ZQ PR em radianos.

Z

Figura 4.14: Angulo ZPQR.
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Inicialmente, vejamos que:

PxQ-= (@,-?,—?) e PxR= (0,0,?)

7 2
Portanto, ||P x Q| = g® |P x R|| = g Logo

PxQ <2\/6_2\/6_2¢§> . PxR 0.0.1)

<ol \ 7 77 Px Rl

Deste modo

A 2 2 2v/2 2v/2
QPR = arccos < ( V6 — V6 \/_> ,(0,0,1) >= arccos( V2

— | =1 .
7 T T 7 ) , 99 rad



Capitulo 5

Transformacoes Geométricas de S?

Passaremos, agora, ao estudo das transformacoes geométrica de S?. Em particu-
lar, veremos as isometrias de S%, ou seja, as transformacoes geométricas que preservam
distancias. Para isso, podemos dar a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 23. Dados dois pontos P ¢ @ de S?, uma aplicacao T : S? — S? ¢ chamada

de isometria se
dT(X),T(Y)) =d(X,Y)

onde d(X,Y) é a distancia definida em S2.

Primeiramente, se a transformacao T é tal que para todo ponto P € S?, T(P) =P,
esta transformagao serd chamada de transformacao identidade e serd representada por
Ip.

Iniciamos a apresentacao das transformacoes geométricas de S? pela reflexdo em
relagcao a retas.

5.1 Reflexoes em Relacao a Retas

Suponha que sejam dados em S? uma reta r e um ponto P fora de r. Vamos tomar
a reta t, perpendicular a r passando por P. Se P nao é polo de r, a reta t é tinica. Caso
contrario, toda reta contendo o ponto P é perpendicular a r, de modo que ¢ pode ser
escolhida entre qualquer das retas que passa por P.

61
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Figura 5.1: Reflexao do ponto P em relacao a reta r

Sabemos que 7 e t se intersectam em dois pontos antipodais () e —(). Pode-se observar
que ha um tnico ponto P’ € t, tal que @ estd contido no segmento menor PP’ e que
d(P,Q) = d(Q, P") ou —Q esta contido no segmento menor PP’ e d(P, —Q) = d(—Q, P’).
Assim, dizemos que o ponto P’ é obtido pela reflexdo de P em relacdo a reta 1, e é
denotado por R,(P). Daremos, na sequéncia, a defini¢do analitica da reflexdo em relagao
a uma reta em S2.

Definicao 24. Para uma reta r de S, a reflexdo em relacdo a r é uma aplicacao R, dada
por
R.(P)=P—-2< P,i > 1,

onde % é um polo de r.

Note que a definigao dada satisfaz o que foi observado anteriormente sobre esta trans-
formagao geométrica pois:

Pxu
1. Seja U:mum polo de t. Note que ¥ é perpendicular a & e a P. Entao
U
<P 0> = <(P-2<Pu>u),v>
= <PU>-2<Pu><u,v>
=0

de onde concluimos que P € t.
2. Como os pontos Q, —Q) € rNt, os pontos P, @), P’ e —() estao alinhados

3. Vamos calcular a distancia entre os ponto P’ e @)

d(P,Q) = dP—-2< Pu>1u,Q)
= arccos < (P—2< P,id>1u),Q)
= arccos (< P,Q > -2 < P,Q >< u,Q >)
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Como Q € r, < u4,Q >= 0, de onde concluimos que d(P’, Q) = arccos < P,Q >=
d(P,Q). Analogamente, prova-se que d(P, —Q) = d(—Q, P').

4. Por fim, vamos supor que () nao esta contido no segmento menor PP’. Entao temos
dois casos a considerar:

(a) Caso 1: Se @ pertence ao segmento maior, entao o seu antipoda —() pertence
ao segmento menor PP’.

(b) Caso 2: Se P pertence ao segmento menor QP ou ao segmento menor—Q P’
O caso em que P’ pertence ao segmento menor ()P ou ao segmento menor
—Q@QP é totalmente analogo. Vamos considerar, sem perda de generalidade,
que P pertence ao segmento menor QP’. Entao

d(Q,P)+d(P,P)=d(Q,P') < d(P,P)=0
ou seja, P = P'.
1 3 V3 1 3
Exemplo 19. Seja r a reta polar de @ = | —, —\/——, L— e o ponto P = | =,0, £ :
4 4 ° 2 2 2
Vamos determinar o ponto P’ = R, (P).

P = P-2<Pu>d

1 V3 1 Vv3) (1 V33 1 V3 V3
- (57‘*7) w2 (ﬁ?) ’ (1‘?7) g (1‘?7)

_ (1 e %)

167 16 ~ 8

Pl

Figura 5.2: Exemplo 19.
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Vamos a seguir, mostrar que R, é uma isometria. Antes, porém, vamos apresentar um
lema que nos ajudard na demonstragao.

Lema 1. Se < @, i >=1 ¢ T : R> — R? dada por
T'X)=X-2<X,u> 1,
entao:
1. T € linear;
2. <T(X), T(Y) >=< X,Y > para todos X,Y € R3.
Demonstracao.

1. Sejam X,Y € R3 e XA € R. Entao

TAX+Y) = AX+Y)-2<AX+Y u>u
= AX+Y)-20<X,jiu>+<Y,u>)u
= MX-2<Xu>u)+ (Y -2<Y,u>1)
= N'(X)+T(Y)

2. Dados X,Y € R3, temos:

<TX),T(Y)> = <X-2<X,u>u,Y-2<Y,u>u>
<X, Y >-A<Yu><X,u>+4d< X, u><Y,u><u,u>
= <X)Y >
]

Conforme a propriedade 2 da proposigao anterior, se ||.X|| = 1, entao [|T(X)]| = 1.
Logo, R; estd em S? sempre que X pertencer a S?. Agora, podemos provar que R, é uma
isometria.

Proposicao 9. Seja r a reta de polo u. Entdo:
1. d(R.(X),R.(Y)) =d(X,Y) para todos X,Y € S*.
2. R.o R, (X) = X para todo X €S?, onde R, o R, € a aplicagdo composta.
3. R, : 8 — 8 ¢ uma bijecao.

Demonstracao.
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1. Dados X,Y € S2,

d(R.(X),R.(Y)) = arccos < R.(X),R.(Y) >
= arccos < X, Y >=d(X,Y)

2. Dado X € S?,

R.oR.(X)=R,(R(X)) = R.(X—-2<X,u>u)
X-2<Xu>u—-2<X-2<X,u>uu>u

X—4<Xu>u+4< X, u><u,u>1u

= X

3. Seja R, : S? — S?. Por (2), R.o R, = Ip(S?), onde Ip : S* — S? é a aplicagio
identidade. Logo, R, é uma bijecao

O
Teorema 11. R.(X) =X <= X er.
Demonstragdo. Seja r uma linha de S? com polo . Entéo,
R(X)=X <<= X-2<Xu>u=X
— 2<X,i>u=0
— <X, u>=0
— Xer
]

5.2 Composta de Reflexoes em Relacao a Retas

Vamos, agora, observar qual é o resultado que se obtém quando compomos duas
reflexoes em relacao a duas retas distintas, ou seja, vamos estudar a composta de duas
reflexdes em relacao a retas. Sejam r e s retas com polos 4 e ¥, respectivamente, tomemos
o ponto P, um dos pontos de interseccao entre r e s. Vamos escolher uma base ortonormal
{e1,e9,€3}, com e3 = P. Note que @ e ¥ sdo ortonormais a ez. Deste modo, temos,

”(_[:<’l_[,€1>61+<67€2>€2+<ﬁ,63>63:l_1::<1_[,61>€1+<ﬁ,€2>62

U =< 17,61>€1+<17,62>€2+<17,63>63:17:< 17,61>61+<17,€2>62

Tomemos dois nimeros reais 6 e @ tais que < u,e; >= —senf, < U,es >= cosb,
< U,ep >= —senp e < U, ey >= cos p. Entao

U= —senf-e; +cosl-eg e U= —senyp-e; + cosy - es.
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Calculando o resultado das reflexdes em relacao as retas r e s dos pontos eq, s, €3,
obtemos:
Rr(el) = e —2< 61,ﬁ> U
er—2<ep,—senf-e; +cosl ey > (—senf e+ cosb - ey)
= e;+2senf - (—senf-e; + cosb - es)
= e; —2sen’f-e; + 2senf - cosh - ey
= (1 - sen29) e1+2senf - cosb - ey
cos 26 - e; +sen 20 - ey
De forma anéloga, obtém-se
R.(e2) =sen2p-e; —cos2p-es e R,(e3) = es.

Como R, é uma transformagao linear, em termos da base {ej,es,e3}, ela pode ser
descrita pela matriz

cos260  sen20 0
R, = | sen20 —cos20 0
0 0 1
Analogamente, a matriz de R, é
cos2¢ sen2p 0
Rs=| sen2¢p —cos2¢ 0
0 0 1

Por fim, devemos lembrar que a composta entre as reflexoes em relagao as retas r e s
pode ser calculada pelo produto das matrizes que representam estas duas transformacoes.
Assim, se as coordenadas de um ponto X com relagao a base {eq, ea,e3} sdo X = (x,y,2) €
S?, temos

cos2p sen2p 0 z T - Ccos2¢ + 1y -sen2p
Ry(X)= | sen2p —cos2p 0 |- |y | =] x-sen2¢p —y-cos2p
0 0 1 z z
cos20 sen26 0 x - cos2p +y-sen2p
R, oR(X)=R,(Rs(X)) = | sen20 —cos20 0 |- | z-sen2p —y-cos2p
0 0 1 z
Portanto,
[ 2 cos2(0 — ) —y-sen2(f — )
R, oR,(X) = | z-sen2(f —p)+y-cos2(d — )
i z
[ cos2(0 —p) —sen2(0 —p) 0 x
= | sen2(0 —¢) cos20—¢) 0| |y
i 0 0 1 z
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ou seja, a matriz de R, o Ry é

cos2(0 —¢) —sen2(0 —¢p) 0
R.oRs= | sen2(60 —¢) cos2(0—¢) 0
0 0 1

A importancia desta representacao é que, de forma andloga a geometria euclidiana
plana, outras transformagoes geométricas podem ser representadas como a composta da
reflexao em relacao a duas retas.

5.3 Rotacao

Em S?, tomemos os pontos P, Q e Q’ tais que d(P,Q) = d(P,Q’). Seja o um niimero
real no intervalo [0,7]. Diremos que uma transformagao geométrica é uma rotacdo de
centro P e angulo o se a medida do angulo ZQPQ)’ é igual a o. Vamos representar tal
transformacao por Rp,.

Figura 5.3: Rotacao de angulo o do ponto P

Observe que o nimero « que satisfaz a definicao acima pode ser determinado por

Px@ PxQ -
P> QI[P >~

O = arccos <

Tomemos uma base ortonormal {ey, €9, e3} com e3 = P. Neste caso, qualquer rotagao
com centro em P de um ponto @ de S? pode ser vista como uma rotacao em torno do
eixo OZ, ou seja, uma rotacao no plano paralelo aos vetores e; e es que passa pelo ponto

Q.
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Figura 5.4: Rotagao em relacao a base {ej, es, e3}.

Em particular, calculando a rotagao de centro em P e angulo o na base {ej, ez, e3},
temos:

RP,a(el) = RP,a(la 07 O) = (COS Q, —Ssen «, O)
Rpa(e2) = Rpa(0,1,0) = (cos <a — g) , sen (a — g) ,0> = (sena, cos «, 0)
Rpa(es) = Rpa(0,0,1) = (0,0,1)

Além disso, a transformacio Rp, : R® — R3 com P = e3, ¢ uma transformacio
linear. Portanto, hd uma matriz associada a tranformacao Rp,. Calculando esta matriz
em relagao a base {ey, 3, €3}, obtemos:

cosae —sena 0

Rpo = | sena  cosa 0
0 0 1
1 2 V7
Exemplo 20. Dados os pontos A = <1, —%, T) e P =(0,0,1), vamos determinar
oponto A" = Rp /4.
cos(m/4) —sen(n/4) O 1/4
A = | sen(w/4) cos(m/4) 0 |- | —v2/2 | =
0 0 1 V7/4

F o4 ]

V2/2 —V2/2 0 1/4 8
V32 V32 0 |- | —vaj | = | 24
0 0 1 VT/4

(0.]
“I%
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A1y

Figura 5.5: Exemplo 20.

Logo, A’ = <ﬁ+4, \/__4,£>

8 8 4

Agora, tomando duas retas 7 e s de S? com polos, em relacao a base {ey, e, e},
U= —senf-e;+cosf-ey e U= —seny-e;+cosp- ey, respectivamente e um nimero real
a = 2(0 — ), podemos ver que as restas r e s se intersectam em e3 = P e a matriz que
representa 7, o R, ¢ igual a matriz que representa Rp,. Desta forma, podemos definir
a rotacao de centro P e angulo a como a composta de duas reflexdes em relagao a retas
que se intersectam em P.

Definicao 25. Se r e s sao retas que se intersectam em um ponto P, entao a transformacao
R, o R, é chamada de rotacdo de centro P. Se r = s, R, o R, é a identidade e a rotacao
sera dita trivial. Se r # s, a rotagao ¢ dita nao trivial.

O préximo teorema nos mostra que em relacao a uma reta [ que passa por P, uma
rotacao de centro em P pode ser descrita de duas formas. Para provar este resultado
precimos enunciar o lema abaixo.

Lema 2 (Trés Reflexoes). Sejam r, s e t trés retas passando por um ponto P. Entdo, hd
uma unica reta m passando por P tal que

R,oR,0oR, = R,,.

Demonstracao. Seja {eq,es, e3} uma base ortonormal com e3 = P. Entao, existem
0,p,e € R tais que as matrizes de R,, Rs e R; em relacao a base {ej,eq,e3} sao res-
pectivamente

cos26 sen26 0 cos2¢p sen2p 0 cos2e  sen2e 0
sen20 —cos20 0 , sen2p —cos2p 0 , sen2e —cos2e 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Entao
cos2(@+p—¢) sen2@+p—¢c) 0
R,oRsoR;, = | sen2(0+¢p—¢) —cos2(0+¢p—¢) 0
0 0 1
Tomando 3 = 0 + ¢ — ¢, temos que a reta m, cujo polo é W = —sen 3 - e; + cos 3 - €3

passa por P e a matriz de R,, com relacao a base {ej, e2,e3} é

cos2f  sen2B 0
sen23 —cos28 0
0 0 1

Para provar a unicidade, vamos supor que existe uma reta m’ tal que R,, = R,..
Portanto, para 3, 5’ € R as matrizes de R, e R], com relagdo a base {ej, es, €3} s@o

cos2B sen2B 0 cos2f3"  sen2B 0
sen2 —cos28 0 | = | sen23 —cos25 0
0 0 1 0 0 1

Entao:

cos 23 = cos 23’
sen 2/ = sen 2’

Este sistema tem solucao apenas se 8 = ', de modo que m = 3.
]

Teorema 12 (Representagao das Rotagoes). Seja T' = R, o Ry uma rotagdo de centro em

P, e seja | uma reta passando por P. Entao, existem unicas retas m e m’ que passam por
P tais que

T:RlORm:Rm/ORl

Demonstracao. Aplicando o teorema da trés reflexoes sobre [, r e s, existe uma tinica reta
m que passa por P tal que

R oR,oR, =R,

Fazendo a composicao de R; a esquerda, temos:

Rio(RioR.oR,) =R, 0oR,
(RioR)oR.0oRs=R;oR,,
IpoR.oR, =R,0R,
R,oR,=T=R;0oR,

E, também, existe uma tnica reta m’ passando por P tal que
RroRsoRl = Rm’u

e prova-se, de forma andloga, que T'= R; o R,,. O
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5.4 Reflexao em Relacao a um Ponto

Suponha que duas retas 7 e s, cujos polos sao @ e ¥, respectivamente, de S? se inter-
sectam num ponto P e sdo perpendiculares. Escolhendo uma base ortonormal {ey, es, e3}
com ez = P, existe um numero real 6 € [0, 7] tal que

U= —senf-e; +cosf-ey e ﬁz—sen(@—%)‘61+Cos<0—g)~62

Desta forma, a matriz da composta R, o R, é

COSQ[G_@_gﬂ —sen2[9—<9—ﬁ)} 0 cosm —senw 0
7 T _
sen 2 [0 —O<9 — 5)] cos 2 [9 —O<0 — 53} (1) Segﬂ 00871 (1)

Figura 5.6: Reflexao em Relagao ao ponto P

Assim, R, o Ry = Rp,. Tomando um ponto @) # —P, temos que Rp,.(Q) = Q. Note
que P, @ e @’ estao alinhados. Como d(P,Q) = d(P,Q'), temos que os pontos @ e Q’
sao simétricos em relacao ao ponto P, de modo que podemos definir esta transformacao
como segue adiante.

Definigao 26. Se r e s sdo retas perpendiculares em um ponto P de S?, a transformacao
R, o R, é chamada de reflexdo em relacdo a P e serda denotada por Hp.

V2 V2 V6

E lo 21. Seja A =
xemplo Seja (4, 5 T4

> e P = (0,0,1), Vamos encontrar o ponto

A = Hp(A).
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Figura 5.7: Exemplo 21.

O préximo resultado nos sugere outra forma de representar as rotagoes.

Proposicao 10. Toda rotacdo pode ser escrita como a composta de duas reflexoes em
rela¢ao a pontos.

Demonstracao. Seja T uma rotacao. Pelo teorema de representagao das rotacoes, existem
linhas [ e Sm tais que

T:RZORm.

Seja n uma perpendicular comum a [ e m, onde P e () sao os pontos de intersecao de
n com [ e m, respectivamente. Entao

T'=RoR,=RoR,0R,0R,, =HpoHg
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Proposicao 11. Seja P um ponto de 8*. Entao, para todo X € S2,
Hp(X)= -X+2<X,P>P.

Demonstracao. Sejam 4 e v polos de duas retas r e s, perpendiculares em P cujos polos
sdo U e U. Entao {u,v, P} é uma base ortonormal. Portanto

X=<Xu>u+< X, v>0+<X,P>P.
Deste modo,

Hp(X) = R,oR,
= R, (X—-2<X,0>7)
= X-2<Xi0>7-2<(X-2<X,9>0),u>u
= X-2<X,9>v-2<X,u>u
= X-2(X-<X,P>P)
= —X+2<X,P>P

]

Exemplo 22. Vamos calcular novamente as coordenadas do ponto A" = Hp(A), onde
V2 V2 V6 - .
A= T 1 | usando a proposicao anterior.

N - _(ﬁ V2 ﬂ) b2 < (ﬁ V2 ﬂ) 0,0,1) > (0,01

4727 4 4727 4
(V2 V2 6
S R

5.5 Translacao

Sejam duas retas r e s, de polos % e U, pertencentes a S?, P um ponto de interseccao
entre r e s, e uma base {ej, €9, €3}, com e3 = P. Sabemos que existe uma unica reta [ que
é perpendicular a 7 e s, cujo polo é P. Por outro lado, dado um ponto (), ha um tnico

ponto @’ tal que R, o Ry(Q) = Q'.
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P

Ny

Figura 5.8: Translacao na direcao da reta [

Vimos anteriormente que os pontos ) e ()’ estao em um plano paralelo ao plano
determinado por e; e e;. Desta forma, podemos ver que, no espaco euclidiano E3, os
pontos ) e ()7 determinam um vetor w paralelo ao plano dos vetores e; e e;. Assim,
poderiamos dizer que o ponto ()’ foi obtido do ponto () por uma translacdo na direcdao
do vetor w.

Mas, o vetor w nao pertence a S2. Deste modo, para definir uma translacao, ao invés
de usarmos o vetor w para determinar a direcao, isto sera feito com relagdo a reta I.
Assim, segue a préxima defini¢ao.

Definicao 27. Sejam I, r e s retas de S? tais que r e s sao perpendiculares a [. A
transformacao R, o R, é chamada uma translacdo na direcao de [.

O proximo resultado relaciona a rotacao com centro em um ponto e a translagdo em
direcao a uma reta.

Proposicao 12.
1. Toda translacao de 8? é também uma rotacao.
2. Toda rotacao de S* é também uma translacgdo.

Demonstracao. A afirmagao 1 decorre do fato que todas as linhas que possuem uma
perpendicular comum se intersectam em dois pontos antipodais, que sao os polos da
perpendicular comum.

Reciprocamente, duas linhas distintas sempre se intersectam em dois pontos antipodais.
Além disso, existe uma unica linha que é perpendicular a ambas as linhas, o que prova a
afirmacao 2. O]

Vamos considerar agora duas retas r e s perpendiculares a uma reta [. Seja P um
ponto arbitrario de I. Seja @ o polo de [ e tomemos () = 4 x P. Entao, nés podemos
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escolher nimeros a,b € R tais que
cosa-P+sena-Q €r , cosb-P+senb-Q € s

Entao é facil verificar que —sena - P 4+ cosa-Q e —senb- P+ cosb - () sao polos de r e
s, respectivamente. Logo

cos2(a—b) —sen2(a—10b) 0
R.oRy;= | sen2(a—b) cos2(a—b) 0
0 0 1

é uma parametrizacao da reflexao em relacao a retas perpendicures a [ com relagao a base
ortonormal {P, Q, u}.
Como consequéncia dos resultados anteriores, temos as seguintes proposicoes.

Lema 3 (Trés Reflexoes). Sejam r, s e t trés retas perpendiculares a uma reta l. Entao,
existe uma unica reta m deste conjunto tal que

R,oR,0oR, = R,,.

Teorema 13 (Representagao das Translagoes). Seja T = R, o Ry, uma transla¢ao na
direcdo de I. Se m e n sao retas perpendiculares a | arbitrdrias, existem unicas retas m’
e n’ tais que

T:RmORm/:Rn/ORn.

Nao faremos as demontracoes do lema 3 e do teorema 13, mas elas sao completamente
analogas as demonstracoes do lema 2 e teorema 12, respectivamente.

5.6 Reflexao Transladada

Na secao anterior, vimos que a transformacao R, o Ry é uma translagao na direcao da
reta [, que é perpendicular a r e s. Uma nova transformacao ocorre quando fazemos a
translacao na direcao de [ apds ter sido realizada uma reflexao em relacao a reta [. Esta
transformacao serd chamada de reflezao transladada.
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P

v

Figura 5.9: O ponto @)’ é o resultado da reflexao transladada de eixo [

Definicao 28. Se r e s sao retas perpendiculares a reta [, entao R, o R, o R; é chamada
uma reflexao transladada com eixo .

Observagao: se {ey, ey, €3} é uma base ortonormal, onde ez é um polo de [, entao
Ri(er) =e1 , Ri(ex) =ex e Ryez) = —es.
Desta observacgao, temos:

Corolario 6. Dada uma base ortonormal {e1,es,e3} e uma reta I, com polo ez, uma
reflexao transladada com eixo | € dada por

cosA —sen\ O
sen A\  CoSA 0
0 0 -1

com relagao a base {e1, eq, e3}.

Demonstracao. Da observacao, temos

Desta forma, e de resultados feitos nas segdes anteriores, existe A € [0, 7] tal que

cosA —senA 0 1 0 O cosA —senA 0
R.,oR,oR;= | senA cosA O0]-]10 1 O = | sen A cosA 0
0 0 1 0 0 —1 0 0 -1
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Observemos também que, se 7 e s se intersectam em um ponto P = e3 e R)(Q) = X,
A € o angulo ZX PQ). O

Feita a demonstragao acima, representaremos uma rotacao transladada por 7 5

1 3
Exemplo 23. Sejam A = <§,O, —g) e [ uma reta cujo polo é P = (0,0,1). Vamos

calcular o ponto A’ = R; 5, onde \ = 3

|
[\ e~ | =
| S| S

1
4747 2

\/3\/§>

Figura 5.10: Exemplo 23.

Por fim, veremos uma transformacao de S? que leva um ponto P no seu antipoda.

Definigao 29. Uma transformacao geométrica que associa a cada ponto P de S? o seu
antipoda serda chamada de aplicacdo antipodal E e sera representada por

E(P).
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Com relagao a alguma base ortonormal, a matriz de F é

-1 0 0 1 0 0 10 0
0 10 0 -1 0 01 0
0 01 0 0 1 00 -1

que é a composta de trés reflexoes em relagao retas cujos polos formam uma base orto-
normal.

Proposigao 13. Seja P um ponto de §* e seja | sua reta polar. Entdo
RioHp=Hpo R =F,
onde E € a aplicagcao antipodal.

Demonstracgao. Pela proposicao 11, para qualquer X € S?,
Hp(X)=-X+4+2<X,P>P=—(X-2<X,P>P)=-X-2<-X,P>P.
Logo,

HPZRIOE:EORZ

e portanto
RZOHPZHPORl:E.

]

Assim, mostramos que a aplicacao antipodal pode ser representada como a composta
de uma reflexao em relagao a uma reta e uma reflexao em relacao a um ponto. Vamos, a
seguir, dar uma representacao para uma reflexao transladada qualquer.

Proposicao 14. Seja T uma reflexao transladada diferente da aplicacao antipodal. Su-
ponha que [ € o eixo de T e P € um polo de [. Entao:

1. Para cada reta m passando por P, existe um unico ponto @), necessariamente em I,
tal que
Rm e} HQ =T.
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2. Para cada ponto @) de l, existe uma unica reta m, passando necessariamente por P,

tal que
Rm 9] HQ =T.

Demonstracao.

1. Tomemos uma reta m passando por P. Entao, m é perpendicular a [. Assim, existe
uma unica reta n, perpendicular a [, tal que

R,oR,oR =T.
Seja () o ponto de intersecao das retas [ e n, temos R, o R, = T. Logo,
T=R,oHg,.
2. Seja n a reta perpendicular a [, que passa por (). Entao R, o R; = Hgp. Além disso,
existe uma unica reta m, perpendicular a [/, tal que R,, o R, o R, =T". Portanto
R, oHg=T.
Por fim, como m é perpendicular a [, temos que m passa por P.
O

Observagao: Para alguma reta m e algum ponto ponto @, R,, o Hy é uma reflexao
transladada cujo eixo é perpendicular a m e passa por Q).

5.7 Pontos Fixos das Isometrias

Por fim, vamos caracterizar as isometrias de S? conforme a natureza do seu conjunto
de pontos e retas fixas. Comecamos pelos pontos fixos das isometrias.

Teorema 14.
1. Uma rotagao nao trivial tém exatamente dois pontos fixos, que sao antipodais.
2. Uma reflexao em relagao a uma reta tem como pontos fizos o seu eixo.
3. Uma reflexao transladada nao tem pontos fixos.
4. A identidade deixa todos os pontos fizos.

Demonstragdo. Tomemos uma base ortonormal {ej,es,e3} de R3 e um ponto Q €
S?, @ # +es, de modo que as coordenadas de @ com relacdo a base dada sdo (z,v, 2).
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1. Seja P = e3, tal que Rp, é uma rotacao nao trivial. Assim, o # 0 e P = (0,0,1).

Observe que

cosa —sena 0 0 0
Rpo(P)= | senaw cosae 0 |-|0|=]0]=P
0 0 1 1 1
Procedendo de forma andloga, é possivel mostrar que Rp,(—P) = —P. Assim, Rp,

tem dois pontos fixos.

Vamos supor que () é também um ponto fixo de Rp,, ou seja Rpo(Q) = Q. Deste
modo,

cosae —sena 0 x TCosa — ysenw T
sena cosa O ||y | =| zsena+ysena | = |y
0 0 1 z z z
z(cosa — 1) — ysena 0
rsena+y(cosa—1) | = 1| 0
0 0

Assim, precisamos que o sistema

x(cosa—1) —ysena =0
rsena +y(cosa—1) =0

tenha solugao nao trivial. Mas isso sé ocorre quando

cose —1 —senwo
sen o cosa — 1

‘—0 < cosa=1 <« a=0

Logo, a rotacao nao trivial tem como pontos fixos apenas o seu centro e o ponto
antipoda ao seu centro.

. Este resultado foi provado no teorema 11.

. Sejam r e s duas retas perpendiculares a uma reta [, com polo e3. Deste modo,

R, o R, o R; é uma reflexao transladada. Se r = s, temos que R, o Ry, 0 R} = Ry,
ou seja, € uma reflexao em relagdo a reta [. Vamos supor que r # s. Entao, para
algum \ € [0, 7],

cosA —senA 0 x x
R.oR,oR(Q)=Q < | sen\A cosA 0 |-|y|=]y
0 0 —1 z z
x(cos A — 1) —ysen A 0
zsen A+ y(cosA—1) | = | 0

-2z 0
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ou seja, o sistema
z(cosA —1) —ysenA =0
zsen A+ y(cosA —1) =0
—22=0

deve ter solucao nao trivial. Mas isso s6 acontece quando

cosA—1 —senA 0
senA  cosA—1 0 |=0 < —2(cosA—1)>—2sen?\ =0
0 0 -2
cosA=1 <= A=0

ou seja, apenas se r = s. Portanto, a reflexao transladada nao deixa pontos fixos

4. Este resultado segue da definigao da tranformacao identidade.

]

Para estudar as retas que ficam fixas pelas isometrias estudadas, vamos langar mao
do seguinte lema.

Lema 4. Uma isometria T deiza fiza uma reta com polo iU se, e somente se,
T(u) = +u.

Demonstracao. Seja r uma reta de S? com polo @. Suponha que uma isometria 7' deixa
r fixa. Entdo, para qualquer P € r, T(P) € r.Por outro lado,

d(T(P),T(d)) = d(P,u).
Considerendo a definicao da distancia em S2, temos:
<T(P), T(0) >=< P,u>=0.

Logo, T'(%) é o polo da reta que passa por T'(P). Como T(P) € r, temos que 7'(@) é
polo de r. Portanto, T'(#) = %u.

Reciprocamente, suponha que T'(#) = +#. Suponha que P é um ponto de r. Inicial-
mente, vamos supor que 7'(#) = 4. Entao:

d(T(P),T(u)) = d(T(P),u) = d(P,q).
Da definicao da distancia, temos:
<T(P),u>=< P,u>=0

Logo, T'(P) pertence a reta polar de @, de onde concluimos que T(P) € r. Se T(u) =
—1, a demonstracao se faz de forma analoga. O



82 CAPITULO 5. TRANSFORMACOES GEOMETRICAS DE S

Teorema 15. 1. Uma reflexao em relagao a um ponto deiza fixas todas as retas que
passam por este ponto e também a perpendicular comum a estas retas.

2. Uma rotacdao nao trivial distinta da reflexdo em relacdo a um ponto fixa somente a
reta cujo polo é o centro da rotacao.

3. Uma reflexao em relagao a uma reta deiza firado seu eixo e todas as perpendiculares
a ele.

4. Uma reflexao transladada diferente da aplicacao antipodal deixa fixro somente seu
eix0.

5. A aplicacio antipodal e a identidade deixam fizas todas as retas de S°.

Demonstragdo. Seja P um ponto de S? e {ey, e, €3} uma base ortonormal com ez = P.
Tomemos uma reta [ € S? tal que P é o polo de L

1. Inicialmente, vamos observar que Hp(P) = P. Logo, Hp(l) = [. Tomemos uma
reta 7, cujo polo € 4, que passa por P. Desta forma « € [. Além disso,

Hp(u)=—-u+2<u,P>P=—u.
Logo, Hp(r) =r.

2. Tomemos uma rotacao nao trivial de centro P e angulo «, tal que a # w. Veja que
Rpo(P) = P. Logo, Rpa(l) = L.

Por outro lado, suponha que Rp, fixa uma reta r, cujo polo ¢é u, distinta da reta [
Desta forma, Rp, (i) = £u. Se as coordenadas de 1, com relagao a base {ey, €3, €3},
sao (z,y, z), temos dois casos a analisar.

e Caso 1: Rp,(u) = 4. Vimos que isto ocorre somente quando o = 0.

e Caso 2: Rp,(u) = —u. Entao:
cosa —sena 0 T T Cosa — ysenq —z
Rpo(@) = | senav cosa O | |y | =| zsena+ycosa | = | —y
0 0 1 z z —z

Para que isso ocorra, o sistema

z(cosa+1) —ysena =0
rsena + y(cosa+1) =0
22=10

tem solucao nao trivial. Desta forma,
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cosa+1 —sena 0
senav cosa+1 0]=0 <= 2(cosa+1)°+2sen?a =0
0 0 2
cosa=—1 < a=nm

ou seja, se Rp, = Hp. Logo, Rp, deixa fixa apenas a reta L
3. Primeiramente, vejamos que
R(P)=P—-2<P,P>P=-P.
Logo, R;(l) = [. Seja r uma reta de polo ¢ distinta de I. Temos dois caso a analisar.
e Caso 1: R(u) = 4. Entao

<d,P>P=0
<u,P>=0
uel

r 1l

u—2<u,P>P=u

11t

e Caso 2: R;(u) = —u. Entao,

R(tW)=—-tu <= u—-2<u,P>P=-u
— <u,P>P=4ud
— u==P
Logo, as retas fixas de R; sao [ e as retas perpendiculares a [.

4. Seja T uma reflexao transladada de eixo [, distinta da aplicagao antipoda. Na base
considerada, as coordenadas do polo de [ sdo (0,0,1). Entao, para algum A € [0, 7],

cosA —sen\ 0 0 0
T(P)=|senA cosA O |-]0]|= 0 —_p
0 0 1 1 —1

Logo, T'(I) = I. Por outro lado, dada uma reta r, com polo , distinta de [, temos

que T'(i) # 1 pois a reflexao transladada nao deixa pontos fixos e ainda T'(@) # —.
Assim, a tnica reta fixa de T é a reta [.

5. Tomemos um ponto @ € S?. Seja r a reta polar de Q. Entao:

]D(Q) :Q:>ID(T) =r
EQ)=-Q= E(r)=r
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Por fim, vemos com o resultado a seguir, que as isometrias levam segmentos de S? em
segmentos de mesma natureza.

Teorema 16. Seja T uma isometria. Entao

1. Se s é um segmento menor, T(s) também o é;

2. Se s € uma meia reta, assim também ocorre com T(s);

3. Se s € um segmento maior, o mesmo ocorre com T(s).
Demonstracao.

1. Seja s o segmento menor AB. Entao,

s ={X/d(A,X)+d(X,B) =d(A,B)}.
Portanto,

T(s) = {T(X)/d(A,X)+d(X, B) = d(A, B)}

Jd(A,
= {T(X)/d(T(A), T(X)) + d(T(X), T(B)) = d(T(A),T(B))}
= {Y/d(T(A),Y) +d(Y,T(X)) = d(T(A),T(B))}

\_/\_/

Logo, T'(s) é um segmento menor de extremidades T(A) e T'(B).

2. Seja s uma meia reta contida numa linha [/, tendo A e B como extremidades. Seja
C' um ponto de s distinto de A e B. Entao, pela proposicao 19, s é a uniao entre os
segmentos menores AC e CB.

Por 1, T'(s) é a unidao dos segmentos menores de extremidades {T'(A),T(C)} e
{T(C), T(B)}. Logo, T(A) e T(B) sao pontos antipodais, de onde concluimos que
T'(s) é uma meia reta.

3. Suponha que s é o maior segmento com extremidades A e B.
Por 1, T leva o sgmento menor AB no segmento menor com extremidades em T(A)
e T(B).
«—
Como T leva a linha [ =AB a uma linha passando por T'(A) e T(B), o comple-
mento do segmento do menor de extremidades T(A) e T(B) é o segmento maior de
extremidades nestes mesmos pontos. Logo, T'(s) é um segmento maior.

]



Capitulo 6

Triangulos Esféricos

Neste capiltulo, vamos estudar os triangulos esféricos, ou seja, os triangulos obtidos
na superficie esférica. Iniciamos nosso estudo com a definicao de triangulo esférico.

Definigao 30 (Triangulo Esférico). Sejam P, Q e R trés pontos nao colineares de S2. O
triangulo APQR é a uniao dos menores segmentos PQ, PR e QQR. Estes segmentos sao
chamados de lados do triangulo e seus comprimentos sao dados pela distancia entre suas
extremidades.

Figura 6.1: Triangulo Esférico

Por esta definicao, temos que trés pontos nao colineares de S? determinam um
triangulo.

No decorrer deste capitulo, estaremos apresentando alguns elementos de um triangulo
esférico. Antes comecamos com a introducao da trigonometria esférica.

85
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6.1 Trigonometria Esférica

Vamos apresentar, nesta se¢ao, alguns resultados que relaciona as medidas dos lados
de um triangulo esférico com as medidas de seus angulos. Desta forma, estaremos apre-
sentando uma trigonometria na superficie da esfera.

Inicialmente, seja AABC um triangulo, tal que

a=d(B,C) = arccos < B,C >,
b=d(A,C) = arccos < A,C >,
c=d(A,B) =arccos < A, B > .

Figura 6.2: Trigonometria Esférica

Note que

|IBxC|* = <BxC,BxC >
= |BI*-|Cl*~ < B,C>?

= 1——cos’a=sen’a
e também tem-se

<AxBAxC> = |[A|*?<B,C>-<A,C><ADB>
= cosa — cosb-cosc
Se A é a medida, em radianos, do angulo ZBAC', entao

Ax B AxC -
A X B||" [[AxC|

A = arccos <
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A <AXB,AxC> A cosa — cosb - cosc
COS = <—> COS =
|Ax B -||Ax C] senb - senc

que chamamos de Lei dos Cossenos para a geometria esférica.

Agora, vejamos que

cosa — cosb - cosc
1—cosA = 1-—

senb - senc
—cosa+ (cosb-cosc+senbd - senc)

senb - senc
_ cos(b — ¢) — cosa sz
senb - senc 2

- b A
cosa — cos(b+ ¢) EPYNEY:
senb - senc 2

1—cosA =

Entao,
(1 —cosA)(1+cosA) =1—cos®* A=sen® A
, A k

sen® A = 4sen? = cos P
2 2 sen?b - sen?c

onde k é o produto entre
b—c+a b—c—a a+b+c a—b—c

5 sen 5 e — 2sen 2 sen 2

Colocando a + b + ¢ = 2s, temos:

—2sen

sen? A 4sens-sen(s —a)-sen(s — b) - sen(s — ¢)

sen? a sen2a - sen?b - sen? ¢

e, portanto,
sen A 2(sens-sen(s—a)-sen(s—b)-sen(s— o)/?

sen a sena-senb-senc

Note que o lado direito da igualdade acima é simétrica em relagao a a, b e ¢, de onde
podemos concluir que
senA  senB  sen(C

sen a sen b sen ¢
que é chamada de Lei dos Senos para a geometria esférica.

Os calculos feitos no inicio desta secao nos levaram a determinar a medida de um
angulo em radianos a partir das medidas de seus lados. Pode-se, ainda, determinar a
medida de um lado do triangulo esférico a partir de seus angulos. Assim, obtermos o
seguinte resultado para a Lei dos Cossenos.

Teorema 17 (Lei dos Cossenos). Na notagao adotada nesta se¢ao, temos:



88 CAPITULO 6. TRIANGULOS ESFERICOS

cosa — cosb - cosc

I cos A = senb - senc
2 cosq— cos A+ cos B - cosC
sen B - sen C
Demonstracao.

1. A primeira parte foi provada com os argumentos dados no inicio desta secao.

Ax B AxC B xC
2. Sejam P, Q e R pontosde S?taisque P= —— — Q= ———eR= ———,
|A X B A C |1B x C|
— —
ou seja, P, ) e R sao polos das retas AB, AC' e BC'. Assim,
AxB AxC

A = arccos <

, >= arccos < P, () >
[Ax B|"[[AxC]

Bx A BxC - - Ax B BxC -
, = arccos — ,
B x Al | B x C| A x B|"||B xC

CxA Cx B — arecos < AxC BxC S
|C < A|l"|IC x B [AxC|" B xC|

Tomemos o triangulo APQR. Pelo argumento feito acima, d(P, Q) = A, d(P, R) =
Bed(Q,R)=C. Por 1, temos

B = arccos < = arccos < P, R >

C = arccos < = arccos < @, R >

cos A — (—cos B) - cos C
sen B - sen C

cos R =
Além disso,

—
A = hg
Répolode BC = < R,B>=0 Bépolode RP
Pépolode AB — < P,B>=0

—
Analogamente, mostra-se que C' é polo de R(). Entao, R = arccos < B,C >= a.
Logo
cos A+ cos B - cosC

sen B - sen C'

cosa =

O

Veja que a segunda forma da lei dos cossenos nos permite afirmar que os comprimentos
dos lados de um triangulo sao completamente determinados pelas medidas, em radianos,
de seus angulos.
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6.2 Mediatrizes e Bissetrizes

Analisemos de que as isometrias de S? atuam nos segmentos, angulos e triangulos de
S2.

Proposicao 15. Sejam P e Q) pontos de S?. Entdo, existe um tnica reflexao em relacdo
a uma reta que permuta P e Q).

Figura 6.3: A reflexao em relagao a reta [ permuta os pontos P e )

P_
Demonstracao. Seja i = ﬁ e | a reta cujo polo é w. Entao
R(P) = P-2<u,P>u
P-qQ P-Q
= P-2<——F - P> —— —
1P —Ql 1P —Q|
1- <P, P —
_ p o RQAP-Q)
1P =@
_ P_21_<P7Q>>(P_Q)
B 2(1— < P,Q >)
- P-(P-Q) =0

Para provar a unicidade, suponha que R; e R,, sao reflexdes que permutam P e ().
Entao, a rotacdo R; o R,, deixa os pontos P e () fixados.

Se P e () nao sao antipodais, entao R; o R,, = Ip e, portanto, [ = m. Se P e () sao
antipodais, entao , polo de [, satisfaz

P-2<u,P>u=—-P.
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Sendo assim, P =< u, P > u, de modo que [ é a reta polar de P. Argumentando de
modo analogo para m, vemos que [ = m. O

Definicao 31. Seja s um segmento. A mediatriz de s é a unica reta m tal que R,
permuta as extremidades de s.

Teorema 18. A mediatriz de um segmento € o conjunto dos pontos equidistantes as
extremidades do segmento.

Demonstracao. Sejam P e () as extremidades de um segmento s e m a mediatriz de s.

Tomemos um ponto X € m. Se r é o segmento de extremidades P e X, temos
que R,,(r) é o segmento de extremidades R,,(P) e R,,(X). Além disso, R,,,(X) = X e
R..(P) = Q. Portanto

d(X, P) = d(Rm(X), B (P)) = d(X,Q)
O

Definicao 32. O ponto médio M de um segmento s é o tinico ponto de intersecgao entre
s e sua mediatriz.

Figura 6.4: Ponto Médio do segmento s

Observagoes:

1. O ponto médio M de um segmento s é o unico ponto de s que é equidistante das
extremidades de s;

2. Um segmento e seu complemento tem a mesma mediatriz.
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Teorema 19. Ha exatamente duas reflexoes em relagao a retas que permutam um par de
retas dadas.

r=R_ (s)=R l(s)

Figura 6.5: As retas m e [ permutam as retas r e s

Demonstragdo. Sejam [ e m duas retas de S? e P e @, pontos de S?, tais que os polos de
[ sao £P e os polos de m sao +¢). Sabemos que existe uma tnica reflexao que permuta
P e (). Assim, esta reflexdao permutara, também, as retas polares de P e Q.

Além disso, existe uma unica reflexdo que permuta P e —(@) (e, consequentemente,
permuta —P e @), de modo que esta reflexao permuta [ e m.

Por outro lado, uma reflexdao que permuta as retas [ e m deve levar —(). Assim,
somente as duas reflexdoes mencionadas permutam as retas dadas. O

Teorema 20. Para algum angulo A = ZBAC, existe uma unica reflexao em rela¢ao a
uma reta que permuta os lados deste angulo.
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— —
Figura 6.6: A reta m permuta as semirretas AB e AC

Demonstracao. Primeiro, vamos analisar os casos do angulo nulo e do angulo ZABC, tal
que A, B e C sao pontos colineares. Em ambos os casos, a reflexao deve deixar fixa a reta
[ que contém os lados dos angulos e também fixa o vértice do angulo. Portanto, tomemos
as reflexdes R; e R,,, onde m ¢é a reta perpendicular a [ passando por B.

Se P € l, R(P) = P. Logo, R, permuta os lados do angulo nulo. Além disso, se

— —
P e€BA, R, (P) €BC ¢ R,,(B) = B. Logo, R, permuta os lados de ZABC.
Seja A = ZPQR um angulo distinto dos angulos apresentados anteriormente. Vamos
assumir, sem perda de generahdade que < P,Q >=< R,QQ>=0e PXx R=|P x R|Q,
- R

ou seja, () é polo da reta PR Seja [ a reta cujo polo é u = Vejamos que

[IP =R

- R <PQ>—<RQ>
P—R[ "~ [P > R

<@ﬁxx@w =0.

Portanto, R;(Q) = Q. Além disso,

R(P) = P-2<Pu>1u

P—-R - P—-R

1P =R~ [P - R]|

(<P,P>—-—<PR>)(P—-R)
<P-RP-R>

- <P, R>)(P—-R)

2—2<PR>
— P-(P-R =R

= P-2<P,

= P-2

= P—2(

Analogamente, mostra-se que R;(R) = P. Logo, R; permuta os lados de A. H
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B+C

H
Definigao 33. Dado um angulo A = ZBAC, a semirreta AP, onde P = m, é

chamada de bissetriz do angulo A.

Figura 6.7: A bissetriz do angulo ZBAC

Note que P é um ponto pertencente ao interior de A. A partir da definicao de bissetriz,
temos o teorema a seguir.

—)
Proposicao 16. Se AP ¢é uma bissetriz de um angulo ZBAC, entao /BAP e ZCAP
sao congruentes.

—
Demonstracao. Seja | a reta tal que 4 = é o polo de [. Note que | =AP.

B-C
e B
Vimos que a reflexdo R; permuta os lados de ZBAC'. Assim, existe um ponto B’ € AC
tal que Ry(B) = B'. Se

Ax B AxP Ax B AxP

a = arccos < , > e [ =arccos < , >
[Ax BJ|" A x P [Ax B'[|"||Ax P

a=d(B,P) , b=d(B,A) e c¢=d(AP)
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H
Figura 6.8: AP é bissetriz de ZBAC

Como R; é uma isometria, temos

d(B', P) =d(R/(B), R/(P)) =d(B,P)=a
Portanto,
cosa — cosb - cosc
cosa = = cos [3,
senb - senc
Logo, a = 3, pois «, B € [0, 7]. ]

Para definir a congruéncia de segmentos, precisamos estudar os dos préximos resulta-

dos.

Teorema 21. Sejam P e ) pontos de uma reta [. Entao, existe uma unica translacao na
direcao de | que leva P em Q).

Demonstragao. Escolha uma base ortonormal {eq, €2, e3} tal que e; = P, @ = (cosf)e; +
(senf)eq, para algum 0 € [0, 7] ¢ e3 = €1 X ez é polo de L.
Se T' é uma translacao na direcao de uma reta [, existe um nimero real ¢ tal que a
matriz de T em relagdo a {e;,eq,e3} é
cos¢p —sen¢ 0
sen¢g cos¢p 0
0 0 1

Se T leva P em (), entao

Q@ =T(e1) = (cosg)er + (sen d)es

Logo, # = ¢ mod 27, e T fica unicamente determinada. O]
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Teorema 22. Sejam P, (), P’ e Q)" pontos (nao necessariamente distintos) de uma reta
I. Suponha que d(P,P'") = d(Q,Q"). Entao, existe uma isometria T tal que T(P) = Q e
T(P)=qQ'.

Demonstracao. Inicialmente, aplicando uma translagao ao longo de [, podemos supor que
P = Q. Entao, P’ e Q" sao pontos de [ equidistantes de P. Se P’ = (', podemos tomar
T, tal que T é a identidade.

Se P' #+ @', seja T = R,,, a reflexdo que permuta P’ e @)’. Entao R,, deixa P fixado
eleva P em Q. O

Observacgao: conforme a construcao, T pode ser a identidade, uma translagao ou uma
reflexao em relacao a uma reta.

Teorema 23. Dois segmentos sao congruentes se, e somente se, eles tem o mesmos
comprimentos.

Demonstracao. Sejam s; e so segmentos menores congruentes. Se T' é uma isometria que
leva s1 em s9, entao, T leva as extremidades de s; nas extremidades de ss.

Como resultado, s1 e t(s1) = $3 tém o mesmo comprimento.

Se dois segmentos mairoes sao congruentes, seus complementos também sao congru-
entes. Como sabemos que os complementos tém comprimentos iguais, digamos que seja
L, os segmentos maiores devem ter comprimentos iguais a m — L.

Reciprocamente, sejam s; e sy segmentos de comprimentos iguais. Podemos assumir,
sem perda de generalidade, que eles sao segmentos menores.

Primeiro, aplicamos uma reflexao em relacao a uma linha para mover s; a uma linha
I, determinada por s,. Fazendo, agora, uma translacao na direcao de [ para fazer um par
de extremidades coincidirem.

Se o outro par de extremidades coincide, o resultado estd provado. Caso contrario, es-
tas extremidades sao equidistantes a extremidade comum. Seja m uma linha perpendicu-
lar a [, passando pela extremidade comum. Temos que R; permuta as outras extremidades.
Logo, s; e sy sao congruentes. O

Apresentamos, agora, dois resultados que mostram que as mediatrizes dos lados de
um triangulo e também suas bissetrizes sao concorrentes em um tnico ponto.

Proposicao 17. As mediatrizes dos lados de um triangulo esférico sao concorrentes.

Demonstracao. Tomemos o triangulo AABC'. Inicialmente, note que as mediatrizes de
AB e BC se intersectam pois elas sao duas retas de S%, de modo que elas nao podem ser
paralelas.

Assim, seja M o ponto de intersecao entre as mediatrizes de AB e BC. Desta forma,

d(M,A)=d(M,B) e d(M,B)=d(M,C).
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Figura 6.9: Ponto de interseccao das mediatrizes do triangulo ABC

Logo, d(M, A) = d(M,C) e, portanto, M estd contido na mediatriz de AC ]

— —
Proposicao 18. Sejam A, B e C pontos nao colineares de 8%. Sejam p =CB, ¢ =AC e
—

r =AB as retas por eles determinadas. Sejam R, e R, as reflexoes que permutam p com
q e q com r, respectivamente. Entao, existe uma reta w, concorrente com u e v, tal que

R,, permuta pcom r.

Figura 6.10: As retas u, v e w sao concorrentes em um tnico ponto

Demonstracao. Primeiramente, se u e v sdo duas retas de S2, sabemos que elas se inter-
sectam em dois pontos antipodais.
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Deste modo, seja M um ponto de interseccao entre u e v. Seja [ a reta perpendicular
a ¢ passando por M.
Pelo teorema das trés reflexoes, podemos escolher w de forma que

R,oR,oR, =R,

de modo que
Ry(p) = Ryo Rio Ry(p) = Ryo Ri(q) = Ru(q) =

como exigido. O

Corolario 7. As retas contendo as bissetrizes dos trés angulos de um triangulo sao con-
correntes.

6.3 Triangulos Retangulos

Daremos, nesta se¢cao, uma versao na geometria esférica para o teorema de Pitagoras.

Proposigao 19 (Teorema de Pitdgoras). Seja AABC um triangulo em S* com lados de
comprimentos a = d(B,C), b = d(A,C) e ¢ = d(A, B). Se AC ¢é perpendicular a AB,

entao

cosa = cosb-cosc

Figura 6.11: No triangulo ABC; os lados AB e AC formam um angulo reto
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<
Demonstragao. Seja @ o polo de AB. Entao, {u, A, 4 x A} é uma base ortonormal. Com
relacao a esta base, podemos escrever

C = (cosb)A+ (senb)i e B = (cosc)A=+ (senc)(i x A)
Assim,

< B,C> = < (cosb)A+ (senb)u, (cosc)A =+ (senc)(u x A) >
= cosb-cosc< A;A>+cosb-senc< A, uxA>
+senb-cosc < u,A>=+senb-senc < u,ux A>

= cosb-cosc

Portanto,
cosa = cos(arccos < B,C' >) =< B,C >= cosb - cosc.

[]

Observagao: Pode-se provar este resultado facilmente através da lei dos cossenos, mas a
demonstracao anterior nos sugere que um resultado independe do outro.

Proposicao 20. Seja [ uma reta. Seja X um ponto que nao estd em | e que nao € polo de
. Seja m a reta perpendicular a |l passando por X. Dos dois pontos onde [ intersecta m,
seja F' o ponto mais prorimo de X. Entao, para todos os pontos Y €l eY # +F em |,

d(F, X) < d(X,Y) < d(X, —F).

Figura 6.12: A reta m é perpendicular a [ passando por X
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Demonstracao. Vamos aplicar o teorema de Pitdgoras, com X = C, FF = AeY = B.

T .
Note que b < Ex de modo que cosa e cosc tem o mesmo sinal.

Se ambos sao positivos, temos
cosa = cosb - cosc < cosb
e assim, b <a<m—b.
. T
Secosa=cosc=0,entaob<a=—- <7m—b.

Se cosa < 0 e cosb < 0, temos que

b < g <a e cos(m—a)<cosb-cos(m—c)<cosb,

de modo que m — a > b e, entao
b<a<m—0.

[]

Definigao 34. F' é chamado o pé da perpendicular de [ a partir de X. O numero d(F, X)

é escrito d(X,1) e é chamado a distancia de X a l.

6.4 Teoremas de Congruéncia para Triangulos

Vamos apresentar nesta secao tres resultados que nos permitem dizer quando dois
triangulos esféricos sao congruentes. Na geometria esférica, a definicao de congruéncia de

triangulos é exatamente a mesma que damos na geometria euclidiana.

Teorema 24 (Caso LLL de Congruéncia). Sejam APQR e AP'Q'R’ triangulos tais que
d(P,Q)=4d(P,Q"), d(P,R) =d(P,R) ed(Q,R) =d(Q',R). Entdo, os dois triangulos

sa0 congruentes.

Demonstracao. Sejam ]5, Qe R as medidas dos angulos do triangulo APQR e If”, Q’ e

R’ os angulos do triangulo AP'Q’R’, em radianos. Sejam

a=d(Q,R)=d(Q.R)
b=d(P,R)=d(P, R
c=d(P,Q)=d(F,Q")
Pela lei dos cossenos para angulos, temos
~  cosa—cosb-cosc

cos P = =cos P =— P=PF
senb - senc

A cosb — cosa - cosc

cos () = ZCOSQ':Q:Q/

sena - senc

R COSC — COSa - Ccosb R A A
cos R = =cosRr — R=R'
sena - senb

Portanto, APQR = AP'Q'R'.
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Teorema 25 (Caso LAL de Congruéncia para Tridngulos). Sejam APQR e AP'Q'R
triangulos tais que d(P,Q) = d(P',Q"), d(Q,R) = d(Q',R') e Q =0, onde Q e Q' sio
as medidas dos angulos ZPQR e ZP'Q'R', respectivamente, em radianos. Entdo, os dois
triangulos sao congruentes.

Demonstragio. Sejam o = Q = Q', a = d(P,Q), d = d(P',Q’), b = d(P,Q) = d(P',Q’)
ec=d(Q,R) =d(Q, R'). Pela lei dos cossenos,

cosa — cosb - cosc

coso = = cosa =cosa-senb-senc-+ cosb - cosc
senb - senc
/
cosa’ — cosb - cosc ,
cos o = = cosa =cosa-senb-senc-+ cosb- cosc
senb - senc

Logo, cosa = cosa’ e, portanto a = a’. Deste modo, pelo caso LLL de congruéncia,
temos que APQR = AP'Q'R'. O

Teorema 26 (Caso AAA de Congruéncia para Triangulos). Sejam APQR e AP'Q'R
triangulos tais que P= P’ Q Q’ e R= R’ onde P Q € R P’ Q’ e R sio as medidas
dos angulos dos triangulos APQR e AP'Q)’ R’, em radianos. Entao, os dois triangulos
5a0 congruentes.

Demonstracao. Sejam a = d(Q,R), b = d(P,R), ¢ = d(P,Q), d = d(Q',R), V =
d(P',R') e d =d(P',Q"). Pela lei dos cossenos para lados, temos

cos P —cos@ -cosR  cos P’ —cos@ - cos R ,

cosa = - - = - - = cosa
sen () - sen R sen () - sen R/
cos@Q) —cosP-cosR  cos@ —cos P -cos R ,
cosb = - = = - - = cosbh
sen P -sen R sen P’ - sen R/
cosR—cosP-cos@Q cos R —cos P - cos@) ,
cosc = - - = - - = cosc
sen P - sen () sen P’ - sen ()
Logo, a = d/, b =V e ¢ = ¢. Portanto, pelo caso LLL de congruéncia, temos que
APQR = AP'Q'R. m

Corolario 8. Dois angulos sao congruentes se eles tém a mesma medida em radianos.

6.5 Area de Triangulos Esféricos

Para esta secao, devemos nos lembrar que a area da superficie de uma esfera de raio
R ¢é calculada por 47 R2.

Assim, a drea da superficie de uma cunha cujo angulo tem medida « é dado por 2aR?.
Assim, se a esfera considerada ¢ S?, a drea de uma cunha ¢ igual a 2c. Com isso, podemos
dar o seguinte resultado.
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Teorema 27. Area de um Triangulo Esférico A drea A de um triangulo esférico APQR,
cujos angulos internos medem «, 3 e v, de 8% é

A=a+pf+~v—m.

Demonstracao. Inicialmente, vejamos que um angulo de medida o determina duas cunhas
esféricas de mesma area. Deste modo, a uniao das das cunhas determinadas pelos trés
angulos é igual uma semiesfera.

Figura 6.13: Triangulo esférico cujas medidas dos angulos sao «, 3 e 7.

Observagao: O professor pode usar uma bola de isopor e mostrar este fato a seus alunos
de forma mais envolvente.

Assim, se A é a area do triangulo e A, é a area da regiao complementar ao triangulo
na cunha cujo angulo mede a;, é

A+ A, =2a= A, =2a — A.
De modo analogo, concluimos que Ag =28 — A e A, = 2y — A. Por outro lado,
A+A, +Ag+ A, =2m,
onde podemos fazer as substituicoes sugeridas acima para obter
A+ 2a—A)+(28-A)+(2y—A) =2r

de onde concluimos que
A=a+B+vy—m.
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Dado um triangulo esférico, sua area é sempre maior que zero. Assim, da relacao
acima, podemos concluir

a+fB+y—nm>0=>a+p+y>m,
de onde podemos obter o corolario a seguir.
Corolario 9. A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo esférico é supe-
0T O .
Vimos anteriormente, que nesta geometria é possivel construir um triangulo retangulo.

Com a afirmacao acima poderiamos nos perguntar: é possivel construir um triangulo como
mais que um angulo reto? A resposta para esta pergunta é afirmativa.

Primeiramente, podemos nos lembram que duas retas r e s de S? que sao perpendicu-
lares a uma reta [ sao concorrentes nos polos de [. Sendo P, () e R os pontos de intersecao
entre r e s, r e [, s e [, respectivamente, temos que os angulos ZPQR e /P R() sao retos.
Logo o triangulo PQR tem dois angulos retos.

Pode acontecer também que as retas r e s acima sejam perpendiculares entre si. Desta
forma, o angulo ZQPR também é reto, de modo que os trés angulos do triangulo PQR
sao retos.

A
O

Figura 6.14: Triangulo com os trés angulos retos.

Exemplo 24. Vamos calcular a area do triangulo esférico que possui trés angulos retos.
Seja A a area deste retangulo, temos:
T 0
A=3-—m=—-ua.
2 2

. . . T
Assim, se o raio da esfera for igual a 1 metro, A = 5 m?.



Capitulo 7

A Geometria Esférica na Sala de
Aula

Neste ultimo capitulo, apresentamos duas possibilidades de trabalho com a geometria
esférica numa sala de aula do ensino médio. De forma especial, estas atividades foram
pensadas para aplicacao em turmas do 3° ano do ensino médio. Essa opcao decorre de
alguns fatos.

1. No 3° ano do ensino médio se inicia o estudo analitico da geometria plana. Desta
forma, estes alunos estao mais aptos a trabalhar o sistema de coordenadas no espaco
euclidiano;

2. A prépria maturidade do aluno do 3° ano do ensino médio possibilita um trabalho
voltado a uma geometria que difere da geometria estudada em todo o ensino basico.

A primeira parte que serd feita é uma aplicacao da geometria esférica no calculo de
distancia entre cidades no nosso planeta, que para nossas aplicagoes pode ser aproximada
a uma esfera perfeita. O nosso planeta nao é, de fato, uma esfera perfeita (o préprio
relevo ja a difere de uma esfera), ela tem a forma de um esferdide oblato, que é uma elipse
rotacionada em torno de seu eixo menor, onde o diametro do equador é 43 km maior que
o diamentro entre os polos norte e sul. Se aproximarmos o diametro médio da Terra para
12800km, a diferenca apresentada anteriormente representa aproximadamente 0,33

A segunda parte serd apresentar algumas semelhancas e diferencas entre a geometria
euclidiana plana e a geometria esférica, mostrando algumas particularidades da segunda
que decorrem de suas propriedades basicas.

7.1 Distancia Entre Cidades e Aplicacgoes

Nesta se¢ao iremos propor alguns problemas relativos a distancia entre pontos na
superficie terrestre, considerendo-a uma esfera.

103
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Para resolver problemas relativos a pontos na superficie esférica, devemos entender
como localizar estes pontos através das coordenadas geogrdificas.

No caso da superficie terrestre, as coordenadas geograficas de um ponto P sao os
angulos a e b, em graus, que a reta que contém o ponto P e o centro da Terra (que pode
ser entendido como a origem de um sistema de coordenadas ortogonais) faz com a linha do
Equador e o meridiano de Greenwich, respectivamente. Estas coordenadas sao chamadas
de latitude e longitude

As latitudes, sao associadas as letras N e S para identificar a posicao do ponto em
relacao a linha do Equador. Assim, se um ponto estd acima da linha do equador, sera
associado a letra N, se um ponto estd abaixo da linha do equador, serd associado a letra
S. Nos associaremos estas letras a positividade dos ntimeros apresentados, de modo que
a letra N serd associada a valores positivos e a letra S a valores negativos.

De forma anéaloga, as letras E e W sao associadas as longitudes, a fim de identificar a
posicao de um ponto em relagao ao meridiano de Greenwich, de modo que pontos a leste
do meridiano sao associados a letra E e pontos a oeste do meridiano sao associados a letra
W. Além disso, associamos estas letras também a positividade dos niimeros apresentados,
de forma que a letra E sera associada a valores positivos e a letra W sera associada a
valores negativos.

Assim, um ponto de latitude 25 °N e longitude 54 °W possui coordenadas representadas
pelo par (25, —54). J& um ponto de latitude 53 °S e longitude 93 °L possui coordendas re-
presentada pelo par (—53,93). Desta forma, se a e 7y representam a latitude e a longitude,
respectivamente, de um ponto P da superficie terrestre, temos que e —90° < o < 90° e
—180° <~ < 180°.

Além disso, é facil calcular a distancia entre dois pontos A e B, cujas coordenadas
geograficas sao (a1,7) e (ag,7), respectivamente da superficie terrestre que tém mesma
longitude. Para isso, basta calcular o médulo da diferenca entre as latitudes e fazer uma
regra de trés.

2rR — 360 °
d(A,B) — |Oél—042|

Se os pontos A e B estao sobre a linha do Equador, o célculo é feito de maneira analoga.
Porém, se tais pontos nao satisfazem estas duas condigoes, serd necessario utilizarmos da
geometria esférica e a forma geral de calcularmos a distancia entre dois pontos nesta
geometria.

Para tanto, inicialmente devemos saber como podemos determinar as coordenadas de
um ponto P de S? em um sistema ortogonal, conhecendo-se suas coordenadas geograficas.
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Figura 7.1: Coordenadas Geogréficas em S?

Observando a figura anterior, se v é a latitude de P e a é sua longitude, para determinar
as coordenadas de P no sistema ortogonal OXYZ, devemos observar que:

OD = cosvy
xp = 0D - cosa = cosycos «
yp = OD -sen«a = cosysen«
2, = c0s(90° — ) = sen~y
Desta forma, um ponto P € S? pode ser dado por

P = (cosy cos a, cos 7y sen «, sen ),

onde —90° < v < 90° e —180° < a < 180° e, por fim, podemos resolver problemas
de distancia entre dois pontos da Terra utilizando a distancia de S2. Para fazer isso,

procedemos da seguinte forma:

1. Determinar as coordenadas dos pontos de S? num sistema de coordenadas ortogo-
nais;

2. Fazer o calculo da distancia entre os dois pontos;

3. Multiplicar o resultado obtido pelo raio médio da Terra.

Este ultimo passo se justifica pois duas circunferéncias sao sempre semelhantes, de
modo que a razao entre dois arcos que determinam o mesmoangulo central é igual a razao

entre os raios.
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0O4=0B=R

OM =ON =vr

Figura 7.2: Arcos de circunferéncia que determinam o mesmo angulo central

omo o raio r de qualquer grande circulo de S? é igual a 1,

AB R
—— =—=R <= AB=R-MN
MN r
Feitas estas consideragoes, podemos propor algumas atividades a serem feitas na sala
de aula.

Atividade 1: Determinar a distancia entre duas cidades.

As cidade de Sao Paulo esta localizado na posicao de latitude 23°32’52”S e longitude
46°38'9"W (http://toolserver.org/~geohack/geohack.php?language=pt&pagename=
So_Paulo_(cidade)&params=23_32_52_S_46_38_09_-W). A cidade de Paris est’a localizado
na posi¢ao de latitude 48°58'N e longitude 2°19’5"E (http://toolserver.org/~geohack/
geohack.php?language=pt&pagename=Paris&params=48 52 00_N_2_19 58 E). Supondo
que o raio da Terra seja de 6400 quilometros, calcular a distancia entre estas duas
cidades.

Resolucao

Note que as coordenadas geograficas da cidade de Sao Paulo podem ser expressas pelo
par (—23°32’52", —46°38’9") e as coordenadas da cidade de Paris por (48°58’,2°19°58").
Com o auxilio de uma calculadora cientifica, o professor pode converter as coordena-
das de Sdo Paulo e Paris para radianos com valores aproximados a (—0,41, —0,81) e
(0,85, 0,04), respectivamente.
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Caso ache didaticamente oportuno, o professor pode utilizar a expressao

a(graus) -

a(radianos) = 180°

para fazer esta conversdo, onde a(radianos) é a medida de um angulo em radianos e
a(graus) é a medida do mesmo angulo em graus.

Feito isto, podemos passar das coordenadas geograficas para as coordenadas orto-
gonais. Assim, chamando de S o ponto que representa a cidade de Sao Paulo e P o
ponto que representa a cidade de Paris em S?, num sistema de coordenadas ortogonais,
as coordenadas de S e P sao, aproximadamente:

S = (cos(—0,41) cos(—0,81), cos(—0,41) sen(—0,81), sen(—0,41)) =
(0,63, —0,66, —0,40)
P = (cos(0,85) cos(0,04) , cos(0,85)sen(0,04), sen(0,85)) = (0,66, 0,03, 0,75)

Agora, vamos calcular a distancia entre os ponto S e P em S?. Logo:

d(S,P) = arccos <S,P >
= arccos (0,63 - 0,66 + (—0,66) - 0,03 + (—0,39) - 0,04)
= arccos(,10 = 1,47

Multiplicando este valor pelo raio médio da Terra, obtemos:
1,47 - 6400 = 9408 km.

Com a ajuda de um GPS, ou utilizando-se o Google Farth, podemos verificar que
a distancia entre Sao Paulo e Paris é aproximadamente 9378 km, de modo que com os
calculos feitos acima, onde usamos diversas aproximacoes, obtivemos um valor que difere
da medida real da ordem de 0,3%, o que nos dd uma boa estimativa.

Atividade 2: Tempo estimado de uma viagem.

A cidade do Rio de Janeiro estd localizada no ponto da Terra de latitude
22°54’10”S e longitude 43°12’28”W  (http://toolserver.org/~geohack/geohack.php?
language=pt&pagename=Rio_de_Janeiro_(cidade)&params=22 54 10_S 43 12 28 W).

Ja a cidade de Madrid esta localizada a latitude 40°23'N e longitude 3°40°'W (http:
//toolserver.org/~geohack/geohack.php?language=pt&pagename=Madrid&params=
40-23.0.N_3.40_.0.W). Suponha que o raio da Terra seja de 6400 quilémetros. Se
um aviao comercial faz esta viagem com uma velocidade média de 800 km/h, qual serd o
tempo gasto numa viagem entre estas duas cidades?

Resolucao
A resolucao desta atividade segue os mesmos passos da atividade anterior, onde nés
calculamos a distancia aproximada entre as cidades de Sao Paulo e Paris. Porém, apds
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calcular a distancia entre as cidades do Rio de Janeiro e Madrid, devemos lembrar que o
tempo gasto em uma viagem pode ser calculado por

distancia

tempo = .
P velocidade média

Feito o comentario acima, temos que as coordenadas geograficas das cidades do Rio
de Janeiro e de Madrid sdo, em graus, (—22°5410",—43°12’28") e (40°23’, —3°40"),
respectivamente. Em radianos, estas coordenadas sao expressas aproximadamente por
(—0,40, —0,75) e (0,70, —0,06), respectivamente.

Se R e M sao pontos de S? que representam as cidades do Rio de Janeiro e Madrid, res-
pectivamente, suas coordenadas num sistema de eixos ortogonais sao, aproximadamente:

R = (cos(—0,40) cos(—0,75) , cos(—0,40) sen(—0,75) , sen(—0,40)) =
(0,67, —0,63, —0,39)
M = (cos(0,70) cos(—0,06) , cos(0,70) sen(—0,06) , sen(0,70)) = (0,76, —0,05, 0,64)

Calculando a distancia entre M e R, temos:

d(M,R) = arccos < M,R >
= arccos (0,67 -0,76 + (—0,63) - (—0,05) + (—0,39) - 0,64)
= arccos0,29 =1,28

Assim, a distancia entre Rio de Janeiro e Madrid é
1,28 - 6400 = 8192 km.

Por fim, o tempo da viagem é, aproximadamente:

8192

200 = 10,24 = 10 horas e 14 minutos

tempo =

Atividade 3: Autonomia de Voo.

Uma empresa aérea deseja fazer voos didios entre as cidades de Nova York
e Pequim, com as respectivas latitudes e longitudes: 40°43'N, 74°W (http://
toolserver.org/~geohack/geohack.php?language=pt&pagename=Nova_lorque&params=
4043 0_.N_74.0.0.W) e 39°54’20”"N, 116°23’29”E  (http://toolserver.org/~geohack/
geohack.php?language=pt&pagename=Pequim&params=39_54 20 N_116_23 29 E). Su-
ponha que o raio da Terra seja de 6400 quilometros. A empresa deseja utilizar um aviao
com autonomia de voo de 10500 quilometros, ou seja, ele pode voar por esta distancia
sem a necessidade de reabastecer. Esta empresa conseguira realizar tais voos da maneira
como deseja?

Resolucao
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Vejamos que as coordenadas geograficas de Nova York e Pequim, em graus, sao
(40°43’, —=74°) e (39°54°20”,116°23’29”), respectivamente. Em radianos, elas sdo apro-
ximadamente (0,71, —1,29) e (0,70, 2,03), respectivamente.

Sejam N e P os pontos de S? que possuem as mesmas coordenadas geograficas de
Nova York e Pequim. As coordenadas ortogonais de N e P sao, aproximadamente:

1)sen(—1,29), sen(0,71)) = (0,21, —0,73, 0,65)

N = (cos(0,71) cos(—1,29) , cos(0,
0,70) sen(2, 03), sen(0,70)) = (—0,34, 0,69, 0 ,64)

7
P = (cos(0,70) cos(2,03) , cos(0,70

Desta forma, a distancia entre N e P é aproximadamente:
d(N,P) = arccos < N,P >

= arccos(0,21 - (—0,34) + (—0,73) - 0,69 + 0,65 - 0,64)
= arccos —0,16 =1, 73.

Assim, a distancia entre Nova York e Pequim é aproximadamente
1,73 - 6400 = 11072 km.

Veja que nao é possivel realizar voos entre estas duas cidades, considerando a aeronave
que a empresa deseja utilizar.

7.2 Geometria Esférica x Geometria FEuclidiana
Plana

Nesta secao, vamos apresentar algumas semelhancas e destacar algumas diferencas
entre a geometria euclidiana plana que se estuda no ensino basico e a geometria esférica.

As semelhancas e diferencas entre estas duas geometrias ja foram apresentadas du-
rante os capitulos 4, 5 e 6 deste trabalho, mas convém retoma-los neste momento, pois
acreditamos que parte do trabalho que pode ser feito na educagao bésica com relacao a
geometrias nao euclidianas é mostrar as principais diferengas entre estas e a geometria
euclidiana.

Vejamos primeiro algumas diferengas entre as duas geometrias.

1. Retas determinadas por dois pontos: Enquanto na geometria euclidiana por dois
pontos distinto passa uma tunica reta (fato conhecido como azioma de determina¢ao
da reta), na geometria esférica isso nem sempre é possivel. Veja a figura 77
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Figura 7.3: Duas retas determinadas por dois pontos distintos.

Nela, vemos que pelos pontos antipodais P e —P passam mais do que uma reta.
Poderiamos ainda determinar outras retas que passam por estes pontos. Assim, por
dois pontos antipodais passam infinitas retas. Assim, ndo hd um analogo do axioma
de determinacao para a geometria esférica.

Por outro lado, se os dois pontos nao forem antipodais, o teorema 5 garante que
tais pontos determinam uma tnica reta na geometria esférica.

2. Retas Paralelas: Esta é a principal diferenca entre a geometria esférica e a geome-
tria euclidiana. A impossibilidade de existirem retas paralelas na geometria esférica
ocorre pois, como foi provado no teorema 6 duas retas distintas de S? tém exata-
mente dois pontos de intersecao.

Figura 7.4: Na geometria esférica nao é possivel tracar a paralela a uma reta por um
ponto fora dela.
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item Segmentos de Reta: Vimos também que dois pontos distintos nao antipodais
de S? determinam dois segmentos de reta. Esse foi, inclusive, um fato que dificul-
tou a definicao de segmento de reta na geometria esférica, dado que na geometria
euclidiana essa definicao é dada a partir da relacao de estar entre, que nao é vélida
na geometria esférica.

3. Soma dos Angulos Internos: Uma consequéncia da inexisténcia de retas paralelas na
geometria esférica é a relagao entre um triangulo e a somo de seus angulos internos.
Enquanto na geometria euclidiana a soma dos angulos internos de qualquer triangulo
resultam no mesmos valor, igual a m, a geometria esférica nos fornece um valor que
varia conforme o triangulo, mas que sempre é superior a 7.

Uma importante percepcao desta diferenca esta no fato de que na geometria esférica
podemos construir um triangulo até com trés angulos retos. Para isto, basta tomar
trés pontos de S? tais que cada um é um polo do lado oposto a ele. Por outro
lado, pela lei dos cossenos da trigonometria esférica, os trés lados deste triangulo
sao congruentes. Logo, tal triangulo é um triangulo equilatero.

Assim, também decorre do fato da soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo esférico nao ser constante que cada angulo do triangulo equildtero esférico
varia conforme a medida de seu lado. Deste modo, nao é possivel, na geome-
tria esférica, concluir quais sao as medidas dos angulos internos de um triangulo
equilatero sem que saibamos qual é a medida de seus lados.

Uma caracteristica das figuras geométricas na superficie esférica é que elas nao
podem ser aumentadas (ou diminuidas) mantendo as mesmas caracteristicas, ou
seja, nao é possivel definir a semelhanca entre duas figuras na geometria esférica.

Por outro lado, nao podemos deixar de destacar as semelhancas entre as duas geome-
trias.

1. Teoremas de Congruéncia: Vimos que os mesmos critérios de congruéncia de
triangulos existentes na geometria euclidiana também sao validos na geometria
esférica.

2. Bissetrizes e Mediatrizes: Assim como na geometria euclidiana, nds definimos a
bissetriz de um angulo e a mediatriz de um segmento e de forma muito oportuna,
mostramos que as bissetrizes dos angulos internos de um triangulo esférico sao con-
correntes em um unico ponto. O mesmo ocorre para as mediatrizes dos lados de um
triangulo esférico.
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Figura 7.5: As bissetrizes de triangulos esféricos, assim como os euclidianos, sdo concor-
rentes.

3. Triangulos Retangulos: De grande importancia na geometria euclidiana, pois nos
permite calcular distancias entre dois pontos, também construimos um triangulo
retangulo esférico e apresentamos sua versao para o teorema de Pitdgoras, com o
mesmos significado.

Figura 7.6: Triangulos retangulos.

Além disso, vimos que o triangulo retangulo nos auxilia determinar uma reta per-
)
pendicular a outra passando por um ponto dado.

4. Trigonometria Esférica: De grande importancia também é o fato da trigonometria
esférica também expressar relacoes entre lados e medidas dos angulos de triangulos
esféricos.

Para terminar esta se¢ao, faremos um quadro comparativo entre as duas geometrias e
suas caracteristicas.
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PROPRIEDADES

GEOMETRIA EUCLIDIANA

GEOMETRIA ESFERICA

Dois pontos distntos Sim Nao
determinam uma unica
reta?
Pontos de interseccao entre 1 2
duas retas distintas:
Existem retas paralelas? Sim Nao

A soma dos angulos
internos de qualquer
triangulo:

Igual a 180° = 7 rad

Superior a 180° = 7 rad

Ha como determinar se dois Sim Sim
triangulos sao congruentes?
Existem figuras Sim Nao
semelhantes?
As mediatrizes de um Sim Sim
triangulo se intersectam?
Existem triangulos com Nao Sim

mais de um angulo reto?
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Estes sao alguns dos fatos que podem ser mencionados para alunos do ensino basico
para que seja despertado neles um desejo de melhor conhecer esta geometria que esta a
nossa volta, porém praticamente nao é explorada nos curriculos do ensino basico.
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