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Resumo

Este trabalho tem por finalidade apresentar uma abordagem sobre a teoria dos fractais.
Esta teoria apontara de que forma tais fractais representam na natureza, além de apresen-
tar seus pensadores e de que forma eles podem ser utilizados nas aulas de matematica da
educacao basica. Dessa forma, apresentar-se-ao teorias a respeito dos fractais encontrados
na natureza os quais foram encontrados por grandes tedricos da matematica - estes, a par-
tir de suas teorias, puderam visualizaram a existéncia de fractais classicos que originam
novos fractais, permitindo-lhes a semelhanca. Como poderd ser visto neste trabalho, os
fractais também possuem a caracteristica de terem formas fraciondrias. A partir desses
pressupostos, foi elaborado um capitulo cuja finalidade é a apresentacao de algumas com-
peténcias que poderao ser trabalhadas pelo professor de matemaética da educagao basica,

utilizando-se dos fractais em sala de aula.

Palavras-chave: Fractais, Fractais em sala de aula, Fractais classicos.



Abstract

This paper will address the theory of fractals, which they represent in nature, its cre-
ators and its applications in the classroom. During the work will be sought to present
the different forms of fractals found in nature; creates such creations came from great
mathematicians and also classical fractals which originated new creations. We will see
that fractals are part of an unconventional geometry, but not whole with fractional di-
mensions. We will also see that from classical fractals can build new fractals, keeping the
resemblance. To contribute to the teaching of the teacher in the classroom, we present a
detailed study of fractals. This study will focus on calculating perimeter, area, volume,
logarithm and number sequences, which are part of the content of the component studied

mathematics in high school.

Keywords: Fractals, Fractals Classic, Classroom Applications.
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1 Introducao

O tema Geometria Fractal ainda é pouco visto e estudado no ensino-aprendizado
de matematica. Estudiosos, como Gilney F. Zebende, discutem e fazem anélises dos frac-
tais os quais podem ser considerados excelentes instrumentos de efetivacao de contetdo
matematico em sala de aula, uma vez que se apresentam como formas do proprio cotidi-
ano do aluno. Foi esta associacao com o cotidiano do aluno que promoveu a escolha deste

tema para esta dissertacao.

Os fractais, apesar de ainda apresentarem pouca bibliografia a seu respeito, sao
uma excelente ferramenta em sala de aula para o professor e para o préprio aluno, ja que
promovem estratégias didaticas para que o professor apresente ao discente novas formas
de visualizagao da matematica. A associacao desses fractais com o cotidiano do aluno
facilita a compreensao das relacoes numéricas de seus elementos, os quais sao adquiridos
por meio de iteracoes sucessivas que se referem a principios como contagem, perimetros,

areas e volumes como serao vistos neste trabalho.

O principal objetivo dessa dissertacao é apresentar a conceituagao de alguns
desses fractais, levando-se em consideracao as iteragoes sucessivas citadas anteriormente,
de acordo com as teorias de Kock, Sierpinski, Menger, além da teoria da arvore pitagérica
fundamental. Tais teorias servem de base para esse trabalho que tem por principal fina-

lidade contribuir para o ensino da matematica na educacao bésica.

Para que essa contribuicao ocorra, serao apresentadas, nesta dissertacao, em
um primeiro momento, algumas teorias a respeito dos fractais, as quais podem ser elen-
cadas em trés: o floco de neve de Koch, o triangulo de Sierpinski e a esponja de Menger.

Tais teorias apresentarao as iteracoes sucessivas vistas por cada uma delas.

Em seguida, sera apresentado um capitulo de andlise de como os fractais podem
ser trabalhados em sala de aula com materiais concretos. Este capitulo tem a finalidade
de apresentar a manipulacao que docente e discentes podem fazer em sala de aula com o

uso de materiais do cotidiano.

A partir disso, poder-se-a concluir que o uso dos fractais em sala de aula pode

ser uma ferramenta para o professor de matematica da educagao basica, levando os alunos
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a descobrirem novas formas de uso da matematica que muitas vezes passam despercebidas.
A associacao com o cotidiano do aluno pode ser uma das melhores estratégias de ensino de
matematica, uma vez que aponta como essa disciplina sai do plano abstrato de férmulas

para o plano concreto de materiais simples do dia-a-dia.
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2 Breve historico dos fractais

Para uma data exata ao comeco da histéria dos fractais, poderiamos escolher
o ano de 1975, em que Benoit Mandelbrot criava a palavra “fractal’e preparava ja a sua
primeira obra sobre o assunto. H&, no entanto, uma série de acontecimentos anteriores,
que sem os seus protagonistas o saberem, abriram caminho para que essa iniciativa pudesse

surgir. E, pois, por essa “pré-historia” que comecgaremos.

Entre a segunda metade do séc. XIX e a primeira do séc. XX foram sendo
propostos vérios objetos matematicos com caracteristicas especiais e que foram, durante
muito tempo, considerados “monstros matematicos”, ja que desafiavam as nogoes comuns

de infinito e para os quais nao havia uma explicacao objetiva.

George Cantor (1845-1918) que se evidenciou com as suas idéias altamente
inovadoras sobre o infinito, colocou o problema de uma linha a qual se removeria o seu
terco médio, seguidamente o terco médio de cada um dos segmentos restantes e assim
sucessivamente, gerando uma “poeira” que sendo infinita, possuiria um comprimento total

igual a zero.

De igual modo, seria, em 1904, apresentada a curva de Von Koch que sera alvo
de uma andlise mais detalhada nos capitulos a frente e que sendo uma linha rodeada por

uma area finita, possuiria um comprimento infinito.

No entanto, todos estes objetos matematicos possuiam algumas caracteristicas
comuns aos fractais. Pois, além de bizarros e de conterem em si elementos infinitos, eram

de certo modo iguais a si préprios quando ampliados.

Chegamos entao a altura em que, as condi¢oes estavam criadas para o apare-
cimento de uma figura invulgar como Benoit Mandelbrot. Mandelbrot, que nasceu em
Varsovia, na Polonia, em 1924 e se refugiou com a familia em Paris em 1936, apesar de
ter feito os seus estudos basicos de uma forma irregular, ingressou na Ecole Politechni-
que a fim de receber formacao universitaria. Imperava naquela época uma determinada
maneira de ser e estar que venerava o rigor e disciplina mentais como forma de encarar a
Matematica, onde até mesmo os graficos eram banidos, pressupondo-se que o verdadeiro

matematico nao se deveria deixar influenciar pela componente subjetiva de uma imagem
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e que, antes pelo contrario, deveria conter em si uma capacidade de abstracao, que aliada

a uma notacao devida, lhe permitiria produzir um trabalho rigoroso e honesto.

Mandelbrot, porém, era totalmente avesso a este espirito. Em 1952 doutorou-se
em Matematica pela Universidade de Paris e em 1958 emigraria uma vez mais, desta feita
para os Estados Unidos, iniciando uma carreira no Thomas J. Watson Research Center
da IBM. Estudou a variacao dos precos de algodao, desenvolveu um trabalho relacionado
com a transmissao de ruidos em linhas telefonicas, ensinou em Harvard e investigou a
teoria dos jogos entre muitas outras atividades que se por um lado evidenciavam o seu
ecletismo, por outro acusavam certa instabilidade, como que a procura de alguma coisa.
Em particular, Mandelbrot debrugou-se sobre um problema antigo que questionava qual

era efetivamente o comprimento do tracado da costa de um pais, a Gra-Bretanha.

Esta e outras questoes estiveram na origem de toda uma teoria inovadora
que viria a culminar no primeiro livro de Mandelbrot, em 1977, que, porém, nao seria
bem recebido pela comunidade cientifica. S6 em 1982, com a publicacao de "The Fractal

Geometry of Nature’, este sairia do anonimato.

Ressalta-se ainda a contribuicao do matematico John Hubbard que encarando
o método de Newton, segundo uma nova perspectiva e a de Michael Barnsley, inventor do
“Jogo do Caos”, viriam a influenciar determinantemente o desenvolvimento da Geometria

Fractal, tal como conhecemos hoje.

Muitos dos nomes referidos nesta secao, e em particular Mandelbrot, com os
seus colaboradores e admiradores, encontram-se ainda hoje na vanguarda dos aconteci-
mentos e constituem o motor do desenvolvimento dessa nova teoria, que ainda parece

estar engatinhando tanto no seu desenvolvimento tedrico quanto nas suas aplicagoes.



12

3 Fractais Classicos

De modo geral, fractal é uma construgao na qual um padrao é repetido desde
larga escala até pequena escala, de maneira que, quando observado mais de perto a es-
trutura revela as mesmas figuras ou similares. Existem muitas formas de fractais na
natureza como, flocos de neve, arvores, etc. Os fractais por serem irregulares nao podem
ser descritos através da geometria euclidiana, eles geralmente tem uma dimensao Haus-
dorff que difere de sua dimensao topoldgica normal. Uma maneira de produzir fractais é

por algoritmos de preenchimento de espago.

Benoit Mandelbrot é considerado o criador da Geometria Fractal. Notada-
mente, antes dele outros matematicos descobriram figuras estranhas que nao se enqua-

¢

dravam nas defini¢oes da geometria euclidiana e, por isso, foram chamados de “monstros

matematicos” .

A denominagao de fractais por Mandelbrot, fundamentou-se no latim, do adje-
tivo fractus, cujo verbo frangere significa quebrar: criar segmentos irregulares, fragmentar.

Refere-se ao estudo dos fractais quando se diz Geometria Fractal.

Abordaremos a seguir os denominados “monstros”da teoria dos fractais.

3.1 O Conjunto de Cantor

Historicamente George Cantor (1845 - 1918) foi um matemético descendente
de portugueses, nascido na Russia, adotou nacionalidade alema, foi professor da Univer-
sidade de Hale, dedicou muito de seus estudos em pesquisas relativas a fundamentacao
da matematica, principalmente no tocante a parte hoje conhecida como Teoria dos Con-

juntos. Foi Cantor o primeiro matematico a estudar, ao final do século XIX, essa teoria.

Em 1883, Cantor publicou um trabalho no qual é construido um conjunto,

chamado hoje “Conjunto de Cantor”.

O primeiro objeto reconhecido como fractal foi o Conjunto de Cantor. O

Conjunto de Cantor constitui um modelo de imaginacao abstrata na Matematica. Na
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construcao do Conjunto de Cantor (C), iniciamos de um segmento unitario [0, 1], o qual
se divide em 3 partes iguais e retiramos a parte do meio 1/3 < x < 2/3 esse processo é co-
nhecido como “remogao do terceiro meio”. Os segmentos restantes formam o conjunto c;.
Utilizando o mesmo processo de retirar o terceiro meio das duas partes que restam, cha-
mamos de ¢y 0s segmentos que sobraram. Repetindo o processo infinitas vezes, chamamos

de C o conjunto de pontos que sobraram apds retirar infinitos segmentos.

{m]

1] 173 203 |
] 179 249 173 23 7/ 59 1
0127 2027 19 [ 7T 871 2319027 2042779 8492507 26027 1
] [ i) | | == | =g
H E HE HE HE HE HE HE HE

1 e e en e e Ien e
Figura 3.1: Conjunto de Cantor

Na construgao do conjunto C, observe que, no 1° passo, retiramos (5) do
comprimento do segmento unitario; no 2° passo, retiramos 2 segmentos de comprimento

1 2 1
(§> , isto é, retiramos (?> ; no 3° passo, retiramos 4 segmentos de comprimento (?) ,

22

isto é, retiramos (§> e assim por diante. O total retirado é, entao:

(Do (L) e (L) s 2] 1+2+22+23+
3 32 33 T3 3 32 337

Observe que o termo entre parénteses é uma PG infinita de razao (5), cuja

soma é:

1
Resultando no comprimento total removido igual a (§> 3=1

Tomando por base a figura(abaixo), imaginamos que sobram os pontos extre-

mos dos intervalos, o que nos permite concluir que C é o conjunto de todos estes pontos.

Mas isto nao é verdade, pois existem muitos pontos que nao sao extremos e

que pertencem a C.
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Toda vez que retiramos um intervalo: sobram outros dois intervalos, um na

esquerda (E) e outro na direita (D).

Ao considerarmos que um ponto esta em C, podemos identifica-lo com uma
sequéncia de posigoes a esquerda (E) e a direita (D), que indicam a que intervalo este

ponto pertence.

ED DE DD

EDE EDD EE ED DE DD

Figura 3.2: Conjunto de Cantor, como uma sequéncia de Esquerda e Direita

E facil observar que, por exemplo, o ponto extremo a esquerda de C é repre-

sentado por:

0=+ EEEE..

e o ponto extremo a direita por:

1= DDDD...

Observa-se que:

1/3—= EDDD...
2/3 - DEFE...
1/9 — EEDD...
2/9 - EDFE...
Na figura, notamos que cada ponto extremo consiste de uma sequéncia com-

posta de uma combinacao finita de E’s e D’s, seguida de uma sequéncia infinita de E’s e

D’s. Por exemplo:
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RN

 J
D
[ 4 L
13 2/3 1
ED DE DD
o9 o o0
2/9 13 2/3 7/9 8/9 1

% &2 &L &R 05 £93

2/9 7/27 8127 1/3 2/3 19/2720/27 7/9 8/9 25/27 26/27 1

Figura 3.3: Conjunto de Cantor, como uma sequéncia de Esquerda e Direita

EDEDEDDD...

DDEDD...

Sao, certamente os pontos extremos de C'.

A partir disso, lancamos maos de uma pergunta: existirao pontos em C' que
nao terminarao em uma sequéncia infinita de £’s e D's? De fato, ha muitos destes pontos;

Tomemos como exemplo o ponto

EDEDED...

Este ponto esta:
1° estdgio E0 <z < 1/3
2° estégio D 2/9 <z < 3/9
3° estagio E 6/27 < x < 7/27

Depois de k estégios determinamos um intervalo de largura (1/3)k contido no

intervalo precedente.

Logo, estes intervalos decrescem em tamanho até que reste somente um ponto,

ou seja, o ponto.
EDEDED...

Tal ponto pertence a C, contudo nao é um ponto extremo, por nao terminar

numa sequéncia infinita de E’s ou D’s.
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Porém, é notodrio que outros pontos nao terminem como uma sequéncia infinita

de E’s ou D’s, como:

EDDEEDDEEEDDEFEEEDDEEEEED...

E estes pontos pertencem a C'.

O que observamos com o Conjunto de Cantor é algo interessante e contra-
ditorio, pois enquanto o numero de segmentos aumenta indefinidamente o comprimento
de cada segmento vai ficando mais préximo de zero, até que, em certo instante, é pra-
ticamente igual a zero. O Conjunto de Cantor tem infinitos pontos, pois se lembre que
toda vez que faco os cortes com intervalos abertos, os pontos extremos dos intervalos
fechados permanecem no Conjunto de Cantor. Portanto, mesmo considerando as infinitas
etapas do processo, todos os pontos extremos dos intervalos de construcao pertencem ao
Conjunto de Cantor e sao em uma quantidade infinita, tanto quanto a quantidade dos

numeros naturais.

Outra importante observacao no Conjunto de Cantor esta relacionada ao se-
guinte aspecto: a sua construcao numérica permite-nos obter a idéia de um subconjunto
fechado de niimeros reais. Para termos uma melhor percepcao, enunciaremos novamente a
sua construgao geométrica. Consideremos na figura inicial, o intervalo fechado Iy = [0, 1],
dividimo-lo em 3 partes congruentes e desprezamos o ter¢go médio (ver figura 3.1). Fica-
mos, desta forma, com a uniao disjunta de dois intervalos fechados, I; = [0; %] U E, 1}

. 1 . .. . .
de comprimento 3 cada. Aplicando este processo aos demais intervalos indefinidamente

obtemos I, que sera substituido pela uniao disjunta de 2" intervalos.

O conjunto de Cantor nao é interessante para ser trabalhado no ensino fun-
damental, pois aborda questoes delicadas. A prépria idéia abstrata de tomar um inter-

valo “sem espessura”e fazer cortes neste intervalo soaria estranho para os alunos.

3.2 Curva de Peano

O italiano Giusepe Peano nasceu em Cuneo (1858) e faleceu em Turim (1932).
Atuou como professor da academia Militar de Turim , com enorme contribuicao a Ma-

tematica. O que no faz lembrar da sua famosa axiomatizagao para os nimeros inteiros
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(positivos).

O tedrico publicou em 1890, um estudo aprofundado das nog¢oes de continui-
dade e dimensoes, no qual relata a sua famosa curva, que tinha como proposta cobrir

totalmente uma superficie plana quadrangular: -“Sur une courbe qui remplit toute une

aire plaine”!,(PEANO, 1890, p. 33 apud BAROSA, Ruy Madsen).

Varias sao as citacoes recebidas pela Curva de Peano, por exemplo do russo Vi-
lekin?: “Ele faz aparentar que tudo estaria em ruina, que todo conceito matemético tenha

3: “Alguns objetos mateméticos como

perdido seu significado”; ou do francés Dieudonée
a curva de Peano sao totalmente nado intuitivas |[...], extravagantes”. Um comentario feito
por Mandelbrot salienta que essas citagoes apenas indicaram pouco cuidado ao examinar
a curva e deficiéncia de imaginagao geométrica, assegurando que se torna muito dificil nao
associa-la com diversos aspectos da natureza. Tais estruturas patoldgicas surgiram para

perturbar as bases matematicas, foram importantes para o relacionamento de uma nova

geometria com a natureza.

A construcao de Peano se baseia em:
1 - Temos incialmente um segmento de reta, fig. 3.4 - I;
2 - Substituimos por uma curva de nove segmentos, conforme indicado na fig.3.4 - III |
portanto em escala 3
3 - Substituimos cada segmento anterior pela curva de nove segmentos(fig.3.4 - IV), e

assim sucessivamente.

De posse da figura, constata-se que a curva vai preenchendo uma regiao qua-
drada cuja diagonal é dada pelo segmento inicial. A area dessa regiao quadrada, caso o

segmento inicial tenha medida 1, serd dada por:

e ()

O comprimento da curva de Peano é de fécil calculo: de inicio temos o proprio

segmento, logo é 1. Na fase seguinte, o comprimento sera dado pela soma das medidas

'Numa curva que preeenche toda uma érea plana
2 Alexander Vilenkin recebeu seu diploma de graduacdo em Fisica, em 1971, na antiga Unido Soviética.

Mais tarde, ele se mudou para o Estados Unidos , onde obteve seu Ph.D. em Buffalo .
3Jean Alexandre Eugene Dieudonné conhecido por suas pesquisas sobre algebra abstrata e andlise

funcional e como historiador da matematica, particularmente nos campos da andlise funcional e topologia

algébrica.
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= - . flg 3.4 -1V
 fig34- 1l _ fg34-v

Figura 3.4: Curva de Peano

dos nove segmentos, isto é: 9.(1/3) = 3; Na fase 2 cada um dos nove se transforma em

nove outros segmentos, teremos portanto 81. (%) =9 = 32. E o processo se mantém até

a fase n: 9" (%)n = 3",

3.3 Curva de Koch

Um famoso modelo desenvolvido pelo mateméatico sueco Niels Von Koch (1870
- 1924) é a Curva de Koch. A Curva de Koch é um exemplo de um fractal, um dos

primeiros a serem definidos.

m
ik
5

Figura 3.5: Curva de Koch

O comprimento da curva é infinito. O comprimento total é dado por (%)”,

pois ele aumenta de % a cada passo n. Por nao ser unidimensional e nem bidimensional,
dizemos que ela(comprimento da curva) tem uma dimensao fractal de ﬁg—gg = 1,26, maior
do que a dimensao de uma linha, mas menor do que a dimensdo de uma curva (uma
dimensao fractal também é chamada de dimensao Hausdorff*, em homenagem a um dos

fundadores da moderno topologia.)

4a dimensao Hausdorff é um nimero real ndo-negativo associado a qualquer espaco métrico .
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3.4 Curva de Sierpinski

O matemaético polonés Waclaw Sierpinski (1882 - 1969), foi professor em Lvov e
Wariaw. Em 1916 Sierpinski apresentou um dos famosos “monstros”em seu trabalho: “Sur
une courbe cantorienne qui contente une image biunivoquet et continue de toute courbe

donnée, Comptes Rendus de I’Academie des Sciences de Paris, 162 (1916) p. 629 - 6327,

que complementava sua publicacao anterior de 1915.

A construgao da curva de Sierpinski leva em consideragao que devemos:
1 - Considerar um segmento de reta e o triangulo equilatero tendo esse segmento por lado;
2 - Substituir o segmento por uma poligonal de 3 segmentos formando os 3 lados de um
trapézio isosceles com vértice nos extremos do segmento inicial e nos pontos médios dos
outros dois triangulos;
3 - Substituir cada segmentos anterior por 3 segmentos conforme a agao 2, em cada um
dos 4 triangulos equilateros de vértices nos pontos médios, com excegao do central,

4 - Repetir sucessivamente a acao 3.

Observard que a origem e extremidade final da curva sao invariantes e que o

resultado da construgao encontra-se na figura abaixo.

— Y — .
/ / \ () B A
) \ { / s
. \ \ i * ‘ﬁ\_\ .
: \ o ( s
' \\ / \ \7\\ = - — )
/ - e I & Fro Dl

Figura 3.6: Curva de Sierpinsk

3.5 Samambaia de Barnsley

Embora a figura abaixo se assemelhe a uma folha de samambaia, ela é um

fractal criado por Barnsley, construido nos mesmos moldes dos citados anteriormente.

Se observarmos os ramos que se originam do caule, podemos verificar que sao
copias reduzidas da samambaia grande. Os ramos da direita e da esquerda tém no caule
uma espécie de eixo e vao reduzindo de tamanho no sentido vertical do caule. Mais uma

vez, a figura foi construida como a repeticao de algumas regras.

E importante salientar que figuras como floco de neve e a samambaia natural
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nao sao evidentemente cépias reduzidas exatas de si mesmo. O que existe nas figuras da

natureza é uma semelhanca aproximada em diferentes escalas.

Figura 3.7: Samambaia de Barnsley

Nos fractais matematicos, as partes sao cdpias exatas do todo, mas nos fractais
naturais as partes sao apenas lembrancas do todo. A caracteristica central dos fractais é

sua invariancia sob mudanca de escala.
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4 Os fractais na sala de aula

Os fractais apresentam-se como um excelente conteido para ser trabalhado
em sala de aula, uma vez que pode ser associado a elementos encontrados no cotidiano
do aluno. Uma das formas de se explorarem os fractais em sala de aula seria estudar as
relacoes numéricas de seus elementos, os quais sao obtidos por iteragoes sucessivas; estas
referem-se a alguns elementos elencados a seguir: contagem, perimetros, areas e volumes

- estes em menor ocorréncia.

A principio, é importante salientar que as exploracoes dos fractais devem ocor-
rer, em termos gerais, de acordo com o nivel de aprendizagem do alunos para que haja a

concretude do aprendizado dos alunos.

A partir disso, na efetivacao desse conteudo em sala de aula - cabe ressaltar -
o docente podera fazer a escolha de outras exploracgoes de fractais de livre escolha; dessa
forma, ele mostrard ao aluno diferentes modelos de fractais, apresentando ao aluno um

leque de possibilidades no uso dessas fractais e a associacao deles em seu cotidiano.

Além disso, tem-se, no uso dos fractais em sala de aula, uma importante fer-
ramenta docente para o desenvolvimento do senso critico/estético, visto que o professor
apresentara aos discentes a beleza e a harmonia que os fractais proporcionam em sua

aparéncia.

A seguir serdao apresentados alguns pontos notdveis referentes a relagao entre

os fractais e a matematica.

4.0.1 Analisando o floco de neve de Koch
Contagem dos segmentos

A primeira exploracao que se pode obter dos fractais é a que se define por
meio da Contagem de Segmentos. Para se obter o gerador-iniciador, neste ponto aqui
trabalhado, foi feita uma divisao do triangulo equildtero: este foi dividido em trés partes
iguais, sendo que a do meio foi substituida por um outro triangulo equildtero sem um

dos lados. Dessa forma, transformaram-se trés segmentos em quatro, obtendo-se um total
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de 12 segmentos a partir da observacao de que os quatro segmentos permaneceram com
tres lados, assim 3.4 = 12 segmentos no nivel 1 como pode ser observado na figura 4.1

abaixo:

Figura 4.1: Floco de neve de koch

Fazendo a iteracao de cada um desses segmentos, procedeu-se da mesma ma-
neira, substituindo-os por quatro novos segmentos, ficando a figura com 3.4.4 = 48 seg-

mentos no nivel 2 , o que pode ser verificado na figura 4.2 a seguir:

Figura 4.2: Floco de Neve de Koch

Para se alcancar o nivel 3, partindo-se de uma nova iteragao, substituiu-se
cada um dos 48 segmentos anteriores por 4 novos segmentos, ficando a figura com 3.4.4.4

= 3.43 = 192 segmentos na sua fronteira.

Assim, ao observarmos os trés resultados: Nivel 1— 3.4, Nivel 2 — 3.4%2 e
Nivel 3 — 3.4% nota-se o surgimento da inferéncia plausivel para o nfvel n o qual pode
ser definido a partir dos nimeros de segmentos do fractal para o nivel n com a seguinte

formulas

S, = 3.4"

Perimetros

I) Comprimento dos segmentos

Neste ponto, é necessario que se faca a indicacao do comprimento
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do lado do triangulo equilatero inicial por meio de c¢. Havera a necessidade de dividir
esse triangulo em trés partes iguais, sendo que, para o nivel 1, ficamos com 4; neste nivel,

. 1 . .
cada parte tem comprimento c. 3) O mesmo procedimento sera realizado para o nivel

2
) 1 . .
2, no entanto, o comprimento sera de c. (§ . Ao nivel 3, sera atribuido, realizando o

3
: : : 1 . . :
mesmo procedimento dos anteriores, o comprimento c. 3) Sendo assim, a inferéncia

1 n
plausivel de que ao nivel n cada segmento tem comprimento c. <§> .

I1) Aplicacao

Agora sera facil, com as contagens obtidas em I) aplicadas aos res-

pectivos comprimentos obtidos em I) teremos a tabelinha para os perimetros:

Nivel | S, | comprimentos | Périmetros
0 3 c 3.c
1 4
1 3.4 c. <§)2 3. (§>2.c
1 4
2 3.42 c. <§>3 3. (§>3 .C
1 4
e () [ (
1\" 4\"
n 3.4" c. (g) 3. (g) .c

III) Andlise
: , ) 4 )
Consideremos o perimetro de um dado nivel sendo 3 do perimetro
, . . < 4 ,
do nivel anterior, levando-se em consideracao que 3 > 1 segue que o perimetro aumenta

1
em cada nivel de [ = | do perimetro anterior. Nota-se aqui um interessante resultado,
3
uma vez que se tem como conclusao que o que o perimetro do fractal do“floco de neve
de Koch”¢é infinito, em outras palavras, o perimetro da curva fronteira tende ao infinito,

mesmo crescendo rapidamente.
1
Observa-se, portanto, que o aumento de <§> pode ser intuitivo; ja que os 3

1
segmentos apontados elevam-se a 4, ficando, portanto, com (§ a mais. Tal aumento é
perceptivel em todos os segmentos e em todos os niveis, levando-se, pois, o perimetro de

. , . ) ) 1
um nivel para o préximo ampliado também em 3)
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iv) ¢) Particularizando a exploragcdo dos perimetros

A partir das observacoes colocadas acima, sobre perimetro, facamos a ex-
ploracao de uma situacao-problema - supondo que o comprimento ¢ do lado do triangulo
inicial tenha 1 metro, ou que o perimetro inicial seja de 3m, apresenta-se a seguinte

situacao-problema:

Quantas iteracoes precisamos realizar para que o perimetro seja

mazior ou igual a 90m e 900m e 9000m?

n

Sera necessario calcular o nivel n do fractal, usando a desigualdade 3. (%) >
90, da qual se obtém a equagao:

log30
"= (logt —log3)

Respondendo-se a questao exposta acima, nota-se que como o segundo membro
consiste em aproximadamente 11, 8, pode-se concluir quen = 12 serd o nimero de iteragoes
necessarias, ja que n apresenta-se como um inteiro; em outras palavras, ao alcancgar o nivel
12, o perimetro do fractal serd superior a 90 metros. Quanto ao segundo ponto, os 900m
de perimetro serao alcangados ao se atingir n = 20, ja o terceiro ponto sera alcancado
quando n for igual a 28(n = 28), uma vez que o perimetro atingird a marca de 9000m.
Portanto, tem-se 12,20e28 iteracoes, respectivamente, o que aponta para a ideia de que
ocorre um aumento de 8 em 8. A partir disso, tenta-se provar a credibilidade da inferéncia

para uma marca de 90.000 metros. Para isso, tem-se o seguinte questionamento:
Seria esse padrao verdadeiro para outros perimetros?

Para se responder a questao acima, suponha-se que o perimetro 10p fora obtido

multiplicando o perimetro p por 10, haveria, pois, a seguinte inequagao:

() > 0
o 10.(2)

>
"= log4d — log3
loa (£
log10 o9 3
~ logd — log3  logd — log3
loa (2
1 o9 3

n > +
0,60206 — 0,47712  0,60206 — 0,47712
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loa (B
A
"=0,12492 T 0, 12494
1 . .
Como 0,12—494 ~ 8, segue a veracidade do padrao.

Area do fractal

Neste ponto, far-se-4 uma apresentacao a respeito da area do fractal. Para
se fazer um esboco quanto a esta questao, é necessario que se inicie com um triangulo

equilatero, de area
B CQ\/§

A
4

Em um breve raciocinio, notar-se-4 que ao final da utilizacao do triangulo
equilatero, baseando-se no que acontece num dos lados, ao final havera uma multiplicacao
pelo fator 3. Sendo assim, em cada lado é acrescentado um triangulo equilatero de area

1
a qual serd indicada com A (Fig.4.3), o qual equivale a 3 da area A (Fig.4.3).

No nivel 2, a drea do fractal é acrescida de 4 pequenos triangulos equilateros
1
com areas iguais, sendo esta 3 do triangulo do nivel anterior (Fig.4.3). Portanto, neste

nivel, a area podera ser visualizada por meio da equacao:

1
A+4d (=)0
o

Quanto ao nivel 3, a 4drea do fractal é acrescida da drea de 42 = 16 triangulos
. ) 1
equilateros, sendo que cada um de area igual a 9 da area de cada uma apresentada no

nivel anterior; portanto ficamos com area dada por:

1 1 4 4\?
= 4.1 =) . 2 (=).A= — . - .
A=A (9>A+ (QQ)A A+(9)A+(9) A

Area=A [

Area=A+4.(1/9). A

Figura 4.3:

Assim, a partir dos pontos acima abordados, induzimos que para o nivel n

deveremos ter a area dada por:
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HONORSRONE

No entanto, para o fractal, ao se aumentar de modo indefinido o nivel n, por se

A:

tratar de um limite da soma de uma sucessao geométrica decrescente ilimitada, ter-se-a:

yAN 9
P :(B)A

9

Baseando-se nesse resultado, para obter-se a area total do fractal, basta mul-
tiplicd-lo pelo fator 3 (trés lados) e acrescentar a area A do triangulo equildtero inicial.

Obtendo-se assim:

Area do floco de neve de Koch = A + 3 (9) A

5
Area do floco de neve de Koch = A + 3 (g) (%) A

Area do floco de neve de Koch = (;) A

Tal resultado torna-se interessante assim como o resultado gerado do perimetro.
Entretanto é comparativamente surpreendente e interessante, uma vez que tem-se agora
uma &area finita, exatamente 60% maior que a drea inicial, superficie essa interior a uma

curva de perimetro infinito.

4.0.2 Analisando o tridngulo de Sierpinski
Construcao

Comecando com um triangulo equildtero de lado L e dividindo seus lados ao
meio, obtemos quatro triangulos congruentes que sao semelhantes ao original, com razao

1
de semelhanca igual a 3

Retirando o interior do triangulo central e repetindo sucessivamente o processo

nos triangulos restantes, obtemos como limite um fractal chamado triangulo de Sierpinski.

A AAAA:‘AA

A A AA:‘AA by
AA LA S5 E8
AAAA LALAL L4408

»
&
[
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Contagem de segmentos

Partindo-se da perspectiva de Sierpinski, no nivel 1, foi removido o triangulo
central do triangulo inicial, composto de 4 triangulos congruentes pela construcao dos

segmentos dos pontos médios, restando, neste nivel, apenas 3.

Quanto ao nivel 2, em cada um dos 3 triangulos do nivel 1 foi removido o

central dos seus 4 novos, restando ao todo 9 = 32 triangulos.

J4 no nivel 3 restam 27 = 3% tridngulos apds a remocao do central de cada um

dos 9 anteriores. Segue por inducao simples que ao nivel n teremos 3n triangulos.

Perimetros

Considerando-se ¢ o comprimento do lado do triangulo inicial, no nivel 1,
, ca . & . . ;.
obtém-se de cada triangulo um comprimento 3 No que diz respeito aos niveis 2 e 3, ambos

possuem, respectivamente por comprimento, as metades dos lados do nivel respectivo

. c c . . ~ . ‘A ,
anterior: 22 €53 Tendo-se , assim, por indugoes simples, os lados dos triangulos do nivel
c

n comprimento —.
2n
Desta forma, nota-se que o perimetro de cada triangulo do fractal de nivel n é
c  a , p .
3.—. De posse da contagem de triangulos e perimetros de cada um, poder-se-a construir

on’
a seguinte tabela:

Nivel 0 1 2 3 n
Numero de Triangulos 1 3 32 33 3"
c c c c
Perimetro d da Triangul = = = —
erimetro de Cada Triangulo | 3 3 5 3 222 3 233 3 om
3 3 3 3\"
Perimetro total 3.c | 3. (5) .c| 3. (5) .c| 3. <§> .C 3. (5) .c

3
Observa-se que, assim como no caso de Koch, neste por ser 5 = 1,5 > 1,0

perimetro cresce conforme aumenta a ordem do nivel, tendendo ao infinito.

Area do fractal

Apresentando-se, nessa abordagem, a area do fractal, considera-se A a area

1
do triangulo equilatero inicial. Cada novo triangulo apresenta area <Z> .A no nivel 1.
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1
Chegando ao nivel 2, cada novo triangulo se apresenta 1 do anterior, concluindo-se que
1

seu resultado, no nivel 2, define-se como sendo (E) A . Por fim, no nivel 3, ter-se-a a
férmul ! A
érmula | 5 |.A.

Sendo assim, pode-se considerar que a area de cada triangulo ao nivel n é dada

L A

por 4_n . .

Para uma melhor visualizagao desses valores, a tabela a seguir apresenta dados

associados com aqueles obtidos em Perimetros:

NeDE | AREADE | AREA TOTAL PERIMETRO
BURASCOS | UM NOVO

| lovos | auwco

0 0 0 0 3L

1 1 Ala Ala 3L+(3/2)L = (3+3/2)L

2 3 A/2? Af4+3A/42 = 30+(3/2)L + (3/2)L = (3+(3/2) + (3/2)L
(1+43/4)A/4

3 32 Af33 Ala+3A[47 +32A/4% | 31+(3/2)L + (3/2)2L + (3/2)3 =
=(1+3/4+(3/4P) | (34(3/2) + (3/2)%+ (3/2P)L
Al4

n | 3ol Ala" (1+3/4+(3/4P+...+ | (3+(3/2) + (3/2)2+ (3/2)*+ ... + (3/2)")L
:3;4:“’; JA/4=(1- =3m1y )L
3/4)")A

Devido ao fato de ser % < 1, nota-se que a area do fractal vai diminuindo
conforme aumenta a ordem do nivel. De nivel a nivel, tende-se a haver um diminuicao
de 75% da anterior, ou seja, a area do fractal “Triangulo de Sierpinski”’tende a zero. O
Perfmetro aumenta e a Area decresce? Certamente, a medida que o perimetro aumenta,

tendendo ao infinito, a area caminha no sentido contrério, tendendo a zero.

4.0.3 Analisando a esponja de Menger
Contagem de cubos

Neste ponto do trabalho, sera apresentado o estudo da contagem dos cubos de
uma esponja feito por Menger. Iniciar-se-4 com um cubo de aresta 1 (unidade). A partir
disso, este cubo sera dividido em outros 27 cubos, utilizando-se planos secantes ortogonais
as faces. Os cubos subdivididos devem possuir aresta (%) .. Em seguida, retira-se o

cubo do centro e os cubos centrais de cada face.

A partir da andlise acima, pode-se ter a seguinte conclusao: no nivel 1 (Fig.
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4.4), obtiveram-se 7 cubos removidos, tendo-se, com isso, o nimero de 20 cubos restantes.
No nivel 2 (Fig. 4.4), fazendo-se a iteragao, em CadaZum dos 20 cubos restantes, foi feita
uma nova remogao de 7 pequenos cubos (aresta (%) .u), portanto sao retirados, no nivel
2, o numero de 7.20 pequenos cubos; ou seja, ao todo ja foram removidos 747.20. Logo,
em cada um dos 20 pequenos cubos, devem sobrar 20 cubos menores, o que se leva a

observar que no nivel 2 existem 20? cubos menores.

Figura 4.4: Esponja

Por fim, no nivel 3, iterativamente, serao removidos 7.20% cubos de aresta

(—) . Como ficam 20 em cada um, ter-se-4 como total restante 20° cubos (de aresta

Desta forma, resumidamente, obtém-se a tabela de contagem:

Nivel 0] 1 2 3 n
Cubos removidos | 0| 7 | 7.20 | 7.20% | ... | 7.20""!
Cubos restantes | 1 | 20 | 20% | 20% | ... 20m

Volumes

Para uma analise do volume, considera-se V' o volume do cubo inicial. De
acordo com o exposto acima, o cubo analisado foi dividido em outros 27 cubos (de aresta

1
(5) ). A partir disso, o volume de cada um apresenta-se de forma variada de acordo

L V ist
—— | .V que consiste
127

ao volume; todavia, como sao retirados 7 deles, ao todo removeu-se corpos com volume

1 20
7. (2—7> .V e sobram (E) V.

1
Em seguida, no nivel 2, cada cubinho tem volume (ﬁ) .V, portanto, reti-

com os niveis analisado: no nivel 1, ha a apresentacao do valor <

1
rando essa iteracao 7.20. (ﬁ) .V; nota-se , entao, no nivel 2, o volume restante, Vy
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1 1
V=V —T. (2—7) V —7.20. (272).1/

(272 — 7.27 — 7.20)]
272

é

Vr = V

27.(2 )—T7.2
77770>V

-
(T
- (50

277
)

20\
Ve=(2=2) VvV
= (%)

Este resultado poderia ser encontrado de outras formas as quais nao cabe a este
trabalho mencionar no momento. Neste ponto, permaneceram 20? cubinhos e cada um

3
tem volume <§) o qual ele segue. Quanto ao nivel 3, tem-se o volume em (§> V.

Nota—se que 0s Volumes respectivamente, para os niveis 0,1,2 e 3, dados por V,

(;—g) V, (g—g) Ve (%) .V e claramente reconhecida a possibilidade da inferéncia

plausivel para o nivel n:

20\"
— | .V
27
Ao fazer a anélise do volume do fractal nesta perspectiva, observa-se que como

20
— < 1, a cada nova iteragao, ha a diminuicao do volume em —, o que corresponde

27 27
aproximadamente a 26%. Assim, pode-se concluir que o volume do fractal tende a zero,
em outras palavras, as perfuragoes na esponja vao aumentando tanto que a esponja tende

a desaparecer em seu volume.

Areas na esponja

A partir deste ponto, estudar-se-ao agora as areas das superficies em cada

nivel da esponja: considera-se F' a area de cada face do cubo inicial ou que a area da
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superficie total do cubo é 6F. Ao se dividir o cubo em outros 27 pequenos cubos e se
retirar o central e os 6 cubos dos centros das faces fazendo as 3 perfuragoes, pode-se

1
ter a seguinte conclusao: em cada face, perde-se (§> .F’, fornecendo a perda total de
1
6 (§> .F. Contudo, ganha-se 24 (Fig. 4.5) novos quadrados para a superficie, mesmo

. . 1
nas perfuracoes, ou seja, aumenta-se a area em 24. (§ F.

Figura 4.5:

Partindo-se disso, obtém-se a area da esponja no nivel 1 dada por:

1 1 4—64+24
6F—6<§> F +24. (5) F = (*) F =8F

Mantendo-se a remocao dos cubos sempre da mesma forma, em todas as
iteragoes, passa-se de uma &area de 6 unidades para uma area de 8 unidades. Sendo
assim, é plausivel afirmar que, em cada nivel, a area é % (equivalente a %) da area do
nivel anterior. Consequentemente, no limite, a area total da superficie da Esponja de

4
Menger tende, também, ao infinito (§ > 1).

4.0.4 Analisando o fractal arvore pitagoérica fundamental
Construcao

Construir inicialmente um triangulo retangulo cujos catetos e hipotenusa sao
dados pelo terno pitagoérico fundamental (3,4 e 5). Sobre seus catetos e hipotenusa cons-
truir os quadrados respectivos. O triangulo retangulo e os quadrados dos catetos consti-
tuem o indicador-gerador. O quadrado da hipotenusa sera o tronco inicial. Para obtencao
do nivel 1 do fractal construiremos sobre o lado de cada quadrado oposto ao respectivo
cateto novo triangulo retangulo tendo por hipotenusa justamente esse lado. O que se faz

em cada iteracao é substituir as fungoes, cada cateto se transforma em hipotenusa. Mas,
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para se obter a similaridade, os novos triangulos retangulos precisam ser semelhantes ao

inicial, isto é, seus seus lados devem ser proporcionais aos numeros 3, 4 e 5 .

Contagem de quadrados

Uma das andlises relativa a contagem ¢ bastante evidente: a contagem dos
quadrados. Esta andlise inicia-se com 241 quadrados: para o nivel 1, serao acrescentados
22 = 4 quadrados, logo permanecendo 7, isto é, 23 — 1. Para o nivel 2, acrescenta-se mais
23 = 8, restando 15, ou seja, 2* — 1; quanto & contagem do nivel 3, tem-se 2° — 1. Pode-se

deduzir que, para o nivel n, obter-se-4 2”2 — 1.
Comprimento dos lados

Devido a similaridade, todos os triangulos retangulos sao semelhan-
tes inicialmente. Para se chegar aos comprimentos dos lados, de inicio, considere-se que

cada medida de cateto se transforma em medida de hipotenusa.

O resultado é a razao de proporcionalidade no triangulo retangulo o qual é

. . 3 L
construido sobre o cateto de 3 unidades, sendo igual a v = 0,6 para o primeiro e de

5= 0,8 para o segundo. Em seguida, seguem as informacoes de que os novos catetos
para o triangulo de hipotenusa 3 sao dados por: 0,6 . 3 =1,8 e 0,6 . 4 = 2,4 e para o

triangulo de hipotenusa 4 sao dados por 0,8 . 3 =2,4¢e¢0,8. 4 = 3,2.

Como resultado, tem-se que os 4 quadrados da copa da arvore ao nivel 1

possuem lados iguais respectivamente a 1,8; 2,4; 2,4 e 3,2.

Outra forma de andlise consiste na conferéncia de valores, verificando os quais
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devem cumprir as condigoes do préprio teorema de Pitagoras:

1,82=13,24 2,42=576 +
2,42 =576 + 3,22 = 10,24
32=9 42 = 16

A seguir, serao expostas as analises dos niveis 2 e 3:
Nivel 2
Célculo dos novos catetos:
a) Triagngulos da direita
a 1) Hipotenusa 1,8 (cateto menor)
0,62.3=0,36.3=1,08¢0,6%4=0,36.4=1,44
Verificacao do termo pitagdrico

1,082 = 1,1664 +

1,442 = 2,0736
1,82 =3,24

a 2) Hipotenusa 2,4 (cateto médio - segundo triangulo)
06.08.3=048.3=144¢06.08.4=048. 4= 1,92
Verificacao do terno pitagorico

1,442 = 2,0736 +

1,922 = 3, 6864
2,42 = 5,76

a) Tridngulos da esquerda

b 1) hipotenusa 2,4 (cateto menor)

valores ja calculados para os catetos: 1,44 e 1,92
b.2) hipotenusa 3,2 (cateto maior)
0,82.3=0,64.3=1,92¢ 0,824 =0,64.4 = 2,56

Verificagao do termo pitagorico
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1,922 = 3,6864 +
2,562 = 6,5536
3,22 = 10,24

Conclui-se, com essa andlise, que a copa da arvore no nivel 2 é constituida de

8 quadrados, os quais podem ser representados respectivamente por:

1,08;1,44;1,44;1,92;1,44;1,92;1,92; 2, 56.

Nivel 3

Para uma anélise dos comprimentos dos lados, no nivel 3, serao langados ape-

nas os calculos dos dois primeiros triangulos por uma questao de exemplificagao:
Primeiro - hipotenusa 1,08
0,6%.3=0,216.3=0,648 ¢ 0,6%.4 = 0,216.4 = 0,864
Verificagao do termo pitagorico
0,648% = 0,419904 +

0,8642 = 0, 746496
1,08% =1, 1664

Segundo - hipotenusa 1,44
0,6%.0,8.3 =0,288.3=0,864 ¢ 0,62.0,8.4 = 1,152
Verificacao do terno pitagdrico

0,8642 = 0, 746496 +

1,1522 = 1,327104
1,442 = 2,0736
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5 Construindo fractais com a manipulacao

de materiais concretos

Neste capitulo serao propostas algumas atividades ao professor - tendo como
foco o professor da educagao basica - as quais poderao ser utilizadas em sala de aula
como uma importante ferramenta nas aulas de matematica. O principal objetivo aqui é
apresentar ao docente da educacao basica como essas atividades poderao fornecer subsidios

para a construcao de fractais a partir da manipulagao de materiais concretos.

A partir da leitura do capitulo 3, é possivel perceber que quase todos os frac-
tais ali explanados podem ser utilizados nessas atividades por meio do procedimento de

remocao.

Um dos materiais necessarios e estritamente adequado para as atividades pro-
postas neste trabalho corresponde a um conjunto de pecas quadradas, de madeira - e
de pequena espessura - que nao custa caro e pode ser confeccionado facilmente por um
carpinteiro. Além desse, existe também outro material, desta vez com forma triangular,
conhecido como “conjunto de pecas triangulares equilateras”. O primeiro material aqui

citado estd representado a seguir:

Figura 5.1:

Uma observacao que deve ser salientada é a de que no caso das pecas quadradas,

o gerador serd um polimino.

A diferenca fundamental entre os fractais manipulativos e os fractais cuidados
no capitulo 3 estd no fato de que nao serao construidos, como foi feito até agora, com

reducao adequada em escala para passagem de nivel ao nivel consecutivos, mas sim por di-
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latacao; seguindo que os fractais de material concreto serao dados para niveis consecutivos

por ampliacao das escalas.

A partir disso, serao apresentados, a seguir, alguns fractais que poderao ser

utilizados em sala de aula:

5.0.5 Fractal trimino

Neste tipo de fractal, serd utilizado o triminé nao reto, construido pela conexao

de 3 quadrados (Fig. 5.2), o que pode ser considerado o fractal em nivel 1.

Em sala de aula, o professor pode orientar os alunos a substituirem cada peca
quadrada por um triminé L (Fig. 5.2), o qual diz respeito a construgao empregando 3

figuras iguais a figura de nivel 1. Desse modo, ter-se-a o fractal em nivel 2.

Em seguida, o professor pode orientar os alunos a fazer a troca de cada qua-
drado por triminé (Fig. 5.2), que vai se constituindo, empregando 3 figuras iguais & do

nivel 2, até chegar ao fractal do nivel 3. Conforme os esbocos a seguir:

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 5.2: Triminé

Como se pode observar na figura 5.3 (nivel 4), esta pode ser obtida utilizando-

se 3 figuras iguais a figura 5.2 (nivel 3)

Nivel 4

cmallomal malome
1 2

Figura 5.3:

Para se alcancar niveis posteriores - 5 e 6, por exemplo -, 0 nimero de pecas
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serd muito grande como se pode observar no esquema abaixo: Nivel 1:3 pegas; Nivel 2:
3.3 = 32 = 9 pecas; Nivel 3: 3.32 = 3% = 27 pecas; Nivel 4: 3.3% = 34 = 81 pecas. Em

geral, para o nivel n, precisamos 3" pecas.

Utilizando o Material Dourado

NIVEL 1 NIVEL 2 NIVEL 3

5.0.6 Carpete de Sierpinski

Para a utilizacao deste fractal, serda levada em consideracao uma pecga qua-
drada. Em sala de aula, o professor pode orientar os alunos a substituires o quadrado
por um quadrado 3 x 3. Removendo o quadrado central, obter-se-a o fractal de nivel 1
conforme pode ser verificado na figura 5.4 abaixo. Em continuacao, os discentes serao
orientados a substituir cada quadrado pelo fractal nivel 1, para se obter o fractal nivel 2
(figura 5.4). Por fim, para se obter o fractal Nivel 3, dever-se-4 substituir cada quadrado

do nivel 2 pelo fractal nivel 1 conforme pode ser verificado na figura 5.4- nivel 3:

nivel 1 nivel 3

Figura 5.4: Carpete de Sierpinsk

Deve haver aqui a exploracao da contagem do numero de pecas que serao
necessarias para se obter os varios niveis - nivel 1: 8 pecas; nivel 2: 82 = 64 pecas; nivel

3: 8% = 512 pecas; nivel n: 8" pecas quadradas.
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Utilizando o Material Dourado

NiVEL 1 NiVEL 2 NiVEL 4

5.0.7 Fractal Heptaminé em H

Para a exploragao desse fractal, é imprescindivel que se considere, também,
um quadrado. Os alunos devem ser orientados a substituir tal quadrado por um H (7
pecas quadradas) para se obter o que se chama de gerador - o qual pode ser visualizado
na figura 5.5. Em seguida, para se obter o nivel 2 - figura 5.5 - deve-se substituir cada
quadrado pelo proprio H da figura anterior. Por fim, para o nivel 3 - figura 5.5 - ser
alcancado, deve-se substituir cada quadrado do nivel 2 pelo nivel 1.

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 5.5: Heptaminé

Explorando a contagem numero de pegas necessérias, ter-se-a: Nivel 1: 7 ;

Nivel 2: 72 = 49; Nivel 3: 72 = 343; Nivel n: 7" pecas.

Utilizando o Material Dourado

NIiVEL 1 NiVEL 2 NiVEL 3

iR
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5.0.8 Fractal pentaminé T
Construcao

A construgao segue os mesmos passos do Heptamino

nivel 1 nivel 3

nivel 2

Figura 5.6: pentaminé em 7T’

Utilizando o Material Dourado

NIiVEL 1 NIiVEL 2 NiVEL 3 NiVEL 4

5.0.9 Fractal Extensao - 1 do triangulo de Sierpinski
Construcao

A construcao segue os mesmos passos do Heptaminé
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nivel 4

nivel 1

A

nivel 2

nivel 3

AN Y
A S AN
AV AN AVAVAVAVAVAVA

Figura 5.7:
5.0.10 Fractal Extensao - 2 do tridngulo de Sierpinski
Construcao

A construgao segue os mesmos passos do Heptaminé

nivel 1 nivel 4

A

nivel 2

nivel 3

Figura 5.8:
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6 Conclusao

Esta dissertacao teve por finalidade apresentar as conceituagoes dos fractais,
levando-se em consideracao as teorias de Koch, Sierpinski e Menger. A partir de tais teo-
rias, constatou-se a relevancia desse tema na implementacao dos curriculos de matematica

da educagao basica.

Sabe-se que a matematica é um dos principais componentes curriculares do
ensino médio e as aulas ministradas pelo professor da disciplina devem tentar associar-se
ao cotidiano do aluno para que o aprendizado aconteca de forma mais efetiva. Foi a partir
dessa perspectiva que este trabalho apontou algumas formas de utilizacao dos fractais em

sala de aula por meio da utilizacao de figuras presentes na natureza.

Ao apresentar o uso dos fractais em sala de aula, notou-se de extrema im-
portancia salientar que a utilizacao deste contetido deve estar associada ao nivel de apren-
dizagem do aluno da educacao basica. E importante levar-se em consideracao o conheci-
mento prévio que o aluno traz consigo para que ele possa fazer a andlise e a associacao

dos fractais com elementos da natureza.

Diante disso, ao desenvolver a capacidade de associacao, o aluno ira desenvol-
ver também seu senso critico/estético perante os fractais que se constituirao como uma
importante ferramenta para o docente, uma vez que este terd a oportunidade de apresen-
tar aos alunos a beleza e a harmonia as quais os fractais conseguem proporcionar em sua

aparéncia.

Constatou-se, nesta dissertacao, que a construcao de fractais por meio de ma-
teriais concretos pode ser uma das principais ferramentas de apresentacao desse contetdo
das aulas de matematica. Tais materiais podem ser trabalhados tanto em séries iniciais
quanto em séries finais da educacgao basica, o que prova que o trabalho aqui apresentado

pode atingir a educacao béasica matematica como um todo.

Desta forma, espera-se que este trabalho venha contribuir e acrescentar propos-
tas para o docente de matematica. O objetivo aqui é comprovar que o uso desses fractais
em sala de aula é possivel, principalmente por conta de sua associagao a elementos da

natureza.
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Cabe ao docente, a partir disso, concretizar esta teoria, levando as suas aulas
este rico e importante componente que promovera o enriquecimento destas aulas a partir

de uma visao mais concreta, pelo aluno, da disciplina.
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