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Resumo

Este trabalho busca contribuir para o ensino de Matemaética na educacao basica, mais
especificamente o ensino de func¢des. Propoe a reflexdo sobre o desconhecimento do
conceito de fungbes por parte da maioria dos alunos egressos do ensino médio e sobre
a possibilidade de amenizar essa situacdo com a ajuda de um software de geometria
dinamica, o Geogebra. E feita uma breve explanacao histérica sobre o desenvolvimento
da Matematica com énfase no século XVII com a descoberta do Célculo Diferencial
e Integral e sua evolucdo até o conceito atual de fungdes, habitualmente usado nas
instituicoes de ensino. Em seguida sdo apresentados o conceito de funcdo e algumas
caracteristicas, alguns tépicos de célculo diferencial e integral. Finalmente é proposta
uma sequéncia de atividades a serem desenvolvidas com a utilizacdo do Geogebra cuja
finalidade é complementar o trabalho da sala de aula, auxiliando tanto professor quanto

aluno no processo ensino/aprendizagem.

Palavras-chave: Matematica, ensino, fun¢oes, Geogebra.
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Abstract

This work seeks to contribute to the teaching of mathematics in basic education,
specifically the teaching of functions. It proposes a reflection of the concept of functions
as a lack of knowledge on a reasonable number of students graduating from high school
and the possibility of soften the effect of this situation with the assistance of a dynamic
geometry software, Geogebra. A brief historical explanation of the development of math-
ematics with emphasis in the seventeenth century with the discovery of the Differential
and Integral Calculus and its evolution to the current concept of functions, commonly
used in educational institutions it is also presented. Then, the concept of function and
some of its characteristics and some of differential and integral calculus topics are shown
as well. Finally, a sequence of activities to be developed with the use of Geogebra, which
purpose is to supplement the work of the classroom, assisting both teacher and student

in the teaching / learning process, is proposed.

Keywords: Mathematics, teaching, functions, Geogebra.
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1. Introducao

O estudo nao sé de funcdes mas de qualquer assunto de Matemaética ou de qualquer
outra Ciéncia para um aluno da Educagao Bésica pode ser fascinante, caso esse aluno
nao simplesmente memorize modos de resolver mecanicamente exercicios propostos, mas
compreenda os conceitos envolvidos, saiba aplica-los adequadamente e ainda compreenda
os resultados obtidos, comparando-os com o que se esperava.

No ensino da matemaética, parece nao haver consenso quanto aos meios e aos méto-
dos. Por um lado ha quem defenda que a excessiva repeticdo de exercicios promova o
aprendizado, mas ha quem defenda que o mais importante é a detencao dos conceitos
envolvidos em cada situacao.

E um grande desafio para o professor da Educagdo Bésica, o processo ensino aprendi-
zagem, pois independentemente de resultados estatisticos, de notas ou conceitos obtidos
pelo aluno, é extremamente gratificante notar que para este, determinado contetido foi
apreendido e aprendido, produzindo sentido e sendo aplicdvel em alguma situacao pratica.

Esse desafio torna-se ainda maior quando se depara com o termo contezrtualiza¢do que
embora muito 1til no ensino, é quase sempre erroneamente interpretado no ambito da
educacao basica, pois contextualizar significa trabalhar um assunto dentro de determinado
contexto e com isso, muitas vezes se contextualiza matematica dentro da matematica
contrariando as expectativas de que para se tornar 1til ou interessante certo conceito,
deve-se mostrar relagdo com alguma coisa vista no cotidiano dos aprendizes.

Em particular, quando se consegue associar o grafico de alguma funcao conhecida como
por exemplo, a reta, a parabola, a exponencial, as trigonométricas a situacoes cotidianas,
pode-se confirmar a importancia desse aprendizado em aplica¢cbes do mundo real.

Entretanto, para se chegar a tal nivel de satisfacdo bilateral, hd um longo caminho
a ser percorrido por ambas as partes, caminho esse que muitas das vezes é arduo. Por

parte do aluno requer interesse, disposi¢ao, persisténcia, aceitacao de desafios e quebra de



Introducao 2

paradigmas, qualidades estas nao dispensadas também ao professor, tendo cada parte um
objetivo a ser alcancado. Em consequéncia disto, principalmente o professor da Educacao
Bésica pela sua maturidade em relacdo aos alunos, deve habitualmente refletir sobre sua

pratica, seus métodos e seus objetivos.

1.1. OBIJETIVO

Pretende-se com este trabalho fazer um estudo sobre fungdes de um modo geral
e de algumas fungoes especificas ensinadas na educacdo bésica. Além disto pretende-
se sugerir a utilizacdo de uma ferramenta computacional acessivel e de custo zero, o
GeoGebra, como ferramenta tanto para o professor como mediador, quanto para o aluno
como descobridor, possibilitando a este, a visualizacdo de representacoes graficas no
plano cartesiano para que de modo dindmico sejam percebidas mais rapidamente as
modificagoes que determinados pardmetros provocam nesses graficos, visando a facilitacao
de abstracoes que se facam necessdrias em situacoes futuras. Isto também exime tanto
aluno quanto professor da quase impossivel tarefa de construir ou desenhar graficos com
o rigor sugerido por esses verbos.

Nao se pretende contudo, esgotar o assunto sobre o GeoGebra, mas apenas alguns
recursos aplicdveis ao estudo de fungdes procurando mostrar ao aluno [e a alguns colegas
professores que o nao conhegam], as facilidades desse programa e a possibilidade de
descobertas de outros recursos disponiveis através de atividades exploratorias.

Nem tampouco se pretende sugerir a supressao do elemento professor no processo
ensino/aprendizagem, e nem das tradicionais explanagoes em sala de aula, mas pelo
contrario, o principal objetivo é oferecer subsidios de recursos ao docente em sua pra-
tica como mediador ou facilitador. Como consequéncia, pretende-se estimular com as
atividades propostas, as interatividades entre elementos do conjunto {aluno, professor,

computador}.

1.2. JUSTIFICATIVA

Com o objetivo de estudar o processo de aprendizagem na mente humana, Howard

Earl Gardner defendeu em 1971 sua tese de doutorado sobre a Teoria das Inteligéncias
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Muiltiplas, publicando em 1983 um livro sobre esse trabalho, intitulado “Estruturas da
Mente: a Teoria das Inteligéncias Multiplas”.

Segundo [16], para Gardner o cérebro tem varias dreas de desenvolvimento, as quais
sdo por ele chamadas de inteligéncias. Inicialmente estabelece sete inteligéncias: linguis-
tica, musical, l6gico-matematica, corporal cinestésica, intrapessoal e interpessoal, embora
admita nao ser definitiva essa quantidade, defendendo a possibilidade de muitas outras
a serem exploradas. Desde o lancamento desse trabalho, outras inteligéncias tém sido
descobertas por ele e por outros autores.

Ainda segundo [16] no tocante as sete inteligéncias “originais”, pode-se dizer que:

¢ a inteligéncia linguistica esta relacionada a capacidade individual de criar, entender

e avaliar textos ou falas.

e a inteligéncia musical estd em destaque nos compositores, nos analistas sonoros
e nas pessoas capazes de perceber diferengas de tons, de timbres ou emogdes em

composigoes musicais.

e a inteligéncia légico-matematica tem relacdo com a capacidade de raciocinar logi-

camente, de propor e resolver problemas légicos e matematicos.

o a inteligéncia espacial estd relacionada a capacidade de identificacdo de objetos no

espaco, mesmo que rotacionados ou escalonados.

e a inteligéncia corporal cinestésica estd em destaque nos atletas, nos artistas de
teatro, nos escultores e nos profissionais que precisam utilizar com muita destreza

parte do corpo ou todo ele.

o a inteligéncia intrapessoal estd desenvolvida naqueles que analisando a si mesmos
por uma reflexdo intima, canalisam suas emocoes e capacidades para resolucédo
de algum problema, para criacdo de algum produto ou melhoria rapida do estado

emocional.

¢ a inteligéncia iterpessoal esta relacionada a capacidade de observagao, de consta-

tacdo e avaliacao de sentimentos, desejos e emocoes de outros.

Considerando-se a teoria das inteligéncias miltiplas, cada aluno tem um canal privilegi-
ado para o aprendizado. Porém independentemente de qual seja esse canal, provavelmente

as atividades de carater cinestésico sejam apreciadas pela maioria.
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Talvez uma das maiores dificuldades de um aluno de Matematica de modo geral,
seja conseguir abstrair representacoes graficas simples e relacionar essas abstracoes a
possiveis solugdes de problemas, o que é muito importante, pois mesmo que nao se fale em
modelagem matematica, esse método é pelo menos parcialmente aplicado com frequéncia.
E se ja é dificil para muitos abstrair representacdes num plano, quando se trabalha com
Geometria Analitica ou com Geometria Espacial, esses consideram algo incompreensivel.

Poucos alunos sabem por exemplo, associar o encontro de duas retas no plano cartesiano
a resolucdo de um sistema de duas equacdes e duas incégnitas, ou ainda, ao classico
problema do encontro de dois moéveis em movimento uniforme numa mesma trajetoria.
Existem muitos problemas cldssicos cujas solugées podem ser investigadas quanto a
existéncia e/ou quantidade por meio de uma funcdo quadrética associada. Entretanto,
sdo poucos os alunos que conseguem por exemplo, utilizar os conceitos de uma funcao
quadratica em questoes de otimizacao para determinaciao de valores maximos ou minimos
ou ao observar um grafico de movimento uniformemente variado indicar qual ponto indica
o anulamento da velocidade ou a inversao de sentido sobre uma trajetéria.

Tal capacidade de abstragdo provavelmente possa ser treinada ou despertada pois
mesmo sendo algo 6bvio ou trivial para alguns poucos, talvez isto ndo seja uma realidade
para a maioria dos estudantes da educagao bésica.

Embora haja varias publicac¢des relacionadas a utilizagdo do GeoGebra, que néao é o
foco principal deste trabalho, procura-se aqui enfatizar de modo simples “o que fazer”
e “como fazer” com o recurso computacional, na tentativa de despertar o interesse e a
curiosidade de cada aluno por meio da interatividade, considerando-o uma ferramenta

complementar ao trabalho desenvolvido em sala de aula.

1.3. QUESTOES PARA REFLEXAO

Mesmo que aqui nao se responda satisfatoriamente, sdo propostas duas questoes para

reflexao:
1. Por que os alunos egressos do ensino médio nao sabem funcdo matematica?

2. Pode-se de alguma maneira contribuir para que o aluno do ensino médio efetiva-

mente aprenda fun¢ao?
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A primeira das questoes é motivada por afirmacgoes de professores de cursos superiores
na area de exatas, tais como “os alunos chegam aqui [na universidade] sem saber nada
de funcgbes” ou “os alunos ingressantes deveriam saber o minimo sobre fungdes para
continuar os estudos”. Essas afirmagoes e outras semelhantes foram ouvidas pelo autor
em diversas ocasides e de diferentes professores. Além disto, existem pesquisas que
corroboram a hipétese do pouco conhecimento desses alunos sobre o assunto.

Em [17] por exemplo, a autora afirma ter notado que as dificuldades de alunos ingres-
santes no curso superior na disciplina de Célculo, se deviam ao conhecimento inadequado
sobre o assunto de fungoes. Segundo a autora, o artigo foi baseado em sua dissertacao

de mestrado, na qual destacam-se como dificuldades dos alunos:

e Compreensao das diversas representacoes e as rela-
¢oes entre elas.

e Aceitacdo de uma fungao somente se ela for expressa
por uma férmula algébrica. E especificamente com
relagdo a funcgdo afim y=mx+b:

e Compreensao da reta como um conjunto infinito de
pontos.

o Associagao de equagdes x = k e y = k aos seus res-
pectivos graficos de retas verticais e horizontais.

» Néo aceitagdo de fungdes constantes f(x) = k como
funcgoes.

e Compreensdo do significado dos pardmetros algébri-
cos no contexto geométrico.

e Compreensao da afirmacao da Conexao Cartesiana:

((17] - pp 2,3)
Por outro lado a segunda questao, elaborada em consequéncia da primeira no tocante
a pratica docente na Educacao Bésica, é objeto da proposta aqui apresentada. E embora
nao seja esta questao aqui respondida, espera-se fornecer subsidios de modo que se possa
com isto vir a respondé-la positivamente, confirmando a contribuicdo deste trabalho para

o ensino da matematica na educacgdo basica.



2. Fundamentacao Teodrica

O Ensino Médio no Brasil, como etapa final da educacao bésica ndo é um fim em si
mesmo mas tem pelo menos teoricamente, tripla finalidade, ou seja, preparar o aluno
para continuidade dos estudos ingressando no curso superior; preparar o aluno para
o mercado de trabalho e preparar o aluno para o convivio em sociedade. Dificilmente
porém, algum aluno acatard como meta o alcance dessas trés finalidades, priorizando
uma ou outra.

Cabe entao a escola como um todo, onde obviamente esta inserido o professor, propor-
cionar uma passagem pelo ensino médio proveitosa e que gere resultados conforme as
expectativas de cada um. E cada professor deve estar preparado a ponto de saber lidar
com heterogeneidade de situacoes e de interesses.

Todo o sistema de educagao nacional esta sujeito & LDB - Lei de Diretrizes e Bases
da Educacao Brasileira que regulamenta o ensino quer seja ptublico, quer seja privado,
em todo o territorio brasileiro.

Além da LDB hé outras publicagdoes como por exemplo, as OCN - Orientacoes Curri-
culares Nacionais e os PCNs - Parametros Curriculares Nacionais que trazem sugestoes
relacionadas as grades curriculares e as praticas pedagdgicas.

A seguir um fragmento de um desses textos salientando a importancia do saber mate-

matico e seus resultados para o aluno:

[...] colocar os alunos em um processo de aprendizagem que
valorize o raciocinio matematico - nos aspectos de formular
questoes, perguntar-se sobre a existéncia de solucdo, esta-
belecer hipoteses e tirar conclusoes, apresentar exemplos e
contra-exemplos, generalizar situacoes, abstrair regularida-
des, criar modelos, argumentar com fundamentacgao 16gico-
dedutiva. Também significa um processo de ensino que va-
lorize tanto a apresentacdo de propriedades matematicas
acompanhadas de explicacdo quanto a de férmulas acom-
panhadas de dedugao, e que valorize o uso da Matematica
para a resolucao de problemas interessantes, quer sejam de
aplica¢do ou de natureza simplesmente teérica. (Orientagdes
Curriculares Nacionais EM Volume 2 p. 70)
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Quando néo se tinha acesso a tanta tecnologia como hoje, é claro que o fazer matematica
era muito mais trabalhoso e dificil. Entretanto quando se dispoe de ferramentas acessiveis,
por que nao langar mao delas? Isto também é defendido em (OCN, p. 90) “a utilizagao
de programas que oferecem recursos para a exploracio de conceitos e ideias matematicas
que esta se fazendo um interessante uso de tecnologia para o ensino da Matematica”.

Um professor que queira a todo custo encontrar algum meio de contextualizar deter-

minado conceito matematico pode incorrer em deslize:

Vale uma ressalva sobre as ineficazes contextualizagoes
artificiais, em que a situacdo evocada nada tem de essen-
cialmente ligada ao conceito ou ao procedimento visado,
como também nao sdo educativas as contextualizagoes
pretensamente baseadas na realidade, mas com aspectos
totalmente fantasiosos. (Orientagdes Curriculares Nacionais
EM Volume 2 p. 95)

O professor principalmente da escola puiblica tem em tese, liberdade para escolher o que
e como trabalhar os contetidos a serem desenvolvidos, além de adaptar esses contetidos a
realidade de cada turma, o que significa que por exemplo, se um professor tiver 5 turmas
de um mesmo ano numa mesma escola e de uma mesma matéria, ndo necessariamente o
andamento do trabalho sera sincrono em todas as turmas. E quanto a receita de método
de trabalho que produza o melhor resultado, essa nao existe. H4 muita controvérsia
quanto a eficdcia de métodos, mas certo é que as Orientacées Curriculares Nacionais
desestimulam exercicios repetitivos de fixacdo e uso direto de férmulas traduzido em
enunciados formados por um verbo no modo imperativo como “calcule”, “determine”,
“resolva”. Ao contrario disto estimula-se enunciados e gréaficos que requeiram a interpre-
tacdo textual, a interpretacao visual, a aplicagdo de raciocinio légico. Tais enunciados
nao precisam ter um alto grau de complexidade e podem estimular o desenvolvimento
do aluno. As férmulas nao precisam ser memorizadas, mas os alunos tendo-as ao al-
cance precisam saber utiliza-las. Em resumo, a prioridade estd na qualidade e ndo na

quantidade.

2.1. FUNCOES

Durante o curso do PROFMAT, duas disciplinas contribuiram grandemente para o

desenvolvimento deste trabalho, a saber: Fundamentos de Célculo e Calculo Numérico.
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Uma terceira disciplina, Recursos Computacionais contribuiu para a elaboragao das
atividades propostas no capitulo 5. Além destas, os videos de Tépicos de Histéria da

Matematica disponibilizados em “http://bit.profmat-sbm.org.br” foram de grande valia.

2.1.1. Uma breve introducao histérica

O conceito de funcao demorou para adquirir o formato hoje utilizado. Esse conceito
teve uma evolucdo nao linear, ou seja, nao foi um conceito inicial lapidado e gradati-
vamente melhorado. Hoje é trivial se pensar em funcdo como uma operacao que “leva”
um elemento de um conjunto chamado dominio da funcdo a sua imagem que é um ele-
mento no seu contradominio por meio de alguma “lei” que dite como deve ser feita essa
transformacao, mas nem sempre foi assim. Os matemaéticos do século XVII promoveram
grandes mudancas quanto ao como pensar e como fazer a Matematica. Suas pesquisas e

descobertas possibilitaram dividir a Histéria da Mateméatica em antes do século XVII e

depois do século XVII.

Figura 2.1.: Exemplo de fun¢do usando conjuntos
Acervo préprio.

A formalizacdo, a estrutura organizada dos conceitos matemdticos tiveram grande
motivagao educacional, pois visavam a facilitacdo da aprendizagem de matematica pelos
nao matematicos, o que era grande desafio. Antes de se falar propriamente em funcdo
pode-se dizer que este conceito se originou dos estudos do que hoje é chamado Célculo
Diferencial e Integral. Segundo [5], ao contrario da ordem em que se ensina atualmente nos
cursos de calculo, ou seja, primeiro diferenciacdo e depois integracao, tais estudos foram
feitos primeiro em integragdo com origem em calculos de areas, volumes e comprimentos.
Muito tempo depois veio a diferenciacio motivada pela determinagdo de tangentes a
curvas e questoes de maximos e minimos. Nessa época, os matematico se dedicavam
a encontrar métodos sistematicos para encontrar tangentes e para efetuar quadraturas

(célculo de areas). Embora ambos tivessem seu predecessores, Isaac Newton e Gottfried



9 Fundamentacao Tedrica

Wilhelm Leibniz, contemporaneos do século XVII, sdo hoje chamados pais do Céalculo
pelas contribui¢des de suas descobertas nessas areas. Mesmo nao tendo eles chegado
exatamente ao mesmo resultado, atribui-se-lhes a descoberta de métodos sistematicos
para achar tangentes e para fazer quadraturas, além da percep¢do de uma profunda
relacdo entre o método das tangentes e o célculo de areas. Mais tarde Isaac Barrow
demonstrou que a derivacao e a integracao se tratam de operacOes inversas com o hoje
conhecido como teorema fundamental do calculo. Sobre a descoberta do Célculo [5]
afirma que “Esses conceitos tém tanto alcance e tantas implica¢cbes no mundo moderno
que talvez seja correto dizer que sem algum conhecimento deles dificilmente hoje uma

pessoa poderia considerar-se culta”.

Paralelamente, Newton e Leibniz, trabalhavam na inven¢do do hoje chamado Calculo.
O primeiro tinha motiva¢Ges mecanicas, tanto que sua maior contribuicao para a Matema-
tica foi obtida em estudos de Fisica; a Fisica precisava de ferramentas matemaéaticas para
resolucdo de determinados problemas. O segundo tinha motivacoes algébricas. Nessa
época ainda nao se falava em funcbes, mas em curvas. Leibniz, alemao do continente
europeu, foi quem primeiro publicou sua descoberta em 1684 e Newton, inglés das ilhas
européias faz sua publicagdo apenas em 1687. Newton para evitar intrigas e discussoes,
relutava em publicar suas descobertas justamente devido a uma certa “rivalidade” quanto
a quem descobriu o que, tendo sido inclusive acusado de plagio sobre os trabalhos de

Leibniz com relagdo ao Céalculo, o que foi comprovado nao ser procedente.

Newton se baseava no movimento continuo de grandezas geométricas sendo a curva
desse movimento no plano cartesiano, a trajetéria no decorrer do tempo, que nao era
necessariamente o tempo fisico usado hoje, mas algum outro padrao de medida. O que
hoje sdo chamadas de variaveis ele chamava de fluentes denotadas por = e y e as taxas
das variagoes dessas varidveis ele chamava de fluzdes, denotadas por & e y. Na linguagem
atual, £ seria o mesmo que T e g seria 0 mesmo que I Newton ainda introduziu o
conceito que chamava de momento de um fluente, que era um incremento infinitamente
pequeno representado por o. Com isso o momento do fluente x era o e o momento
do fluente y era go. Para Newton, na resolucdo de qualquer problema poderiam ser
desprezados termos que multiplicassem poténcias de o com expoentes maiores do que 1

para se obter uma equacao que relacionasse os fluentes e fluxdes num determinado ponto

da curva. Vé-se aqui uma ideia de limite, pois devido ao fato de o ser um incremento
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infinitamente pequeno, 0™, n > 2, tinha valor muito préximo de zero.

(z + To,y + yo)

Figura 2.2.: Os fluentes e fluxoes de Isaac Newton
Acervo préprio.

A grande discussdo acerca desse método era se o ponto (z + o0,y + o) pertencia ou
nao a mesma curva que o ponto (x,y), cuja resposta era quase sempre negativa. Porém
nao restavam duvidas de que quanto menor o valor de o, maior a chance de esse ponto
estar sobre a curva. O proprio Newton muitas vezes se intrigava quanto a validade desse
método, mesmo que na pratica sortisse os resultados esperados.

Como exemplo, segue a aplicagdo do método de Newton para encontrar a tangente a
curva 23 + y3 — 3axy = 0:
substituindo x por (x + o) e y por (y + o), vem
(x +20)3 + (y + 90)® — 3a(z + 20)(y + o) = 0.

Desenvolvendo esta tltima igualdade obtém-se

23 +32%(10) + 32 (30)2 + (i0)3 +y3 + 3y (y0) + 3y(0)? + (Y0)3 — 3azy — 3axyo— 3ayio—
3azoyo = 0.

Como 3 + 13 — 3axy = 0 e desprezando os produtos de o com poténcias maiores do que
1, esses termos podem ser retirados, ficando 3z%(i&0) + 3y?(0) — 3azyo — 3ayio = 0.
Dividindo tudo por 3, vem z%(i0) + y?(y0) — axyo — ayio =0

Dividindo agora tudo por o, vem 2%(%) + y%(y) — axy — ayi = 0

2

Colocando em evidéncia & e y, #(2% — ay) —y(ax —y?) = 0, donde (2% —ay) = y(az —y?)

- 2 dy
T°—a - d
e Q = 72 Isto na linguagem de hoje seria j—t _—
T axr—vy & dx

O trabalho de Leibniz quanto a hoje chamada derivagao se deu sobre o chamado quarto
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de circulo proposto por Pascal:

C A

Figura 2.3.: Quarto de circulo de Pascal, usado por Leibniz
Acervo préprio.

Para Leibniz, quanto mais préximos os pontos E e E’, as grandezas EK (dx) e E'K (dy)
se tornavam “nao atribuiveis”, porém havia uma relagao entre elas por semelhanca de
d
tridngulos que se tornava atribuivel ou seja, a relagao d—y E para distinguir bem as coisas
T

dy
no campo do infinitesimal, 1 nao era uma divisdo mas apenas uma relacao.
x

E seu método para determinacdo de tangente ndo ficou restrito ao circulo, sendo
estendido para qualquer curva, como na figura a seguir, a relacdo é dada pela proporcao
dy _y

i s onde s era a chamada subtangente que é a medida da projecdo de T'M sobre o
xS

eixo horizontal, ou seja, a medida do segmento T'P.

M ~
'dy

y
Nde?

T P

Figura 2.4.: Método da tangente de Leibniz para qualquer curva
Acervo préprio.

Sobre o trabalho de Leibniz, (Eves, 2011) escreve:
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Leibniz inventou o seu célculo entre 1673 e 1676. Usou pela
primeira vez o simbolo de integral, um S alongado, derivado
da primeira letra da palavra latina summa (soma) em 29
de outubro de 1675. O objetivo era indicar uma soma de
indivisiveis. Algumas semanas depois ele ji escrevia diferen-
ciais e derivadas como o fazemos hoje, assim como escrevia

zdy e / y dr para integrais. Seu primeiro artigo sobre

o calculo diferencial s6 apareceu em 1684. (Eves, p.443)

Os métodos para quadratura, hoje integracdo, consistiam de subdividir as regioes em

retangulos como exemplificado na figura 2.16 e somar as dreas desses retdngulos. Quanto

menores suas bases, mais proxima da area da regiao era essa soma. Antes disso, porém ja

se sabia que ao dividir uma figura plana em quantos tridngulos fosse possivel, de medidas

conhecidas, calculava-se as areas dos tridngulos e somando-as resultava na area da figura

original. Entretanto esse método era ineficaz para quadratura do circulo. Pode-se dizer

entdo que a ideia precursora da resolucdo desse problema seria o método de exaustao do

matematico grego Eudoxo(c. 370 a.C).

Se de uma grandeza qualquer se subtrai uma parte ndo
menor que sua metade, do restante subtrai-se também uma
parte ndo menor que sua metade, e assim por diante, se
chegara por fim a uma grandeza menor que qualquer outra
predeterminada da mesma espécie. (Eudoxo, apud Eves,
p.419)

Observando a seguinte figura nota-se que aproximando a area do circulo pela drea do

quadrado inscrito, hd uma “grande diferenga”.

Figura 2.5.: Quadrado inscrito no circulo

Acervo préprio.
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Mas ao rotacionar esse quadrado convenientemente em torno do seu centro uma grande
quantidade de vezes e depois ligar os vértices consecutivos serda formado um poligono
regular inscrito no circulo. Ligando cada vértice do poligono ao centro do circulo formam-
se tridngulos isésceles semelhantes cuja soma das areas é préxima a area do circulo e
quanto menor a medida do lado do tridangulo com extremidades sobre a circunferéncia,

mais essa medida se aproxima do comprimento do arco correspondente.

A
. &
e .,,fu-.!.y
“" o "r
“'.—q

=
)

XX

Figura 2.6.: Poligono regular inscrito no circulo
Acervo préprio.

Mas essa aproximagao para a area do circulo se torna ainda melhor se repetir o método
usando também quadrados circunscritos e considerar que a area do circulo é igual a
diferenca entre a area do poligono externo e a drea do poligono interno. Como ja se sabia
que havia uma constante, o 7, relacionando o raio e o perimetro da circunferéncia, com os
métodos aqui citados Arquimedes (287 a.C - 212 a.C) concluiu que 7 estd compreendido

; 22
entre —.- € —.

Como ja visto, o conceito de fungao foi criado depois das teorias de integracao e
de diferenciagao. Isso para dar consisténcia as teorias do Calculo Diferencial e Integral
devido ao formalismo que foi adquirindo a Matematica principalmente com base na
introducao por parte de Euclides, onde as proposicoes e teoremas sb seriam aceitos
se demonstrados rigorosamente. Essas demonstracdes eram desenvolvidas com uso de
argumentacoes légico-dedutivas, fundamentadas sobre o que ja se provara anteriormente
ou sobre axiomas/postulados.

Georg Cantor criou a teoria dos conjuntos préoximo ao fim do século XIX. Essa teoria

despertou grande interesse e provocou impacto em praticamente todos os campos da



Fundamentacao Tedrica 14

Matematica. Conforme [5], “Os conceitos basicos da anélise, como os de limite, funcao,
continuidade, derivada e integral ganharam uma formulagdo muito mais conveniente em

termos das ideias da teoria dos conjuntos”.

O conceito de fungao, como as nogoes de espago e geometria,
passou por evolugoes acentuadas. O estudante de mateméa-
tica percebera bem esse fato ao atentar para os varios refi-
namentos desse processo evolutivo que acompanham seus
progressos escolares, desde os cursos mais elementares da
escola secundéria até os mais avancados e sofisticados em
nivel de pés-graduagio.(Eves, p.660)

A palavra fungdo foi provavelmente usada inicialmente por Leibniz para expressar
qualquer quantidade associada a uma curva, sem qualquer especificagdo. Johann Bernoulli
em 1718 considerava que fungdo era qualquer expressao composta de uma varidvel e
de constantes. Depois vem Euler e diz que funcio era qualquer férmula ou equacao
contendo varidveis e constantes. Joseph Fourier (1768-1830) pesquisando sobre calor e
sua propagacio, passou a considerar as séries trigonométricas. A inten¢ao era generalizar
o conceito de modo que fosse o mais abrangente possivel diante das diversas aplicagoes.

Lejeune Dirichlet (1805-1859) formulou:

Uma variavel é um simbolo que representa um qualquer dos
elementos de um conjunto de nimeros; se duas variaveis x e
y estdo relacionadas de maneira que, sempre que se atribui
um valor a x, corresponde automaticamente, por alguma lei
ou regra, um valor a y, entdo se diz que y é uma funcao
(univoca) de x. A varidvel x, & qual se atribuem valores a
vontade, é chamada variavel independente e a variavel y, cu-
jos valores dependem dos valores de x, é chamada variavel
dependente. Os valores possiveis que x pode assumir consti-
tuem o campo de definicdo da funcao e os valores assumidos
por y constituem o campo de valores da funcao. (Dirichlet,
apud Eves, p. 661)

Com tal defini¢ao Dirichlet ampliou e generalizou o conceito de fungao com base na
relacdo entre dois conjuntos ndo necessariamente de niimeros, mas de quaisquer objetos
que possam se relacionar em pares ordenados. Essa defini¢do serd tomada como base

para o que sera exposto a partir daqui.

2.1.2. Ponto de partida

O conceito de fung¢do atual faz uso de definigbes embasadas em outros conhecimentos
matemaéaticos e portanto, para o que aqui sera exposto admitir-se-a que o leitor conhecga

um pouco sobre conjuntos, relagdo de inclusdo, relagdo de pertinéncia, operagoes entre
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dois conjuntos, produto cartesiano, relagao entre dois conjuntos e o basico sobre geometria
plana. Além disso serd ainda admitido o conhecimento sobre o conjunto dos niimeros
reais, seus subconjuntos, suas propriedades e sobre o plano cartesiano. De modo geral,
todas as abordagens sobre fungées serd no campo dos niimeros reais.

Por néo se tratar esse texto de um curso de Caélculo, o rigor matematico nao sera
seguido a risca, no sentido de que algumas afirmagoes sob a forma de proposi¢des ou
teoremas serdao demonstradas, porém varias outras serdao apenas admitidas como validas
sem as devidas demonstracoes que podem ser verificadas na literatura referenciada. As
demonstracoes de alguns teoremas sdo também feitas no apéndice A. Lembrando que
historicamente houve evolucao tanto nos simbolos quanto na linguagem matematicos, os

aqui utilizados se referem as notagoes atuais.

2.1.3. Primeiras definicoes

As defini¢ées e demonstragoes aqui apresentadas bem como no apéndice A sdo em
sua maioria baseados em [2] e em [1], sendo que alguns foram transcritos integralmente

e outros com alteragoes na redacao.

Definicao 2.1 Uma relacio entre um conjunto A e um conjunto B é uma fungao se e
somente se para cada elemento do conjunto A existe um tnico elemento correspondente

pertencente ao conjunto B.

Para representar uma funcgao usa-se a notagao f : A — B, onde f é o nome da fungao
e os conjuntos A e B sdo respectivamente, o Dominio e o Contradominio da funcao.
De modo geral os elementos do Dominio sdo representados por x e os elementos do

Contradominio sao representados por y.

A notagao y = f(x) representa a relacao entre os elementos de uma funcao, e se 1é y €

fungdo de z ou ainda, y é imagem de .

Observagao 2.2 No plano cartesiano pode-se verificar se um grdfico representa ou ndo
uma funcao fazendo o deslocamento de uma reta vertical em toda a extensdo horizontal
do grifico. Caso haja alguma situacdo em que a interseccdo do grifico e da reta tenha

mais do que um ponto, o grdfico ndao é de uma fungdo. Esse procedimento € ilustrado na
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proxima figura, onde o grifico da esquerda € de uma fungdo e o grifico da direita nao é

fungao.

i i
i 4 4 i
| |
| |
i 3 3 Aj
i 7
I |
P2 !
| |
C

™ 1 :
i I
| |

43 2 0 1 4 3 D o1 2 3 4 5 6

I -1 =1 i
| |
|

| -2 _Z\B?\
| |
-3 -3 :
i i
g -4 !

Figura 2.7.: Exemplos graficos de fun¢do e nao fungao
Acervo préprio.

Definicao 2.3 O conjunto Imagem de uma funcio f : A — B € o conjunto formado
por todos os elementos do Contradominio que sdo imagem de algum elemento do Domi-

nio.

Observacgao 2.4 Graficamente pode-se visualizar, o dominio de uma funcio pela proje-
¢cao do grifico sobre o eixo horizontal, e o conjunto imagem pode ser visualizado pela pro-
jecdo do grafico sobre o eixo vertical conforme ilustra¢do a sequir de uma fungdo cujo Do-

minio é o conjunto {x € R;—2.5 <z <1} e o conjunto Imagem é {y € R; -3 <y < 3}.

Figura 2.8.: Dominio e Imagem como projecdes sobre os eixos
Acervo préprio.
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Definigao 2.5 Uma funcio f : A — B € injetora se a # b implica f(a) # f(b),

Ya,be A.

Observagao 2.6 Através do grdfico € possivel verificar se uma fungdo € ou ndo injetora.
Basta deslocar uma reta horizontal na extensdo do seu conjunto imagem e verificar as
intersecgoes do grdafico da fungdo com essa reta. Se ocorrer alguma situacdo em que hd

mais de um ponto de intersecgdo, a funcdo é ndo injetora.

Figura 2.9.: Exemplos graficos de func¢ao injetora e fungdo nao injetora
Acervo préprio.

Defini¢ao 2.7 Uma funcao f : A — B € sobrejetora seVye B3Iz e A:y= f(z).

Em outras palavras, a funcio é sobrejetora se o conjunto Imagem for igual ao con-
tradominio. Na figura a seguir, a funcdo f : [a,b] — [c,d] é sobrejetora, mas a fungéo
g : [a,b] — R é nao sobrejetora, pois embora tenham mesmo dominio e imagem, no
contradominio da fungdo g ha elementos que nao sdo imagem de qualquer elemento do

dominio.

—— -
ol-—-- ===
ol-—-——T===

a
|

|

l

|
|
|
|

c y=d(x) c

Figura 2.10.: Exemplos graficos de funcao sobrejetora e fungdo nao sobrejetora
Acervo préprio.
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Na figura 2.10, no grafico a direita , o contradominio é todo o eixo vertical.

Definicao 2.8 Uma func¢io f : A — B ¢é bijetora se for simultaneamente injetora e

sobrejetora.

Para que uma funcao seja bem definida, sdo necessarias trés partes: o Dominio, o
Contradominio vistos acima e uma lei de formacao que pode ser uma expressao
matematica que determina que calculos devem ser efetuados com cada valor de x para
se obter a sua imagem, ou seja o respectivo valor de y. Em nao sendo uma expressao
matematica a lei de formacgao deve deixar claro como se obtém a imagem de cada
elemento. Além disso, a lei de formacgao de uma funcao pode ser formada por mais de
uma sentenca.

Por outro lado pode-se dizer que uma fungéo estabelece uma relacdo de dependéncia e
por isso ao se escrever y = f(x), o x é dito varidvel independente, pois pode assumir
qualquer valor no Dominio e o y é dito variavel dependente, pois exceto por uma

funcao constante, seu valor depende do .

2.1.4. Funcao par e funcao impar

Definicdo 2.9 Uma fungio f: A — B € par se f(x) = f(|z|) Vx € A.

Defini¢do 2.10 Uma funcgio f: A — B € impar se f(—z) = —f(x) Vo € A.

2.1.5. Funcdao composta

Definicao 2.11 Dadas as fungées f: A — B e g: C — D tais que o conjunto Imagem
de f € subconjunto do conjunto Dominio de g a funcio y = g(f(x)) tal que x pertence

ao Dominio de f é chamada func¢do composta de g e f.

Usa-se para funcdo composta como definido acima, a notagdo g o f, ou seja, go f =

9(f(@)).

2.1.6. Funcdo inversa

Definicao 2.12 Dada uma funcio bijetora f : A — B, sua inversa é a funcio f~! :

B — A, tal que f~(f(a)) =a paraa € Ae f(f71(b)) =bparab € B.
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2.2. LIMITE E CONTINUIDADE

2.2.1. Limite de uma funcao

Dado X um subconjunto de R, o niimero real a é ponto de acumulaciao de X quando
todo intervalo Ja — e, a 4 €[ contém algum elemento z € X, x # a. O conjunto dos pontos

de acumulagao de X é representado por X’ e um ponto a € X’ se:
Ve>03dreX; O0<|z—a|<e.

Sejam a funcao f : X — R, onde X é um subconjunto de R e o ntmero real a, um
ponto de acumulacao de X, ou seja, a € X'.

Chama-se limite de f(z) quando x tende para a, o nimero real L e se expressa como
segue:

lim f(x) =L

r—a

Isto significa que para cada ntmero real arbitrario € > 0, pode-se encontrar § > 0, tal
que |f(z) =Ll <esex € X e0 < |r—a| <d. Assim, a notagdo gljl_r}(llf(x) = L é uma
forma abreviada da expressao:Ve >030 >0; z € X, 0<|z—a| < = |f(z)—-L| <e.

A proxima figura ilustra a interpretacao geométrica do limite de uma funcéo:

L+ —————-— - — 4

Ak - - - - -

I
|
I
|
I
|
I
o
=

a—f- - = —-=— =

/

Figura 2.11.: Interpretagao grafica do limite de uma fungao
Acervo préprio.
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Observacgao 2.13 A existéncia do lim f(x) = L nao exige que o nimero a pertenga ao
Tr—a
dominio da fung¢do, nem garante que f(a) = L caso a esteja nesse dominio, mas apenas

verifica a tendéncia dos valores de f(x) para x préximo de a.

2.2.1.1. Limites laterais de uma funcdo

O limite de uma funcao quando existe, nas proximidades de um ponto independe do
lado em que é feita essa aproximagao, ou seja, ao se aproximar pela esquerda ou pela

direita, o resultado é o mesmo.

Ha casos porém, em que nao existe esse limite. Isso acontece quando por exemplo, o

grafico apresenta um salto e o limite pela direita é diferente do limite pela esquerda.

Para representar o limite de uma funcdo quando o valor de z do seu dominio se

aproxima do niimero a pela direita, usa-se a notacao lim+ f(z) e no caso de aproximagao
Tr—a

pela esquerda, a notagao é lim f(x).
r—a~
Um exemplo é mostrado na figura 2.12, onde lim f(z) = M, lim f(z) = L e

z—at T—a~

consequentemente, 3 1iin f(x).
r—a

p—
e

Figura 2.12.: Exemplo de limites laterais de uma funcao
Acervo préprio.
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2.2.2. Propriedades de limites
Considerando que %1_1}1;7 fley=1Lq1e %gr;) g(x) = Lo, sdo vélidas as propriedades:

1. O limite de uma constante é a prépria constante.

lim k =k

T—p

2. O limite da soma é igual & soma dos limites.

lin [ /() + g(2)] = Ly + Ly = lim f(2) + lim ()

T—p

3. O limite do produto é igual ao produto dos limites.

lim[f(z).g(x)] = L1.La = %112) f(z). lim g(z)

T—p T—p
lim[k.f(x)] = k.Ly = lim k. lim f(a)

4. O limite do quociente é igual ao quociente dos limites, desde que o divisor seja nao
nulo. )
fa) L 2@
g

xl_I{ZIJ () Lo ;ig}?g(x)’ se xl—%g(x) 2 #

2.2.3. Limites infinitos e no infinito e assintotas

Observando os graficos a seguir é possivel se ter uma idéia intuitiva desses tipos de

limites, que serdo apenas citados mas ndo demonstrados:

4_

—A4—3_2 4 o 1 2z 3 4 &

1
Figura 2.13.: Grafico de f(x) = —
x

Acervo préprio.
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Pelo grafico da figura 2.13, infere-se que:

T—r—00

e lim f(x) =400

z—0t

o lim f(z)=—o0

z—0~

o 3 lim f(x)

z—0

e A assintota vertical é a reta z = 0, que é o préprio eixo das ordenadas.

1

Figura 2.14.: Grafico de f(z) = m

Acervo proprio.

Deste grafico, nota-se que:

22
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e lim f(z)=0

T——+00

e lim f(z)=0

T——00

o lim f(z)=+o0

z——11

e lim f(z)=+o0

r——1"

o lim f(z)=+o0

rz——1

o A assintota vertical é a reta x = —1.

e A assintota horizontal é a reta y = 0, que é o eixo das abscissas.

et ) i ET ““““““““““““““““
3 =2 @ 2| 4 & & ®
: 1

Figura 2.15.: Grafico de f(z) =2+ P
l’ —
Acervo préprio.

Finalmente deste grafico, observa-se que:
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o lim f(z)=2

T—r—00

e lim f(x) =400

z—3+t

¢ g So) = =

. 3 lim f(2)

r—3

e A assintota vertical é a reta z = 3.

o A assintota horizontal é a reta y = 2.

Em resumo, se houver uma constante k£ de modo que lim f(z) = +ocou lim f(x) =
z—kt x—k—
400, a reta x = k serd uma assintota vertical. Por outro lado se houver uma constante
k de modo que lim f(z) =k ou lim f(zr) = k, a reta y = k serd uma assintota
T—+00 T——00

horizontal.

2.2.4. Continuidade de uma funcao

Dado X um subconjunto de IR, o nimero real ¢ € X uma funcdo f : X — R é continua
no ponto a quando for possivel aproximar arbitrariamente f(z) de f(a) quando x estiver
suficientemente préximo de a.

Por outro lado diz-se que f : X — R é continua no ponto a € X, se para todo € > 0
arbitrario, pode-se achar § > 0 tal que z € X e | — a| < ¢ implique |f(x) — f(a)| <&, 0

que pode ser representado por:
Ve>030>0; ze X, |lx—al<d=|f(x)— fla)| <e.

Definicao 2.14 Sejam f : X — R uma funcdo definida no dominio X C R ea € X
um ponto tal que todo intervalo aberto contendo a intersecta X \ {a}. Diz-se que a fungio

[ € continua em a se lim f(z) = f(a).
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Uma fungao é continua em um intervalo de seu dominio se for continua em todos os
pontos desse intervalo, ou simplesmente uma funcgao é continua se for continua em todos

os pontos de seu dominio.

Observagao 2.15 Diferentemente do que ocorre com a definicdo de limite, sé faz sentido

analisar a continuidade de wma fung¢do em um ponto pertencente ao seu dominio.

2.3. DERIVADA DE UMA FUNCAO

Dada uma fungao f : A — B, se existir o limite lim M

, esse limite é defi-
Tr—a €r—a

nido como a derivada da func¢do no ponto (a, f(a)). Geometricamente, a derivada é o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungéo, no ponto (a, f(a)). Conceitos

e detalhes sobre retas serao abordados no préximo capitulo.

A notagao para a derivada de uma funcao f(z) é f'(x), também chamada primeira

derivada ou derivada de primeira ordem da funcao. Assim pode-se escrever

o) =t 1) = 1)

r—a Tr—Qa

Usando a expressdo h = x — a, essa derivada pode ser dada por:

Fa) 1 TP = ()

h—0 h (2'1)

Caso a derivada seja derivavel pode-se obter a segunda derivada (f"(z)) que é a
derivada da primeira derivada, a terceira derivada (f"(x)) que é a derivada da segunda

derivada, e assim sucessivamente, até a quantidade de derivadas que a funcao admitir.

2.3.1. Regras de derivacao

Proposicao 2.16 A derivada de uma funcdo constante € 0.

Demonstragdo: Seja k uma constante real, e uma funcdo dada por f(z) = k. Usando a

equagao 2.1 f’(x):}lLiE% flo hf)z — f@) = flng%) % = flzlg%)% = 0

Sejam as fungbes f e g derivaveis em p e seja k uma constante. Entao:

o a fungdo f + g sera derivavel em p e (f + g)'(p) = f'(p) + ¢'(p)
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o a funcao kf serd derivavel em p e (kf) (p) = kf'(p)

« a funcdo f.g serd derivavel em p e (f.g9)' (p) = f'(p)g(p) + f ()9 (p)

so | sord derivavel em v o (L) () = £ 9®) = F(P)d' (P)
 se g(p) # 0 a fungao . d Lem p <g> (p) 902

2.3.1.1. Derivacdo de poténcias de z

Seja n um nimero natural positivo. Entao é valido que:

e se f(x) = 2" entdo f'(x) = na" !

—n—1

o se f(xz) =a ™ entdo f'(z) = —nx

11,

o se f(x) = zw entdo f'(x) = —xzn~", sendo x positivo se n for par e x # 0 se n for
n

impar(n > 1).

2.3.1.2. Derivacdo de ¢*, In = e funcdes trigonométricas
Sao validas as seguintes férmulas de derivagao:
o se f(z) =e” entdo f'(x) =e”
e se f(xz) =In x entdo f'(x) = %, x>0
e se f(z) = sen z entdo f'(x) = cos x
o se f(x) = cos x entao f'(z) = —sen x
e se f(x) =tg x entdo f'(z) = sec® x
o se f(x) = sec x entdo f'(z) = sec x.tg x
2

e se f(x) = cotg x entdo f'(x) = —cossec* x

o se f(xz) = cossec x entdo f'(x) = —cossec x.cotg x

2.4. INTEGRAL DE UMA FUNCAO

Simplificando bem, a integral de uma func¢ido continua serve para geometricamente,
determinar a area da regido entre a curva e o eixo horizontal. Além desse exemplo ha

muitas outras aplicacdes também em outras areas do conhecimento.
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A interpretagdo geométrica da integracédo estd relacionada a soma de Riemann, definida

a seguir:

Definigao 2.17 Sejam f(x) uma fungio definida em [ab] e P :a = xg < x1 < z2 <
-+ < xp, = b uma particio de [a,b]. Sejam c1,ca,. .., ¢, tais que ¢; € [xi—1,x;]. Chama-se

soma de Riemann o nidmero

n

> Fle)Amy = f(er)Azy + f(ea)Azy + -+ + f(cn) Ay,

=1

Se f(c;) >0, f(ci)Ax; é igual a drea do retangulo determinado pelas retas © = x;—1 e
x = x4, pelo eizo das abscissas e pela reta y = f(¢;). Mas se f(¢;) < 0 a drea de tal

retangulo serd — f(c;)Ax;.

%ﬁ LA

bl =

Figura 2.16.: Exemplo - Soma de Riemann
Acervo préprio.

Definicao 2.18 Seja f(x) uma fungio continua, chama-se integral indefinida da fungdo

F@) _
)]

d
f(z) a fungio F(x) tal que
Observacgao 2.19 A notac¢do para integral é o simbolo / e a definicao acima pode ser

escrita como /f(a;)dx = F(z) & F'(z) = f(z).

2.4.1. Integral Indefinida e integral Definida

Ao se fazer a integracdo de uma funcio f, que é a operacdo oposta a derivagao,

obtém-se a chamada antiderivada ou integral indefinida da funcdo f. Essa integral
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indefinida é uma primitiva da funcido. A primitiva de uma fun¢do ndo é tnica, sendo
que duas primitivas diferem entre si apenas por uma constante aditiva, o que significa
deslocamento vertical no plano cartesiano. Isto é facilmente verificado pelo fato de que
se F'(x) = f(x), a derivada de qualquer constante é zero e a derivada da soma é igual a
soma das derivadas, segue o resultado. Neste caso, a integral indefinida de uma funcao é
dada por /f(x)dx = F(z)+ k.

Por outro lado, ao se calcular a integral de uma funcao continua num intervalo [a,b] do
seu dominio sem que haja mudanca de sinal no conjunto imagem, o médulo do resultado
é igual a area do grafico entre a curva e o eixo das abscissas. Esse tipo de integral é
chamado integral definida que é representada por / ' f(x)dz. Aqui deve-se tomar os

a
devidos cuidados ao relacionar area com o valor da integral, pois se f(z) < 0 a integral
é negativa e se f(z) > 0 a integral é positiva. Assim, caso a fungdo mude de sinal num
intervalo onde se quer determinar a area, deve-se calcular separadamente as integrais
em subintervalos de mesmo sinal, dado que se f(z) < 0 em um intervalo [a,b] de seu
dominio, a drea A delimitada pela funcdo, pelas retas x = a e x = b e o eixo horizontal
serd A = — /bf(:n)dx.
a

O gréfico a seguir ilustra essa ultima situagdo, podendo se verificar que:

2_

.3

Figura 2.17.: Grafico de f(x) = 2% — 622 + 82,0 < z < 4
Acervo préprio.

2 2
. / f(x)dx = Ay ou Ay :/ f(x)dx.
0 0
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. /;f(:v)dx = —Ayou Ay = —/24]0(35)‘19”

. / f(x)dx = 0, mas a area total ndo é nula.
0

o 4rea delimitada pelo grafico e pelo eixo horizontal no intervalo [0,4] é igual a

Ay + As.

Observagao 2.20 Os subintervalos de largura Ax; vistos acima na soma de Riemann,
néo precisam ser necessariamente todos de mesma largura. E razodvel porém inferir
que quanto menor a largura de cada retangulo, mais proxima da drea estd a soma de
Riemann, pois as diferencas entre a altura do retangulo e o valor da func¢do tendem a
se anular. Assim, considerando mdzr Ax; a maior largura de retangulo naquela particio

pOd@—S@ escrever:

/b f(z)dz = lim Zf ¢i)Ax;

méx Ax;—0 =1

A seguir, o Teorema Fundamental do Célculo, de extrema utilidade na determinagao

de integral definida:

Teorema 2.21 Se f(z) é uma fungio continua no intervalo [a,b] e F(x) € uma primitiva
b

ou antiderivada de f(x) entdo /b f(z)dz = F(z)| = F(b) — F(a).

a

2.4.1.1. Propriedades da integral definida

Se f(x) for integravel no intervalo [a,b], valem as propriedades:

b b
1. / k.f(z)dr = k:/ f(x)dx, onde k é uma constante real.

2/ x)+ g(x d:c—/f d:c+/ab()d:c.
3. [l gtz = [ syt~ [ gty

4. se a < ¢ < b entao /bf(a:)dx:/Cf(:c)dx—i—/bf(x)dx
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2.4.2. Primitivas imediatas

Sejam as constantes reais a # 0 e ¢, sdo validas as seguintes formulas de primitivacao

em consequéncia das ja vistas férmulas de derivacao:

1. /cda::c:n—l—k:.

2. /e”c dr = e* + k.

w

: /idaz =in(—z)+k (x <0).

B

) /cosxdx:senx—i-k.

ot

. /sec2xdx:tgx+k.

6. /sec x dx = In|sec © +tg x| + k.

J

1
. /1+x2dx:arctgx+k.

o

" xa—f—l
: /a; da::a+1+k,(a7é—1).

e}

1
./fda::ln:c+k(a:>0).
T
1
10. /—d:c:ln |z| + k.
x
11. /senmd:p:—cosx—i—k.
12. /secw.tg:vdx:secx+k:.
13. /tg x dx = —In |cos z| + k.

14 dx = arc sen x + k.

1
' /\/1—.162
2.5. CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO DE UMA
FUNCAO

2.5.1. Funcdo crescente

Defini¢ao 2.22 Uma fungio f : A — B € crescente se a > b implica f(a) > f(b),

Va,beA.
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Teorema 2.23 Seja f continua no intervalo I. Se f'(x) > 0 para todo x interior a I,

entdo f serd estritamente crescente em I.

Demonstragdo: Precisamos provar que quaisquer que sejam s et em I, s <t = f(s) <

f(#).
Sejam s et em I com s < t.

Da hipétese, f é continua em [s,t] e derivavel em |s,t[. Pelo teorema A.3 existe T € s, t]

tal que f(t) — f(s) > 0= f'(T)(t — s).

De f'(T) > 0, pois T é interior a [s,t], e de t — s > 0 segue f(t) — f(s) > 0 ou {(s) <
f(t). O

2.5.2. Funcdo decrescente

Defini¢ao 2.24 Uma fungio f : A — B é decrescente se a > b implica f(a) < f(b),
VabeA.

Teorema 2.25 Seja f continua no intervalo I. Se f'(x) < 0 para todo x interior a I,

entdo [ serd estritamente decrescente em 1.

Demonstragdo: Precisamos provar que quaisquer que sejam s e t em I, s < t = f(s) >

f(®).
Sejam s et em I com s < t.

Da hipétese, f é continua em [s,t] e derivavel em |s,t[. Pelo teorema A.3 existe T € s, t]

tal que f(t) — f(s) < 0= f'(T)(t — s).

De f'(T) < 0, pois T é interior a [s,t], e de t — s > 0 segue f(t) — f(s) < 0 ou f(s) >
f(t). O

2.5.3. Funcao constante

Defini¢ao 2.26 Uma funcio f : A — B é constante se ¥V x € A f(x) =k, sendo k

um numero real.

Entretanto, a condicdo de crescente, decrescente ou constante pode nao ocorrer em

todo o dominio da fung¢éo, podendo ser classificada por intervalos, como no exemplo a
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seguir, onde a fungdo é crescente em | — 00,0] U [b, +00[, constante em [0, a] e decrescente

em [a, b].

] . b
Figura 2.18.: Crescimento e decrescimento de uma funcgao
Acervo préprio.

2.6. CONCAVIDADE DE UMA FUNCAO

Considerando uma fungdo f : A — B derivavel em Ja,b[ C B com p € ]a,b[, a reta
tangente ao grafico de f(x) pelo ponto (p, f(p)) é dada por:
y—f(p) =f'(p)(x—p)=y=Ffp)+fp)(z—p) Seja T(x) a fungdo que determina a

reta tangente no ponto (p, f(p)).

Concavidade para cima Concavidade para baixo

Figura 2.19.: Estudo de concavidades
Acervo préprio.

2.6.1. Concavidade para cima

Definicado 2.27 Para todo x € |a,b[ e para todo p € |a,b[ com x # p, a fungio f tem

concavidade para cima se f(x) > T(x).
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Teorema 2.28 Seja f uma funcdo que admite derivada até 2% ordem no intervalo aberto

I. Se f"(x) >0 em I, entdo f terd a concavidade para cima em I.

Demonstracdo: Seja p um real qualquer em I. Precisamos provar que, para todo z em I,
z 7 p, f(x) > T(z) onde T(x) = f(p) + f'(p)(z — p)-
Consideremos a funcdo g(x) = f(z) — T(x),x € I. Vamos mostrar que g(z) > 0 para

todo x em I, x # p.

Figura 2.20.: Concavidade para cima
Acervo préprio.

Temos ¢'(x) = f'(x) — T'(x) e T'(x) = f'(p), dai ¢'(z) = f'(z) — ['(p).z € I.
Como f”(x) > 0 em I, segue que f’(x) é estritamente crescente em I. Entao ¢'(x) > 0
para x > pe ¢'(x) <0 para x < p.

Segue que g ¢é estritamente decrescente em {z € I/x < p} e estritamente crescente em

{z € I/xz > p}. Como ¢g(p) =0, resulta g(z) > 0 para todo = em I,z # p. O

2.6.2. Concavidade para baixo

Definicao 2.29 Para todo x € |a,b] e para todo p € la,b[ com x # p, a fung¢io f tem

concavidade para baixo se f(z) < T(x).

Teorema 2.30 Seja f uma funcdo que admite derivada até 2% ordem no intervalo aberto

I. Se f"(x) <0 em I, entdo f terd a concavidade para baizo em I.
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Demonstragdo: Seja p um real qualquer em [I. Precisamos provar que, para todo  em I,
z 7 p, f(x) <T(x) onde T(z) = f(p) + ['(p)(z — p)-
Consideremos a funcao g(z) = f(z) — T(x),x € I. Vamos mostrar que g(z) < 0 para

todo z em I,z # p.

Figura 2.21.: Concavidade para baixo
Acervo préprio.

Temos ¢'(x) = f'(z) = T"(x) e T'(x) = f'(p), dai ¢'(z) = f'(z) — f'(p),x € L.
Como f”(z) < 0 em I, segue que f’ é estritamente decrescente em I. Entdo ¢'(z) < 0
para x > p e ¢ (x) > 0 para z < p.
Segue que g é estritamente crescente em {x € I/x < p} e estritamente decrescente em

{z € I/xz > p}. Como g(p) =0, resulta g(x) < 0 para todo = em I,z # p. O

2.7. RAIZ DE UMA FUNCAO

Defini¢do 2.31 Dada uma fungio f: A — B, com lei de formagio y = f(x), chama-se

raiz da fungdo, o nimero p tal que f(p) = 0.

Graficamente, a raiz representa o valor da abscissa onde o gréafico intersecta o eixo
horizontal, ou seja, essa intersecgéo se da no ponto (p,0).

Vale salientar que:
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1
1. nem toda fungao tem raiz real, como por exemplo, a funcdo f(x) = —.
x
2. h4 funcdes com apenas uma raiz real, como por exemplo, a funcio f(z) = 23.

3. ha funcbes com duas ou mais raizes.

2.7.1. Existéncia de raiz

Dependendo da fun¢ao, em muitos casos é um desafio determinar a existéncia e/ou o
valor de sua raiz (ou raizes).

Um modo de garantir a existéncia de pelo menos uma raiz real de uma fung¢ao continua
é encontrar um subintervalo [a,b] de seu dominio onde f(a).f(b) < 0. Como a fungao é
continua e muda de sinal no intervalo, existe pelo menos um ¢ € [a,b] tal que f(c) =0,

conforme o teorema A.1l.

B4~~~

- O

f continua em |a,b|

HOF =7 ta).50) <0

Figura 2.22.: Existéncia de raiz
Acervo préprio.

2.7.2. Determinacao de raizes

Alguns tipos de fungoes sao faceis de calcular as raizes como funcao afim e algumas
fungdes polinomiais. Mas ha fungoes de dificil manuseio e conforme [3] nestes casos é
melhor fazer uma aproximacdo da funcdo por um polinémio, para facilitar a obtencao
da raiz, usando para isso algum método de interpolacdo polinomial. Isto é aconselhével

também no caso de fungoes de expressdo analitica desconhecida, sendo conhecidos apenas
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alguns de seus pontos. E indiscutivel porém, que nos casos de fungées polindémiais do
primeiro grau e fungdes polinémiais do segundo grau, ndo sdo necessarios métodos de

calculo numérico para determinacao das raizes.

Existem diferentes métodos para interpolacdo polinomial e aqui seréd citado apenas
um deles, o método das diferencas divididas, aplicado sobre uma sequéncia de pontos
conhecidos de uma funcao: (xo, (o)), (1, f(z1)), (2, f(22)), ..., (zn, f(x,)). Com isso
é possivel encontrar um polindémio P(z) tal que P(x;) = f(z;),0 <i < n.

Com esses pontos, constréi-se a tabela abaixo para obtengdo dos coeficientes k;, 0 <
1 < n, calculados em ordem crescente de indices, na tebela da esquerda para a direita a

partir da segunda coluna, o valor mais acima de cada coluna.

Para n+1 pontos, obtém-se um polinémio interpolador na forma de Newton, aplicando
P(z) = ko + k1.(x — z0) + ka.(x — z0).(x — 1) + k3.(x — x0).(x — 21).(x — 22) + -+ +

kn.(x — xg).(x — 1)...(x — x,). Note que em qualquer caso, ko = f(xg).

T [l flaix;) Flrias wn)
zo | flwo] = fo
flo,m] = L1 = flxo]
1 — X0
z1 | flrll = f Flxo,z1,a2] = f[m,x;] : L];Exg,ajﬂ
xo | flze] = fo flot,ao,a3] = f[xQ@;,?]) : igxl,xg}
Flasms] = 118l = Flwa]
T3 — I
x3 f[.%'g] = f3 f[$2,$3,£1?4] _ f[w?),x;] - i[xg,xg}
4= X2
flogag] = 1124 = flos]
T4 — I3
2y | flea] = fa

Tabela 2.1.: Tabela de Diferencas Divididas
Fonte: [3]

Como exemplo, serd aplicado esse método para os seguintes pontos de uma fungao:

(-2, -2),(-1,29),(0,30),(1,31),(2, 62).
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x| flxi] flzixj] fleixjxg fleizg,xr,z) | flesa),eonc;,em]
-2 -2
29 — (~2)
=31
-1-(-2)
1 29 i — 15
0—(-2)
0-29 0-(-15)
0—(-1) 1—(-2)
1—-1 5—5
31— 30 15—-0
= 1 — Y =
10 (-1 0
31 -1
1 1 =1
3 62 — 31 20~
31,
2—1 3
2 62

Neste caso, o polinémio interpolador é P(x) = =2 + 31(z + 2) — 15(x + 2)(z + 1) +
5(z +2)(z+1)(z —0) + 0.
P(z) = =2+ 31z + 62 — 15(2? + 3z + 2) + 5(2% + 3z + 2)(x).
P(z) = —2+ 312 + 62 — 1522 — 452 — 30 + 5(23 + 322 + 22)
P(z) = =2+ 31z + 62 — 1522 — 452 — 30 + 523 + 1522 4 10z
Portanto, P(z) = 30 — 4z + 523 é o polindémio interpolador na forma de Newton para os
pontos dados.

Depois de encontrar o polindmio interpolador da funcdo, se necessario pode-se calcular

uma aproximagao de sua raiz usando por exemplo, o método iterativo de Newton:

P(xy)

LTe4+1 — Tk
Th+1 = Tk — P (xp) EE—

Lk+1
Considerando a funcdo do exemplo anterior, a aplicacdo do método sera bem sucedida

com erro relativo de

ou seja, havera convergéncia a cada iteragao, se o valor inicial for “préximo” da raiz num
intervalo de continuidade. Para isso, pode-se por exemplo, dividir o polinémio P(z) em
dois polinémios, de modo que ao igualar a zero se obtenha Pj(z) = P»(x) e estudar a
intersecgao dos graficos de Pi(x) e Pa(x). Caso existam, as intersecgdes fornecerdo as
abscissas das raizes de P(x).

No caso do exemplo acima, pode-se fazer P(x) = [52°] + [30 — 4z]. E para que P(z)
seja 0, tem-se 53 = 4z — 30 = Pi(z) = 23 e P2(z) = 0,80 — 6. Deve-se estudar a
intersecgio de P (x) e Py(x). Os graficos de o3 e 0,87 — 6 sdo conhecidos e intuitivamente
se intersectam no 32 quadrante; Py(—2) = —8 e P»(—2) = —7,6. Logo, ©o = —2 parece

um bom ponto de partida.
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Outro modo é encontrar um intervalo onde P(z) muda de sinal. E como P(—2,5) =
30— 4 x (—2,5)+5x (—2,5)3 = 30+ 10— 78,125 = —38,125 ¢ P(—1,5) = 30— 4 x (—1,5) +

5% (—1,5)3 = 3046 — 16,875 = 19,125. Logo, x¢9 = —2 parece um bom ponto de partida.

Escolhido o valor inicial, aplica-se o método iterativo: 11 = xx — P’(( )) com erro
Tk
. Tht+1 — Tk
relativo de | =2t ZF |
Lh+1

P(x) =30 —4x + 523,  P'(z) = —4 + 1522
P(—2)= -2  P'(-2)=56

-2 =55
56 28
P(—1,96429) = —0,03827; P'(—1,96429) = 53,87653

Ty =— ~ —1,96429 com erro relativo de

—0,03827 _
53,87653

—1,96358 — (—1,96429)
—1,9649

zo = —1,96429—

—1,96358 com erro relativo de ‘ ~
0,0004.

Portanto, a raiz da fun¢do interpolada pelo polinomio P(z) = 30 — 42 + 523 é aproxi-

madamente igual a —1,96.

2.8. GRAFICO DE UMA FUNCAO

Existem graficos que sdo relativamente simples de se esbogar, como nos exemplos a

seguir:

flz)=2x+1 flz) =22 —-3x+2

Figura 2.23.: Exemplos graficos de reta e de parabola
Acervo préprio.

No caso de uma reta, basta determinar dois de seus pontos e ligd-los. J4 no caso da

parabola, é preciso conhecer algumas caracteristicas como por exemplo concavidade e
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vértice para fazer o seu esboco.

Porém hé graficos cujo esbogo é bem mais complicado, como o da figura abaixo:

30

204

-50

2 —a?4+2x—6
x2 —bhx

Figura 2.24.: Gréafico f(x) =

Acervo préprio.

Nesses casos, € preciso usar resultados de derivadas, para o grafico, conforme a seguir:

sinal comportamento
positivo | f’(z) > 0 | crescente
negativo | f’(z) <0 | decrescente
neutro f(x) =0 | ponto critico

Tabela 2.2.: Sinal da primeira derivada e crescimento/decrescimento da fungao

Caso o sinal da primeira derivada seja neutro, ha a possibilidade de se ter um ponto
minimo ou ponto maximo local. Neste caso, se existir a segunda derivada, considerando

f'(c) =0, nota-se que:

sinal interpretacdo
positivo | f”(c)
negativo | f”(c)
neutro | f”(¢) =0 | teste inconclusivo

ponto minimo local

0
0 | ponto méaximo local

NV

Tabela 2.3.: Teste da segunda derivada

A segunda derivada ainda d& outra informagao importante para o esboco de um grafico

num intervalo do seu dominio, que é a concavidade:
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sinal concavidade
positivo | f”(¢) > 0 | para cima
negativo | f”(c) <0 | para baixo

Tabela 2.4.: Segunda derivada e concavidade

Logo, para esbocar o grifico de uma fungao f(z) pode-se seguir o seguinte roteiro:

1. Calcular quando existir, a raiz ou as raizes de f(x).

2. Calcular a fungdo derivada f’(x) e estudar os seus sinais para determinar os inter-

valos de crescimento e decrescimento.
3. Determinar os pontos de f(x) para os valores em que f'(z) se anula.
4. Calcular os limites de f(z) préximos dos pontos criticos e também em +oo.

5. Calcular a fungdo derivada segunda f”(x) e estudar os seus sinais para determinar

as concavidades de f(z) nos respectivos intervalos.

223 — 1522 + 36«
6

Exemplo 2.32 Esbogar o grdfico da fungao f(z) = sequindo o roteiro

acima.

Resolucgao:

1. Raiz:

223 — 1522 + 362
6
x =0 ou 2x% — 15x + 36 = 0.

=0 & 223 — 152% + 362 = 0 & 2(222 — 152+ 36) = 0 <

Mas 222 — 152+ 36 = 0 & A = (—15)? — 4.2.36 < 0.

Porém A < 0 e portanto, a tnica raiz é x = 0.

2. Crescimento e decrescimento:

223 — 1522 + 362
6

= f'(z) = 2% — 5z + 6 que representa uma parabola

flz) =
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de concavidade para cima de raizes 1 = 2 e x93 = 3. Portanto, f'(z) > 0 para
r €] —00,2[U]3,400] e f/(x) < 0 para = € ]2,3[. Logo, f(x) é crescente em

| — 00, 2[U]3, +00] e decrescente em |2,3[.

. Os pontos de anulamento de f/(x) sdo (2, f(2)) e (3, f(3)).

. Limites:
, . 223 — 1522 + 362 , 412 15 36
, . 223 — 1522 + 362 , 512 15 36
lim f(x) = lim_f(x) = lim f(x) = f(2) = 5
im f(x)= lim f(z)=lim = S
T2~ r—2+ T—2 3
lim f(z) = lim f(z) = lm [(2) = f(3) = -
im f(x)= lim f(z)=lim = ==
z—3~ z—3+ z—3 2
. Méaximos, minimos e concavidades:
" . )
f"(x) = 2x — 5 representada por uma reta crescente com raiz r = 3 Logo,

5 )
f"(x) < 0 para z € ] - 00,2[ e f’(x) > 0 para = € }§;+oo[ e portanto, o

ponto A(2, f(2)) é maximo local e o ponto B(3, f(3)) é minimo local. Além disso,

5
f(x) tem concavidade para baixo em z € ] — 005 [ e concavidade para cima em

5

, sendo o ponto C(;, f<

€
v 2

)
5; 400 )) um ponto de inflexdo, ou seja, ponto

de mudanca de concavidade.
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6. Esboco do grafico:

227 — 1527 + 36z

Figura 2.25.: Esbogo do grafico de f(x) = 5

Acervo préprio.

42



3. Funcoes no Ensino Médio

Os tipos de fungoes usualmente ensinadas no Ensino Médio, serdo abordados neste

capitulo, sendo as defini¢oes apresentadas baseadas em [2] e em [1].

3.1. FUNCAO AFIM

Definicao 3.1 Uma funcio f: R — R é chamada funcao afim se sua lei de formagdo

puder ser escrita sob a forma f(x) = ax + b, com a,b € R.

Observagao 3.2 Se a # 0, a fungdo afim é também uma fungdo polinomial do primeiro
grau, mas se a = 0 a fungdo afim constante é uma funcdo polinomial de grau zero, pois

o grau do polinémio corresponde ao maior expoente da varidvel x.

3.1.1. Grafico da funcao afim

O gréafico da funcao afim é uma reta que pode ser crescente, decrescente ou constante.

As figuras a seguir ilustram alguns desses tipos de fungoes.

y=2x+3

Figura 3.1.: Fung¢do afim crescente
Acervo préprio.

43
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=-2x+4

-2

Figura 3.2.: Fun¢do afim decrescente
Acervo préprio.

-2

Figura 3.3.: Fungao afim constante (a=0)
Acervo préprio.

Figura 3.4.: Fungao afim identidade (b=0e a = 1)
Acervo proprio.
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Figura 3.5.: Fungdo afim linear (b=0e a # 1)
Acervo préprio.

3.1.2. Coeficientes da funcao afim

Definic¢do 3.3 O coeficiente a da fungio afim f(x) = ax + b é chamado coeficiente
angular e é numericamente igual a tangente do dngulo formado entre o eixo horizontal

e a reta, medido no sentido anti-hordrio.

flx) =azx+b

Ay =12 — 1

Figura 3.6.: Coeficientes da funcao afim
Acervo préprio.

Demonstragdo: Igualdade entre coeficiente angular e tangente.

Na figura 3.6 tem-se:

t0 0 Ay p-w :f(azg)—f(xl):(axg—i—b)—(axl—i-b):axg—i-b—axl—b:
g2 Ax 19— 21 To — T1 To — T1 To — T1




Fungoes no Ensino Médio 46

a(zy — x1)
ro — I

= a. Como pelo teorema das paralelas 61 = 05, tg 01 = a. O

O ntmero a é também conhecido como taza de variagdo da fungao.
Definicao 3.4 O niumero b é chamado coeficiente linear e representa a posigdo de

intersec¢ao da reta com o eixo das ordenadas, sendo facil verificar que f(0) = b.

3.1.3. Encontrando a lei de formacao da funcao afim

H&a algumas maneiras diferentes de se determinar a lei de formagao de uma funcao

afim, como por exemplo:

1. Conhecidos dois pontos da fungao, pelo grafico ou dados seus pares ordenados

A(z1,y1) e B(xa,y2), é possivel determinar a lei de formacgao da fungédo resolvendo

o sistema:
a.xr1+b=uy;
a.x3 +b =1y

2. Conhecido um ponto A(zg,yp) e o coeficiente angular a, pode-se usar a seguinte

relacdo: a(x — xg) =y — yo-

3.1.4. Raiz da funcao afim

Graficamente, a raiz da funcdo é o valor do x onde o grafico intersecta o eixo das
abscissas e algebricamente esse valor é calculado na resolucao da equacao f(z) = 0. Logo

a determinagao dessa raiz pode ser feita resolvendo a equagdo ax 4+ b = 0.

Proposicao 3.5 Uma fungdo afim ndo constante, com Dominio e Contradominio
—b

em R tem uma e apenas uma raiz em xo = —.
a

Demonstracao:

Seja xp uma raiz da funcao afim. Entao:

f(xo):0@@1’0—’*1):0@}@%0:_[)@%0:7 (I)
a
Quanto a unicidade, supondo que x; seja outra raiz da funcio afim. Entao:
—b (I
f((El) :0<:>ax1+b:0(:>ax1 = —b<:>gjl = <_)> T1 = To O que provaaunicidade,
a

g
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Observagao 3.6 O cdlculo da raiz ndo se aplica em fungées constantes (a = 0), pois

b # 0 implica inexisténcia de raizes e b =0 implica infinitas raizes.

3.1.5. Crescimento e decrescimento da funcao afim

Proposicao 3.7 Uma fungdo afim € crescente se e somente se, o coeficiente a € posi-

tivo.

Demonstracao:
Seja a fungdo f(x) = ax+0b cuja primeira derivada é f'(z) = a. Mas f'(z) > 0< a > 0.

E pela tabela 2.2 a funcao é crescente < a >0 O

Proposicao 3.8 Uma funcio afim é decrescente se e somente se, o coeficiente a €

negativo.

Demonstragdo:
Seja a fungdo f(r) = ax+0b cuja primeira derivada é f/(z) = a. Mas f'(z) <0< a < 0.

E pela tabela 2.2 a fun¢ao é decrescente < a < 0 O

3.1.6. Sinal da funcao afim

Proposicao 3.9 O sinal da funcdo afim crescente € positivo para x maior do que a

raiz.

Demonstracao:
—b

Seja xg = — a raiz da funcdo afim. Entao:
a

xr > X

—b
e :>ax+b>a7+b:0:>f(x)>0 O

a>0

Proposicao 3.10 O sinal da fun¢do afim crescente é negativo para x menor do que a

raiz.

Demonstragio:

—b
Seja xg = — a raiz da funcdo afim. Entao:
a
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xr < X

—b
e :>aa:+b<a7+b:0:>f(:c)<0 O

a>0

Proposicao 3.11 O sinal da funcdo afim decrescente € negativo para x maior do que

a raiz.
Demonstracao:

—b
Seja xg = — a raiz da funcao afim. Entao:
a

a —b —b
>z 2% ax<a7:ax—l—b<a7+b:O:>f($)<0

Proposicao 3.12 O sinal da func¢do afim decrescente € positivo para x menor do que

a ratz.
Demonstracgdo:

—b
Seja xg = — a raiz da funcao afim. Entao:
a

a —b —b
T <z =% a:c>a7:>a:c—|—b>a7+b:02>f(a:)>0

Figura 3.7.: Sinais da funcao afim
Acervo proprio.

3.1.7. Esbocando o grafico da funcao afim

Dos axiomas da Geometria Euclidiana sabe-se que por dois pontos distintos passa uma

unica reta. Com isso, conhecido um par de pontos de uma funcao e localizando-os no
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plano cartesiano, pode-se fazer o esbogo de seu gréafico. Um par de pontos muito pratico
por exemplo, para fungdes que ndo passem pela origem é <_ab, 0) e (0,b). Caso a fungéo
seja linear basta usar os pontos (0,0) e (p, f(p)), para qualquer p no dominio da fungao.

Por outro lado, é bom antes mesmo de determinar os pontos, verificar o tipo de funcao
(crescente, decrescente ou constante) que se espera, sendo que a > 0 produz gréfico

crescente, a < 0 produz grafico decrescente e a = 0 produz grafico constante.

3.1.8. Conjunto Imagem da funcao afim

A funcdo f: R — R; f(z) = ax + b é continua em todo o seu dominio e:

lim f(z) =400

T—r+00
1. Se a fungao é crescente e
lim T) = —00
T——00 f( )

lim f(z)=—o00

T——+00

2. Se a fungao é decrescente e

lim f(z) =400

T—r—00

Portanto, o conjunto Imagem da funcao afim é IR.

3.1.9. Classificacao da funcao afim

Proposicao 3.13 f: R — R; f(x) = ax + b € bijetora.

Demonstracao:

Suponha por absurdo que a func¢éo nao seja injetora. Logo, existem 1 e x2, com x1 # T
tais que f(x1) = f(z2). Mas f(z1) = f(z2) = ar1+b=axa+b = ax; = axs = w1 = X9,
uma contradicdo. Logo, a fungao é injetora.

Por outro lado, pelo subitem 3.1.8 conclui-se que a funcao é sobrejetora.

Portanto, a funcdo afim é bijetora. O

3.2. FUNCAO QUADRATICA

Chama-se fung¢do polinomial do seqgundo grau ou funcdo quadrdtica toda funcio que

pode ser escrita na forma f(z) = az? + bx + ¢, com a,b,c € R e a # 0.
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3.2.1. Grafico da funcao quadratica

Definicao 3.14 Sejam r uma reta e F um ponto ndao pertencente a r. A pardbola de
foco F' e diretriz r é o conjunto de todos os pontos P(x,y) do plano cuja distincia ao

ponto F € igual a distancia a reta r.

Observacao 3.15 A reta que contém F e é perpendicular a diretriz é a reta focal da

pardbola.

Observacgao 3.16 O ponto de intersec¢dao da pardbola com a reta focal € o vértice V' da

pardbola.

Observagao 3.17 A distincia entre F' e V mede p. Em consequéncia, a distancia de

F ar mede 2p e é chamada pardmetro da parabola.

Observacgao 3.18 Em decorréncia da defini¢iao 3.14, existem pardbolas com reta diretriz
em qualquer direcao (ou inclina¢do) no plano cartesiano, mas toda pardbola que nao tem
diretriz paralela ao eixo horizontal como nos exemplos da figura 3.8 ndo representa

funcao.

Observacao 3.19 Quando o foco estd acima da diretriz, a pardbola tem concavidade
para cima e quando o foco estd abaixo da diretriz, a pardbola tem concavidade para

baixo.

Re;:: a:fgfal diretriz

F(LUU; yv + 1/)) P(x7 y)

(xw Yo — p)

[
i
I
i
i
[
I
i
i
[
i

I diretriz
Y=Yo— P

Reta focal
T =T,

Figura 3.8.: Definicao de parabola
Acervo préprio.

Proposicao 3.20 O grdfico de uma funcdo quadrdtica é uma pardbola.
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Demonstragio: Considere uma parabola num sistema de coordenadas cartesianas cuja
diretriz d : y = y, — p é paralela ao eixo x, com foco em F(x,,y, + p), com vértice no

ponto V(zy,y,) e reta focal z = x,, conforme figura 3.8.

Tome P(x,y) um ponto qualquer da parabola, entao:

distpp = distpg = /(x — 2,)2 + (y — y» — P)2 = y — y» + p. Chamando y — y,, de Ay e

elevando ao quadrado os dois membros da igualdade, vem:

(. — 2p)% + (Ay — p)? = (Ay)? + 2Ayp + p* = (z — 3,)? + (Ay)? — 2Ayp + p? =
= (Ay)? +2Ayp +p? = (x — )% = 4Ayp

ou (x —xy)2 =4(y — yu)p (Equagao da parabola) (3.1)

Se o vértice da pardbola estiver na origem do sistema, ou seja, V'(0,0) tem-se a equaciao

reduzida da parabola sob a forma
z? = dyp (Equagao reduzida da parabola) (3.2)

A funcdo quadratica expressa por f(z) = ax? + bx + ¢ com a # 0 pode ser escrita na

forma candnica, conforme segue:

bx C bx b2 C bz
2 2
f@)=als®+—+=)=al[2? 42—+ —4+-— — ) =
() a( a a) a( 2a 4(12 a 4a2)

b\? b2 —dac
= f(z) = a[(x + 2@) T a2 } (3.3)
. b\? b —dac . . L.
ou seja, f(r) =alx+ sa) T aa (Forma canodnica da fun¢ao quadratica)

(3.4)
A expressao b? — 4ac é representada por A, que é o discriminante da parabola.

Isolando o y na equacao 3.1,

1
Yy = @(a: — xy)2 + Yy (3.5)
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1 —b —A
Comparando as equagoes 3.4 e 3.5, conclui-se que a = —, x, = — e Yy, = —.
4p 2a 4a
1
Portanto, a funcio f(x) = az? + bz + ¢ tem como grafico uma parabola com p = 1
a
-b —A
e vértice no ponto V(, ) ([
2a’ 4a

Observagao 3.21 O coeficiente a e o numero p tém o mesmo sinal e se a > 0, a

parabola tem concavidade para cima, mas se a < 0 tem concavidade para bairo.

Corolario 3.22 O grdfico da funcio f(x) = ax? + bx + ¢ é uma pardbola com reta

-b1-A
diretriz y = BV e foco no ponto F ( >

a 4a’ 4a

Demonstragao: Pela figura 3.8, o foco estd no ponto F(z,,y, + p) e a reta diretriz é a
reta y = y, — p. Substituindo z,,y, e p pelos valores deduzidos na demonstragao da

proposicao 3.20 seguem os resultados. O

3.2.2. Raizes reais da funcao quadratica

A funcdo quadratica pode ter até duas raizes reais.
A préxima figura resume as seis possibilidades de posicionamento do grafico da funcao

polinomial do segundo grau f(z) = az? + bz + ¢ em relacdo ao eixo horizontal.

II i )
[ .I } .I ¢
! i v ¢ 1) f
| | /
|I .l .\
h .' L 'x\
|I -II ..\.
by
- -
5 ;
L
a=0eA =0 a>leA =0 n=0ed <0
2 raizes reais 1 raiz real sem raiz real
a"-'- .‘\.
F .~
] ’ ._ P aaen
! 1 &
! ) i P
) 1 .
! \ ] 1!
1 4
! \ ] \
II II { : ]
a<0ed=0 a=0eA=1 a= e <1
2 rafzes reais 1 raiz real sem raiz real

Figura 3.9.: Raizes reais da pardbola
Acervo préprio.
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Para determinar essas raizes caso existam, basta resolver a equacio ax? + bx + ¢ = 0.
A seguir sdo dados alguns modos de resolugdo dessa equacao.
3.2.2.1. Resolucdo de equacdo incompleta

Quando b = 0 e/ou ¢ = 0 tem-se uma equagao incompleta, e pode-se considerar os

casos a seguir:

1. ax®’+ bz =0

Neste caso pode-se fatorar a expressao:

—b
ar? +br =0 z(ax +b) =0 r=00uz = —
a
, . —b
Logo, as raizes sdo 1 =0 e 19 = —
a
2. ar? +c¢=0
Neste caso é s resolver:
2 2 —C€ —C . ~ . ,
ar® = —c & x° = — & x = 14/ —, que s6 tem solucao no conjunto dos nimeros
a a
reais se — > 0.
a
- A —c —c
Se existirem, as raizes sdo x1 =/ — € Tg = —y/ —.
a a
3. ar2 =0

Neste caso é facil ver que as raizes sdo x1 = xo = 0.

3.2.2.2. Resolucao de equacdao completa

1. Férmula de Baskara

Com base na equacio 3.3 a equacio az? + bz + ¢ = 0 pode ser reescrita como:

a

<+b>+ b? — dac <+b>_ b? — dac 0
T 9 12 |'|\" " 24 4a? N
Como a # 0 e substituindo (b* — 4ac) por A vem:

() = (o

= ;>§

ar’+br+c=0s

b
& (l‘+2a)+2 0
b
& ( + +\/E>< + ) =0¢&
2a 2a
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<:><a:+b+\/x>:00u <x+b_\/g>:0<:>
2a 2a

@(az:_b;a\/g) ou (a::_b—zf—a\/g)

Logo pode-se determinar as raizes de uma funcido quadrética pela expressdo a

seguir, conhecida como férmula de Baskara:

zz—biﬂ’A:

5 b’ — dac (Férmula de Baskara) (3.6)

Note que:

a) Se A > 0, existem duas raizes reais distintas, x1 # xa.
b) Se A = 0, existem duas raizes reais iguais ou uma raiz dupla, z1 = zo.

¢) Se A <0, nao existem raizes reais.

2. Relagoes de Girard

Seja a equacao azx? + bx + ¢ = 0, suas rafzes x1 e 29 se existirem podem ser deter-

minadas por inspecao usando as relacoes:

—b )
a) 1+ =— Soma das raizes
a
c ,
b) x1.290=— Produto das raizes
a
Demonstracao:

—b+\/Ze  —b—VA

Pela equacao 3.6, xr1 = Ty =
2a 2a

—b+\/Z+—b—\/E_—b+\/Z—b—¢Z -2 —b

. Entao:

8) o1t z2 = 2a 2a 2a - 2a :7
by 1y — —b+\/Z_—b—\/Z:b2+b\/K—b\/Z—A:b2—A:
2a 2a 4q2 4q?
_b2—b2+4ac_ c
T 4a®2  a

Proposicao 3.23 Uma func¢io quadrdtica f(x) = ax? 4 bx + ¢ com raizes x1 e xo pode

ser fatorada na forma f(x) = a(x — z1)(z — x2)
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Demonstragdo: Usando as relagoes de Girard, temos:

—b
T1+ a0 = — = b= —a(r1 + z2) (3.7)

c
102 = = c=a.71.72 (3.8)

Usando os resultados das equacoes 3.7 e 3.8 e substituindo b e ¢, podemos escrever:

2

ax’ + b + ¢ = az® — a(x1 + x2)x + a.xy.wy = ax?

— a.x.r1 — a4.x.T2 + a4.x1.T9 =

2

a(x® —z.x1 —r.x2 + 21.702) = alr — 1) (T — 22) O

3.2.3. Crescimento e decrescimento da funcao quadratica

Proposicao 3.24 Uma funcdo quadrdtica de coeficiente a positivo ¢ decrescente no

intervalo | — co,x,[ e crescente no intervalo |x,, + ool.

Demonstracao:

Derivando f(z) = ax? 4 bz + ¢, tem-se f’(z) = 2az + b que é o coeficiente angular da
reta tangente a parabola no ponto (z, f(x)).

Sea>0ezx <z, = ;—; entdao 2ax + b < Qa%b—i—b: 2ax 4+ b < 0. Logo, pela tabela
2.2 a funcao é decrescente no intervalo | — 00,2, |.

Por outro lado,se a > 0e x > x, = g—f entdo 2axr + b > Qa%b+b:> 2ax +b > 0.

Portanto, pela tabela 2.2 a fungdo é crescente no intervalo |z, + ool. O

Proposicao 3.25 Uma fungdo quadrdtica de coeficiente a negativo é crescente mo in-

tervalo | — 0o,x,[ e decrescente no intervalo |x,, + oo].

Demonstragio:

A demonstracao é analoga a anterior, exceto pelo sinal de a:

Derivando f(z) = ax?® + bx + ¢, tem-se f’(z) = 2az + b que é o coeficiente angular da
reta tangente & parabola no ponto (x, f(z)).

Sea<lex <z, = ETIL) entdo 2ax + b > 2a_7b+b:> 2ax + b > 0. Logo, pela tabela
2.2 a funcdo é crescente no intervalo | — 00,2, |.

Por outro lado, se a < 0 e x > x, = 5—; entdo 2ax + b < 2a%b+b:> 2ax + b < 0.

Portanto, pela tabela 2.2 a fungdo é decrescente no intervalo ]z, + ool. ]
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3.2.4. Ponto maximo ou ponto minimo de uma funcao quadratica

Proposicao 3.26 Uma funcdo quadrdtica tem ponto maximo ou ponto minimo no seu

vértice.

Demonstragdo:
A funcido f(z) = ax?® + bz + ¢ é continua em todo o seu dominio por ser uma funcio

polinomial.
—b —-A
— ey, =—:
2a Yo 4a
Calculando o limite da fungao préximo de xz,, tem-se:
- ) , ) —b\? —b b2 b2
lim (az” +bx+c)= lim (ax”+br+c)=al o) +b( 5 |+c=a5— - +c=
Ty z—(52) 2a 2a 4a 2a

b2 — 202 + dac  —b%®+4dac —A
= =— =

Seja V (xy,yy) 0 vértice da pardbola, onde z, =

4a 4a da

Por outro lado, f(z) = ax? 4+ bx + ¢ tem segunda derivada f”(z) = 2a e conforme a

tabela 2.3, se a > 0 o vértice é ponto minimo, mas se a < 0 o vértice é ponto mdximo. O]

3.2.5. Concavidade de uma funcao quadratica

Proposicao 3.27 A funcio quadrdtica com coeficiente a positivo tem concavidade para

citma e a funcdo quadrdtica com coeficiente a negativo tem concavidade para baizo.

Demonstracgdo:
A derivada segunda da funcio f(z) = ax® +bx 4+ c é 2a. Mas a > 0 — 2a > 0 e

a < 0 — 2a < 0 donde segue o resultado, conforme tabela 2.4. O

3.2.6. Conjunto imagem da funcao quadratica

Proposicao 3.28 O conjunto imagem de uma fungao quadrdtica é I,f ={y e R:y >

Yy} sea>0oul,f={yeR:y<y,} sea<0.

Demonstragao:
E fcil verificar que lim (az? + bz +¢) = lim (az? + bz +¢) = +oo,se a > 0 e
r——+00 T——00

neste caso, pela proposicao 3.26 a fungéo tem valor minimo em y,, sendo seu conjunto

imagem o intervalo [y,, +00].
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Mas também é facil verificar que lim (az® 4+ bz +¢) = lim (az? + bz + ¢) = —oco,
T—+400 I——00

se a < 0 e neste caso, pela proposicao 3.26 a fun¢do tem valor maximo em v, sendo seu

conjunto imagem o intervalo | — 0o, . O

3.2.7. Esbocando o grafico da funcao quadratica

A construgdo do grafico de uma funcao quadratica a mao livre é tarefa praticamente
impossivel mesmo que se disponha de papel milimetrado e de uma tabela com a maior
quantidade de pontos possiveis. Mas essa tarefa nao é nada desgastante fazendo uso de
algum software, como por exemplo, o Geogebra.

Entretanto, o esboco do gréfico é perfeitamente vidvel, conhecidas as suas caracteristicas

e seguindo por exemplo, o roteiro abaixo:

1. através do sinal do coeficiente a, determinar a concavidade da parabola;

2. calcular o discriminante A para saber sobre a existéncia e a quantidade de raizes;
3. caso A > 0, calcular a raiz (ou raizes);

4. calcular as coordenadas do vértice;

5. plotar no plano cartesiano: o vértice; o ponto (0, ¢); a raiz (ou raizes), se houver;

6. esbocar a parabola passando pelos pontos acima.

(0, c)

raiz
raiz

Yy

Figura 3.10.: Esbogo da parabola
Acervo préprio.
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3.2.8. Classificacao da funcao quadratica

Proposicao 3.29 A funcdio quadrdtica de dominio e contradominio no conjunto dos

reais ¢ nao injetora e nao sobrejetora.

Demonstragdo:
—b
Considere os niimeros £1 = £, — 0 € Ty = T, + 9, § > 0, onde x, = 2% é a abscissa do
a
vértice da parabola.

Calculando os valores da fun¢do nessas abscissas, tem-se:

f(z1) = a(zy, — 8)* + b(zy, — ) + ¢ = ax? — 202,60 + ad> + by, — b6 + ¢ (I)
f(x9) = a(xy + 0)2 + b(xy + ) + ¢ = ax? + 202,06 + ad> + by, + b6 + ¢ (1)
Substituindo z, em (I) e (II):

f(z )—a(_b>2—2a_b6+a52—|—b_b—b5+c—b2+a52+b<5—b2—b5+c(l’)
V= 2a 2a 2a " 4da 2a

_ 2

2 2
B —b 9 —b b 9 b ,
f(ze) = a<2a> +2a—2a5+a5 +b—2a +b)+c= 1 bd + ad 5 + 05+ c(I1")

Comparando (I’) e (II), conclui-se que f(z1) = f(z2). Portanto, como x; # x2 e
f(x1) = f(x2) a fungéo é nao injetora.

Por outro lado pela subsecao 3.2.6, se for tomado um y < y,, no caso de uma fungao
com concavidade para cima, ou se for tomado um y > y, no caso de uma funcdo com
concavidade para baixo, verifica-se que ha elemento do contradominio que nao é imagem

de qualquer elemento do dominio e portanto, a fungdo é nao sobrejetora.

3.2.9. Propriedade refletora da parabola

Proposicao 3.30 Todo raio incidente sobre a pardbola de superficie refletora paralela-

mente ao seu eixo, reflete passando pelo seu foco.

Demonstracao:
Dos estudos da Fisica sabe-se que o angulo de reflexdo tem a mesma medida que

o angulo de incidéncia em relagdo a reta normal a superficie pelo ponto de incidén-
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cia. Observando a figura 3.11, se os angulos 6 e 8 forem congruentes, esta provada a
propriedade.
Sem perda de generalidade, consideremos uma parabola com vértice na origem do

sistema cartesiano, onde vale a equagao 3.2, conforme figura abaixo:

Jt

N JF0O, p)

9 — B
d:y=-p V(0,0) [« AlX, - p)

Q(o, -p)/ c

Figura 3.11.: Propriedade refletora da parabola
Acervo préprio.

H4 dois casos a considerear:

1. O raio incidente é coincidente com o eixo da parabola. Neste caso é imediato que

o raio reflete sobre si mesmo, passando pelo foco.

2. O raio incidente nao coincide com o eixo da pardbola.

Sejam:

P(x,y) um ponto da pardbola;

d sua reta diretriz;

F(0,p) o foco;

V(0,0) o vértice;

A(z,—p) a projegao ortogonal de P sobre a reta d;
t a reta tangente a parabola pelo ponto P;

r a reta normal a ¢ pelo ponto P;

C o ponto de interseccao entre t e d;
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B o ponto de interseccdo entre t e o segmento AL
« o angulo ZPC A;

0 o angulo ZBPA e o seu oposto pelo vértice;

B o angulo /FPB;

Q, o ponto de interseccdo do eixo da parabola com a reta diretriz.
2 ody 2
Da equacio 3.2, 2% = dyp = y = T = __ T Entao, tg a = 2 Mas a
4p - de 4p 2p
tangente do dngulo ZQF A é igual a 25 © portanto, ZQFA =« (I)
P
O triangulo PAC é retangulo em A, o que implica o + 6 = g (IT)

(I) e (II) implicam ZQAF =6

/BCA =a e /BAC = 0, implicam /CBA = g
PE PB

Do tridngulo BPA, cos § = — = — (III)
PA PF
Do triangulo FPB,cos } = _PB (Iv)
g ) - PF

De (III) e (IV) conclui-se que 3 = 6, e portanto, o angulo de reflexao (g — /3> é

igual ao angulo de incidéncia (g — 9).

3.2.9.1. Algumas aplicacoes da parabola

Ao girar uma pardabola em torno do seu eixo obtém-se uma superficie chamada para-

boldide, como na figura a seguir:

Figura 3.12.: Paraboléide
Acervo préprio.
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A seguir dois exemplos de aplicacado de superficies paraboléides usando a propriedade
refletora da parabolas:

1. Antena parabdlica sobre a qual ondas de sinais incidem paralelamente ao eixo de

simetria, refletindo sobre um receptor localizado no foco.

2. Um farol usa essa propriedade no sentido invertido de propagacdo, pois a fonte
de luz é fixada no foco, de onde os raios incidem sobre a superficie refletora e sdao

refletidos paralelamente ao eixo da pardbola.

3.3. FUNCAO EXPONENCIAL

Definicao 3.31 Chama-se funcao exponencial a funcio de dominio e contradominio

no conjunto R cuja lei de formagao é expressa por f(x) =a”*, onde a € R coma >0 e

a## 1.

O ntmero a na definicdo acima é chamado de base e a varidvel x é o expoente.

3.3.1. Grafico da funcao exponencial

O grafico da fungdo exponencial é uma curva que pode ser crescente ou decrescente

conforme exemplos a seguir:

Figura 3.13.: Funcao exponencial crescente
Acervo préprio.
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x])-ﬂ'
g LE,

-2 -1 a1 2 3 4 5§ 6

Figura 3.14.: Fungao exponencial decrescente
Acervo préprio.
3.3.2. Raiz da funcao exponencial

A funcado exponencial ndo tem raiz, pois nao existe x € R tal que a® = 0.

3.3.3. Crescimento e decrescimento da funcao exponencial
Proposicao 3.32 Se a > 1 a funcio exponencial f(x) = a® é crescente.

a>1
Demonstragao: = a® > a" = f(x2) > f(x1). Logo, pela defini¢ao 2.22 a

To > T1
funcao é crescente. O

Proposicao 3.33 Se 0 < a <1 a fungio exponencial f(x) = a® € decrescente.

O0<axl1

Demonstragdo: = a™ < a™ = f(x2) < f(z1). Logo, pela defini¢ao 2.24
To > X1

a funcao é decrescente. O

3.3.4. Sinal da funcado exponencial e seu conjunto imagem

A funcao exponencial conforme definido em 3.31 tem sempre valores positivos, pois

sao poténcias de nimeros positivos. Em consequéncia, seu conjunto imagem é RY .

3.3.5. Esbocando o grafico da funcao exponencial

Para esbogar o gréfico da funcao exponencial sugere-se a seguinte sequéncia:

1. Observar o valor de a para saber sobre o crescimento do gréfico.
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2. Localizar os pontos: (—2; f(—2)); (=15 f(—=1)); (0; £(0)); (1; f(1)); (25 £(2)).

3. Esbocar o grafico.

3.3.6. Classificacao da funcao exponencial

Uma funcado exponencial com dominio e contradominio em R ¢é injetora mas nao

sobrejetora. Isto pode ser facilmente verificado pela observagao do gréfico.

3.4. FUNCAO LOGARITMICA

3.4.1. Logaritmo

Definicao 3.34 Chama-se logaritmo do numero a > 0 na base b > 0,b # 1 o nudmero

c tal que b° = a, representado pela expressdo: log ya = c.

Na notacdo de logaritmo, o nimero a é o logaritmando, o niimero b é a base e o niimero

¢ ¢ o logaritmo.

Exemplo 3.35 A sequir alguns exemplos:
1. log 516 = 4, pois 2* = 16
2. log 5125 = 3, pois 5% = 125
1 ‘oo—4 _ 1
3. loggﬁz—ll, pois 27 = 1

Definicao 3.36 Chama-se funcao logaritmica a fungio de dominio no conjunto R’ e
contradominio em R cuja lei de formagao € expressa por f(x) = logp x, onde b € R,

b>0eb#1.

3.4.2. Grafico da funcao logaritmica

O grafico da fungdo logaritmica é uma curva crescente ou decrescente, conforme

exemplificado a seguir:
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Figura 3.15.: Funcao logaritmica crescente
Acervo préprio.

Figura 3.16.: Funcao logaritmica decrescente
Acervo préprio.

3.4.3. Raiz da funcao logaritmica

A raiz da funcdo logaritmica é x =1, poislog p t =0 < x = 1.

3.4.4. Esbocando o grafico da funcao logaritmica

Para esbocar o gréfico da funcao logaritmica sugere-se a seguinte sequéncia:

64
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1. Observar o valor de b para saber sobre o crescimento do grafico.

2. Localizar os pontos: (i;f(i)); (%;f(%)); (15 £(1)); (25 £(2)); (35 £(3))-

3. Esbocar o grafico.

3.4.5. Classificacdo da funcao logaritmica

Uma funcao logaritmica com dominio e contradominio em R é bijetora. Isto pode ser
facilmente verificado pela observacao do grafico, verificando que a funcao é injetora e

sobrejetora.

3.5. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

3.5.1. Triangulo Retangulo e Razdées Trigonométricas

Tridngulo retangulo é aquele que tem um angulo reto, ou seja, um angulo cuja medida
é igual a 90° e consequentemente, os outros angulos sdo agudos. O lado maior se opoe
ao angulo reto e é chamado hipotenusa e cada um dos outros lados é chamado de cateto.
Referente a cada dngulo agudo ha um cateto adjacente (ligado ao dngulo) e um cateto
oposto (do outro lado).

No tridngulo abaixo, de vértices A, B e C, a hipotenusa é o lado BC de medida a, e

0s catetos sdo: o lado BA de medida ¢ e o lado AC de medida b.

Be.

.

N

Figura 3.17.: Tridngulo Retangulo
Acervo préprio.

Em um tridngulo retangulo sdo definidas as seguintes razoes trigonométricas para um

angulo interno agudo:

e O seno é a razdo entre a medida do cateto oposto e a medida da hipotenusa.
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e O cosseno é a razao entre a medida do cateto adjacente e a medida da hipotenusa.

e A tangente é a razao entre a medida do cateto oposto e a medida do cateto

adjacente.

o Usando as defini¢Ges acima a tangente também é dada pela razdo entre o seno e o

COSseno.

No exemplo da figura 3.17, tem-se:
sen o =< (seno do angulo «)
a

b 5
cos a = — (cosseno do angulo «)
a

tg o = (tangente do angulo «)

SO

Usando por exemplo o Teorema de Pitagoras, prova-se a Relagcao Fundamental da
Trigonometria:

sen® a +cos® a=1

3.5.2. A Circunferéncia Trigonométrica

A circunferéncia trigonométrica tem raio 1 e centro na origem do plano cartesiano. A
reta tangente a circunferéncia pelo ponto (1,0) é a reta das tangentes. Os arcos nessa
circunferéncia sdo medidos a partir da origem que é o ponto (1,0). Se forem medidos no
sentido anti-horario tais arcos tém valores positivos, mas se forem medidos no sentido
horario, seus valores sdo negativos. Passando pela extremidade do arco, traca-se uma reta
perpendicular ao eixo horizontal e uma reta perpendicular ao eixo vertical. A abscissa da
interseccao da primeira reta com o eixo horizontal é o cosseno do dngulo correspondente
ao arco e a ordenada da interseccao da segunda reta com o eixo vertical é o seno desse
mesmo angulo. A ordenada do ponto de interseccao da reta que passa pela extremidade
do arco e pela origem do plano cartesiano com a reta das tangente é a tangente desse
mesmo angulo. Usualmente, as medidas dos dngulos/arcos sao dadas em graus(®) ou
radianos(rad), sendo que 1 grau corresponde a um dngulo/arco de 1 da circunferéncia

360
e um radiano é um arco cujo comprimento é igual ao raio da circunferéncia.
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A transformagdo entre graus e radianos pode ser feita pela relagdo 7 rad — 180°.

Normalmente em fungoes, usa-se a unidade radiano.

T
907 ou 5 racl

(0.1) . 4}”

sen - — — — — —

1307 I

oun i rad . E 0= 3607

|(—]_[J} I (0,0 I cOS (1,0} ou 27 rad

O — — — — —

(0, —1)

i3
270 on — rad
2

Figura 3.18.: Circunferéncia Trigonométrica
Acervo préprio.

Algumas observacoes podem ser feitas a partir da definicdo da circunferéncia trigono-

métrica:
e —1<sena<l
o —1<cosa<l
¢ —00<tga<+4oo

Um movimento circular por exemplo, ndo estd restrito a apenas uma volta. Uma
mesma posi¢do em uma circunferéncia pode significar infinitas voltas, ou uma fracido da
volta mais repeticoes de voltas completas. Por exemplo uma fracdo da circunferéncia
acrescida de nenhuma volta, 1 volta completa, 2 voltas completas, 3 voltas completas
e assim sucessivamente, representam a mesma posicao, o que pode ser indicado por
0 = 0y + k27, onde 0y é um angulo qualquer da primeira volta, k£ é um nimero inteiro,

é qualquer angulo congruo a 0y e o fator 27 representa cada volta inteira na circunferéncia.
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3.5.3. Funcdo seno

Como visto acima, pode-se dizer que hé infinitos dngulos com o mesmo valor de seno.
Mas para cada dngulo hd um tnico seno no intervalo [—1,1]. Assim é possivel construir

uma fungao f: R — R onde f(x) = sen x, exemplificada na préxima figura.

Figura 3.19.: Grafico de f(z) = sen x
Acervo préprio.

Observagoes quanto a fungao seno:

A funcao seno é periddica e seu periodo é 27, ou seja a cada intervalo de 27 em

seu dominio, repetem-se os valores e repete-se o grafico.

A funcao seno é impar, ou seja, sen (—x) = —sen x.

A funcéo seno é néo injetora.

A funcéo seno é néo sobrejetora.

O grafico da fungao seno é uma sendide.

3.5.3.1. Esbocando o grafico da funcao seno
Para esbogar o gréfico da fungao seno sugere-se a seguinte sequéncia:
1. Localizar os pontos: (z,f(x)) tais que f(x) € {—1,0,1}.

2. Esbocgar o grafico.

3.5.4. Funcdo cosseno

A fungdo cosseno, f : R — R onde f(z) = cos z, exemplificada na figura a seguir tem
s ~ , e T .
as mesmas caracteristicas da func¢ao seno, porém com o grafico deslocado 5 unidades

horizontalmente.
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Figura 3.20.: Grafico de f(z) = cos x
Acervo préprio.

Observagoes quanto & fungdo cosseno:

e A funcio cosseno é periddica e seu periodo é 27, ou seja a cada intervalo de 27 em

seu dominio, repetem-se os valores e repete-se o grafico.
+ A fungéo cosseno é par, ou seja, cos (—x) = cos x.
e A funcgéo cosseno é nio injetora.
o A funcéo cosseno é nao sobrejetora.

e O grafico da funcdo cosseno é uma cossendide.

3.5.4.1. Esbocando o grafico da funcao cosseno

Para esbocgar o grafico da funcio cosseno sugere-se a seguinte sequéncia;:

1. Localizar os pontos: (z,f(z)) tais que f(z) € {—1,0,1}.

2. Esbocar o grafico.

3.5.5. Funcao tangente

A funcao tangente ndo estd definida em todos os niimeros reais, pois considerando que

sen T
tgx =
cos T

, basta observar pela funcao cosseno, que hé infinitos pontos que zeram esse

denominador. Assim, a fungdo f(z) = tg = tem como dominio R — {;T + km, k € Z},

cujo grafico estd representado a seguir:
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A

hiy ﬂhr 5w ﬁjﬁr

Figura 3.21.: Gréfico de f(z) =tg =
Acervo préprio.

Observagoes quanto a funcao tangente:

o A funcéo tangente é peridédica e seu periodo diferentemente das anteriores é ,
ou seja a cada intervalo de m em seu dominio, repetem-se os valores e repete-se o

grafico.
o A funcdo tangente é impar, ou seja, tg (—z) = —tg x.
o A fungdo tangente é ndo injetora.
« A fungéo tangente é sobrejetora.

e O gréafico da fungdo tangente é uma tangentéide.

3.5.5.1. Esbocando o grafico da funcao tangente
Para esbocar o gréafico da funcdo tangente sugere-se a seguinte sequéncia:
1. Localizar os pontos: (z,f(x)) tais que f(x) = 0.
2. Marcar as assintotas verticais.

3. Esbogar o grafico.



4. O software GeoGebra

Na disciplina MAS36 - Recursos Computacionais no Ensino de Matemdtica cursada
no PROFMAT, foram trabalhados essencialmente os programas Mdzima e GeoGebra,
sendo que neste trabalho optou-se por explorar o GeoGebra por aparentemente ser mais
amigdvel ao aluno da educacao basica.

O GeoGebra é um software de matematica dindmica gratuito e multi-plataforma para
todos os niveis de ensino, que combina geometria, dlgebra, tabelas, graficos, estatistica
e calculo em um tnico sistema. Ele tem recebido varios prémios na Europa e EUA.

GeoGebra ¢ software livre, podendo ser baixado em “www.geogebra.org”.

4.1. Iniciando o GeoGebra

A figura 4.2 mostra uma tela inicial do GeoGebra.

o GeoGebra = =

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

I .A7 /7 P/./-_I 't:‘v 67 I\(jv ./‘{“v N_I “Bc_f iﬂv '%.7

* Janela de Algebra %| | » Janela de Visualizagio ®

&

5

G 3 2 4 04 2 3 4 & 6

Entrada: @

Figura 4.1.: Tela inicial do GeoGebra
Acervo préprio.
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Pode-se alternar entre diferentes modos de janelas para trabalho, clicando-se com
o botao direito do mouse na barra vertical direita para escolher uma das disposi¢oes

disponiveis.

Disposigtes

Algebra e Grificos

Geometria Basica

Geometria

Tabelas e Graficos

X =| CASe Graficos

Figura 4.2.: Opgodes de disposigdes para janelas do Geogebra
Acervo proprio.

4.2. Usando o GeoGebra também no curso superior

A seguir, a exploracdo de algumas facilidades do Geogebra relacionadas ao Célculo
Diferencial e Integral que podem ser mostradas aos alunos no curso superior e, em alguns
casos particulares a alunos do ensino médio. No proximo capitulo serdo apresentadas
sugestoes de atividades especificas para alunos do ensino médio.

Entrando na janela de comandos com “y = 1/x” imediatamente serd desenhado o

grafico e na janela de algebra aparece a férmula da fungao.
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= Funcio 5
1
fi = =

) =

Figura 4.3.: Geogebra y = *

€T
Acervo préprio.

4.2.1. Limites com o GeoGebra

1. Entrando na janela de comandos com “Limite[f,p]” aparece na janela de dlgebra
o valor do limite da funcdo nas proximidades de x = p. Se néo existir, aparecera

“indefinido”.

2. Criando um controle deslizante, b por exemplo e entrando na janela de comandos
com “Limite[f,b]” aparece na janela o valor do limite da fun¢do nas proximidades

de x = p, que se altera conforme se desliza o b.

3. Colocando um ou mais pontos, por exemplo A sobre o grafico, aparece na janela o
seu par ordenado. Com o deslocamento desse ponto sobre a curva, observa-se as

alteracoes nas coordenadas, e visualmente tem-se a nocao intuitiva de limite.
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Figura 4.4.: Geogebra - limites
Acervo préprio.

4. Para limites laterais, usa-se “LimitelIn ferior[f,p]” para limite & esquerda de p e

“LimiteSuperior(f,p]” para limite a direita de p.

4.2.2. Tangentes com o GeoGebra

Entrando com o comando “T'angentelp, f]” é desenhada a tangente no ponto de abscissa
T = p e na janela a sua equacgdo. Pode-se também usar o controle deslizante através do

que é possivel notar as variagoes nas inclinagoes.
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= Funcio
1
3 Hx) = =
x

= Ndmero
o a=1
#4 b=11
2 oc=09
= Ponto

o A={0.22,4.55)
= Reta
Y d:y=-0.83x+1.82

Figura 4.5.: Geogebra - tangentes
Acervo préprio.

4.2.3. Derivadas com o GeoGebra

Entrando com o comando “Derivada[f]” é desenhado o grafico da derivada da fungéo
e na janela vem a férmula da derivada. Pode-se ainda entrar com “Derivadalf, k]” onde

k é a ordem da derivada.

= Funcio 4
) = L o
. B x
1
3P = -1 5
x
= Nimero
o oa=1 24
2 b=141
=~ c=001
= Ponta 1
-0 A=(0.22,4.55 3
= Reta
=~ diy=-0.83x +1.82 24
'I_
I R = 1 4 o] G 7

Figura 4.6.: Geogebra - derivadas
Acervo préprio.
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4.2.4. Integrais com o GeoGebra

1. Integral indefinida - Ao se entrar com “Integrallf]”, é desenhado o grafico de uma

primitiva de f, cuja férmula aparece na janela grafica.

= Funcio i3
0 f(x) = ;
@ glx) = In([x|) =3
= MNimero
0 a=1
4_
4.55) 3
2 diy=-0.83x+1.82
2

-l

Figura 4.7.: Geogebra - integral indefinida
Acervo préprio.

2. Integral definida - Ao se entrar com “Integral[f,b,e]”, é desenhada a superficie entre
o grafico de f e o eixo horizontal, delimitada pelas retas © = b e x = e. Ao lado

da superficie e na janela de algebra aparece o valor da integral.

= Funcgdo 5]
1
3 fx) = =
x
=0 glx) = In(fx]) bl
= Mdmera
-0 a=1
@ b=1 £
-0 c=1
- ae=3
@ h=14 =3
= Ponta
A=1{0.22, 4.55)
=l Reta e
diy=x+2
1

i_
Figura 4.8.: Geogebra - integral definida
Acervo préprio.
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4.2.5. Raizes com o GeoGebra

O Geogebra calcula raizes de fungoes e exibe no plano cartesiano e na janela de dlgebra,

os pontos referentes a essas raizes, observando que:
1. o comando “Raiz[funcdo]” calcula e exibe a raiz e/ou as raizes de uma fungao.

2. se a fungao referida no item anterior nao tiver raiz ou tiver infinitas raizes, serd

exibida uma mensagem de erro.

3. o comando “Raiz[fungdo, z¢]” calcula e exibe a raiz de uma fungéo, mais préxima

de xQ.

4. o comando “Raiz[fungdo, a,b]” calcula e exibe as raizes de uma fungéo, dentro do
intervalo [a, b]. Este comando pode ser usado no caso de uma funcao de infinitas

ralzes.

5. em qualquer dos casos anteriores se ndo houver raiz, no lugar do valor sera exibido

o termo “indefinido”.

Estes sdo apenas alguns exemplos, sendo que muitas outras funcionalidades bem inte-
ressantes que podem ser exploradas, como por exemplo, “lugar geométrico” e “animacoes”,
entre outros que podem inclusive ser consultadas em tutoriais e manuais publicados.

Como nao se pretende aqui produzir um manual do software, sdo apresentadas no
apéndice B com mais detalhamento algumas de suas funcionalidades que possibilitam a

execuc¢ao das atividades em laboratério de informatica propostas no proximo capitulo.



5. Proposta de sequéncia de atividades

5.1. Antes de comecar

As atividades propostas neste capitulo foram elaboradas para serem desenvolvidas
com alunos sempre depois de trabalhar os conceitos em sala de aula. O Plano de
Aula 2 é uma sugestao de revisao tedrica em sala de aula sobre funcao afim, antes das
atividades experimentais que serdo iniciadas em Plano de Aula 3. Quanto & funcao
quadratica propde-se a mesma dindmica, o que é visto nas aulas posteriores. No tocante
as outras fungoes, sugere-se que o professor adote a mesma sequéncia, ou seja, desenvolva
os conceitos em sala de aula, faga uma pequena revisdo e em seguida, as atividades
experimentais.

Ao professor cabe realizar previamente cada atividade experimental de modo a anteci-
par as possiveis observagoes, as conjecturas e os questionamentos dos alunos. Por outro
lado, deve-se buscar atingir os objetivos das aulas, especificados nos respectivos planos.

O professor notarda que ha algumas questoes tedricas propostas aos alunos as quais
provavelmente eles ndao saibam responder. Isto foi intencionalmente feito com o intuito de
despertar a curiosidade e incentivar a busca e a investigacao nas atividades experimentais.
Ao finalizar cada aula de laboratério é muito importante que o professor institucionalize
os conhecimentos de modo a confirmar ou nao com propriedade, as conjecturas levantadas

pelos alunos.

5.2. Convencionando

Para evitar frases extensas repetidamente e alguns erros causados por problemas nas
entradas de comandos ou no acesso a recursos do programa sao dadas as seguintes ori-

entagoes/observagoes:
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Observagao 5.1 Nas atividades propostas para o GeoGebra, traduza-se Entrar por Di-

gitar na janela de Entrada e acionar a tecla “ENTER”.

Observagao 5.2 Nas atividades propostas para o GeoGebra, traduza-se Selecionar por
Clicar no icone de forma a ativa-lo. Quando o icone estd ativo, fica com um contorno

colorido.

Observagao 5.3 Nas orientagoes para iniciar “Arquivo Novo', fica a cargo do professor,

a decisdo sobre “Gravar” ou ndo o arquivo atual.

Observagao 5.4 Nas atividades com uso do GeoGebra, caso algum icone nao esteja
visivel, recorrer ao apéndice B, seccio B.2 para verificar a que grupo ele é pertencente,
pois dependendo das operagdes realizadas, o dltimo icone utilizado fica ativo, ocultando

0s outros do mesmo grupo.

Observagao 5.5 O GeoGebra é case sensitive ou seja, uma entrada com A é diferente

de uma entrada com a.

Observagao 5.6 A cada entrada ou acdo € bom estimular que se observe as alteracoes

na Janela de Visualizacdo e na Janela de algebra.
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5.3. Primeiros contatos

5.3.1. Plano de Aula 1

Piblico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Objetivo: Familiarizacao com o software

Recursos: Laboratério de Informatica, Software Geogebra
Duracgao: 1 aula (50 min)

Contetido: Graficos de fungodes

Desenvolvimento
Iniciar o GeoGebra na disposicio Algebra e Grificos.

Atividade 1

1. Entrar y = 22

2. Entrar y = x.

3. Selecionar E e depois clicar em cada um dos dois graficos criados.
4. O que aconteceu nos graficos?

5. O que aconteceu na Janela de Algebra?

6. Para que serve o icone E‘?

Atividade 2

1. Entrar 2% +y? = 4.

2. Selecionar it o clicar em algum ponto da Janela de visualizagao.

3. Ao abrir uma janela Controle Deslizante, colocar no campo min: o nimero —3, no
campo max: o numero 3 e clicar no botao Aplicar. Isso deve criar na janela de

visualiza¢gdo um controle deslizante para o nimero a.

4. Entrar A = (a,0).
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10.

. Selecionar

Proposta de sequéncia de atividades

Selecionar “Reta perpendicular”. Em seguida clicar sobre o eixo horizontal

e depois sobre o ponto “A”.

Selecionar “Intersecgao de dois objetos” e depois clicar em cada um dos

dois gréficos criados.

b3

“Mover” e em seguida usar o controle deslizante para modificar

os valores do niimero a.

. O que se observa nesse caso tanto no gréafico quanto na Janela de Algebra, quando

a<—2oua>?2?
E o que se observa quando —2 < a < 27

Pode-se afirmar que o grafico de 2% + y? = 4 representa uma funcao? Por qué?
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5.4. Funcao Afim

5.4.1. Plano de Aula 2

Piblico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio
Objetivo: Revisao sobre fungao afim
Recursos: Sala de Aula

Duracao: 1 aula (50 min)

Contetido: Funcao afim

Desenvolvimento

Apresentar a classe as seguintes questoes:
1. O que é uma funcao afim?
2. Qual é a expressao matematica da fun¢ao afim?
3. Quantas raizes tem uma func¢do afim?
4. Qual é o papel dos coeficientes a e b na funcao afim?
5. Qual ¢ a diferenga entre os graficos das fungoes f(z) =3z + 1 e g(x) =2z + 17
6. Quais as semelhancgas entre os graficos acima?
7. Qual é a diferenga entre os graficos das fungoes f(z) =3z +2 e g(z) = =3z + 27
8. Quais as semelhancgas entre os graficos acima?
9. Qual é a diferenca entre os graficos das fungoes f(z) =5z + 1 e g(x) = bz + 37
10. Quais as semelhancas entre os graficos acima?

Fazer a correcdo do questiondrio e tirar as duvidas dos alunos.
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5.4.2. Plano de Aula 3

Publico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Objetivo: Aprender alguns recursos do Software
Recursos: Laboratério de Informatica, Software Geogebra
Duragao: 1 aula (50 min)

Contetido: Funcgao afim

Desenvolvimento

Iniciar o GeoGebra

Atividade 1

1. Entrar y=3x+1.

2. Posicionar o cursor sobre qualquer ponto da reta desenhada e com o botao direito

clicar em propriedades.
3. Na janela que se abrir clicar na aba cor e escolher uma das cores disponiveis.
4. Clicar na aba FEstilo e escolher Espessura e Estilo da linha.

5. Relatar o que foi observado.

Atividade 2

Iniciar um “Arquivo Novo”

1. Entrar a = 2.

2. Entrar b = 1.

3. Entrar y = ax + b.

4. Entrar outros valores para a e observar as alteracées no grafico.
5. Entrar outros valores para b e observar as alteragoes no grafico.
6. Observar o grafico paraa=0e b= 0.

7. Relatar o que foi observado.
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Atividade 3

Iniciar um “Arquivo Novo”

a=12

1. Clicar no icone * H, em seguida em algum ponto na janela de visualizagdo e em

“Aplicar” na janela que se abre.

2. Repetir o item anterior.

3. Entrar y = ax + b.

4. Clicar no botao do controle deslizante do ntimero a e deslizar para a direita e
para a esquerda, observando o que acontece com o grafico com as alteracoes desse

parametro.

5. Repetir o item anterior para o niimero b.

6. Relatar o que se observou sobre a influéncia dos coeficientes a e b no grafico da

funcéo afim .

Ao professor: Nesta e em outras atividades, pode-se aplicar o efeito “animacio” em
controle deslizante. Dependendo da atividade fica muito interessante aplicar o efeito

“exibir rastro”. Verifique! E quando possivel, mostre aos alunos.
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5.5. Funcao Quadratica

5.5.1. Plano de Aula 4

Piblico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio
Objetivo: Revisao sobre fung¢ao quadratica
Recursos: Sala de Aula

Duragao: 1 aula (50 min)

Contetido: Fungao quadratica

Desenvolvimento

Apresentar a classe as seguintes questoes:
1. O que é uma fun¢do quadrdtica ou fungdo do sequndo grau?
2. Qual é a expressdo matematica da fungdo quadratica?
3. Quantas raizes tem uma funcio quadratica?
4. Qual é o papel dos coeficientes a,b e ¢ na fungao quadratica?

5. Qual é a diferenca entre os graficos das funges:

f(z) =22 —-5x+6e g(r) = —2%+ 5z — 67

6. O que é o vértice de uma parabola?
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5.5.2. Plano de Aula 5

Piblico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Objetivo: Visualizar diferengas no grafico da funciao quadratica em fungao
dos coeficientes

Recursos: Laboratério de Informatica, Software Geogebra

Duracao: 1 aula (50 min)

Contetido: Fungao quadratica

Desenvolvimento

Atividade 1

1. Entrar y = 2% — 5z + 6.

2. Posicionar o cursor sobre qualquer ponto do grafico desenhado e com o botao

direito clicar em propriedades.
3. Na janela que se abrir clicar na aba cor e escolher uma das cores disponiveis.
4. Clicar na aba Estilo e escolher Espessura e Estilo da linha.

5. Relatar o que foi observado.

Atividade 2

Iniciar um “Arquivo Novo”

1. Entrar a = 1.

2. Entrar b = —6.

3. Entrar b = 5.

4. Entrar y = az® + bx + c.

5. Entrar outros valores para a e observar as alteragoes no grafico.
6. Entrar outros valores para b e observar as alteragoes no grafico.

7. Entrar outros valores para c e observar as alteragoes no grafico.
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8. Observar o gréfico paraa =0,b=0¢e ¢ = 0.

9. Relatar o que foi observado.

Atividade 3

Iniciar um “Arquivo Novo”

a=2

1. Clicar no icone *mmmmé| o1 seguida em algum ponto na janela de visualizagdo e em

“Aplicar” na janela que se abre.
2. Repetir duas vezes o item anterior.
3. Entrar y = ax? + bx + c.

4. Clicar no botao do controle deslizante do ntimero a e deslizar para a direita e
para a esquerda, observando o que acontece com o grafico com as alteragbes desse

parametro.
5. Repetir o item anterior para o nimero b.
6. Repetir ainda para o ntimero c.

7. Relatar o que se observou sobre a influéncia dos coeficientes a, b e ¢ no grafico da

funcdo quadratica.

8. Responder: Quais as vantagens de se utilizar controles deslizantes para a visualiza-
¢ao de graficos?

Atividade 4

Iniciar um “Arquivo Novo”

a=2

1. Clicar no icone #mmm o seguida em algum ponto na janela de visualizagdo e em

“Aplicar” na janela que se abre.
2. Repetir duas vezes o item anterior.
3. Entrar y = ax? + bz + c.
4. Entrar A = b% — 4ac.

5. Entrar V = (=b/(2a), —A/(4a)).
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6. Entrar Raiz 1= (—b — sqrt(A))/(2a).

7. Clicar no botao do controle deslizante do ntimero a e deslizar para a direita e
para a esquerda, observando o que acontece com o grafico com as alteragoes desse

parametro.
8. Repetir o item anterior para o niimero b.
9. Repetir ainda para o ntimero c.

10. Relatar o que se observou sobre a influéncia dos coeficientes a, b e ¢ no grafico da

funcdo quadratica.
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5.6. Problemas

5.6.1. Plano de Aula 6

Piblico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Objetivo: Desafiar os alunos a proporem solugbes geométricas para os pro-
blemas apresentados

Recursos: Laboratério de Informatica, Software Geogebra

Duracgao: 1 aula (50 min)

Contetido: Problemas envolvendo funcgao afim e fungao quadratica

Desenvolvimento

5.6.1.1. Problema 1

Em um estacionamento héd 40 veiculos entre carros e motos, totalizando 130 rodas.
Quantos veiculos de cada tipo estdo nesse estacionamento?
5.6.1.2. Problema 2

Dois méveis em movimento uniforme numa mesma trajetoria se movem conforme as
fungdes: sy =5+ 10t e sg = 10 + 5t. Em que posicao dessa trajetéria serd o encontro

desses moveis?

5.6.1.3. Problema 3

Um sitiante precisa fazer um cercado usando como um dos lados um muro ja construido.
Quais sdo as medidas dos outros trés lados de modo a obter a maior area possivel, se

dispoe de 40 metros de tela? De quantos metros quadrados serd essa area?
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5.7. Funcao Exponencial

5.7.1. Plano de Aula 7

Publico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Objetivo: Visualizar variagdes no grafico da funcao exponencial em funcao

de suas bases

Recursos: Laboratério de Informatica, Software Geogebra

Duragao: 1 aula (50 min)

Contetido: Fungao exponencial

Desenvolvimento

Atividade 1

Iniciar um “Arquivo Novo”

1.

10.

11.

Criar um controle deslizante “a” com intervalo de 1.1 a 5.

. Entrar y = a®.

. Posicionar o cursor sobre qualquer ponto do grafico desenhado e com o botao

direito clicar em propriedades.

. Na janela que se abrir clicar na aba cor e escolher uma das cores disponiveis.

. Clicar na aba FEstilo e escolher Espessura e Estilo da linha.

. Variar os valores de a e observar o que acontece com o grafico a partir dessas

variagoes.

Criar um controle deslizante “b” com intervalo de 0.1 a 0.9.

. Entrar y = b*.

. Se necessario, alterar as propriedades desse segundo grafico, de modo a diferencia-lo

do primeiro.

Variar os valores de b e observar o que acontece com o grafico a partir dessas

variagoes.

Relatar o que foi observado.
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Atividade 2

Responder as perguntas a seguir com base na atividade 1.

1. O primeiro grafico é crescente ou decrescente? Por qué?

2. Como seria o grafico caso o niimero a ou o nimero b fosse igual a 17 Por qué?
3. O segundo grafico é crescente ou decrescente? Por qué?

4. O que ha de comum em ambos os graficos?

5. Existe algum ponto comum (constante, inalterado) nesses graficos independente

da base? Por que?

6. Quais as raizes dessas fungoes?

Ao professor: discutir com os alunos o que acontece com os graficos caso as bases

entejam entre 0 e 0,1 ou entre 0,9 e 1 ou ainda, entre 1 e 1,1.
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5.8. Funcao Logaritmica

5.8.1. Plano de Aula 8

Publico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Objetivo: Visualizar variagoes no grafico da funcao logaritmica em fungao de

suas bases

Recursos: Laboratério de Informatica, Software Geogebra

Duragao: 1 aula (50 min)

Contetdo: Fungao logaritmica

Desenvolvimento

Atividade 1

Iniciar um “Arquivo Novo”

1.

10.

11.

Criar um controle deslizante “a” com intervalo de 1.1 a 5.

. Entrar y = log(z)/log(a).

. Posicionar o cursor sobre qualquer ponto do grafico desenhado e com o botao

direito clicar em propriedades.

. Na janela que se abrir clicar na aba cor e escolher uma das cores disponiveis.

. Clicar na aba FEstilo e escolher Espessura e Estilo da linha.

. Variar os valores de a e observar o que acontece com o grafico a partir dessas

variagoes.

Criar um controle deslizante “b” com intervalo de 0.1 a 0.9.

. Entrar y = log(x)/log(b).

. Se necessario, alterar as propriedades desse segundo grafico, de modo a diferencia-lo

do primeiro.

Variar os valores de b e observar o que acontece com o grafico a partir dessas

variagoes.

Relatar o que foi observado.
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Atividade 2

Responder as perguntas a seguir com base na atividade 1.

1. O primeiro grafico é crescente ou decrescente? Por qué?

2. Como seria o grafico caso o niimero a ou o nimero b fosse igual a 17 Por qué?
3. O segundo grafico é crescente ou decrescente? Por qué?

4. O que ha de comum em ambos os graficos?

5. Existe algum ponto comum (constante, inalterado) nesses graficos independente

da base? Por que?

6. Quais sdo as raizes dessas fungoes?

Ao professor:

o Discutir com os alunos o que acontece com os graficos caso as bases entejam entre

0 e 0,1 ou entre 0,9 e 1 ou ainda, entre 1 e 1,1.

e Nos itens “2”7 e “8” da atividade 1, usa-se mudanga de base. Se os alunos nao
estiverem prontos a compreender esse processo, pode-se substituir as bases variaveis
de controles deslizantes por “In” ou logaritmos de base 2 ou base 10 que estao

disponiveis no GeoGebra por comandos diretos.
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5.9. Funcao seno

5.9.1. Plano de Aula 9

Publico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Objetivo: Visualizar variagoes no grafico da fungao seno em fungao de algu-

mas constantes

Recursos: Laboratério de Informatica, Software Geogebra

Duracgao: 1 aula (50 min)

Contetdo: Funcgao seno

Desenvolvimento

Iniciar um “Arquivo Novo”

1.

10.

11.

12.

Criar um controle deslizante “a” com intervalo de —5 a 5.

. Criar um controle deslizante “b” com intervalo de —5 a 5.
. Criar um controle deslizante “c” com intervalo de —5 a 5.
. Entrar y = a x sen(b* z) + c.

. Posicionar o cursor sobre qualquer ponto do grafico desenhado e com o botao

direito clicar em propriedades.

. Na janela que se abrir clicar na aba cor e escolher uma das cores disponiveis.

Clicar na aba FEstilo e escolher Espessura e Estilo da linha.

. Posicionar o controle “c” em 0.

. Clicar com o botao direito na janela de visualizacdo e na opg¢ao “janela de visuali-

“ ”

zacao”; em seguida na aba “EixoX”, em “Unidade” escolher “m” e em “Distancia”

W

escolher 5

Qual o nome desse grafico?

Qual o seu periodo?

Qual a sua amplitude?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Proposta de sequéncia de atividades

Quais sdo as suas raizes?

Usando o controle deslizante fazer variar apenas os valores de a, observando sua
influéncia no periodo, na amplitude e nas raizes. Considerar separadamente a = 0,

a<0ea>0.

Repita os procedimentos do item acima, para os valores de b.
Repita os procedimentos do item anterior, para os valores de c.
Essa funcao é crescente ou decrescente? Por qué?

Relatar o que foi observado.
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5.10. Funcao cosseno

5.10.1. Plano de Aula 10

Publico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Objetivo: Visualizar variagoes no grafico da funcido cosseno em funcao de

algumas constantes

Recursos: Laboratério de Informatica, Software Geogebra

Duracgao: 1 aula (50 min)

Contetido: Funcao cosseno

Desenvolvimento

Iniciar um “Arquivo Novo”

1.

10.

11.

12.

Criar um controle deslizante “a” com intervalo de —5 a 5.

. Criar um controle deslizante “b” com intervalo de —5 a 5.
. Criar um controle deslizante “c” com intervalo de —5 a 5.
. Entrar y = a * cos(bx x) + c.

. Posicionar o cursor sobre qualquer ponto do grafico desenhado e com o botao

direito clicar em propriedades.

. Na janela que se abrir clicar na aba cor e escolher uma das cores disponiveis.

Clicar na aba FEstilo e escolher Espessura e Estilo da linha.

. Posicionar o controle “c” em 0.

. Clicar com o botao direito na janela de visualizacdo e na opg¢ao “janela de visuali-

“ ”

zacao”; em seguida na aba “EixoX”, em “Unidade” escolher “m” e em “Distancia”

W

escolher 5

Qual o nome desse grafico?

Qual o seu periodo?

Qual a sua amplitude?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Proposta de sequéncia de atividades

Quais sdo as suas raizes?

Usando o controle deslizante fazer variar apenas os valores de a e observando sua
influéncia no periodo, na amplitude e nas raizes. Considerar separadamente a = 0,

a<0ea>0.

Repita os procedimentos do item acima, para os valores de b.
Repita os procedimentos do item anterior, para os valores de c.
Essa funcao é crescente ou decrescente? Por qué?

Relatar o que foi observado.
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5.11. Funcao tangente

5.11.1. Plano de Aula 11

Publico: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Objetivo: Visualizar variag6es no grafico da funcao tangente em funcao de

algumas constantes

Recursos: Laboratério de Informatica, Software Geogebra

Duracgao: 1 aula (50 min)

Contetdo: Funcgao tangente

Desenvolvimento

Iniciar um “Arquivo Novo”

1.

10.

11.

12.

Criar um controle deslizante “a” com intervalo de —5 a 5.

. Criar um controle deslizante “b” com intervalo de —5 a 5.
. Criar um controle deslizante “c” com intervalo de —5 a 5.
. Entrar y = a xtg(b* x) + c.

. Posicionar o cursor sobre qualquer ponto do grafico desenhado e com o botao

direito clicar em propriedades.

. Na janela que se abrir clicar na aba cor e escolher uma das cores disponiveis.

Clicar na aba FEstilo e escolher Espessura e Estilo da linha.

. Posicionar o controle “c” em 0.

. Clicar com o botao direito na janela de visualizacdo e na opg¢ao “janela de visuali-

“ ”

zacao”; em seguida na aba “EixoX”, em “Unidade” escolher “m” e em “Distancia”

W

escolher 5

Qual o nome desse grafico?

Qual o seu periodo?

Qual a sua amplitude?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Proposta de sequéncia de atividades

Quais sdo as suas raizes?

Usando o controle deslizante fazer variar apenas os valores de a e observando sua

influéncia no periodo, na amplitude e nas raizes.

Considerar separadamente a =0, a <0 e a > 0.

Repita os procedimentos do item acima, para os valores de b.

Repita os procedimentos do item anterior, para os valores de c.

Essa funcao é crescente ou decrescente? Por qué?

Relatar o que foi observado.



6. Consideracoes Finais

Este trabalho contribuiu primeiramente para o aprofundamento de seu autor quanto

a alguns conhecimentos matematicos.

Quanto a primeira questao apresentada na segao 1.3 fica a sugestdo para a realizacio

de uma nova pesquisa e também para consulta as publica¢bes ja existente sobre aquele

tema, visto que:

O estudo de Fungbes pode prosseguir com os diferentes mo-
delos que devem ser objeto de estudo na escola - modelos
linear, quadratico e exponencial. O modelo periddico sera
discutido no tépico referente as fungdes trigonométricas,
mais adiante. E recomenddvel que o aluno seja apresentado
a diferentes modelos, tomados em diferentes areas do co-
nhecimento (queda livre de um corpo, movimento uniforme
e uniformemente acelerado, crescimento de uma colénia de
bactérias, quantidade de medicamento na corrente sangiii-
nea, rendimentos financeiros, consumo doméstico de energia
elétrica, etc.). Sempre que possivel, os gréificos das fungoes
devem ser tracados a partir de um entendimento global
da relagdo de crescimento/decrescimento entre as varidveis.
A elaboracao de um grafico por meio da simples transcri-
¢ao de dados tomados em uma tabela numérica nao permite
avangar na compreensao do comportamento das fungoes.([9],
p72)

Mais uma vez percebe-se o estimulo a qualidade, ao entendimento, a associa¢do com

situagoes reais. E mesmo o assunto fung¢oes sendo muito abrangente, aparentemente o

termo é referido como uma particularidade da matemaética, ndo sendo esta muitas vezes

compreendida como uma ferramenta auxiliar de todas as outras ciéncias. Talvez tal ponto

de vista, por parte da maioria dos alunos e até de alguns professores, venha a sustentar

o que se conjectura na referida questao.
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Com relacao a segunda questao, sugere-se através deste texto que no ensino de fungoes
seja possivel utilizar como aliado o software Geogebra, fazendo uma mesclagem entre o
tedrico e o pratico, ndo adotando apenas um, nem apenas outro, mas dosando conforme
as necessidades e/ou as possibilidades, o que muitas vezes somente pode ser decidido
pelo professor, que ao estar em contato com suas turmas e com seus pares deve ser o
mais qualificado para tal decisdo.

Medidas de eficiéncia sobre todas as atividades aqui propostas nao puderam ser feitas
pelo autor, exceto por algumas sobre funcao afim e sobre fungdo quadrética realizadas
com seus alunos do 1° ano do ensino médio em uma escola publica em meados do ano
de 2013, antes da elaboracao desta dissertacao. Nao foram feitas tabulacbes quanto aos
resultados porém, de modo geral os alunos demonstraram entusiasmo com a aplicacdo e
com os diversos recursos e possibilidades.

Provavelmente a aplicacdo também a alunos do 2° e do 3° anos que ja passaram pelos
assuntos no 1° ano, cause impacto positivo para aqueles que ainda nao tiveram contato
com esse aplicativo, ou mesmo que o tenham tido em outros assuntos que nao funcoes.

Alguns trabalhos ja foram publicados defendendo o uso do Geogebra no ensino de

matematica, no que diz respeito & geometria plana ou analitica, como destaques a seguir:

[...] os alunos pesquisados foram em sua maioria , 90%,
favordvel a implementagdo e implantagdo do software Geo-
gebra como recurso de aprendizagem [...] os professores que
acompanharam a aplicagdo do programa (total de 3) e coor-
denadores (total de 2) fizeram as mesmas consideragoes dos
alunos [...] Sugere-se que o programa seja replicado, pois
a adocao de trabalhos futuros sobre a aplicacdo e avalia-
¢ao de software educativo Geogebra no contexto da escola
haja vistas que procedimentos referenda a validade e a exe-
quibilidade do programa e das atitudes docentes.([14], pp.
87,88)

Em um aspecto geral, analisando as respostas dadas pelos
alunos de forma escrita, as atividades comprovaram serem
ferramentas eficientes para o desenvolvimento do saber. As-
sim, elas podem ser utilizadas para reforcar um conteido
tedrico ja abordado, ou para iniciar um contetido novo.([15],

p. 74)

Ao concluir este trabalho acreditamos ter oferecido tanto aos professores quanto aos

alunos do ensino médio subsidios que contribuam para o ensino de fungoes nessa etapa
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da educacao béasica. Por outro lado gostariamos de sugerir que ja em nivel de graduacao,
nos cursos de Licenciatura em Matematica que objetivam formar professores para a
educacao béasica, se abordassem metodologias semelhantes as aqui propostas afim de
familiarizar e melhor preparar os futuros professores quanto aos recursos disponiveis,

mas ainda desconhecidos por muitos.
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A. Demonstracoes de alguns teoremas

As demonstragoes deste apéndice sdo transcritas de [2], ou baseadas nessa obra.

A.1. Teorema do anulamento

Teorema A.1 Se f for continua em [a,b], e se f(a) e f(b) tiverem sinais contrdrios,

entdo existird pelo menos um ¢ em [a,b] tal que f(c) = 0.

f(b)

e

Figura A.1.: Exemplo Teorema do Anulamento
Acervo préprio.

Demonstra¢io: Suponhamos f(a) < 0 e f(b) > 0. Facamos a = ag e b = by; seja ¢y o
ponto médio do segmento [ag,bg]. Temos f(cy) < 0 ou f(cg) > 0.

Suponhamos f(cg) < 0 e facamos ¢y = aj e by = b1. Temos f(a1) < 0e f(b1) > 0. Seja
¢1 o ponto médio do segmento [a1,b1]. Temos f(¢1) < 0 ou f(c1) > 0.

Suponhamos f(c1) > 0 e facamos a1 = a2 e ¢; = by. Assim f(a2) < 0 e f(b2) > 0.
Prosseguindo com esse raciocinio, construiremos uma sequéncia de intervalos

[ag,bo] D [a1,b1] D [ag,b2] D [as,bs] D -+ D [an,bn] D ... que satisfaz as condigdes da

propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo n,

flan) < 0 e f(bn) > 0. (A1)
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Seja ¢ o tnico real tal que, para todo n, a, < ¢ < by,.

As sequéncias de termos gerais a,, e b, convergem para c. Segue entdao da continuidade

de f, que
i flan) = f(e) e lm_f(b,) = f(c). (4.2)
Segue de A.1 e A.2 que f(c) <0 e f(c) > 0 e portanto, f(c) = 0. O

A.2. Teorema de Rolle

Teorema A.2 Se f for continua em [a,b], derivdvel em ]a,b] e f(a) = f(b), entdo

existird pelo menos um ¢ em |a,b| tal que f'(c) = 0.

Y

Figura A.2.: Exemplo Teorema de Rolle
Acervo préprio.

Demonstragao: Se f for constante em [a,b], entdo f'(z) = 0 em ]a,b[; logo, existird
¢ € la,b[ tal que f/(c¢) = 0. Suponhamos, entdo, que f nao seja constante em [a,b]. Como
f é continua no intervalo fechado [a,b], pelo teorema de Weierstrass, existem x1 e zo
em [a,b] tais que f(x1) e f(x2) sdo, respectivamente, os valores méximo e minimo de f
em [a,b]. Como f(x1) # f(x2), pois estamos supondo f ndo constante em[a,b], segue x;
ou x5 pertence a |a,b[, usando a hipétese f(a) = f(b). Dai f'(x1) =0 ou f'(z2) =0e

portanto, existe ¢ € ]a,b[ tal que f’'(c) = 0. O
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A.3. Teorema do valor médio

Seja f uma funcdo definida em [a,b]. Consideremos a funcdo S dada por S(z) =

fla) + == —"Z(x —a).

g(x){

a b

Figura A.3.: Exemplo Teorema do valor médio
Acervo proprio.

O grafico de S é a reta que passa por (a,f(a)) e (b,f(b)). Consideremos a funcao

g(x) = f(z) — S(x),xz € [a,b]. Note que g(a) = g(b) = 0.

Teorema A.3 Se f for continua em [a,b] e derivdvel em |a,b|, entdo existird pelo menos

um ¢ em a, b| tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Demonstragao: Seja g a funcao dada por g(x) = f(z) — S(x),z € [a,b].

Como g é continua em [a,b], derivavel em |a,b] e g(a) = g(b), pelo teorema de Rolle

existe ¢ € Ja,b] tal que g/(c) = 0. Temos ¢'(x) = /() ~ §'(x) e §'(z) = 7=
Assim, ¢'(z) = /() — 10—
Dai, () = () - LU0
Portanto, /(b) — f(a) = /'(c)(b —a). 0

A.4. Teorema do valor intermediario

Teorema A.4 Se f for continua no intervalo fechado [a,b] e se ~y for um real compre-

endido entre f(a) e f(b), entdo existird pelo menos um ¢ em [a,b] tal que f(c) =.
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Figura A.4.: Exemplo Teorema do Valor Intermediario
Acervo préprio.

Demonstrag¢do: Suponhamos f(a) < v < f(b). Consideremos a funcao g(x) = f(z) —
v, x € [a,b].
Como f é continua em [a,b], g também é continua nesse intervalo. Além disso, g(a) =

fla) =~ <0egb) =f(b) —y>0.

Pelo teorema do anulamento, existe ¢ € [a,b] tal que g(c) = 0, ou seja, f(c) =~. O

A.5. Teorema da limitacao
Este teorema é necessario para demonstragao do teorema de Weierstrass.

Definicao A.5 Uma funcio f € limitada em um subconjunto A de seu dominio, se

existir M > 0 tal que, para todo x pertencente ao dominio da fungao, |f(x)| < M.

Figura A.5.: Exemplo Teorema da limitacao
Acervo préprio.
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Dessa definicao segue que, se f nao for limitada em um subconjunto B de seu dominio,

para todo natural n, existe x,, pertencente a B, com |f(xy)| > n.

Teorema A.6 Se f for continua no intervalo fechado [a,b], entdo f serd limitada em

[a,b].

Demonstrag¢io: Suponhamos por absurdo, que f nao seja limitada em [a,b]. Fagamos
a = a1 e b= b;. Entao existe 1 € [a1,b1] tal que |f(z1)| > 1. Seja ¢; o ponto médio
de [a1,b1]; f ndo serd limitada em um dos intervalos [a1,c1] ou [c1,b1]. Suponhamos que
f néo seja limitada em [c1,b1] e facamos as = ¢1 e bg = b;. Nao sendo f limitada em
[ag,bo], existird xo € [ag,be] tal que |f(z2)| > 2. Prosseguindo com esse raciocinio,
construiremos uma sequéncia de intervalos

[a1,b1] D [a2,b2] D [as,bs] D -+ D [an,bn] D ... satisfazendo as condigdes da propriedade

dos intervalos encaixantes e tal que, para todo natural n > 0, existe x,, € [an,b,] com
|f(zn)| > n. (A.3)

Segue de A.3 que liIJIrl |f(xn)|] = +o0. Seja ¢ o tnico real tal que para todo n > 0,
n—-+0oo
¢ € [an,by)].
Como a sequéncia x,, converge para c e f é continua em c, resulta que lirf |f(zn)] =
n—-+00

|f(¢)| o que é uma contradigdo com nll}riloo |f(x)| = +00. Portanto, como a suposicao

de f ndo ser limitada em [a,b] leva a uma contradi¢do, f é limitada em [a,b]. O

A.6. Teorema de Weierstrass

Teorema A.7 Se f for continua em [a,b], entdo existirao x1 e x2 em [a,b] tais que

f(z1) < f(x) < f(x2) para todo x em [a,b).

Demonstragao: Sendo f continua em [a,b], f serd limitada em [a,b], dai o conjunto
A={f(x)/x € [a,b]} admitird supremo e infimo. Sejam M = sup{f(x)/x € [a,b]} e
m =inf{f(z)/z € [ab]}.

Assim, para todo x € [a,b],m < f(x) < M.
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A seguir vamos provar que M = f(x2) para algum x9 em [a,b]. Se tivéssemos f(z) < M
1
= — €T
M — f(z)
mas nao limitada em [a,b], que é uma contradigdo (se g fosse limitada em [a,b], entdo

para todo z € [a,b], a funcdo g(x) € la,b] seria continua em [a,b],

existiria um 8 > 0 tal que para todo x € [a,b] 0 < < [ e portanto, para

1
, M — f(z)
todo x € [a,b], f(z) < M — 3 e assim M ndo seria supremo de A).
Segue que f(z) < M para todo x € [a,b] ndo pode ocorrer, logo devemos ter M = f(x2)

para algum z9 em [a,b]. Analogamente prova-se que f(z1) = m para algum z; € [a,b].

O



B. Alguns recursos do GeoGebra

B.1. Manipulacao de arquivos e configuracoes

As préximas figuras mostram as opc¢des do menu para manipulacdo de arquivos e
configuracées. Ao se clicar sobre determinada palavra do menu, abre-se uma lista de

possibilidades a ela relacionadas.

o GeoGebra
Arquivo | Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

E, Mova Janela Cirl+r
Movo i ®_ 'ﬁ_ ‘/‘{IL N_ ABCHII =3°

|

Abrir ... Cirl+0
Abrir Pagina WEB ...
Abrir Arquivo Recente 4

(=
(=
@ Gravar Ctrl+35
&

Gravar Comao ...

Compartilhar...
Exportar 4

o
4

Visualizar Impressao Ctrl+P

E B

Fechar Alt+F4

Figura B.1.: GeoGebra - Menu Arquivo
Acervo préprio.
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& GeoGebra
Arquivo Editar|Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
4% Desfazer Citrl+Z F
2 )|a N 2
& Refazer Ctrl+Y 5 2
¥
Copiar Ctri+C
Colar Ctrl+V
[] Copiar para Area de Transferéncia Ctri+Shift+C
Inserir Imagem de »
#F Propriedades ... Ctrl+E
Selecionar Tudo Ctrl+A
Figura B.2.: GeoGebra - Menu FEditar
Acervo préprio.
23 GeoGebra
Arquivo  Editar Em'hir|0pr;ﬁes Ferramentas Janela Ajuda
= |
Janela de Algebra Cirl+Shift+A
[% .A g *\l|agc|||| ==2
=i ¥ Planilha Ctrl+5hift+5  — s i
b
[x=] Janelacas Clrl+Shift+kK
Janela de Visualizacio Ctrl+Shift+1
Janela de Visualizacio 2 Ctrl+Shift+2
g Protocolo de Construcio Ctrl+3hift+L
EEE Teclado
Campo de Entrada
ik | Layout
@ Atualizar Janelas Ctrl+F
Recalcular Todos os Objetos Cirl+R

Figura B.3.: GeoGebra - Menu Fxibir

Acervo préprio.
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(4 GeoGebra
Arquivo  Editar  Exibir ngﬁes|Ferramentas Janela Ajuda
Descricies Algébricas r
[% oA / ¢ g NV agclll| a=2
N . 4 & Pontos Sobre a Malha ’ Al
b Arredondamento *
A Rotular »
Tamanho da Fonte *
=8 Idioma L
52 Awangado
|E| Gravar Configuracies
Restaurar Configuracio Padrao

Figura B.4.: GeoGebra - Menu Opgoes
Acervo préprio.

o GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opcgbes |Ferramentas | Janela Ajuda

[ Configurar Barra de Ferramentas ... i
A -
Rl <oz

i A - ¢ Criaruma Mova Ferramenta ... i
[
Gerenciar Ferramentas ..
Figura B.5.: GeoGebra - Menu Ferramentas
Acervo préprio.
(A GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janeia|ﬁ.juda

T Al AR sl 2 Now ansia cuteny [ /IE

Figura B.6.: GeoGebra - Menu Janela
Acervo préprio.
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L GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opc@ies Ferramentas Janela:ﬁjuda
N Kz B N ] [kl =
e | M1l ) i [N e] Tutoriais *— 8
¥ "‘:;‘ GeoGebraTube

Repartar Erra

i Sobre/Licenca

Figura B.7.: GeoGebra - Menu Ajuda
Acervo préprio.

B.2. Execucao de comandos por icones

A préxima sequéncia de figuras exibe as opgoes para execucdo de tarefas na janela
grafica em uso. Ao clicar sobre o simbolo 7 no canto inferior direito de cada icone,
abre-se uma lista com todos os icones daquele grupo, com uma pequena descrigdo ao
lado de cada um para informar ao usuario o que se pode fazer com aquela opcao.

Feita qualquer opcao, o icone correspondente ficarda ativo, o que se percebe pela co-

loracdo de toda a sua borda, até que outro seja selecionado. Assim, se por exemplo se
prrrrrrrrerrrerrg |

* |
Hrrred

um ponto no plano cartesiano.

selecionar , enquanto estiver ativo, a cada clique na janela de visualizagao, cria-se

I GeoGebra

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

%-:X— /— ’:ﬂ_v ‘IT:&? ®7 Iﬁ? 'C{;T xv ABC? _afi— Q'—

ad W W ad

-

a de Visualizagdo
% Mover

% Rotacio em Torno de um Ponto
L}

56
f; % Gravar para a Planilha de Calculos

Figura B.8.: GeoGebra - Grupo Mover
Acervo préprio.
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4 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

2 [

1— .h Maovo Ponto

FPaonto em Objeto

1,". Vincular / Desvincular Ponto

ABC | _az2 | D

X Intersecdo de Dois Objetos

[ ]
_i Ponto Médio ou Centro

.Z Mumero Complexo

Figura B.9.: GeoGebra - Grupo Novo Ponto
Acervo préprio.

£ GeoGebra
Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
) &N EEcHENTE
IR =R ERNCEE

J— ﬁ / Reta definida por Dois Pontos

./ Segmento definido por Dois Pontos

.3" Segmento com Comprimento Fixo

./', Semirreta Definida por Dois Pontos

g Caminho Poligonal

Figura B.10.: GeoGebra - Grupo Reta definida por Dois Pontos
Acervo préprio.
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L 1.d GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

NRER N ERENEEE

w7 v w7 w7 v w7

Cmal B

Feta Perpendicular

Feta Paralela

Mediatriz

Bissetriz

Reta Tangente

Feta Polar ou Diametral

Reta de Regressao Linear

Lugar Geométrico

X [ L[y A< Pl

Figura B.11.: GeoGebra - Grupo Reta Perpendicular
Acervo préprio.

L GeoGebra

Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

%-ﬂ/}v @@‘Jﬁvxvmc_aﬁ@.

T L#EO-

Poligono

Poligono Regular

Poligono Rigida

v VISIVIIV

Poligono Semideformavel

Figura B.12.: GeoGebra - Grupo Poligono
Acervo préprio.
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(4 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

%7 .ﬂ? /7 ’:ﬁ? I:hv i IQT 'Q{.’:'v xv ABC? _aiiv ‘%v
TL#E O~

-

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Circulo dados Centro e Raio

) @ @

Compasso

(1

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arcao Circular dados Centro e Dois Pontos

Arco Circular definido por Trés Pontos

Setor Circular dados Centro e Diois Pontos

D] Qe IQ

Setor Circular definido por Trés Pontos
Figura B.13.: GeoGebra - Grupo Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Acervo préprio.

L2 GeoGebra

Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

[%_ -ﬂ_ /_ ;,_ I:‘h_ @_ @ 'Qf‘ N_ ABC
T L@ O~

IE
XX

<}
<}

- l.’dd_l\'l .
le / Elipse
. .,
Mo Hiperbole

ﬁ::_. Paribaola

O Cdnica definida por Cinco Pontos

Figura B.14.: GeoGebra - Grupo Elipse
Acervo proéprio.
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GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
' -
N oAU UL U ON O N o]zl
7 erd 7 e 7 e 7 erd 7 erd
b . I
‘ﬁa Angulo
.| .
-Qf'. Angulo com Amplitude Fixa
(=] : - i 2 -
b * Distancia, Comprimento ou Perimetro
2 p
ch Area
/ Inclinacdo
{1,2}| | Criar Lista
Figura B.15.: GeoGebra - Grupo Angulo
Acervo préprio.
£ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A
L

o

Eal B

D

7

aBC|||| a=2 "I"
ey 7 Wi

Oll[[4 |2

i i

Reflexdo em Relagdo a uma Reta
Reflexio em Relacio a um Ponto

Reflexdo em Relacdo a um Circulo (Inversaa)

A | | A

S Rotacdo em Torno de um Ponte por um Angulo
- =
*_w» Translacdo porum Vetor

k
e = Homotetia dados Centro e Razio

Figura B.16.: GeoGebra - Grupo Reflexdo em relagdo a uma Reta

Acervo préprio.
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£ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda
. )
%.*/}b@@zﬁvxvﬂﬂc_a;l%'
37| i =l 7 3| 7 | 7

<

ABC Inserir Texto

s
av

Inserir Imagem

Caneta

Fungio & M3o Livre

e

Relacio entre Dois Objetos

o

Calculadora de Probabilidades

Inspetor de Funcies

Nl

Figura B.17.: GeoGebra - Grupo Inserir Texto
Acervo préprio.

L)

GeoGebra

Arquive Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

3

il

A

5T

2| B 12 (0] (&) ZAIINISE 22 B3

a=2| Controle Deslizante
g Caixa para Exibir / Esconder Objetos

Inserir Botdo

a= Inserir Campo de Entrada

Figura B.18.: GeoGebra - Grupo Controle Deslizante
Acervo préprio.
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