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RESUMO

S&o poucos os livros didaticos que apresentam o conceito de ndmeros reais com
consisténcia teodrica. Na maioria dos livros didaticos o numero racional é
representado por uma expressdo decimal finita ou peridédica, mas ndo é feito
nenhum esforco para justificar a afirmacédo. Os livros também conceituam nimero
real como uma expressdo decimal finita ou infinita, e, definem o numero racional
como expressado decimal finita e infinita e periédica e o numero irracional quando a
expressao € infinita ou aperiodica. Porém ndo apresentam justificativas consistentes
para assegurar que 0 numero seja irracional. Outras falhas em livros didaticos
correspondem a nao definicdo das operacdes de numeros reais, a relacdo de ordem
entre os racionais, levando em consideracdo a abordagem geométrica e a algébrica
e a definicdo de supremo. Os professores de mateméatica, em sua grande maioria,
tendem a reproduzir em suas aulas o conteudo dos livros didaticos com muitas
falhas no conceito de numeros de reais. Um dos fatores para tal comportamento € a
falta de seguranca dos professores de Matematica relativo ao conteddo em
discussdo, impondo a manutengcdo dessa pratica. Felizmente, iniciativas como o
Mestrado Profissional em Matemética - Profmat e Programa de Aperfeicoamento
para Professores de Matematica do Ensino Médio - PAPMEM dao oportunidades aos
professores de Matematica em aperfeicoarem-se; demonstrando, através dos
materiais usados nos cursos e das publicacdes da SBM, em especial a colegao
“Matematica para o Ensino Médio” , cujo volume um apresenta o conjunto dos
nimeros reais de forma consistente. Inspirado nessas iniciativas, buscamos
contribuir, tendo em vista que o presente trabalho visa demonstrar que é possivel,
por meio de extensdes sucessivas do conceito de numero, chegar a construcdo dos
nameros reais, dando especial importancia arelacao existentes entre eles através do
método Axiomatico e a utilizacdo do conceito de Supremo para caracterizar o
conjunto dos numeros reais, podendo ser elementos facilitadores do ensino dos
nameros reais de forma correta e a0 mesmo tempo acessivel ao aluno.

Palavras-chave:Educacdo.Ensino.Matematica. Racionais. Irracionais.NUmeros Reais.



ABSTRACT

Few textbooks that present the concept of real numbers with theoretical consistency .
In most textbooks and the rational number represented by a finite or periodic decimal
expression, but it made no effort to justify the statement . The books also
conceptualize real number as a finite or infinite decimal expression and define the
rational number as finite and infinite and periodic decimal expression and irrational
number when the expression is infinite or aperiodic . But do not show consistent
justifications to ensure that the number is irrational . Other flaws in textbooks does
not correspond to the definition of real numbers operations , the order relation
between the rational , taking into account the geometric and algebraic approach and
the definition of supreme. Math teachers , mostly tend to reproduce in their classes
the content of textbooks with many flaws in the concept of real numbers . One reason
for such behavior is the lack of security for mathematics teachers on the content at
issue , requiring the maintenance of this practice . Fortunately , initiatives like
Profmatand PAPMEM provide opportunities for teachers of mathematics in perfecting
themselves ; demonstrating , through the materials used in courses and publications
of SBM , particularly the " Mathematics for Secondary Education " collection, the
volume of which one has the set of real numbers consistently. Inspired by these
initiatives , we seek to contribute , considering that this study aims to demonstrate
that it is possible , by successive extensions of the number concept , get the
construction of the real numbers , giving particular attention to the relationship
existing between them through the Axiomatic method and using the concept of
Supreme to characterize the set of real numbers, can be enablers of teaching real
numbers correctly and yet accessible to the student.

Keywords :EducationTeaching.Mathematics.Rational.Irrational. Real Numbers.
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INTRODUCAO

A escolha do tema do trabalho de concluséo de curso do Mestrado
Profissional em Matematica em Nivel Nacional — PROFMAT deu-se em funcdo da
escassez de bibliografias que apresentam o conceito de numeros reais com

consisténcia tedrica no Ensino Basico.

De um modo geral, 0 numero racional € representado por uma expressao
decimal finita ou periddica, mas ndo € feito nenhum esforco para justificar a

afirmacao.

Um ponto delicado quanto a conceituacéo, refere-se ao conceito de numero
reais. Explicar o conceito de numero real matematicamente correto e levar o aluno a

compreensado deste conceito € uma questao delicada.

Os livros  “conceituam” nimero real como uma expressdo decimal finita ou
infinita. Quando a expressao é finita e peridédica, o niUmero é racional e, quando a

expressao e infinita ou aperiédica € um numero irracional.

Porém, como assegurar que um numero é irracional? Vez que nao se pode ter
essa garantia olhando simplesmente para apenas alguns de seus primeiros

algarismos decimais.

Definir as operagbes de adicdo e multiplicacdo com expressdes decimais

infinitas é outra dificuldade encontrada nos livros didaticos.

No estudo das desigualdades, o livro ndo define a desigualdade dos nameros
reais em sua representacdo decimal. Entretanto, ela € bem simples de ser

trabalhada para saberse a < b,a = boua > b.

A representacdo dos numeros reais nos livros didaticos é sem duvida um

grande problema, vez que ndo ha referéncia de como eles sdo encontrados.

Segundo Lima, (2001, p.410-412), o livro de Paulo Bucchi, Curso prético de

Matematica - Volume 1, sdo encontradas algumas dessas afirmacoes:

Na seg¢do que focaliza os numeros racionais, sdo dados dois
exemplos de célculo da fragcdo geratriz de uma dizima periédica. Entretanto,
além de o texto ndo apresentar qualquer explicacdo a respeito das
representacBes decimais, ndo hé referencia a caracterizagdo dos numeros
racionais como aquele nimero cuja representacdo decimal é finita ou
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periddica.

Na secdo 2.5, apds mostrar como exemplos de nimeros irracionais
os nuimeros V2,vV5—V7 e m com suas representacdes decimais com 7
algarismos, o texto diz a pagina 37: “Observe que todo ndmero irracional

estd representado na forma decimal, com infinitos algarismos, e néo
apresenta periodicidade.”

Tal observacao € impossivel, mesmo que consideremos apenas 0s
qguatro exemplos apresentados, pois como poderiamos garantir que ndo ha
periodicidade em qualquer das representac6es? O que assegura que todos
os irracionais tém representacdo decimal ndo periddica é a caracterizacao
dos racionais que, como dissemos, ndo foi mencionado no texto.

(.

Ainda na secdo 2.5, o texto diz, sem qualquer justificativa, que
Pitdgoras e seus discipulos e seus seguidores descobriram que a medida
da hipotenusa de um tridngulo retangulo isésceles de catetos de medida
unitaria ndo era um namero racional, pois ndo ha um namero racional cujo
guadrado seja 2, o texto continua:

“Este fato gerou uma grande polémica entre os matematicos da
época.

Este e outros problemas puderam ser resolvidos com o auxilio de
um novo tipo de numero: o numero irracional.” (p. 37).

Dessa forma, o nimero irracional é apresentado apenas como um
ndamero que ndo é racional. Consequentemente, o conjunto dos numeros
reais € visto somente como a reunido dos racionais e irracionais, sem que
se evidencie que seus elementos resultam das medi¢cdes de comprimento:
0s racionais expressam as medidas dos segmentos comensuraveis com a
unidade de comprimento escolhida, ao passo que 0s irracionais
representam as medidas dos segmentos que sao incomensuraveis com
essa mesma unidade. A falta de referéncia a esse significado dos reais
torna incompreensivel o trecho a seguir, extraido da se¢do 2.6, na pagina
39:

Se representarmos todos 0s nimeros racionais numa reta, sobrarao
pontos da reta que ndo estardo associados a nenhum numero racional.
Mas, se representarmos, também, todos 0s ndmeros irracionais nessa
mesma reta, entdo ndo sobrar4 nenhum ponto que ndo seja representagao
de um nimero. Portanto, cada ponto da reta é a representacdo de um
nimero racional ou de um ndmero irracional.

Esta reta € denominada reta real.

Um dltimo comentario é que o texto nao fornece o critério para
comparar dois nimeros reais a e b por meio de suas representacdes
decimais o Unico critério apresentado é o geométrico: b > a quando b esta
representado na reta a direita de a e b < a quando b esta representado na
reta a esquerda de a. Como ficou implicito que os racionais sdo 0s que tém
representacdo decimal finita ou periédica e os irracionais sdo os que tém
representacdo decimal ndo periddica, ndo é claro como podemos comparar
dois nimeros reais quaisquer.

Diante do exposto, o trabalho consiste em apresentar uma proposta do ensino
dos conjunto dos numeros reais para os professores do ensino Médio, com fim de
leva-los a familiarizar-se gradativamente com o método mateméatico, para doté-lo de
habilidades para lidar com os numeros reais e dar-lhes condi¢cdes para mais tarde

utilizarem esses conhecimentos em sala de aula. Respondendo a seguinte
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indagacgéo: como é possivel ensinar o conjunto dos numeros reais de forma correta

e ao mesmo tempo acessivel ao aluno?

E claro que ndo conseguiriamos alcancar este intento sem um apoio
especializado, e para tanto, o levantamento bibliogréafico acerca da tematica apoiou-
se em diversos referenciais tedricos dentre os quais podemos destacar: Boyer
(2002), Caraca (1998), Eves (2004), Lima (2010), Lima (2006), Muniz (2012), Lima
(2008), Lima (2001) e Lima (2011) entre outros. Esta revisdo da literatura forneceu
um quadro tedrico bastante consistente do ponto de vista da conceituacao,

manipulacao e aplicacdo dos numeros reais, segundo Lima (2001, p. 140).

Segundo Lima (2002, p. 139), para que os alunos se familiarizem
gradativamente com o método matematico, adquiram habilidades para lidar
desembaracadamente com os mecanismos do calculo e condi¢Bes para mais tarde
saberem utilizar seus conhecimentos em situacdes da vida real, o ensino da
Mateméatica deve abranger trés componentes fundamentais, que se chamam de

Conceituacao, Manipulacédo e Aplicacao.
A Conceituacao sera o aspecto que abordaremos no trabalho e compreende:

A formulacdo correta e objetiva das definicbes matematicas, o
enunciado preciso das proposicdes, a pratica do raciocicio dedutivo, a nitida
conscientizacdo de que ¢ onclusdes sempre sdo provenientes de hi” oteses
que se admitem, a distincdo entre uma afirmagdo e sua reciproca, o
estabelecimento de conexdes entre conceitos diversos, bem com a
intgerpretacdo e a reformulacdo de iodéias e fatos sob diferentes formas e
termos. (Lima, 2002, p. 140)

O trabalho foi organizado da seguinte forma:

No primeiro capitulo, introduzimos a discussdo acerca das falhas e
dificuldades na conceituacdo de numero irracional e namero real, além de assinalar

estas dificuldades na literatura mateméatica hoje disponivel.

No segundo capitulo,contaremos uma breve histéria dos numeros reais e,
decomo as grandezas incomensuraveis causaram a crise matematica grega, sua
superacdo da crise no séc. IV a. C. com a teoria das propor¢cées de Eudoxo e o
tratamento rigoroso para a construgcdo dos numeros reais desenvolvido por
Dedekindao desenvolve enunciar o postulado de continuidade a partir da idéia de

corte.

No terceiro capitulo, introduzimos a representacdo decimal dos numeros
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racionais, conceito dos numeros irracionais, a enumerabilidade e a densidade dos

racionais.

O quarto capitulo versa sobre a abordagem axiomatica do conjunto dos
nameros Reais, a apresentacdo da soma e multiplicagdo com numeros reais, a
relacdo de ordem que existe dos numeros reais, 0 conceito de supremo e sua

representacao geométrica.

Por fim, nossas consideracfes finais tracam um panorama geral de todo
nosso esforco em produzir este material que, pelo menos em parte,desejamos que

possa ser aproveitado como pratica em sala de aula.
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2. HISTORIA DOS NUMEROS REAIS

Durante muitos anos as propriedades dos nimeros naturais e suas razdes

foram a esséncia de tudo. Até o surgimento dos nimeros irracionais.

2.1. NUMEROS RACIONAIS: GRANDEZAS COMENSURAVEIS.

Medir um segmento de reta AB compreende trés fase distintas: a escolha da
unidade, comparar a medida do segmento com a unidade e exprimir o resultado da

comparac¢ao por um numero, segundo Caraca (1998).

Seja 0 seguimento de reta AB tendo como unidade o semento — padrdo u,
cuja medida € igual a 1, por definicdo. Para medir o segmento de reta AB basta
compara-lo com a unidade 1. Se o segmento unitario couber um nuimero exato de n
vezes, com n € N, em AB, n serd a medida do segmento AB. Caso contrario, a

medida de AB ndo serd um numero natural.

Entdo, esta situacdo condiz com a idéia de fracdo. Neste caso, para medir o
segmento AB, tem-se que determinar um segmento unitirio w que caiba no
segmento unitario um numero exato de vezes, digamos n vezes, com n € N. E um
numero exato de vezes em AB, digamos m,com m € N (Elon, 2006, Vol. 1, p. 52). O
segmento w sera uma medida comum de u e AB. Assim, diz-se que AB e w séo
comensuraveis. A medida de w sera a fracdo 1/n e a medida de AB serd m vezes
1/n,isto é, m/n. (Lima, 2006, p. 52).

Os gregos acreditavam que o resultado do processo de medir era sempre um
racional. Por muito tempo, pensou-se que dois segmentos de retas eram sempre

comensuraveis.

Entretanto, o0s gregos descobriram que existiam grandezas nao

comensuraveis.

2.2 GRANDEZAS INCOMENSURAVEIS

Em Crotona, sul da Itdlia, PitAgoras, nascido por volta de 575 a. C, fundou

uma seita filosdfica religiosa. A crenga fundamental da sua seita era o lema “Os
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numeros governam o numero”.

Os pitagéricos fizeram uma descoberta que desencadeou uma enorme crise
que abalou suas crencas e a estrutura da matematica por algum tempo. A crise
surgiu quando entre um dos discipulos de Pitdgoras observou que o lado e a

diagonal de um quadrado sdo segmentos incomensuraveis.

O argumento é muito simples. Se houvesse um segmento de reta w que
coubesse n vezes no lado AB e m vezes na diagonal AC do quadrado ABCD entéo,
tomando AB como unidade de comprimento, a medida de AC seria igual a m/n
enquanto a medida de AB seria 1. Pelo Teorema de Pitagoras teriamos (m/n)? =
12+ 12, donde m? =2.n?. Mas esta Ultima igualdade ¢é absurda, pois na
decomposicdo de m? em fatores primos o0 expoente do fator 2 é par enquanto em

2n? é impar.

A existéncia de segmentos incomensuraveis mostrou que 0S numeros
naturais mais os nimeros racionais sao insuficientes para medir todos 0s segmentos
de uma reta, vez que isso tornou impossivel falar em razdo entre duas grandezas
guando essas grandezas fossem incomensuraveis, 0 que causou uma enorme crise

na estrutura da Matematica.

2.3 OS NUMEROS IRRACIONAIS

A crise foi superada apenas no século IV a. C. por Eudoxo, que desenvolveu
a teoria das proporgdes que permitiu superar a dificuldade da incomensurabilidade

entre duas grandezas sem a necessidade dos ndmeros irracionais.

No caso de segmentos comensuraveis, Eudoxo percebeu que entre dois
segmentos A e B, existe um segmento u que cabe um numero inteiro de vezes em
A, digamos m, e um numero inteiro de vezes em B, digamos n, e por definicdo, a
razdo de A para B € m/n. De outro modo, isso é equivalente an,é congruente amy,

isto é, n, = my.

Assim, dados os segmentos A4,B,C e D e 0s nUmeros naturais m e n, afirmar
que A esta para o segmento B, assim como o segmento C esta para o segmento D,

significa afirmar que n, = mj se, e somente se, n, = my.
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Entretanto, quando A e B sdo incomensuraveis, a igualdade do tipo n, = my

nao ocorrera.

Porém, dados dois numeros inteiros m e n, e 0s segmentos C e D, pode-se

sempre testar:
n, > mge, n, = me, n, <mg
ou ainda,

ne >my, ne =mp, ne, <my

Eudoxo utilizou este teste para dar uma definicAo de igualdade de duas
razbes, e que pode sempre ser aplicado, mesmo no caso de segmentos

incomensuraveis.
Eudoxo deu a seguinte definicdo para o seu teste.

Definicdo: Dados quatro grandezas da mesma espécie A, B,C e D (segmentos,
areas ou volumes), diz-se que A esta para B assim como, C esta para D se, qualquer
que sejam 0s numeros naturais men, se tenha: n, >mg se, s6 se, n, > myp;

n, = my se, sO se, n, = my;ou ainda, n, <my se, sose, n, < my,.

Com ela foi possivel construir a teoria das proporcdes e resolver a grave crise
na estrutura da Matematica, decorrente da descoberta das grandezas

incomensuraveis.

Podemos citar como exemplo da aplicacdo da definicdo dada por Eudoxo o
Teorema de Tales que afirma: num mesmo plano trés retas paralelas determinam em

duas retas transversais segmentos proporcionais.

O Teorema de Tales € de fundamental importancia em geometria plana, vez
que dele depende toda a teoria sobre semelhanca de figuras, particularmente os

teoremas sobre semelhanca de triangulos.

Em meados do século XIX, o matematico alemao Richard Dedekind sentindo
necessidade de uma definicdo dos numeros reais ao ensinar calculo diferencial,

desenvolveu um tratamento rigoroso para a constru¢do dos numeros reais.

O matematico Dedekind atribuiu a reta a qualidade de ser completa, isto €,

continua, mencionando que a linha reta € infinitamente mais rica em pontos que 0
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conjunto dos numeros racionais 0 € em numeros; com isso fez-se necessario a
criagcdo de novos nameros, pois se pretendia que o conjunto dos nameros fosse tao

completa e tivesse a mesma continuidade que a linha reta.

Se uma reparticdo de todos os pontos da reta em duas classes é de tal
natureza que todo ponto de uma das classes esta a esquerda de todo ponto
da outra, entdo existe um e s6 um ponto pelo qual é produzida esta
reparticdo de todos em duas classes, ou esta decomposi¢do da reta em
duas partes. (DEDEKIND, apud CARACA, 1989, p. 60).

Sejam A e B grandezas incomensuraveis, como a igualdade n, = myz nunca

se verifica, tem-se n, <mjz oun, > mg.

Dedekind, baseado na teoria das propor¢des de Eudoxo, observou que o

procedimento do grego levava a separacao dos numeros racionais em duas classes.

Os nameros racionais positivos ficam separados em duas classes, a classe E
(esquerda) do m/n que satisfazem n, >mg, e a classe D (direita) dos m/n que

satisfazem n, < mg.

Assim, todo numero pertencente a classe Eé menor que qualquer nimero que

pertence a classe D.

Define-se cortes de Dedekind como um par de classes E e D de numeros

racionais, com as seguintes propriedades:

Pi1: E e D s&@o conjuntos ndo vazios cuja unido é o conjunto Q dos numeros

racionais;

P»: Todo nimero menor do que algum elemento de E pertence a E, e, todo

numero maior do que algum elemento de D pertencea D.

P3: Qualquer numero racional r determina um corte em que E é 0 conjunto
dos nimeros racionais menores do que ou iguais a r, e D é o complementar de E,
em Q; ou E é o conjunto de todos 0os numeros racionais menores do que r e D 0

complementar de E, em Q.

Assim, todo corte possui um elemento de separacdo. (Postulado de

Dedekind). A consequéncia desse postulado é a criagcdo dos numeros irracionais.

Dedekind observou que existiam cortes sem elementos de separacdo no

conjunto dos numeros racionais, demonstrando a descontinuidade dos numeros
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racionais.

Para que todos os cortes tenham um elemento separador sé&o criados os

ndmeros irracionais.

Por exemplo, o corte que define o nimero real (irracional) 2 é o par de

classes A, e A, assim descrito: A; € o conjunto de todas as fra¢des % tais que

2
(m) <2, sdao as ‘raizes quadradas de 2 por falta”, como

n
2
1;1,1;1,41;1,414;1,4142; ... E A, constitui-se das fracdes % tais que (;i) > 2 sd0 as

“raizes por excesso”, como 2;1,5;1,42;1,415;1,4143; ...

Consequentemente, obtém-se o conjunto dos nimeros Reais, um “continuo

numérico”, uma vez que o0s nUmeros irracionais preenchem as “lacunas”

decorrente das descontinuidades existentes no conjunto dos numeros racionais.

7z

O conjunto dos numeros reais € completo, uma vez que todo corte tem

elemento separador. (Teorema de Dedekind).

Em outras palavras, a todo ponto da reta esta associado um numero real

caracterizando a completeza dos numeros reais.

Entretanto, tais conclusdes, ndo eram suficientes para definir o conjunto dos
nameros reais. Dedekind estabeleceu as operacdes de adigdo e multiplicacdo e a

relacdo de ordem para 0s numeros irracionais, que foram facilmente demonstradas.
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3. CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

Na primeira seccao deste capitulo iremos fazer a representacdo decimal dos
ndmeros racionais, demonstrar que 0 conjunto dos numeros racionais e enumeravel
e denso e definiremos numeros irracionais.

Assumiremos a priori que o aluno possui conhecimento sobre as definicdes e
conceitos basicos sobre conjuntos, conjuntos dos numeros naturais, dos niameros

inteiros e dos nimeros racionais.

3.1. REPRESENTACAO DECIMAL DOS NUMEROS RACIONAIS

O conjunto dos numeros racionais Q é o conjunto formado por todos o0s
ndameros que podem ser expressos como razéo entre dois inteiros a,b € Z, com b #

0, isto €,
Q= {%,a,b €Z b+ 0}.

Os numeros racionais possuem uma representacao decimal.

Para exemplificar, tomemos o racional 1/4 que possui representacdo decimal
igual a 0,25, 1/3 que possui representacdo decimal igual a 0,3333... e 1/6 que

possui representacdo decimal iguala 0,1666 ...

No primeiro caso, 1/4 = 0,25, temos uma representacdo decimal finita, que é
obtida ao ser feita a divisdo continuada de 1 por 4, acrescentando-se 0 ao dividendo
1 enquanto se tiver um resto ndo nulo. Podemos afirmar também, que 0,25 é uma

fracdo decimal, uma fracdo cujo denominador € uma poténcia de 10, vez que

025—2+ > _ 2
7710 100 100

No segundo caso, 1/3 = 0,3333..., temos uma representac¢ado decimal infinita
e periédica 0,3333 ..., para a fracdo 1/3, denominada dizima periédica simples com
periodo 3, vez que o primeiro digito apds a virgula se repete indefinidamente na
mesma ordem. Em particular toda dizima peridédica simples representa um ndmero

racional. Para obter a expressdo decimal do numero racional 1/3, basta fazer a
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“divisdo continuada” de 1 por 3, acrescentando zero ao dividendo 1 enguanto se
tiver um resto ndo nulo, como nesta divisdo sucessiva s6 podem ocorrer os restos 0,
1 e 2, apds a primeira divisdo o resto 1 comecga a se repetir e, a partir dai, os digitos
no quociente Vvao reaparecer na mesma ordem, obtendo-se uma expressao
periddica.

No terceiro caso, 1/6 = 0,1666 ..., temos uma representacdo decimal infinita e
periddica, denominada dizima periddica composta de periodo 6, vez que depois da
virgula tém uma parte que nao se repete, seguida por uma parte periddica, no caso,
o periodo 6. Para obter a expressao decimal do nimero racional 1/3 basta fazer a

“diviséo continuada” de 1 por 6 acrescentando zero ao dividendo 1 enquanto se
tiver um resto ndo nulo, como nesta divisdo sucessiva s6 podem ocorrer 0s restos
0,1,2,3,4,5, e, ap0s a segunda divisdo o resto 4 comeca a se repetir, os digitos no

quociente vao reaparecer na mesma ordem, obtendo-se uma expresséo periodica.

De modo geral, para obter a expressao decimal do numero racional p/q, faz-

se a “divisdo continuada” de p por g, acrescentando-se zero ao dividendo p

enguanto se tiver um resto ndo nulo, como exemplo abaixo

14
X _0,518518.. 140 27
27 50 0,518518
230
140

Como nas divisbes sucessivas s6 podem ocorrer os restos 0,1,2,3,...,q — 1,
ap0s no maximo q divisbes um resto vai repetir-se e, a partir dai, os digitos no

quociente vao reaparecer na mesma ordem, logo tem-se uma expressao periodica.

Para um estudo mais detalhado sobre os casos em que o racional p/q gera
uma dizima periédica simples, composta ou uma expressao decimal finita, bem

como uma estimativa do nimero de algarismos do periodo, veja “Meu professor de
Matematica, pags. 158-178” .
Uma expresséo decimal € um simbolo da forma a« =m, a,a,asa, .., onde m €

um ndmero inteiro > 0, chamada de parte inteira do racional, e, a,a,, as, ..., a,, ...,

com 0 < a, <9, chamadas de digitos do racional.
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Iremos representar o simbolo « como uma soma da forma
a =m+a,a,asa, ...a, ..., tal que os digitos serdo representados por uma lista de

algarismos da seguinte forma: (a,,a,, ..., a,, ...).

Assim, todo numero racional a corresponde um inteiro m e uma lista

(ay,a,,...,a,, ... )de algarismos, tal que @« = m+a,a,a;a, ...q, ...

Podemos representar o ndmero racional « como uma soma da seguinte

forma:

T .
™TI0" 100 107

O significado da igualdade € que o nUmero a tem por valores aproximados 0s

ndmeros racionais:

e S 1,2,3
m+—+—S+-+—,n=123, ..
101 102 10"

_ 13428

= 13,428. Podemos
1000

Consideremos o0 seguinte exemplo: seja

afirmar que 13,4 < a, € uma aproximacado de «a; que 13,42 < a, também é uma
aproximacdo de « e, que 13,428 € o numero a. Deste modo, tem-se uma lista de

ndmeros racionais que sao valores aproximados do numero racional a.

Entretanto, nem todo numero pode ser escrito como quocientes de dois

ndmeros inteiros, ou ainda, ndo possuem representacdo decimal finita ou decimal

infinita e periddica, como, por exemplo, /2,35, V/10.

3.2. O CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS E ENUMERAVEL

Um conjunto diz-se enumeravel quando € finito ou quando existe uma

correspondéncia biunivoca entre o conjunto e uma parte propria.

Assim, se existe uma bijecdo entre os conjuntos A e B, escreve-se Card A =

Card B, para indicar a mesma cardinalidade.
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Galileu (1564-1642), em seu livro “Didlogo sobre duas novas ciéncias”,
observou ser possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca (ou bijecdo) em
uma parte de um conjunto e o conjunto todo, fazendo corresponder a cada numero
natural o seu quadrado.

A bijecdo entre o conjunto de todos os naturais e o conjunto dos quadrados

perfeitos, que é parte do anterior, é a correspondéncia que a n faz corresponder n?

(n © n?).

Segundo Cantor, dois conjuntos s&o equivalentes, ou tém a mesma

cardinalidade, quando é possivel estabelecer entre eles uma tal correspondéncia.

No caso de conjuntos finitos serem equivalentes corresponde a terem o

mesmo numero de elementos.

Em relacdo ao conjunto infinito, o conceito de equivaléncia ou cardinalidade é

uma extenséo da nogdo de “numero de elementos de um conjunto”

Cantor passou a chamar de enumeravel a todo conjunto que tem a mesma

cardinalidade do conjunto dos numeros naturais 1,2,3, ...

O resultado do enunciado corresponde a seguinte relacdo entre o conjunto
dos numeros naturais N e o conjunto dos ndmeros racionais Q:

Card N = Card Q.
O que é surpreendente!
Vamos mostrar que 0os nimeros racionais formam um conjunto enumerével.

Por simplicidade restringimo-nos aos racionais positivos, que distribuimos em
varios grupos, cada grupo contendo as fracdes cujos numerador e denominador tém

a mesma soma; por exemplo:

N W
S

2
I3)

)

B

€ 0 grupo de todas as fracdes cujos termos tém soma 5. Vamos fazer uma lista de
todos esses grupos, comecando com aquele cuja soma dos termos das fracdes é 2
(e que s6 contém a fracdo 1/1); depois o grupo das fragbes 1/2 e 2/1, cuja soma

dos termos é 3; e assim por diante, sucessivamente. Ao mesmo tempo, riscamos as
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fracbes que representam o0 mesmo numero ja representado por fracdes que
apareceram antes. Eis a lista:

E claro que esse procedimento resulta numa lista de todos os nimeros

racionais. Basta agora enumera-los na ordem em que aparecem, isto €,

1 1
n = 1,7'2 —E,rg = 2,7"4_ = g'

1 2 3
T‘5—3,T‘6=Z,T7=§,T8=§;

1 1

Dessa maneira obtemos uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto

dos numeros racionais (positivos) e dos numeros naturais, que também podemos
expressar assim:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
rtTTer T T
1 1/2 2 143 3 1/4 2/3 3/2 4 15
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Isso mostra que 0s numeros racionais formam, de fato, um conjunto

enumeravel.

3.3. O CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS E DENSO

Um conjunto X chama-se denso quando todo intervalo aberto (a,b) contém

algum ponto de X.

Em outras palavras, diremos que o conjunto Q@ de nimeros racionais € denso
guando, dados arbitrariamente a < b em Q, for possivel encontrar x € Q tal que

a < x < b.

a+b

Basta observar o seguinte: se a < b, entdo, a < .

< b. Assim, seja (a,b)

um intervalo aberto, com a < b, podemos obter uma infinidade de elementos

a+b _ ataq _a+ta,

T,az—T,a3 2 ,...,an+1:

a;, a,as,..,a,,.. em (ab), tomando a; =

» Yo

ata,

,..Jeremosa<--<ag<a,<a; <b.

Na reta real teremos:

Figura 1: Densidade do intervalo entre a e b.

o -

a..a; a a, b

Fonte: Criado pelo Autor

Assim, sempre € possivel encontrar um numero racional entre dois nimeros

racionais.

3.4. NUMEROS IRRACIONAIS

Iniciaremos esta se¢do com o seguinte Lema:

Lema 3.4.1: Nao existe um namero racional cujo quadrado seja igual a 2.



27

Demonstracdo?:

2
Suponhamos, por absurdo, que se tenha (s) = 2, ou seja, p? =2q?, com

p.q €L

O fator 2 aparece um nimero par de vezes na decomposicio de p? e de g2

em fatores primos.

Logo,p? contém um nimero par de fatores iguais a 2 enquanto 2g? contém
um namero impar desses fatores.

Assim, ndo se pode ter p? = 2q2.

O Lema de Pitagoras mostra que o nimero raiz quadrada de 2 nao é racional,
vez que nao é possivel representar raiz quadrada de 2 por uma razdo de dois
inteiros, ou ainda, v2 ndo possui uma representacdo decimal finita ou infinita e
periddica.

Assim como +/2, existem muitos outros como, por exemplo, v2,%/5,%/10.

Chamaremos esses numeros de irracionais.

Podemos demonstrar? esse fato como segue:
p n . .
Se (3) = m. Podemos supor p e q primos entre si.

Entdo, p" e q" também serdo primos entre si.

Mas temos p™ = q™.m, o que implica ser g™ um divisor de p".

Absurdo, a menos que fosse q = 1.

Em resumo, dados m,n € N, se \Ym ¢ N, entdo,/m.¢ um ndmero irracional.

Definicdo 3.4.1 : Existe um nimero 2 que ndo pode ser representado por
uma fracdo. Assim como ele, existem outros. Portanto, sua representacao € infinita e
nao periddica.

Os numeros irracionais sdo numeros que nao podem ser escritos como
quociente de dois numeros inteiros, cuja representacdo decimal é finita ou infinita e

periodica.

Lima, Vol. 1, 2010, 2010.
“Lima, 2002, p. 83.
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Entretanto, 0os numeros irracionais possuem uma representacdo decimal

infinita e aperiddica.
Consideremos a seguinte:

Proposicédo 3.4.1: Dados os numeros n e k naturais, com k >1, ou n € uma k@

poténcia perfeita ou §/n é um nimero irracional. (Muniz, 2012, Vol. 1, p. 21).

De acordo com o enunciado da proposicdo, v2,%5,V/10, etc., sdo todos
irracionais, vez que 2 ndo é um quadrado perfeito, 5 ndo € um cubo perfeito e 10

ndo € uma 72 poténcia perfeita.

Entretanto, € possivel obter uma representacdo decimal para os numeros

irracionais.

Consideremos a operacdo de radiciacdo no conjunto dos numeros racionais,
que € a operacdo de obtencdo de raizes de um numero racional positivo, podendo
ser estendida para numeros racionais negativos sendo dados x<0 racionale n € N

impar, seja
y=-N-x
entdo, y" = x (0 nimero y é denominado a raiz n? de x).
Por definicéo,
V2) =2
Assim, tem-se 1<2<2?, segue
1<V2<2;
Como 1,4%<2<1,5%, segue novamente que
14 <+V2<15 ,
por analogia, como 1,41 <+/2 < 1,42 ;tem-se que
1,414 <2< 1,425

e, prosseguindo obtemos um ndmero a, cuja parte inteira € 1 e uma Unica lista

(4,1,4,...) de algarismos, talque a = 1,414 ....

Podemos observar que a medida que aumentamos a quantidade de digitos
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dos ndmeros racionais a esquerda e a direta da v2 obtemos uma aproximacao
nimeros racionais cada vez mais proximos do numero irracional /2. Assim,
podemos afirmar que 1,4 é um valor aproximado para v2; que 1,41 é um valor

aproximado para v/2; que 1,414 é um valor aproximado para /2; etc. Logo:
V2=1414..

Assim, obtemos a raiz quadrada de dois por aproximagdo de numeros
racionais. (Elon, 2006, p. 60).

Utiizando o mesmo processo, podemos encontrar uma representagcao

decimal para os demais nimeros irracionais acima.
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4. ABORDAGEM AXIOMATICA DO CONJUNTO DOS NUMEROS
REAIS

Segundo Muniz, um numero real € racional exatamente quando sua
representacao decimal for finita ou infinita e periédica. NUmeros reais que ndo sao
racionais sdo denominados irracionais. Desse modo, 0s numeros irracionais sao
agueles numeros reais que ndo podem ser escritos como quocientes de dois
ndmeros inteiros, ou ainda aqueles numeros cuja representacdo decimal é infinita e

aperiddica.

A fim de obtermos o conjunto dos nuameros reais, Muniz postulou a existéncia
do conjunto dos numeros reais, denotado por R contendo @, com as seguintes

propriedades:

)] As operagbes de adicdo e multiplicacdo em Q se estendem aos
elementos de R, gozando em R das mesmas propriedades que gozam

em Q.

(1 A ordenacgédo dos elementos de Q se estende aos elementos de R,
também gozando em R das mesmas propriedades que goza em Q; em

particular, todo elemento de R é negativo, igual a zero ou positivo.
(I Todo conjunto ndo vazio X c R e limitado superiormente tem supremo.

Estes fatos serdo admitidos como axiomas, isto €, ndo serdo demonstrados.
Um axioma ou postulado em matematica € uma propriedade imposta como
verdadeira. A utilizacdo do método axiomatico corresponde a aceitacdo do fato de
gue nem toda propriedade pode ser deduzida a partir de propriedades previamente
estabelecida, sendo necessaria a adocao a priori de um conjunto de axiomas. De
outro modo, h4 um ponto em que precisamos admitir que certas propriedades
(axiomas) sejam validas, isto €, sem justificativa embasada na validade de outras

propriedades.
Desses trés postulados decorrem todas as propriedades dos ndmeros reais.

Para Lima o método axioméatico dos numeros Reais se justifica pela
importancia das relacdes entre os objetos, sendo irrelevante sua natureza intrinseca
(2010, p.61).
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4.1 CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS R

O primeiro postulado significa que estao definidas em R duas operagoes,

chamadas adicdo e multiplicacdo, que cumprem certas condicdes.
Os axiomas a que essas operacdes obedecem sao:

(1) Associatividade: para quaisquer x,y € R tem-se (x+y)+z = x+ (y +
z)e(x.y).z = x.(y.2).
(2) Comutativa: para quaisquer x,y € Rtem-sex+y=y+xex.y = y.x.

(3) Elemento neutro: existem em R dois elementos distintos 0Oe 1 tais que

x+0=1ex.1 =xparaqualquer x € R.

(4) Inversos: Todo x € R possui um inverso aditivo — x € Rtal quex + (—x) =
Oe sex+ 0, existe também um inverso multiplicativo 1/x € Rtal que
x.1/x = 1.

(5) Distributividade: para x,y,z € R quaisquer,tem-se x.(y+2) = x.y+ x.z.

Destes axiomas resultam as regras de manipulacdo com os numeros reais.

Vejamos algumas delas.
De (1) resultaque 0 + x = xe-x +x = O paratodo x € R.
Poranalogial.x =xex.1/x =1 quando x # 0.

A soma x + (—y) sera indicada por x —y e denominada diferenga entre x e y.
O produto x.1/y, se y # 0, sera representado por x/y denominado quociente de
X pory.

De (2) temos que, para todo x €R, vale x.0+x =x.0+x.1=x.(0+1) =

x.1 = x. Ao somarmos -x a ambos os membros da igualdade x.0 + x = x obtemos
x.0=0.

Da distributividade resultam as “regras de sinal’:

x.(=y) = (=0).y = —(xy)e(—x).(=y) = xy.

Com efeito,
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x.(=y)+x.y=x.(—y+y)=x.0=0.

Somando -(x.y) a ambos os membros da igualdade x.(—y)+x.y =0,

segue:

x.(=y)=— — (x.y).

Por analogia, (—x).y = —(x.).

Entdo (—=x).(=y) = = [x.(=0] = = [ - (=] = xy.

Entretanto, ndo é possivel efetuar as quatro operacfes com as expressées
decimais usando-as integralmente, vez que elas sdo organizadas da esquerda para
a direita, enquanto as operacdes sdo normalmente desenvolvidas da direita para a
esquerda. Assim, dados dois ndmeros reais x = ay, a,a,a;.. € y =by, b b,b; ...,
com y#0, para calcular a soma e a multiplicagdo com x e y, toma-se n € N e,
considerando-se os valores aproximados x, = a,,a,a,a;..4a,, ¥, = by, b;b,bs ...b,,
e o resultado da soma e da multiplicacdo sédo valores aproximados para 0s
resultados que desejamos calcular.

4.2 DESIGUALDADE

O postulado (2) refere-se a relacdo de desigualdade x < y entre ndmeros
reais.
Arelagado de ordem denotada por = satisfaz os seguintes axiomas:

(1) Consisténcia: se a,b e Rea > bem Q,entdo a > bem R.
(2) Antissimetria: se a,b e Rsdotaisque a = be b > a,entdo a = b.

(3) Transitividade: se a,b,c e Rsdotaisque a = beb > c,entdo a > c.

(4) Tricotomia:para todos a,b e R,tem-sea > b,a=boub = a.

Destes axiomas resultam as regras de manipulacdo de desigualdade com os
ndmeros reais. Vejamos algumas delas.

De (1), isto €, a = b, vem imediatamente que a —b é positivo. Fazendo
a—b=(a+c)—(b+c),segueque a+c =b +c.
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De (4) resulta que a diferengca a — b é positiva (caso a = b) ou é zero (caso

a = b) ou é negativa (caso b = a).

Se a<b e c<d entdo, somando ¢ a ambos 0os membros da primeira
desigualdade e b a ambos os membros da segunda, obtemos a+c<b+c e

b+c<b+d.Por (3)resultaentdoque a+c <b +d.

A relacdo de ordem em R, quando os seus elementos séo representados por
expressdes decimais, isto €, numericamente, traduz-se da seguinte maneira: Sejam
X= a,a,a,asa, ..a, .. Y= b,b;b,bsb, ...b, ... dois nUmeros reais escritos na sua
representacdo decimal, de modo que essas representagdes nao terminem em uma
sequéncia de noves. A relacdo de ordem a < f traduz-se do seguinte modo: se

a # 3, tem-se que a,, < b, para o primeiro indice ntal que a, # b,.

Algebricamente, tem-se a < se, e somente se, a diferenca f —a é um

ndmero positivo.

421. Intervalos

As seguintes notacOes serdo usadas para representar tipos especiais de

conjuntos de numeros reais, chamados intervalos.
[a,b] = {xeR;a < x < b}
(a,b) = {xeR;a < x < b}
(a,b] = {xeR;a < x < b}
[a,b) = {xeR;a < x < b}

Esses intervalos sdo limitados, com extremos a, b; [a,b] € um intervalo

fechado, (a, b) é aberto, (a,b] é fechado a direita e [a,b) é fechado a esquerda.
Temos ainda, os seguintes intervalos ilimitados.
(—o0,b] = {xeR; x < b}
(—oo,b) = {xeR; x < b}

[a,+ ©) = {xeR;x = a}
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(a,+) = {xeR;x > a}.

O intervalo(—,b] é a semi-reta esquerda fechada de origem b; (—,b) é a
semi-reta esquerda aberta, de origem b; [a,+ «) € a semi-reta direita fechada, de

origemae (a, +«) é a semi-reta direita aberta, de origem a.
Finalmente, (—o,+*~)=R pode ser considerado aberto.

E muito conveniente imaginar o conjunto R como uma reta a “reta real” e os

ndmeros reais como pontos dessa reta.

Um conjunto X c R diz-se limitado superiormente quando existe b € R tal que

b > x paratodo x € X.

Em outras palavras, tem-se X c (—o,b]. Cada b € R com esta propriedade

chama-se uma cota superior de X.

Por analogia, X c R diz-se limitado inferiormente quando existe a € R tal que
x € X entdo a < x. Um elemento com esta propriedade chama-se uma cota inferior

de X. Tem-se entdo X c [a, + «).

O conunto XcR ndo vazio chama-se limitado, quando X for
simultaneamente limitado superiormente e inferiormente, isto é, quando existem

aeb € Rtaisque X c [a, b].

. . . . 1
Exemplo: O conjunto dos ndmeros racionais Xz{l,g,

W=

11 P
,—,—,...} é limitado
4°5
superiormente e inferiormente, vez que existem 1 e 0 € Q taisque X c [0,1].

O intervalo € um conjunto com a seguinte propriedade: seja o intervalo nao

vazio I c R, dados ced €l tem-se ¢ <x< d entdo x € R. (Caracterizacdo do

intervalo).

4.3 COMPLETUDE DO CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

O postulado (3) Todo conjunto ndo vazio X c R e limitado superiormente tem

supremo (supX) refere-se a completude dos numeros reais.

Um conjunto ndo vazio X c R € limitado superiormente se existir um numero
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real b tal que tal que para todo x € X, tem-se x < b:
Xc (_oon]
Nesse caso, 0 numero b € R é uma cota superior para X.

Se X c R € limitado superiormente e b é a menor cota superior de X,

definiremos b como o supremo de X, b = supX.

Por analogia, um conjunto ndo vazio Y c R € limitado inferiormente se existir

um ndmero real a tal que paratodo y € Y, tem-se a < y:
Y c[a+ )
e, sendo esse 0 caso, 0 numero a € R é uma cota inferior para Y.

Se 0 conjunto ndo vazio Y c R é limitado inferiormente e o nimero a € R € a

menor cota inferior de Y, definiremos a como o infimo de Y, a = infY.

Se X c R possuir um elemento maximo, este serd o seu supremo, se X
possuir um elemento minimo, ele sera seu infimo. Reciprocamente, se supX
pertence a X entdo € o maior elemento de X, se infX pertencer a X, serd o seu

menor elemento.
Exemplo: todo subconjunto finito X c R possui inf e sup.
Exemplo:se X = (—=,b]eY = [a,+ =), temos b = supX e a = infY.

Dados a <b em R, seja X = (a,b) o intervalo aberto com esses extremos.

Tem-se infX = a e supX = b.

Exemplo: SejaX = (1,2) c Q, evidentemente 1 € uma cota inferior de X, vez

gue nenhum ndmero x € X com 1 < x é cota inferior de X. De fato, se 1< x < 2,

~ . 1+ 1+ . ~ o
entdo o ndmero Tx € X. Mas como Tx < x,0 nimero X ndo pode ser cota inferior de

X. Segue entdo que 1 é a maior cota inferior de X, e observe que 1 ¢ X. De modo

analogo se mostra que 2 = supX. Neste caso, tem-se que supX ¢ X e infX ¢ X.

Sejam os conjuntos X ={x € Q; 0 <x? < 2}eY = {x € Q; y? > 2}. Ndo existe
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0 supX nem infY em Q. Pois, se existir b = supX, devera ser b?> = 2. Entretanto,
pelo Lema de Pitagoras, ndo existe numero racional com esta propriedade. Assim,

concluimos que em Q o conjunto X NAo pPossui supremo.

Analogamente, se existir a = infY, devera satisfazer a? = 2, e, portanto, Y

nao possui infimoem Q.

Esses argumentos mostram que, em R todo conjunto ndo-vazio, limitado
superiormente (inferiormente), possui supremo (infimo), e existira, em R, um

elemento a > 0 cujo quadrado é 2. Escreve-se a = +/2, um nimero irracional.

Sejam X ={x eR; 0<x?<2}e Y ={x € R;y? > 2} limitado inferiormente e
superiormente, respectivamente, possui pelo Axioma (3), infimo e supremo. A lista
de ndameros racionais a, =14 a, =1,41; a; = 1,414; a, = 1,4142; a; =
1,41421;a, = 1,414213; a, = 1,4142135; ag = 1,41421356; ..., estritamente
crescente, satisfazem a condicdo 0 < x? < 2, é limitada superiormente, vez que,
existe um ndmero real V2 tal que todos os a;, com i € N, pertencem ao intervalo

(—,1/2). Portanto, v2 é o supremo de X.

Analogamente, a lista de ndmeros racionais a, = 15; a, =142; a; =
1,415; a, = 1,4143; a5 = 1,41422;a, = 1,414214; a, = 1,4142136; a5 =
1,41421357; ..., estritamente decrescente, satisfazem a condi¢do y? > 2, é limitada
inferiormente, vez que existe um namero real /2, tal que todos os a;, com i € N,

pertencem ao intervalo (v2,+). Portanto, v2 é o infimo de X.

Assim como /2, existem outros ndmeros, Isto é, dados a >0em Re n €N,
existe um anico numero real b > 0 tal que b™ = a. O nimero b chama-se a raiz n-

ésima de a e é representado pelo simbolo b = Va.

Isso significa que o conjunto dos numeros Reais, ndo-vazio, limitado

superiormente, X ¢ R possui supremo b = sup X € R.

Outrossim, todo conjuntos ndo vazio, dos numeros Reais, limitado

inferiormente, X c R possui infimo a = infX € R.

Chamaremos nameros irracionais aos elementos do conjunto R — Q, isto é,
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aos nUmeros reais que nao sao racionais.

Portanto, o conjunto dos numeros Reais € formado pela reunido dos
conjuntos dos numeros racionais (Q) mais o conjunto dos numeros irracionais
(R—Q),isto &, R =RU(R—- Q)

Uma maneira bastante Uutil de pensar na completude do conjunto dos nimeros
reais é pensar geometricamente.

44. RETAREAL

A representacdo geométrica do conjunto dos nameros reais possibilita ter uma

ideia mais nitida dos numeros irracionais e situa-los em relacdo aos racionais.

Imaginemos uma reta, na qual fixaremos um ponto O, denominado origem, e
um ponto 4, diferente e a direita de 0. Tomaremos 0 segmento 0OA como unidade de

comprimento.

O ponto O divide a reta em duas semirretas. A semirreta que contém

A chamaremos de semirreta positiva. A outra € a semirreta negativa.

Assim, 0s pontos da semirreta positiva estdo a direita de 0 e os da semirreta

negativa a esquerda de 0.

Figura 2: Intervalo entre os pontos A e B.

e
!

<+
R R

4

A B
Fonte: Criado pelo Autor

Consideremos um ponto X qualquer da reta OA. Se 0 segmento de reta 0A

couber um nuamero exato n de vezes em 0X, diremos que a abscissa de X € o

ndmero natural n ou numero negativo - n, conforme X esteja a direita ou a esquerda

da origem. Se X coincidir com a origem, sua abscissa sera 0.

O conjunto N formado pelo zero e pelas abscissa dos pontos X a direita da
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origem no eixo real, tais que o segmento unitario cabe um numero exato de vezes

em 0X, chama-se o conjunto dos numeros Naturais.

O conjunto Z, formado pelo nimero zero e pelas abscissa dos pontos X do
eixo real, tais que o segmento unitario cabe um numero exato de vezes com 0X,

chama-se o0 conjunto dos numeros inteiros. O conjunto dos numeros Inteiros € a

reunido dos nimeros Naturais com o zero e 0 conjunto - N dos nimeros negativos.

Figura 3: NUmeros inteiros na reta

Fonte: Criado pelo Autor
Se o ponto X, pertencente ao eixo real, é tal que o segmento 0X é
comensuravel com o segmento unitario OA, de modo que algum segmento w caiba n
vezes em OA e m vezes em 0X, diremos que a abscissa do ponto X é m/n ou -m/

n, conforme esteja a direita ou a esquerda da origem.

Uma forma bastante simples de representar uma fracdo na reta seria
explicitar 17/3 como 5+ 2/3, assim devemos dividir o espago entre 5 e 6 em trés
partes iguais e tomar o segundo ponto de divisdo. Logo, neste lugar estara

representado o nimero 17/3.

Figura 4: Representagao de fragao na reta

Fonte: Criado pelo Autor

O conjunto Q, formado pelas abscissa dos pontos X do eixo real, tais que o
segmento 0X é comensuravel com o segmento unitario A chama-se conjunto dos

ndmeros racionais.
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Se o0 ponto X no eixo real, pertencente ao eixo real, € tal que o segmento 0X
€ incomensuravel com o segmento unitario 0OA, diremos que a abscissa do ponto X é

um ndmero irracional.

Figura 5: Representagao de Irracional na reta

| -

1 V2

Fonte: Criado pelo Autor

Usaremos o método das aproximacdes sucessivas para obter +/2.
Comecaremos com uma primeira aproximacao 1,4, escolhida de modo qualquer.
2

Entdo um dos dois nimeros 1,4, = é menor do que v2 e o outro é maior. Com o

uso da calculadora, a média aritmética
2(14 +2) = 1,4142857142857142857142857142857 &, neste caso, uma
aproximacdo para 2, melhor do que 1,4. Se ndo estivermos satisfeitos com

1,4142857142857142857142857142857, podemos tomar uma  terceira

aproximacao,

l(1,4142857142857142857142857142857+ 2 )=
2 1,4142857142857142857142857142857

1,4142135642135642135642135642136, ainda melhor do que a segunda. E, assim

por diante.

De modo geral, para obter y/n, comegamos com uma primeira aproximacao
ai, escolhida de modo qualguer. A menos que nao seja um quadrado perfeito (o
que ndo é comum) tem-se, em geral, a; # v/n. Entdo um dos dois nimeros ai, n/a;

n

, , . , . e 1 .
é menor do que v/n e 0 outro € maior. A média aritmética a, = 5(“1 + - ) é, neste
1
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caso, uma aproximagdo para v/n, melhor do que a,. Sendo estivermos satisfeitos

n

. . ~ 1 .
com ap, podemos tomar uma terceira aproximagao a; = E(a2 + - ) ainda melhor
2
do que a segunda. E assim por diante.

Quando X esta a direita da origem, x € a medida do segmento 0X, por
definicdo. Se X esta a esquerda da origem, a abcissa x € a medida do segmento 0X

precedida do sinal negativo.

O conjunto R, cujos elementos sdo 0S numeros racionais e 0S numeros

irracionais chama-se conjunto dos numeros reais.

45. O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS NAO E ENUMERAVEL

Cantor fez a descoberta de que os nimeros reais ndo sdo enumeraveis. Seja

o intervalo [0,1], isto €, 0s nUmeros x € R taisque 0 < x < 1.

Consideremos a representacdo decimal dos numeros reais. Devemos
observar que alguns numeros tem representacdo infinita como as dizimas

periodicas.
0,353535...e 0,23555..,
ou dizima nao periddica
0,2022002220002222000022222..

Os numeros que tem representacdo decimal finita, também podem ser

representados por uma dizima periddica. Exemplos:

0,437 = 0,4369999...

0,052 = 0,0519999...
0,031 = 0,0309999...
0,601 = 0,6009999...

Vamos escolher, para cada numero, sua representacdo decimal infinita: assim
teremos certeza de que cada numero terd uma soé representacdo decimal. O nimero
zero é um caso a parte, com a representagcdo 0,000.. enquanto a representacdo do

numero 1 é 0,999...
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Suponhamos agora que fosse possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre os numeros de intervalo [0,1] e os numeros naturais. Para melhor

fixar as idéias, vamos imaginar que essa correspondéncia fosse assim:
1 &x; = 0,20537...
2o x, = 0,09504...
3o x; = 0,61028...
4 o x, = 0,00999...
5 x; = 0,70298...

Mostraremos em seguida que isto nos leva a uma contradigdo, construindo
um numero x do intervalo [0,1] que ndo esteja na lista acima. Para isso vamos
formar um numero diferente do primeiro acima na 12 casa decimal; diferente do
segundo na 22 casa,; diferente do terceiro na 32 casa; e assim por diante. Para
esclarecer bem o que estamos fazendo, re-escrevemos a lista, destacando, em

negrito, as varias casas decimais mencionadas:

x, = 0,20537...
x, = 0,09504...
x; = 0,61028..
x, = 0,00999...
xs = 0,70298...

Formemos o nimero x’ com os algarismos da diagonal em negrito, na ordem

em que aparecem.

x’ = 0,29098...

Agora trocamos todos os algarismos deste numero: escrevemos 9 onde o

algarismo néo for 9 e 5 onde ele for 9. Assim obtemos o nimero
x = 0,95959...

que difere de x, na 12 casa (9 * 2); difere de x, na 22 casa (5 ' 9); difere de x;na32

casa (9 ' 0); difere de x, na 42 casa (5 ' 9); difere de x- na 52 casa (9 ' 8); e assim
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por diante. Entdo, x € um numero do intervalo [0,1] que ndo aparece no conjunto

dos nimeros:
X1, X9,X3,X4,X5,...

Mas isto € uma contradicdo com a hipétese inicial de que todos os numeros
do intervalo [0,1] formassem um conjunto enumeravell Somos, pois, forcados a
rejeitar essa hipotese e a aceitar o fato de que esse conjunto ndo € enumeravel.
Como o intervalo [0,1] € um subconjunto do conjunto de todos 0s numeros reais,
concluimos que este conjunto também ndo é enumeravel, como queriamos

demonstrar.

Segue gque 0 conjuntodos nUameros irracionais ndo € enumeravel, vez que
temos R= QU (R— Q) e, sabemos que Q é enumeravel, se R —Q também fosse

enumeravel, R seria enumeravel, como reunido de dois conjuntos enumeraveis.

Isso mostra que existem mais numeros irracionais do que racionais.
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CONCLUSAO

A educacdo é fundamental para o desenvolvimento do nosso pais e muito
deve ser feito. A deficiéncia na formacdo dos professores e a precariedade dos
recursos materiais representa um entrave para o desenvolvimento da educacédo no
Brasil. O conhecimento do que se deve ensinar € condicdo necessaria para que 0

professor de matematica possa dar uma boa aula.

A evolucéo historica dos nimeros reais nos mostrou que até sua descoberta,
0 numero real passou por muitos percalcos. Dando-se por um periodo muito longo
até um conceito definitivo. Levou cerca de 2500 anos, da descoberta pelos gregos
dos seguimentos incomensuraveis até a construcdo dos nimeros reais por Dedekind

com o seu postulado de continuidade a partir da idéia de corte.

A compreensdo dos numeros reais é de suma importancia para o aluno do
ensino médio, vez que tudo quanto vai ser ensinado aos alunos do ensino médio se

referird a conjuntos dos numeros reais.

Varios sédo os argumentos para tentar compreender ou justificar este estado
de coisas, mas 0 que nos impulsionou para elaboracdo deste trabalho n&o foi
exatamente compreender as razbes histéricas ou filosoficas que sustentam tais
argumentos, e sim responder a seguinte questdo: como é possivel ensinar o
conjunto dos numeros reais de forma correta e ao mesmo tempo acessivel ao
aluno? Procuramos responder a tal pergunta, com uma pequena contribuicdo, que

de alguma forma auxilie no tratamento dos numeros reais.

A proposta apresentada consisti em mostrar que a esséncia dos numeros
reais esta no surgimento dos numeros irracionais. Dando-se devida atencdo a

criagdo de um novo conjunto, o conjunto dos numeros irracionais.

A proposta do ensino do conjunto dos ndmeros reais pelo método axiomatico
dar condicdes para que o professor de matematica passe a dar especial atencdo a
relacdo que existente, caracterizando os nimeros racionais como razao entre dois
nameros inteiros a e b,b # 0, cuja representacdo decimal é finita ou periddica e
conceituando os numeros irracionais de forma consistente, como uma aproximacao

de numeros racionais, passando a dar sua representacdo decimal infinita e
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aperiodica, passando a ter condicbes de apresentar 0 conjunto dos nameros reais

como a reunido dos nUmeros racionais e irracionais através do método axiomatico.

Assim, de posse do significado dos numeros reais ficara bem mais simples
para o aluno compreender os nuUmeros racionais e irracionais como resultado das
medi¢cdes de comprimento ao se trabalhar a representacdo geométrica dos nimeros
reais na reta: os racionais expressam as medidas dos segmentos comensuraveis
com a unidade de comprimento escolhida, ao passo que o0s irracionais representam

as medidas dos segmentos que sdo incomensuraveis com essa mesma unidade.
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