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Resumo

Em diversos problemas de caráter cientí�co, é comum depararmo-nos com a ne-

cessidade de obter uma solução aproximada para encontrar raízes de funções. Nesse

ponto, este trabalho objetiva realizar um estudo acerca de alguns métodos utilizados

para a obtenção de uma solução aproximada das raízes de funções. A pesquisa reali-

zada deu-se por meio de uma revisão bibliográ�ca, enfocando os Métodos Numéricos

da Bisseção, Falsa Posição, Ponto Fixo, Newton-Raphson, Secante e Muller. Com

o intuito de ilustrar o funcionamento e aplicação desses métodos, foram realizados

testes numéricos de problemas extraídos da literatura por meio da implementação

destes. Para cada teste realizado foram analisados os parâmetros que in�uenciam

cada método e a situação de convergência para a solução aproximada dos problemas

analisados. Embora esses métodos, nem sempre, disponibilizem raízes exatas, estas

poderão ser calculadas com a precisão que o problema necessite. Nesse ponto, �ca

evidente a importância de estudar métodos para encontrar tais raízes de equações.

Diante disso, o trabalho se justi�ca na necessidade de se discutir os problemas volta-

dos a encontrar raízes de funções polinomiais, existentes na literatura. Além disso,

o presente trabalho descreve um comparativo entre os métodos estudados mediante

aplicação de problemas matemáticos. Todo esse material de pesquisa torna-se hábil

e e�caz para os estudantes e pro�ssionais de todas as áreas que dele faça uso, ou,

porventura, pretendam extraí-lo para enriquecimento de fontes diversas de estudo.

Palavras-chave: Zeros de Funções Polinomiais e Transcendentes. Métodos

Numéricos da Bisseção, Falsa Posição, Ponto Fixo, Newton-Raphson, Secante e

Muller
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Abstract

In several scienti�c character problems, it is common to come across us with the

need to obtain an approximate solution to �nd roots of functions. At this point,

this paper aims to conduct a study about some methods used to obtain an ap-

proximate solution of the functions of roots. The survey was made by means of a

literature review, focusing on Numerical Methods Bisection, False Position, Fixed

Point, Newton-Raphson and Secant. In order to illustrate the operation and ap-

plication of these methods, numerical test problems taken from the literature were

performed by implementing these. For each test performed were analyzed parame-

ters that in�uence each method and the convergence situation for the approximate

solution of the analyzed problems. Although these methods do not always make

available exact roots, they can be calculated with the precision that the problem

needs. At this point, it is evident the importance of studying methods for �nding

such equations roots. Thus, the work is justi�ed on the need to discuss the problems

facing the �nding roots of polynomial functions in the literature. In addition, this

paper describes a comparison between the methods studied by applying mathema-

tical problems. All this research material becomes adept and e�ective for students

and professionals from all areas that make use of them, or perhaps wish to extract

it for enrichment of several sources of study.

Keywords: Zeros of Polynomial Functions and Transcendent. Numerical Methods

of bisection, False Position, Fixed Point, Newton-Raphson, Secant and Muller.
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Introdução

A prática pro�ssional com estudantes do Ensino Fundamental e Médio tem re-

velado certa ine�ciência na forma tradicional de se estudar as raízes de equações

algébricas e transcendentes. Expor o conteúdo de equações apenas pelo método

algébrico, dar alguns exemplos e, em seguida, uma bateria de exercícios não tem

sido e�caz na construção do conhecimento, nem no desenvolvimento do conceito

que, dessa maneira, torna-se extremamente abstrato e com pouco signi�cado para o

aluno.

Os estudantes têm os primeiros contatos com as equações algébricas no oitavo

ano (antiga sétima série), quando estudam as raízes de equações do 1o grau. Depois,

no nono ano (antiga oitava série), estudam as equações de primeiro e de segundo

grau, bem como as suas funções associadas. Como no Ensino Fundamental esses

alunos tiveram contatos com tais equações algébricas, pressupõe-se que, no Ensino

Médio, eles já tenham esses conceitos interiorizados.

Entretanto, percebe-se que a maioria deles não consegue diferenciar uma equação

de uma função e não tem conhecimento de métodos mais gerais (numéricos aproxi-

mados) para determinar as raízes de uma equação. Um dos problemas detectados

entre esses alunos está na falta de compreensão do resultado de uma equação algé-

brica (ou seja, ao atribuir signi�cado à sua raiz). Para se chegar ao resultado, muitos

utilizam técnicas mecanizadas. Por exemplo: ao resolver uma equação do primeiro

grau, x+ 2 = 0, dizem: (é só passar o dois para o outro lado com o sinal trocado).

Mas se forem perguntados sobre o que signi�ca este x = −2, eles não sabem dizer e

simplesmente a�rmam que (é a resposta).

Por estarem mais acostumados com a aritmética, os alunos têm di�culdades

em lidar com a álgebra. Como encontrar o valor de x, torna-se um grande pro-

blema para muitos alunos. Sendo assim, é importante que o professor não dê ênfase
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apenas em um método de resolução, mas permita que o estudante experimente dife-

rentes possibilidades, relacionadas à solução, interpretação e aplicação das equações.

Procurando buscar soluções para algumas di�culdades que, em geral, os alunos do

Ensino Fundamental e Médio encontram em álgebra, resultando em certos bloqueios

no aprendizado da matemática, e que estas di�culdades podem perdurar por muito

tempo, chegando até ao Ensino Superior, surgiu o interesse pelo tema da presente

pesquisa.

A maioria dos alunos do Ensino Médio tem di�culdades para utilizar as técni-

cas apropriadas na resolução de equações algébricas e transcendentes porque quase

sempre realizaram-nas de forma mecanizada, sem entender o processo, o que se ca-

racteriza pela abordagem de enfocar o conceito apenas pelo conceito. Fiorentini e

Miorim em uma de suas pesquisas a�rmaram que a maioria dos professores trabalha

a álgebra de maneira mecânica e automatizada, dissociada de qualquer signi�cação

lógica, enfatizando simplesmente a memorização e a manipulação de regras, mace-

tes, símbolos e expressões, tal como ocorria há várias décadas mostram que o seu

ensino não tem recebido devida atenção (FIORENTINI;MIORIM, 1992).

Observou-se em alguns livros didáticos usados, atualmente, no terceiro ano do

Ensino Médio, que não é habitual usar métodos numéricos para determinar as raízes

de uma equação. Assim, foi feita uma experiência com os alunos/sujeitos desta

pesquisa: o uso de um método de aproximação de fáceis manuseio e entendimento

conhecido como método da Bisseção. Além de lhes disponibilizar uma ferramenta

matemática mais geral para cálculo de raízes, a expectativa é de que, ao tomar

contato com a dinâmica desse tipo de método, os estudantes estejam mais preparados

para enfrentar os cursos superiores de Engenharia ou áreas a�ns, em que as ideias

de variação e convergência predominam.

Diante dos questionamentos levantados formulou-se a questão principal dessa

pesquisa: De que forma as articulações entre tratamentos analíticos, geométricos e

numéricos aproximados podem auxiliar o estudo de raízes de equações algébricas no

Ensino Médio? A intenção de explorar um estudo iterativo de métodos algébricos,

geométricos e numéricos aproximados, para determinar as raízes de equações algé-

bricas numa turma de alunos do Ensino Médio constituiu-se no objetivo geral de

investigação deste trabalho, o que pareceu pertinente pela sua importância, tanto
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na matemática, como em áreas a�ns. Além disso, alguns alunos do Ensino Médio,

que farão curso superior em áreas de exatas, necessitarão desses conceitos.

Foram destacados ainda, três objetivos especí�cos:

a) trabalhar a diferenciação entre função e equação, visando retomar o signi�cado

do valor numérico encontrado como raiz de uma equação;

b) levar o aluno a lidar com equações e suas raízes em situações e problemas,

alternando tratamentos (dentro do mesmo registro) e conversões (entre registros

diferentes);

c) explorar o ensino dos Métodos Numéricos da Bisseção, Falsa Posição, Ponto

Fixo, Newton-Raphson, Secante e Muller, como síntese das representações algébri-

cas, geométricas e numéricas aproximadas e convergentes. A proposta é o desen-

volvimento de um tópico do programa de equações algébricas: estudo das raízes de

uma equação, através de atividades que desa�am a curiosidade, evitando, assim,

que o professor utilize o tempo em sala de aula apenas com atividades de natureza

tradicional. Um aspecto a ser observado é a utilização do microcomputador e da

calculadora nas aulas de Matemática, pois são instrumentos valiosos, especialmente

quando a proposta envolve lidar com método de aproximação numérico associado a

interpretações algébricas e geométricas.

Nessa pesquisa, fez-se o uso dessas tecnologias ao desenvolver o conjunto de ati-

vidades, cujo objetivo foi o de despertar nos alunos interesse e entendimento de

resolução de Equações. As atividades em forma de sequência didática, conforme

Zabala (1998), apresentam-se como uma maneira de encadear e articular os dife-

rentes conteúdos ao longo de uma unidade didática, de forma que se possa analisar

as tarefas realizadas e as possíveis intervenções a serem empregadas. Dessa forma,

buscou-se o desenvolvimento de uma sequência didática de atividades que fosse

incorporada à metodologia de estudo, permitindo aproveitar os conhecimentos pré-

vios que cada aluno tem em relação ao conteúdo de aprendizagem. Esta sequência

buscou, também, promover uma atitude favorável, motivadora em relação à apren-

dizagem de novos conteúdos, de forma que estimulasse a autoestima e a construção

do conhecimento, ajudando o aluno a adquirir habilidades relacionadas ao aprender

a aprender, que lhe permitam ser cada vez mais autônomo em suas aprendizagens.

Será possível vislumbrar nesse trabalho as raízes das funções polinomiais como
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pontos especí�cos do domínio que possuem a capacidade de tornar nulas as equa-

ções. Tais pontos (raízes) quando conhecidos possibilitam a aplicação em problemas

práticos de diversas áreas do conhecimento. Assim, nos dois primeiros capítulos,

discorre-se acerca de um visão geral sobre polinômios e funções polinomiais, sendo

nos terceiro e quarto trabalhados métodos de resoluções de equações até o 4o grau.

Reserva-se ao 5o, sendo este o último, alguns exercícios resolvidos pelos métodos

vistos nos 3o e 4o capítulos.
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Capítulo 1

Polinômios

De�nição 1.1 Um polinômio sobre C é uma expressão algébrica da forma a0+a1x+

a2x
2+· · ·+anx

n, onde aj ∈ C, n ∈ N∪{0} e x é uma variável complexa. Os números

a0, a1, a2, . . . , an são denominados coe�cientes e as parcelas a0, a1x, a2x
2, . . . , anx

n

são chamados termos do polinômio p.

A função p : C → C dada por p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n é denominada

função polinomial.

Por convenção no que segue, vamos nos referir a função polinomial p(x) sim-

plesmente como polinômio.

Exemplo 1.1 Dado p(x) = 12 − 10x − 4x2 + 2x3, temos os coe�cientes a0 = 12,

a1 = −10, a2 = −4, a3 = 2.

De�nição 1.2 Dado o número α e o polinômio p(x) = a0+a1x+a2x
2+ · · ·+anx

n,

chama-se valor numérico de p em α a imagem de α pela função p, isto é:

p(α) = a0 + a1α+ a2α
2 + · · ·+ anα

n.

Exemplo 1.2 Se p(α) = 12− 10α− 4α2 + 2α3, para α = 2, temos:

p(2) = 12− 10.2− 4.22 + 2.23 = −8.

1.1 Polinômio Nulo

De�nição 1.3 Dizemos que um polinômio p é nulo quando p assume o valor nu-

mérico zero para qualquer x ∈ C.
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1.2. IGUALDADE DE POLINÔMIOS

Teorema 1.1 Um polinômio p é nulo se, e somente se, todos os seus coe�cientes

forem nulos. Isto é, se p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n, então p(x) = 0 para

todo x ∈ C se, e somente se, a0 = a1 = a2 = · · · = an = 0.

Prova. É imediato que a0 = a1 = a2 = · · · = an = 0 implica que p(x) = 0 + 0x +

0x2 + · · · + 0xn = 0, para todo x ∈ C. Por outro lado, se p é nulo, então existem

n + 1 números complexos α0, α1, α2, . . . , αn, distintos dois a dois, que são raízes de

p, ou seja:

p(α0) = a0 + a1α0 + a2α
2
0 + · · ·+ anα

n
0

p(α1) = a0 + a1α1 + a2α
2
1 + · · ·+ anα

n
1

p(α2) = a0 + a1α2 + a2α
2
2 + · · ·+ anα

n
2

...... = ...................................................

f(αn) = a0 + a1αn + a2α
2
n + · · ·+ anα

n
n.

Assim, temos um sistema linear homogêneo do tipo (n+1)×(n+1) cujas incógnitas

são a0, a1, a2, . . . , an.

Como o determinante deste sistema é dado por:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α0 α2
0 . . . αn

0

1 α1 α2
1 . . . αn

1

1 α2 α2
2 . . . αn

2

...
...

. . .
...

1 αn α2
n . . . αn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i̸=j

(αi − αj) ̸= 0

tratando-se de uma matriz de Vandermonde (ver apêndice A), e cujos elemen-

tos característicos são α0, α1, α2, . . . , αn todos distintos, o sistema tem uma única

solução que é a trivial:

a0 = a1 = a2 = · · · = an = 0.

1.2 Igualdade de Polinômios

Proposição 1.1 Dizemos que dois polinômios p e g são iguais se, e somente se,

os coe�cientes de p e g forem ordenadamente iguais, ou seja

3



1.3. ADIÇÃO DE POLINÔMIOS

se

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n =
n∑

i=0

aix
i

e

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n =
n∑

i=0

bix
i

temos:

p = g ⇔ ai = bi,∀i ∈ {0, 1, ..., n}.

Prova. Para todo x ∈ C, temos:

ai = bi ⇔ ai − bi = 0 ⇔ (ai − bi)x
i = 0 ⇔

n∑
i=0

(ai − bi)x
i = 0 ⇔

n∑
i=0

aix
i −

n∑
i=0

bix
i = 0 ⇔

n∑
i=0

aix
i =

n∑
i=0

bix
i ⇔ f(x) = g(x).

Exemplo 1.3 Dado p(x) = a + 3x− cx2 + (c + 1)x3 e g(x) = 2 + (a + b)x− (a +

b+ 1)x2 + dx3, determine os valores de a, b, c e d de modo que os polinômios p e g

sejam iguais.

Temos:

a = 2

3 = a+ b ⇒ 3 = 2 + b ⇒ b = 1

c = a+ b+ 1 ⇒ c = 2 + 1 + 1 ⇒ c = 4

c+ 1 = d ⇒ 4 + 1 = d → d = 5.

1.3 Adição de Polinômios

De�nição 1.4 Dados dois polinômios

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n =
n∑

i=0

aix
i

e

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n =
n∑

i=0

bix
i

chama-se soma de p com g o polinômio

(p+ g)(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)x
n

isto é:

(p+ g)(x) = p(x) + g(x) =
n∑

i=0

(ai + bi)x
i.

4



1.3. ADIÇÃO DE POLINÔMIOS

Exemplo 1.4 Somar p(x) = 12− 10x− 4x2 + 2x3 e g(x) = 8− 5x+ 2x4.

Temos:

(p+ g)(x) = (12 + 8) + (−10− 5)x− 4x2 + 2)x3 + 2x4

= 20− 15x− 4x2 + 2x3 + 2x2

= 20− 15x− 2x2 + 2x3.

Teorema 1.2 A operação de adição de�ne em P ( conjunto dos polinômios de coe-

�cientes complexos) uma estrutura de grupo, isto é:

[A-1] Associativa

[A-2] Comutativa

[A-3] existência de elemento neutro

[A-4] existência de inverso aditivo

Prova. Sendo f(x) =
n∑

i=0

aix
i, g(x) =

n∑
i=0

bix
i, h(x) =

n∑
i=0

cix
i e j(x) =

n∑
i=0

αix
i =

0, com f , g, h e j ∈ P .

[A-1] f + (g + h) = (f + g) + h.

Fazendo f + (g + h) =
n∑

i=0

dix
i e (f + g) + h =

n∑
i=0

eix
i,

temos: di = ai + (bi + ci) = (ai + bi) + ci = ei, ∀i ∈ {0, 1, ..., n}.

[A-2] f + g = g + f .

Fazendo (f + g)(x) =
n∑

i=0

βix
i e (g + f)(x) =

n∑
i=0

δix
i,

temos: βi = ai + bi = bi + ai = δi, ∀i ∈ {0, 1, ..., n}.

[A-3] f + j = f .

Fazendo f(x) =
n∑

i=0

aix
i e j(x) =

n∑
i=0

αix
i,

temos: f + j = f ⇔ ai + αi = ai, ∀i ∈ {0, 1, ..., n}.

Então αi = 0, ∀i ∈ {0, 1, ..., n}, portanto j é o polinômio nulo.

[A-4] f + l = j, com l ∈ P .

Fazendo l(x) =
n∑

i=0

rix
i,

temos: f + l = j ⇔ ai + ri = 0.

Então ri = −ai, portanto l(x) =
n∑

i=0

(−ai)x
i = −a0 − a1x− a2x

2 − · · · − anx
n é

o inverso aditivo de f(x).
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1.4. DIFERENÇA DE POLINÔMIOS

1.4 Diferença de Polinômios

De�nição 1.5 Tendo em vista o teorema anterior e dados dois polinômios

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n =
n∑

i=0

aix
i

e

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n =
n∑

i=0

bix
i

de�nimos diferença entre p e g o polinômio (p− g)(x) = (p+ (−g))(x), isto é:

(p− g)(x) = (a0 − b0) + (a1 − b1)x+ · · ·+ (an − bn)x
n =

n∑
i=0

(ai − bi)x
i.

1.5 Produto de Polinômios

De�nição 1.6 Dados dois polinômios

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ amx

m =
m∑
i=0

aix
i

e

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n =
n∑

i=0

bix
i

chama-se produto fg o polinômio

(fg)(x) = (a0b0) + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + · · ·+ ambnx

m+n.

Notemos que o produto fg é um polinômio (fg)(x) = c0 + c1x + c2x
2 + · · · + ckx

k

onde ck = ambn, com k = m+ n, logo:

(fg)(x) =
k∑

i=0

cix
i.

Exemplo 1.5 Multiplicar p(x) = 12− 10x+ 2x3 por g(x) = 8− 2x2.

Temos:

(pg)(x) = 96− 80x+ 16x3 − 24x2 + 20x3 − 4x5

= 96− 80x− 24x2 + (16 + 20)x3 − 4x5

= 96− 80x− 24x2 + 36x3 − 4x5.
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1.6. GRAU DE UM POLINÔMIO

1.6 Grau de um Polinômio

De�nição 1.7 Seja p(x) = a0+a1x+a2x
2+· · ·+anx

n um polinômio não nulo sobre

C. Chama-se grau de p, e representa-se por ∂p ou grp, o número natural q ≤ n tal

que aq ̸= 0 e ai = 0 para todo i > q.

∂p = q ⇔

 aq ̸= 0

ai = 0,∀i > q

Teorema 1.3 Se p, g e p + g são polinômios não nulos, então o grau de p + g é

menor ou igual ao maior dos números ∂p e ∂g, ou seja ∂(p+ g) ≤ max{∂p, ∂g}.

Prova. Sendo p(x) =
m∑
i=0

aix
i, g(x) =

n∑
i=0

bix
i, ∂p = m e ∂g = n.

(i) Se m ̸= n, assuma então que m > n. Assim, temos:

(p+ g)(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)x
n + · · ·+ bmx

m

onde ∂(p+ g) = m = max{∂p, ∂g};

(ii) Se m = n, mas p+ g ̸= 0, então

(p+ g)(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)x
n.

Logo, temos duas possibilidades:

(1) an + bn = 0, daí ∂(p+ g) < n = max{∂p, ∂g};

(2) an + bn ̸= 0, daí ∂(p+ g) = n = max{∂p, ∂g}.

Em ambos os casos temos: ∂(p+ g) ≤ max{∂p, ∂g}.

Exemplo 1.6 Dados os polinômios p(x) = 2 + 3x + 2x3 e g(x) = 3x + 4x2, com

∂p = 3 e ∂g = 2. Faça (p+ g)(x) e veri�que seu grau.

Temos:

(p+ g)(x) = 2 + 6x+ 4x2 + 2x3 ⇒ ∂(p+ g) = 3

Exemplo 1.7 Dados os polinômios p(x) = 2 + 3x + 2x3 e g(x) = 3x + 4x2 − 2x3,

com ∂p = 3 e ∂g = 3. Faça (p+ g)(x) e veri�que seu grau.

Temos:

(p+ g)(x) = 2 + 6x+ 4x2 ⇒ ∂(p+ g) = 2

Proposição 1.2 Se p e g são dois polinômios não nulos sobre C, então o grau de

pg é igual à soma dos graus de p e g, logo ∂(pg) = ∂p+ ∂g

7



1.7. DIVISÃO DE POLINÔMIOS

Prova. Suponha que p(x) =
m∑
i=0

aix
i e g(x) =

n∑
i=0

bix
i, ∂p = m e ∂g = n, então

am ̸= 0 e bn ̸= 0.

Pela de�nição de produto de polinômios (pg)(x) =
k∑

i=0

cix
i, onde ck é a soma de

todos os números da forma aibj com m+ n = k.

Em particular, cm+n = ambn ̸= 0, pois am ̸= 0 e bn ̸= 0. Logo ∂(fg) = m+ n

Exemplo 1.8 Dados os polinômios p(x) = 12− 10x− 4x2 + 2x3 e g(x) = 8− 2x2,

com ∂p = 3 e ∂g = 2, Faça (pg)(x) e veri�que seu grau.

Temos:

(pg)(x) = 96−80x−56x2+36x3+8x4−4x5, onde ∂(pg) = ∂p+∂p = 3+2 = 5.

1.7 Divisão de Polinômios

De�nição 1.8 Dados dois polinômios p e g, com g ̸= 0 , dividir p por g é deter-

minar dois outros polinômios q e r de modo que se veri�quem as duas condições

seguintes:  qg + r = p

∂r < ∂g

Quando r = 0 a divisão é chamada de exata.

Se q ̸= 0, então ∂(qg) = ∂q + ∂g > ∂g, portanto ∂(qg + r) ≥ ∂g.

Examinaremos o polinômio qg + r, onde g ̸= 0 com ∂r < ∂g.

(i) Se q = 0 e r = 0, então p = qg + r = 0;

(ii) Se q = 0 e r ̸= 0, então p = qg + r = 0.g + r = r, portanto, ∂(qg + r) =

∂r < ∂g.

Existem dois casos em que a divisão é imediata.

1o) p = 0, temos: qg + r = 0 ⇔ q(x) = 0 e r(x) = 0.

2o) ∂p < ∂g, temos: qg+ r = p ⇒ ∂(qg+ r) = ∂p ⇒ ∂(qg+ r) < ∂g, isto ocorre

se, e somente se q = 0 e r ̸= 0 e daí se ∂p < ∂g então q = 0 e r = p.

Teorema 1.4 Dados os polinômios p = amx
m+am−1x

m−1+ · · ·+a1x+a0 (am ̸= 0)

e g = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0 (bn ̸= 0) existe um único polinômio q e r tais

que qg + r = p e ∂r < ∂g (ou r = 0).
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1.7. DIVISÃO DE POLINÔMIOS

Prova. Existência

Vamos formar o monômio
am
bn

xm−n = q0x
m−n e construir o polinômio

r1 = p− (q0x
m−n)g (1)

chamado 1o resto parcial.

Notemos que:

r1 = amx
m + am−1x

m−1 + · · · − am
bn

xm−n(bnx
n + bn−1x

n−1 + . . . ) o que prova o

cancelamento de amx
m (pelo menos), portanto ∂r1 = α < m.

Façamos r1 = cαx
α + cα−1x

α−1 + · · ·+ c1x+ c0.

Formemos agora o monômio
cα
bn

xα−n = q1x
α−n e construiremos o polinômio

r2 = r1 − (q1x
α−m)g (2)

chamado 2o resto parcial.

Notemos que:

r2 = (cαx
α + cα−1x

α−1 + . . . ) − cα
bn

xα−n(bnx
n + bn−1x

n−1 + . . . ) o que prova o

cancelamento de cαx
α (pelo menos), portanto, ∂r2 = β < α.

Façamos r2 = dβx
β + dβ−1x

β−1 + · · ·+ d1x+ d0.

Vamos formar o monômio
dβ
bn

xβ−n = q2x
β−n e construir o polinômio

r3 = r2 − (q2x
β−m)g (3)

chamado de 3o resto parcial.

Notemos que:

r3 = (dβx
β + dβ−1x

β−1 + . . . ) − dβ
bn

xβ−n(bnx
n + bn−1x

n−1 + . . . ) o que prova o

cancelamento de dβx
β (pelo menos), portanto, ∂r3 = γ < β.

Para maior comodidade, façamos r3 = eγx
γ + eγ−1x

γ−1 + · · ·+ e1x+ e0

Note que, em cada grupo de operações, o grau do resto parcial diminui de ao

menos uma unidade, concluímos que, após um certo número p de operações resulta

um resto parcial rk de grau inferior ao de g (ou então rk = 0) e rk = rk−1 −

(qk−1x
ε−k)g, chamado de k resto parcial.

Adicionando membro a membro as igualdades de (1) a (k)

9



1.7. DIVISÃO DE POLINÔMIOS



r1 = p− (q0x
m−n)g

r2 = r1 − (q1x
α−m)g

r3 = r2 − (q2x
β−m)g

...................

rk = rk−1 − (qk−1x
ε−k)g

Obtemos: rk = k− (q0x
m−n+ q1xα− n+ · · ·+ qk−1x

ε−n)g, então p = gq+ r com

∂r < ∂g ou r = 0.

Unicidade

Admitamos a existência de dois quocientes q1 e q2 e dois restos r1 e r2 na divisão

de p por g, isto é:

 q1g + r1 = p

q2g + r2 = p

Então q1g + r1 = q2g + r2 ⇒ (q1 − q2)g = r2 − r1

Se q1 ̸= q2 ou r1 ̸= r2 provemos que a igualdade não se veri�ca:

∂[(q1 − q2)g] = ∂(q1 − q2) + ∂g ≥ ∂g

∂(r2 − r1) ≤ max{∂r2, ∂r1} < ∂g

Então, para evitar a contradição, devemos ter q1 = q2 e r2 = r2.

Exemplo 1.9 Quando dividimos p(x) = 3x4 − 2x3 +7x+2 por g(x) = 3x3 − 2x2 +

4x− 1, obtemos: q(x) = x e r(x) = −4x2 + 8x+ 2, que satisfaz as duas condições:

qg + r = x(3x3 − 2x2 + 4x− 1) + (−4x2 + 8x+ 2)

= 3x4 − 2x3 + 4x2 − x− 4x2 + 8x+ 2

= 3x4 − 2x3 + 7x+ 2 = p

∂r = 2 e ∂g = 3 ⇒ ∂r < ∂g.

Exemplo 1.10 Quando dividimos p(x) = 5x3 + x2 − 10x − 24 por g(x) = x − 2,

obtemos: q(x) = 5x2 + 11x+ 12 e r(x) = 0, que satisfaz as duas condições:

qg + r = (5x2 + 11x+ 12)(x− 2) + 0

= 5x3 + x2 − 10x− 24 + 0

= 5x3 + x2 − 10x− 24 = p

r(x) = 0 (divisão exata, então dizemos que p é divisível por g ou g divide p.
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1.7. DIVISÃO DE POLINÔMIOS

Exemplo 1.11 Quando dividimos p(x) = 0 por g(x) = x− 1, obtemos: q(x) = 0 e

r(x) = 0, temos: qg + r = 0(x− 1) + 0 = 0 = p(x).

Exemplo 1.12 Quando dividimos p(x) = x−1 por g(x) = x2+3, obtemos: q(x) = 0

e r(x) = x− 1, temos: qg + r = 0(x2 + 3) + (x− 1) = x− 1 = p.
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Capítulo 2

Raiz de Função Polinomial

De�nição 2.1 Seja p um polinômio sobre C, com função polinomial associada p :

C → C. Um elemento α ∈ C é uma raiz de p se p(α) = 0.

Exemplo 2.1 Se p(x) = x + 3, é fácil ver que x = −3 é a única raiz de p em C.

De fato:

p : C → C

x 7→ x+ 3

p(x) = 0, se, e só se x = −3.

Proposição 2.1 Se p um polinômio não nulo sobre C e α ∈ C, então:

(a) α é raiz de p se e só se (x− α) | p(x) em C;

(b) Se α é raiz de p, então existe um maior inteiro positivo m tal que (x− α)m

divide p e, neste caso, p(x) = (x− α)mq(x) com q(α) ̸= 0;

(c) Se α1, . . . , αk são raízes duas a duas distintas de p, então o polinômio (x−

α1) . . . (x− αk) divide p(x) em C.

Prova.

(a) Do algoritmo da divisão existem polinômios q e r tais que

p(x) = (x− α)q(x) + r(x)

Com r = 0 ou 0 ≤ ∂r < ∂(x−α) = 1. Portanto, r(x) = c , um polinômio constante.

Logo, p(x) = (x− α)q(x) + c. Assim, α é raiz de

p ⇔ 0 = p(x) = (x− α)q(x) + c = c ⇔ p(x) = (x− α)q(x).
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(b) Se m > ∂p, então (x− α)m não divide p(x), uma vez que

∂(x− α)m = m > ∂p.

Portanto existe um maior inteiro positivo m tal que (x− α)m | p(x), daí

p(x) = (x− α)mq(x)

de ( a) temos: q(x) = (x− α)q1(x), seja q1 um polinômio sobre C.

Mas assim teríamos

p(x) = (x− α)m+1q1(x)

o que contraria a minimalidade de m.

(c) Vejamos o caso k = 2. Sendo α1 ̸= α2 e ambas raízes de p, por (a) existe

um polinômio g sobre C tal que

p(x) = (x− α1)g(x) (1)

Se p(α2) = (α2 − α1)g(α2) = 0 então α2 é raiz de g. Por (a) existe um polinômio h

sobre C tal que

g(x) = (x− α2)h(x) (2)

Substituindo (2) em (1), temos:

p(x) = (x− α1)(x− α2)h(x).

O caso geral pode ser provado por indução.

Exemplo 2.2 Sendo p(x) = x3−2x2−x+2, com raízes x1 = −1, x2 = 1 e x3 = 2.

Temos:

p(x) = (x+1) (x2 − 3x+ 2)︸ ︷︷ ︸
q1(x)

, p(x) = (x−1) (x2 − x− 2)︸ ︷︷ ︸
q2(x)

e p(x) = (x−2) (x2 − 1)︸ ︷︷ ︸
q3(x)

.

Exemplo 2.3 Sendo p(x) = x5 − x4 − 2x3 + 2x2 + x − 1, com raízes x1 = −1 e

x2 = 1.

Temos:

p(x) = (x+ 1)2 (x− 1)3︸ ︷︷ ︸
q1(x)

ou p(x) = (x− 1)3 (x+ 1)2︸ ︷︷ ︸
q2(x)

.
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Exemplo 2.4 Sendo p(x) = x4+3x3−15x2−19x+30, com raízes x1 = 5, x2 = −2,

x3 = 1 e x4 = 3.

Temos:

p(x) = (x+ 5)(x+ 2)(x− 1)(x− 3)h(x), com h(x) = 1.

Proposição 2.2 [Algoritmo de Briot-Ru�ni ] Seja p(x) = anx
n+ an−1x

n−1+ · · ·+

a1x + a0 um polinômio sobre C com an ̸= 0. Se α ∈ C é uma raiz de p então

g(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · · + b1x + b0 ∈ C é o quociente da divisão de p(x)

por x− α, onde:



bn−1 = an

bn−2 = αbn−1 + an−1

.................

b1 = αb2 + a2

b0 = αb1 + a1

r(α) = αb0 + a0

Sendo r(α) = 0.

Prova. Sendo α raiz de p, pela proposição 2.1 p(x) = (x− α)g(x).

Desenvolvendo o produto acima temos:

= (x− α)(bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x+ b0)

= (bn−1x
n+bn−2x

n−1+· · ·+b1x
2+b0x)−(αbn−1x

n−1+αbn−2x
n−2+· · ·+αb1x+αb0)

= bn−1x
n + (bn−2 − αbn−1)x

n−1 + · · ·+ (b1 − αb2)x
2 + (b0 − αb1)x− αb0.

Pela preposição 2.2, temos:



bn−1 = an

bn−2 − αbn−1 = an−1

.................

b1 − αb2 = a2

b0 − αb1 = a1

−αb0 = a0

Os cálculos para obter q indicados acima torna-se mais rápido com a aplicação

do seguinte dispositivo prático de Briot-Ru�ni.
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α an an−1 an−2 . . . a2 a1 a0

an︸︷︷︸
bn−1

αbn−1 + an−1︸ ︷︷ ︸
bn−2

αbn−2 + an−2︸ ︷︷ ︸
bn−3

. . . αb2 + a2︸ ︷︷ ︸
b1

αb1 + a1︸ ︷︷ ︸
b0

αb0 + a0︸ ︷︷ ︸
r(x)

Exemplo 2.5 Sendo p(x) = 3x5−6x4−4x3+11x2−11x+10, e uma de suas raízes

é α = 2, logo pela preposição 2.1 (x− 2) | p(x). Vejamos:

α︷︸︸︷
2

a5︷︸︸︷
3

a4︷︸︸︷
−6

a3︷︸︸︷
−4

a2︷︸︸︷
11

a1︷︸︸︷
−11

a0︷︸︸︷
10

3︸︷︷︸
b4=a5

0︸︷︷︸
b3=α.b4+a4

−4︸︷︷︸
b2=α.b3+a3

3︸︷︷︸
b1=α.b2+a2

−5︸︷︷︸
b0=α.b1+a1

0︸︷︷︸
r(x)=α.b0+a0

Então q(x) =
p(x)

(x− 2)
= 3x4 − 4x2 + 3x− 5.

Corolário 2.1 Se p é um polinômio não nulo sobre C, então p possui no máximo

∂p raízes em C.

Prova. Por indução sobre o grau de p. Se ∂p = 0, então existe c ̸= 0 tal que

p(x) = c. Daí, a função polinomial é a função x 7→ c, e o número de raízes de p é o

0 = ∂p.

Seja agora p um polinômio de grau positivo, e suponha que a a�rmação vale para

todos os polinômios de graus menores que ∂p. Se p não possui raízes em C acabou.

Senão, seja α ∈ C uma raiz de p e m o maior natural tal que p(x) = (x− α)mq(x),

para algum polinômio sobre C. Como

∂q = ∂p−m < ∂p

Pela hipótese de indução q tem no máximo ∂q raízes em C. Agora, se β ̸= α e raízes

de p, então 0 = p(β) = (β − α)mq(β), e β também é raiz de q. Portanto, o número

de raízes de p é igual a m mais o número de raízes de q, e segue por hipótese de

indução, que p possui no máximo m+ ∂q = ∂p raízes em C.

Corolário 2.2 Se p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ C admite pelo menos n+1 raízes

distintas em C, então p é identicamente nulo, ou seja, an = · · · = a0 = 0.

Prova. Se p é um polinômio não nulo sobre C, então pelo corolário 2.1, p teria no

máximo n raízes em C.
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Proposição 2.3 Sejam n > 1 inteiro; p(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 um polinômio

de coe�cientes inteiros com an ̸= 0, r e s inteiros não nulos primos entre si. Se

p
(r
s

)
= 0, então:

(a) r | a0 e s | an;

(b)Se p(X) for mônico, então as possíveis raízes de p(X) são inteiras;

(c) (r −ms) | p(m) para todo m ∈ Z. Em particular, (r − s) | p(1) e (r + s) |

p(−1).

Prova.

(a) Como p
(r
s

)
= 0, temos: anrn + an−1r

n−1s+ · · ·+ a1rs
n−1 + a0s

n = 0 e, daí, a0s
n = r(−anr

n−1 − · · · − a1s
n−1)

anr
n = s(−an−1r

n−1 − · · · − a0s
n−1)

Portanto, r | a0sn e s | anrn. Porém mdc(r, s) = 1, daí r | a0 e s | an;

(b) Saí direto de (a);

(c) Como p
(r
s

)
= 0, então snp(m) = snp(m)− p

(r
s

)
, façamos:

snp(m) = (an(ms)n + · · ·+ a1msn + a0s
n)− (anr

n + · · ·+ a1rs
n−1 + a0s

n)

= an((ms)n − rn) + · · ·+ a1s
n−1(ms− r) = (ms− r)t, t ∈ Z.

Daí (ms − r) | snp(m), como mdc(r, s) = 1 ⇒ mdc(ms − r, sn) = 1, logo

(ms− r) | p(m).

Se

 m = 1 ⇒ r − s | p(1)

m = −1 ⇒ r + s | p(−1)

Exemplo 2.6 Sendo p(x) = 8−12x−2x2+3x3, com coe�cientes a0 = 8, a1 = −12,

a2 = −2 e a3 = 3, e suas raízes x1 =
2

3
, x2 = −2 e x3 = 2. Considerando p

(
2

3

)
= 0

é fácil ver que 2 | a0 e 3 | a3. Para p(1) = −3 e p(−1) = 15 temos: (2− 3) | p(1) e

(2 + 3) | p(−1).

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Algebra -TFA(Gauss)) Todo polinômio f

sobre C possui ao menos uma raiz complexa.

Corolário 2.3 Se p(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 é o polinômio de coe�cientes

complexos e grau n ≥ 1, então existem n números complexos z1, . . . , zn tais que

p(x) = an(x− z1) . . . (x− zn).
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2.1. RAÍZES MÚLTIPLAS DE POLINÔMIOS

A demonstração desse teorema pode ser vista no livro Elementos de álgebra (A.

Garcia e Y. Lequain, IMPA 2002.)

2.1 Raízes Múltiplas de Polinômios

De�nição 2.2 Para um polinômio p(x) = anx
n+...+a1x+a0 de�nimos sua derivada

um polinômio p′ sobre C como o polinômio

p(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−2x

n−2 + · · ·+ 2a2x+ a1.

Se ∂p > 0, p′ ̸= 0. Se ∂p = 0, p′ = 0.

Proposição 2.4 Para p1, ..., pk polinômio sobre C e a1, ..., ak ∈ C, temos:

(a)

(
k∑

i=1

aipi

)′

=
k∑

i=1

aip
′
i;

(b)

(
k∏

i=1

pi

)′

=
k∑

i=1

p1 . . . p
′
j . . . pk.

Prova.

(a) Imediato;

(b) Sejam p(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 e g(x) = bmx

n + · · · + b1x + b0, de (a)

(pg)′ =

[(
n∑

j=0

ajx
j

)
g

]′
=

(
n∑

j=0

ajx
jg

)′

=
n∑

j=0

(
ajx

jg
)′
.

porém

(ajx
jg)

′
=

(
ajx

j

m∑
i=0

bix
i

)

=

(
m∑
i=0

ajbix
j+i

)′

=
m∑
i=0

(
ajbix

j+i
)′

=
m∑
i=0

(j + i) ajbix
j+i−1

=
m∑
i=0

jajbix
j+i−1 +

m∑
i=0

iajbix
j+i−1

= jajx
j−1

m∑
i=0

bix
i + ajx

j

m∑
i=0

ibix
i−1 = (ajx

j)′g + (ajx
j)g′

daí

(pg)′ = p′g + pg′.

A extensão para k polinômios p1, . . . , pk é imediata por indução.
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2.1. RAÍZES MÚLTIPLAS DE POLINÔMIOS

Exemplo 2.7 Dados os polinômios p(x) = 2x3 + 3x2 − 4 e g(x) = 4x2 + 5x + 10,

façamos:

(p+ g)′(x) = (2x3 + 7x2 + 5x+ 10)′

= 6x2 + 14x+ 5

p′(x) + g′(x) = (6x2 + 6x) + (8x+ 5)

= 6x2 + 14x+ 5

e

(pg)′ = (8x5 + 22x4 + 35x3 + 14x2 − 20x− 40)′

= 40x4 + 88x3 + 105x2 + 28x− 20

(p′g)(x) = (6x2 + 6x)(4x2 + 5x+ 10)

= 24x4 + 54x3 + 90x2 + 60x

(pg′)(x) = (2x3 + 3x2 − 4)(8x+ 5)

= 16x4 + 34x3 + 15x2 − 32x− 20

(p′g + pg′) = 40x4 + 88x3 + 105x2 + 28x− 20

Corolário 2.4 Se p(x) = (x− a)n, então p′(x) = n(x− a)n−1.

Prova. Fazendo n = k e p1 = · · · = pn = p em (b) da proposição 2.4, temos:

p′(x) =
n∑

j=1

p(x)n−1p′(x) = n(x− a)n−1.

Exemplo 2.8 Sendo p(x) = (x− 1)3 = x3− 3x2+3x− 1 ⇒ p′(x) = 3x2− 6x+3 =

3(x− 1)2.

Proposição 2.5 Seja p um polinômio não nulo de coe�cientes complexos e z um

complexo dado.

(a) Se z é raiz de multiplicidade m ≥ 2 de p, então z é raiz de multiplicidade

m− 1 de p′;

(b) Se z é raiz de p e raiz de multiplicidade m − 1 de p′, então z é raiz de

multiplicidade m de p.

Prova.

(a) p(x) = (x− z)mg(x), com g(z) ̸= 0. Então p′(x) = m(x− z)m−1g(x) + (x−

z)m.g′(x) = (x− z)m−1.[mg(x) + (x− z)g′(x)].
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2.1. RAÍZES MÚLTIPLAS DE POLINÔMIOS

Seja h(x) = mg(x) + (x − z)g′(x), temos: h(z) = mg(z) ̸= 0 e p′(x) = (x −

z)m−1h(x) daí, z é raiz de multiplicidade m− 1 de p′.

(b) Seja p(x) = (x − z)kg(x), com g(z) ̸= 0 e k ≥ 2. Por (a), a multiplicidade

de α como raiz de p′ é k − 1, de modo que k − 1 = m− 1 e, daí, k = m.

Corolário 2.5 Se z ∈ C e p um polinômio não nulo sobre C, então z é raiz múltipla

de p se, e só se, p(z) = p′(z) = 0.

De�nição 2.3 Sendo p um polinômio não nulo sobre C, de�nimos a k-ésima deri-

vada de p, por:

p(k) =

 p, k = 0(
p(k−1)

)′
, k ≥ 1
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Capítulo 3

Método para Encontrar Raízes de

Função Polinomial

Pela de�nição 2.1, chama-se zeros ou raízes da função polinomial p(x) = anx
n +

an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 os valores de x para os quais p(x) = 0, ou seja p(x) =

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0. Então, as raízes das funções polinomiais p é

a solução de suas respectivas equações.

3.1 Equação do 1o grau

Chama-se equação do 1o grau a equação polinomial ax + b = 0, com a, b ∈ C e

a ̸= 0.

Temos:

A raiz desta equação o valor de x quando x = − b

a
.

Quando a e b são reais a raiz x = − b

a
também é real.

Exemplo 3.1 Dado p(x) = 2x − 6 onde os coe�cientes são a = 2 e b = −6, para

p(x) = 0 temos: 2x− 6 = 0, logo x = −(−6)

2
= 3, sendo sua raiz x = 3.
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3.2. EQUAÇÃO DO 2o GRAU

Figura 3.1

Exemplo 3.2 Dado p(x) = −4x+ 8 onde os coe�cientes são a = −4 e b = 8, para

p(x) = 0 temos: −4x+ 8 = 0, logo x = − 8

(−4)
=

8

4
, com raiz x = 2.

Figura 3.2

3.2 Equação do 2o grau

Chama-se equação do 2o grau a equação polinomial ax2 + bx + c = 0, com

a, b, c ∈ C e a ̸= 0.

Um dos métodos mais conhecido e utilizado para solução da equação do 2o grau

é a fórmula de Bhaskara.

Bhaskara (1114 - 1185)

Bhaskara nasceu em 1114 na cidade de Vijayapura, na Índia. Também era conhe-

cido como Bhaskaracharya. Ele não deve ser confundido com um outro matemático

indiano que tinha o mesmo nome Bhaskara e que viveu no século VII.
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3.2. EQUAÇÃO DO 2o GRAU

Naquela época, na Índia, os ensinamentos eram passados de pai para �lho. Havia

muitas famílias de excelentes matemáticos. O pai de Bhaskaracharya era astrônomo

e, como era de se esperar, ensinou-lhe Matemática e Astronomia.

Bhaskaracharya tornou-se chefe do observatório astronômico de Ujjain - na época,

o centro mais importante de Matemática, além de ser uma excelente escola de ma-

temática astronômica criada pelos grandes matemáticos que ali trabalharam.

Bhaskaracharya foi um dos mais importantes matemáticos do século XII, graças

aos seus avanços em álgebra, no estudo de equações e na compreensão do sistema

numérico - avanços esses que os matemáticos europeus levariam séculos ainda para

atingir. Suas coleções mais conhecidas são: Lilavati que trata de aritmética; Bijaga-

nita que discorre sobre álgebra e contém vários problemas sobre equações lineares e

quadráticas com soluções feitas em prosa, progressões aritméticas e geométricas, ra-

dicais, ternas pitagóricas entre outros tópicos; Siddhantasiromani, dividido em duas

partes: uma sobre matemática astronômica e outra sobre a esfera.

Em suas obras podemos perceber que Bhaskara trabalhou com equações de se-

gundo grau e formulou uma expressão que envolvia raízes quadradas. Ele sabia que

a equação tem duas raízes, entretanto não parece ser verdade que tivesse encontrado

a conhecida fórmula da resolução de equação do 2o grau.

Na realidade, até o �m do século XVI não se utilizava uma fórmula para obter as

raízes de uma equação do segundo grau, simplesmente porque não existia a notação

usual de hoje. A representação feita por letras, indicando os coe�cientes, começou

a ser desenvolvida a partir de François Viète.

O nome de Bhaskara relacionado a esta fórmula aparentemente só ocorre no

Brasil. Não encontramos esta referência na literatura internacional. A nomenclatura

"fórmula de Bhaskara"não é adequada, pois problemas que recaem numa equação

do segundo grau já apareciam quase quatro mil anos antes, em textos escritos pelos

babilônios, nas tábuas cuneiformes. Nesses textos o que se tinha era uma receita,

escrita em prosa, sem uso de símbolos matemáticos, que ensinava como proceder

para determinar as raízes em exemplos concretos, quase sempre ligados a relações

geométricas.

Bhaskara obteve grande reconhecimento pelas suas importantes contribuições

para a Matemática. Em 1207, uma instituição educacional foi criada para estudar
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3.2. EQUAÇÃO DO 2o GRAU

o seu trabalho.

Bhaskara morreu aos 71 anos de idade em Ujjain, Índia, em 1185.

O desenvolvimento da "fórmula de Bhaskara"ocorre da seguinte forma:

ax2 + bx+ c = 0 ⇒ a

(
x2 +

b

a
x+

c

a

)
= 0 ⇒

x2 +
b

a
x = − c

a
⇒ x2 +

b

a
x+

b2

4a2
=

b2

4a2
− c

a
⇒(

x+
b

2a

)2

=
(b2 − 4ac)

4a2
⇒ x+

b

2a
= +

√
(b2 − 4ac)

4a2
⇒

x = − b

2a
+

√
(b2 − 4ac)

4a2
⇒ x =

−b+
√
b2 − 4ac

2a
.

O radicando b2 − 4ac = ∆ chamado de discriminante e temos a fórmula de

Bhaskara na forma

x =
−b+

√
∆

2a
.

Quando a, b e c ∈ R ∆ também é real, logo x =
−b±

√
∆

2a

onde x1 =
−b−

√
∆

2a
e x2 =

−b+
√
∆

2a
e neste caso temos:

- Se ∆ > 0, há duas raízes reais e distintas;

- Se ∆ = 0, há duas raízes reais e iguais;

- Se ∆ < 0, há duas raízes complexas (não reais).

Exemplo 3.3 Dado p(x) = x2 + x − 6 onde os coe�cientes são a = 1, b = 1 e

c = −6, para p(x) = 0 temos: x2 + x− 6 = 0.

Façamos

∆ = b2 − 4ac = 12 − 4.1.(−6) = 25

logo

x =
−b±

√
∆

2a
=

−1±
√
25

2.1

Sua raízes são x1 =
−1− 5

2.1
= −3 e x2 =

−1 + 5

2.1
= 2.
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3.2. EQUAÇÃO DO 2o GRAU

Figura 3.3

Exemplo 3.4 Dado p(x) = −x2 + 2x− 1 onde os coe�cientes são a = −1, b = 2 e

c = −1, para p(x) = 0 temos: −x2 + 2x− 1 = 0.

Façamos

∆ = b2 − 4ac = 22 − 4.(−1).(−1) = 0

logo

x =
−b±

√
∆

2a
=

−(+2)±
√
0

2.(−1)

Suas raízes são x1 =
2− 0

2.1
= 1 e x2 =

2 + 0

2.1
= 1.

Figura 3.4

Exemplo 3.5 Dado p(x) = x2 − 2x + 2 onde os coe�cientes são a = 1, b = −2 e

c = 2, para p(x) = 0 temos: x2 − 2x+ 2 = 0.

Façamos

∆ =
−b±

√
∆

2a
= (−2)2 − 4.1.2 = −4

logo

x =
−b±

√
∆

2a
=

−(−2)±
√
−4

2.1

Suas raízes são x1 =
2− 2i

2.1
= 1− i e x2 =

2 + 2i

2.1
= 1 + i.
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3.3. EQUAÇÃO DO 3o GRAU - MÉTODO DE CARDANO

Figura 3.5

3.3 Equação do 3o grau - Método de Cardano

Chama-se equação do 3o grau a equação polinomial ax3 + bx2 + cx+ d = 0, com

a, b, c, d ∈ C e a ̸= 0.

p(x) = 0 ⇒ ax3 + bx2 + cx+ d = 0.

Um dos métodos conhecido e utilizado para solução da equação do 3o grau, é o

método de solução de Cardano para equações cúbicas.

É fascinante toda a história da resolução das equações polinomiais do 3o grau.

Em resumo, o descobridor do método foi Scipione del Ferro (1465 - 1562), mate-

mático italiano, que antes de morrer o revelou aos discípulos Antônio Maria Fior e

Annibale Della Nave.

Houve uma disputa matemática entre Fior contra Niccolo Fontana (1500 - 1557),

conhecido pelo apelido de Tartaglia (gago, em italiano). A vitória deste último,

muito divulgada, foi do conhecimento do médico e professor Girolano Cardano (1501

- 1576) que conseguiu lhe atrair para ensinar a regra de resolução sob o juramento

de jamais publicá-la. Cardano procurou a demonstração da regra - e achou - e ainda

motivou seu discípulo Ludovico Ferrari (1522 - 1565) a descobrir solução para as

equações do quarto grau (tema de nossa próxima secção).

Cardano, numa visita a Della Nave, soube do manuscrito de Del Ferro contendo a

regra de Tartaglia que já existia há 30 anos. Motivo que o levou quebrar o juramento.

Publicou os métodos no seu famoso livro Ars Magna, em 1545, onde não deixou
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3.3. EQUAÇÃO DO 3o GRAU - MÉTODO DE CARDANO

de fazer referência aos descobridores, embora a contragosto de Tartaglia que se

considerou traído.

Para representar o método requer a forma reduzida da equação cúbica, de tal

maneira que não apareça o x2.

Sendo ax3+ bx2+ cx+ d = 0 e fazendo x = y− b

3
, para isso consideremos a = 1,

segue que (
y − b

3

)3

+ b

(
y − b

3

)2

+ c

(
y − b

3

)
+ d = 0.

Desenvolvendo os produtos e reagrupando adequadamente, obtemos:

y3 +

(
−b2

3
+ c

)
︸ ︷︷ ︸

p

y +

(
2

27
b3 − bc

3
+ d

)
︸ ︷︷ ︸

q

= 0.

Logo a forma reduzida é y3 + py + q = 0

Solução de Cardano para a equação do tipo y3 + py + q = 0.

Seja y3 + py + q = 0(*), e considere (u+ v)3 = u3 + 3u2v + 3uv2 + v3,

com u, v ∈ C, podemos reescrever como

(u+ v)3 −3uv︸ ︷︷ ︸
p

(u+ v) + (−u3 − v3)︸ ︷︷ ︸
q

= 0

comparando com (*), temos: p = −3uv ⇒ uv = −p

3
⇒ u3v3 = −p3

27

−q = u3 + v3

Neste caso y = u + v é solução de (*). É fácil perceber que u3v3 e u3 + v3

são respectivamente produtos e soma de raízes de equação do 2o grau, e segue que

k2 + qk − p3

27
= 0, com k ∈ C, utilizando a fórmula de Bhaskara temos:

u3 = −q

2
+

√(q
2

)2
+
(p
3

)3
⇒ u =

3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+
(p
3

)3

v3 = −q

2
−
√(q

2

)2
+
(p
3

)3
⇒ v =

3

√
−q

2
−
√(q

2

)2
+
(p
3

)3
Na fórmula acima, tomaremos o radicando

(q
2

)2
+
(p
3

)3
= D e portanto, uma

solução das equação cúbica na forma reduzida é

y = u+ v = 3

√
−q

2
+
√
D + 3

√
−q

2
−
√
D.
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3.3. EQUAÇÃO DO 3o GRAU - MÉTODO DE CARDANO

No caso em que os coe�cientes do polinômio são reais, temos: D =
(q
2

)2
+
(p
3

)3
é um número real, logo existem 3 possibilidades:

- Se D > 0, há uma raiz real e duas raízes complexa conjugadas;

- Se D = 0, há 3 raízes reais sendo uma repetida;

- Se D<0, há 3 raízes reais distintas.

Discussão da Equação polinomial do terceiro grau

1o caso: D > 0

Nota: Sabemos que se z é uma das raízes cúbicas complexas do polinômio p

sobre os C, então as três raízes cúbicas de p são z;wz;wz, onde w = e
i

2π

3


=

cos

(
2π

3

)
+ isen

(
2π

3

)
= −1

2
+ i

√
3

2
é uma raiz cúbica da unidade.

Na fórmula de Cardano u3 e v3 são reais. Denotamos por u1 e v1 suas raízes

cúbicas reais, os três valores de u e v são:

u1;wu1;wu1; v1;wv1;wv1

onde w e w são as raízes cúbicas da unidade. Temos:

w =
−1 + i

√
3

2

e

w =
−1− i

√
3

2
.

Para que uv seja real, as possibilidades para u e v são as seguintes:
u = u1 ; v = v1

u = wu1 ; v = wv1

u = wu1 ; v = wv1

Portanto as três raízes da equação y3 + py + q = 0 são dadas por:


y1 = u1 + v1

y2 = wu+ wv1

y3 = wu1 + wv1

Note que y2 = wu1 + wv1 = y3

Concluímos que:

Se D > 0 a equação y3 + py + q = 0 tem uma raiz real e duas raízes complexas

conjugadas.
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2o caso: D=0

Então, u1 = v1 e as raízes são:

y1 = u1 + v1 = 2u1

y2 = y3 = (w + w)u1 = −u1

Onde u1 é a raiz cúbica real de −q

2
Concluímos que:

Se D=0 a equação y3 + py + q = 0 possui três raízes reais, sendo uma repetida

3o caso: D < 0

Este é um aspecto paradoxal da fórmula de Ferro e Tartaglia. Quando D<0, a

fórmula exprime x = u+v como soma de duas raízes cúbicas de números complexos.

No entanto é este caso em questão a equação possui três raízes reais e distintas.

Este é chamado tradicionalmente o "caso irredutível"porque, ao tentar eliminar os

radicais, recai-se noutra equação do terceiro grau.

Neste caso, usaremos a chamada solução trigonométrica da equação polinomial

do terceiro grau, quando u3 e v3 nas fórmulas são imaginárias conjugadas.

Façamos:

−q

2
± i

√
−D = ρ(cosθ ± isenθ)

Da igualdade tiramos  ρ =

√
−p3

27

cosθ = − q

2ρ

Daí, os três valores de u e v são:

u =



ρ

1

3

(
cos

(
θ

3

)
+ isen

(
θ

3

))
;

ρ

1

3

(
cos

(
θ + 2π

3

)
+ isen

(
θ + 2π

3

))
;

ρ

1

3

(
cos

(
θ + 4π

3

)
+ isen

(
θ + 4π

3

))
.
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v =



ρ

1

3

(
cos

(
θ

3

)
− isen

(
θ

3

))
;

ρ

1

3

(
cos

(
θ + 2π

3

)
− isen

(
θ − 2π

3

))
;

ρ

1

3

(
cos

(
θ + 4π

3

)
− isen

(
θ + 4π

3

))
.

Como uv = −p

3
é real, temos:

y1 = 2ρ

1

3 cos

(
θ

3

)
y2 = 2ρ

1

3 cos

(
θ + 2π

3

)
y3 = 2ρ

1

3 cos

(
θ + 4π

3

)
Concluímos que:

Se D<0 então as três raízes da equação y3 + py + q = 0 são reais e distintas.

Exemplo 3.6 Dado o polinômio h(x) = x3 + 3x2 − 3x − 14, onde os coe�cientes

são a = 1, b = 3, c = −3 e d = −14, para fazermos a redução de h eliminando o x2

consideraremos x = y − b

3
⇒ x = y − 1, logo:

h(y − 1) = (y − 1)3 + 3(y − 1)2 − 3(y − 1)− 14 = y3 − 6y − 9 = 0.

Utilizando a fórmula de Cardano para equação reduzida y3 + py + q = 0, temos:

p = −6 e q = −9.

D =
(q
2

)2
+
(p
3

)3
=

(
−9

2

)2

+

(
−6

3

)3

=
49

4
.

Como D>0 a equação h(y − 1) uma raiz real e duas raízes complexas conjugadas.

façamos:

y1 = u1 + v1 =
3

√
−(−9)

2
+

√
49

4
+

3

√
−(−9)

2
−
√

49

4
= 2 + 1 = 3

y2 = wu1 + wv1 =
−1 + i

√
3

2
.2 +

−1− i
√
3

2
.1 =

−3 + i
√
3

2

y2 = wu1 + wv1 =
−1− i

√
3

2
.2 +

−1 + i
√
3

2
.1 =

−3− i
√
3

2
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Retornando a equação inicial h(x), veri�camos as raízes:

x1 = y1 − 1 = 3− 1 = 2

x2 = y2 − 1 =
−3 + i

√
3

2
− 1 =

−5 +
√
3i

2

x3 = y3 − 1 =
−3− i

√
3

2
− 1 =

−5−
√
3i

2

Então as raízes de h(x) são x1 = 2, x2 =
−5 +

√
3i

2
e x3 =

−5−
√
3i

2
.

Figura 3.6

Exemplo 3.7 Dado o polinômio h(x) = x3 + 6x2 + 9x + 4, onde os coe�cientes

são a = 1, b = 6, c = 9 e d = 4, para fazermos a redução de h eliminando o x2

consideraremos x = y − b

3
⇒ x = y − 2, logo:

h(y − 2) = (y − 2)3 + 6(y − 2)2 + 9(y − 2) + 4 = y3 − 3y + 2 = 0.

Utilizando a fórmula de Cardano para equação reduzida y3 + py + q = 0, temos:

p = −3 e q = 2.

D =
(q
2

)2
+
(p
3

)3
=

(
2

2

)2

+

(
−3

3

)3

= 0.

Como D = 0 a equação h(y − 2) tem 3 raízes reais, sendo uma repetida.

façamos:

y1 = u1 + v1 =
3

√
−2

2
+
√
0 +

3

√
−2

2
−
√
0 = −2

y2 = y3 = (w + w)u1 = −u1 = − 3

√
−2

2
+
√
0 = 1.
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Retornando a equação inicial h(x), veri�camos as raízes:

x1 = y1 − 2 = −2− 1 = −4

x2 = x3 = y2 − 2 = y3 − 2 = 1− 2 = −1.

Então as raízes de h(x) são x1 = −1 e x2 = −4.

Figura 3.7

Exemplo 3.8 Dado o polinômio h(x) = x3+3x2 − 3x− 9, onde os coe�cientes são

a = 1, b = 3, c = −3 e d = −9, para fazermos a redução de h eliminando o x2

consideraremos x = y − b

3
⇒ x = y − 1, logo

h(y − 1) = (y − 1)3 + 3(y − 1)2 − 3(y − 1)− 9 = y3 − 6y − 4 = 0.

Utilizando a fórmula de Cardano para equação reduzida y3 + py + q = 0, temos:

p = −6 e q = −4.

D =
(q
2

)2
+
(p
3

)3
=

(
−4

2

)2

+

(
−6

3

)3

= −4.

Como D = −4 a equação h(y − 1) tem 3 raízes reais distintas.

Logo:

ρ =

√
−p3

27
=

√
−(−6)3

27
=

√
216

27
=

√
8

e

cosθ = − q

2ρ
= −(−4)

2
√
8
=

1√
2
=

√
2

2
∴ θ = 45◦.

Façamos:

y1 = 2
√
8

1

3 cos

(
45◦

3

)
= 2

√
2

(√
2 +

√
6

4

)
= 1 +

√
3

y2 = 2
√
8

1

3 cos

(
45o

3
+ 120◦

)
= 2

√
2cos (135o) = 2

√
2

(
−
√
2

2

)
= −2
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y3 = 2
√
8

1

3 cos

(
45◦

3
+ 240◦

)
= 2

√
2cos (255◦) = 2

√
2

(√
2−

√
6

4

)
= 1−

√
3.

Retornando a equação inicial h(x), veri�camos as raízes:

x1 = y1 − 1 = 1 +
√
3− 1 =

√
3

x2 = y2 − 1 = −2− 1 = −3

x3 = y3 − 1 = 1−
√
3− 1 = −

√
3

Então as raízes de h(x) são x1 = −3, x2 = −
√
3 e x3 =

√
3.

Figura 3.8

3.4 Equação do 4o grau - Método de Ferrari

Chama-se equação do 4o grau a equação polinomial ax4+ bx3+ cx2+dx+ e = 0,

onde a, b, c, d, e ∈ C, com a ̸= 0.

f(x) = 0 ⇒ ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0.

Um dos métodos conhecido e utilizado para solução da equação do 4o grau, é o

método de resolução Ferrari para equações quárticas.

As equações do terceiro e quarto grau têm suas histórias de soluções algébricas

bastante parecidas e que acontecem no mesmo momento, isto é, na Itália do século

XVI. A solução algébrica da equação do 4o grau se deu graças ao matemático,

Ludovico Ferrari.

Ferrari foi morar na casa do também matemático Girolamo Cardano, se tornou

seu aluno. Como naquela época era comum os matemáticos proporem desa�os uns
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aos outros através de resolução de questões, certo dia o matemático italiano Zuanne

de Tonini da Coi propôs a Cardano que resolvesse o seguinte problema: dividir 10

em 3 partes tal que elas estejam em proporção continuada e que o produto das duas

primeiras sejam 6.

Após várias tentativas sem obter êxito, Cardano desa�ou seu aluno Ferrari a

resolvê-lo. Muito inteligente que era acabou encontrando sua solução. Se as três

partes são denotadas por x, y e z, tem-se que:


x+ y + z = 10

xz = y2 (x : y = y : z)

xy = 6

Daí, resolver tal problema consistia basicamente em obter as soluções da equa-

ção x4 + 6x2 + 60x + 36 = 0. Portanto, foi dessa forma que Ferrari obteve uma

fórmula geral para as soluções das equações do quarto grau. Contudo Ferrari não

foi reconhecido pela resolução. O mérito foi dado somente a Cardano, pois foi que,

com toda sua esperteza, assim como fez com as soluções da equação do 3o grau,

acabou publicando também em seu nome as da equação do 4o grau. Desse modo,

esses resultados vieram a público, em 1545, na obra de Cardano, Ars Magna.

Tal método requer, também, a forma reduzida para a equação quártica, de tal

maneira que não apareça o x3.

Sendo ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0 e fazendo x = y− b

4
, para isso consideremos

a = 1 , segue que(
y − b

4

)4

+ b

(
y − b

4

)3

+ c

(
y − b

4

)2

+ d

(
y − b

4

)
+ e = 0

Desenvolvendo os produtos e reagrupando adequadamente, obtemos:

y4 +

(
−3b2 + 8c

8

)
︸ ︷︷ ︸

p

y2 +

(
b3 − 4bc+ 8d

8

)
︸ ︷︷ ︸

q

y +

(
−3b4 + 16b2c− 64bd+ 256e

256

)
︸ ︷︷ ︸

r

= 0

Logo a forma reduzida é y4 + py2 + qy + r = 0, com p, q, r ∈ C.

A ideia de Ferrari foi a de reagrupar adequadamente os termos em ambos os

lados da quártica reduzida, de modo a obter trinômios quadrados perfeitos em cada

um dos lados.

De y4 + py2 + qy + r = 0 segue que y4 + py2 + r = −qy.
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Somando αy2 + β a ambos os membros, encontramos:

y4 + (α+ p)y2 + (r + β) = αy2 − qy + β

A �m de que esses trinômios sejam quadrados perfeitos, é necessário e su�ciente que

os respectivos discriminantes sejam iguais a zero, ou seja: (p+ α)2 − 4(r + β) = 0 (i)

q2 − 4αβ = 0 ⇒ β =
q2

4α
(ii)

Substituindo (ii) na equação (i) concluímos que

p2 + 2pα+ α2 − 4r − q2

α
= 0.

daí

α3 + 2pα2 + (p2 − 4r)α− q2 = 0.

Esta última equação é uma cúbica na incógnita α . Como já sabemos resolver

as cúbicas, podemos encontrar suas raízes.

Exemplo 3.9 Dado o polinômio h(x) = x4 + 8x3 + 9x2 − 38x − 40, onde os co-

e�cientes são a = 1, b = 8, c = 9, d = −38 e e = −40, para fazermos a

redução de h eliminando o x3 consideraremos x = y − b

4
⇒ x = y − 2, logo

h(y−2) = (y−2)4+8(y−2)3+9(y−2)x2−38(y−2)−40 = y4−15y2−10y+24 = 0.

De y4 − 15y2 − 10y + 24 = 0 Segue que y4 − 15y2 + 24 = 10y.

Somando αy2 + β a ambos os membros, encontramos que

y4 + (α− 15)y2 + (24 + β) = αy2 + 10y + β

A �m de que esses trinômios sejam quadrados perfeitos, é necessário e su�ciente

que os respectivos descriminantes sejam iguais a zero, ou seja (−15 + α)2 − 4(24 + β) = 0 (i)

(−10)2 − 4αβ = 0 ⇒ β =
(−10)2

4α
(ii)

Substituindo (ii) na equação (i) concluímos que

(−15)2 + 2.(−15)α + α2 − 4.24− (−10)2

α
= 0

daí

α3 − 30α2 + 129α− 100 = 0
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Utilizando a fórmula de cardano para cúbicas encontramos α ∈ S = {1, 4, 25}. Para

α = 1 temos: β = 25, substituindo em:

y4 − (15− 1)y2 + (24 + 25) = y2 + 10y + 25

ou

y4 − 14y2 + 49 = y2 + 10y + 25 ⇒ (y2 − 7)2 = (y + 5)2.

Façamos,

y2 − 7 = x+ 5 ⇒ y2 − y − 12 = 0 =

 y1 = −3

y2 = 4

ou

y2 − 7 = −x− 5 ⇒ y2 + y − 2 = 0 =

 y3 = −2

y4 = 1

Retornando a equação inicial h(x), veri�camos as raízes:

x1 = y1 − 2 = −3− 2 = −5

x2 = y2 − 2 = 4− 2 = 2

x3 = y3 − 2 = −2− 2 = −4

x4 = y4 − 2 = 1− 2 = −1.

Então as raízes de h(x) são x1 = −5, x2 = −4, x3 = 1 e x4 = 2.

Figura 3.9
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Capítulo 4

Métodos Iterativos para Obter Zeros

de Funções

Os métodos de obtenção de zeros de funções que serão apresentados a seguir são

para funções continuas de�nidas em um intervalo fechado tomando valores em R.

Porém, vamos nos restringir a aplicar tais métodos apenas no caso de funções

polinomiais que é o foco deste trabalho.

Veri�caremos a seguir alguns conceitos fundamentais, os quais serão necessários

para um melhor entendimento dos métodos iterativos que serão vistos neste capítulo.

1. LIMITE

De�nição 4.1 Sejam X ⊂ R, f : X → R e a ∈ X ∩X ′. Isto é, a é um ponto de

acumulação de X pertencente a X.

De�nição 4.2 Seja f : X → R uma função com valores reais, de�nida num sub-

conjunto X ⊂ R. Diz-se neste caso que o f é uma função real de uma variável real.

Seja a ∈ R um ponto de acumulação de X, isto é, a ∈ X ′.

Diremos que o número real L é o limite de f quando x tende para a, e escrevemos

lim
x→a

f(x) = L

para signi�car o seguinte: para cada número real ε > 0, dado arbitrariamente,

podemos encontrar δ > 0 de modo que se tenha |f(x)− L| < ε sempre que a ∈ X e

0 < |x− a| < δ.
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Portanto, quando a é ponto de acumulação do domínio de f, a expressão lim
x→a

f(x) =

L é uma abreviatura para a a�rmação abaixo:

∀ε > 0;x ∈ X, 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε.

Nota-se que 0 < |x − a| < δ quer dizer que x pertence ao intervalo (a − δ, a + δ)

e é diferente de a. Assim, lim
x→a

f(x) = L signi�ca que, para todo intervalo aberto

(L − ε, L + ε), existe um intervalo aberto (a − δ, a + δ) tal que, pondo-se Vδ =

(X − a) ∩ (a− δ, a+ δ) = {x ∈ X; 0 < |x− a| < δ}, vale f(Vδ) ⊂ (L− ε, L+ ε).

De�nição 4.3 Seja a1, a2, . . . , an, . . . uma sequência de números reais. Dizemos

que a sequência an converge para um número real L se para todo ε > 0 existe n0 ∈ N

tal que para todo n ∈ N , n > n0,

|an − L| < ε.

Neste caso a sequência an é dita convergente e escrevemos lim
n→+∞

an = L para denotar

que a sequência an converge para L. Caso a sequência não seja convergente ela é

dita divergente.

2. FUNÇÕES CONTINUAS

De�nição 4.4 Dados uma função f : X → R, X ⊆ R e a ∈ X, dizemos que f é

contínua no ponto a se para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

x ∈ X, |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε,

se a função for contínua em todos os pontos do domínio X, dizemos que f : X → R

é contínua.

Proposição 4.1 Dados X ⊆ R, c ∈ R e f, g : X → R funções contínuas no ponto

a ∈ X, então as funções f + g, f.g : X → R, assim como
f

g
caso g(a) ̸= 0, são

contínuas.

Proposição 4.2 Sejam f : X → R contínua no ponto a ∈ X, g : Y → R contínua

no ponto b = f(a) ∈ Y e f(X) ⊂ Y , de modo que a função composta g(f(x)) está

bem de�nida. Então g(f(x)) é contínua no ponto a. Em outras palavras, a composta

de duas funções contínuas é contínua.
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De�nição 4.5 Dado X ⊆ R, dizemos que um número a é ponto de acumulação de

X se existir uma sequência xn em X que converge para a.

Proposição 4.3 Dados X ⊆ R e f : X → R e a ∈ X um ponto de acumulação de

X, as seguintes a�rmações são equivalentes:

i) f é contínua em a;

ii)lim
x→a

f(x) = f(a);

iii) Para toda sequência xn em X com lim
x→+∞

xn = a vale lim
x→a

f(x) = f(a).

Demonstração:

(ii ⇒ i) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que x ∈ X, 0 < |x − a| < δ ⇒

|f(x) − f(a)| < ε. O mesmo vale se |x − a| < δ, porque se |x − a| = 0, x = a e

|f(x)− f(a)| < ε. Então, f é contínua em a.

(i → iii) Seja xn uma sequência em X com xn → a. Dado ε > 0 arbitrário,

seja δ tal que |x − a| < δ implica |f(x) − f(a)| < ε. Para esse δ, existe um natu-

ral n0 tal que n > n0 ⇒ |xn−a| < δ ∴ |f(xn)−f(a)| < ε, e assim, lim
xn→a

f(xn) = f(a).

(iii ⇒ ii) Suponha que não valha (ii). Então, existe ε > 0 e x ∈ X tal que

para todo δ > 0, 0 < |x − a| < δ e |f(x) − f(a)| ≥ ε. Em particular, para

todo n ∈ N, considerando δ = 1/n, existe x ∈ X, que chamaremos de xn, tal

que |xn − a| < 1/n e |f(xn) − f(a)| ≥ ε. Logo, lim
x→+∞

xn = a, mas não vale

lim
xn→a

f(xn) = f(a), o que contradiz (iii). Logo, devemos ter lim
xn→a

f(xn) = f(a), o

que completa a demonstração.

3. TEOREMA DO VALOR INTERMEDIÁRIO (TVI)

Teorema 4.1 Seja f : [a, b] → R uma função contínua. Se f(a) < y < f(b) ou

f(b) < y < f(a) então existe x ∈ (a, b) tal que f(x) = y.

A demonstração deste teorema será veri�cada pelo algoritmo da bisseção suces-

siva, tema deste capítulo.

Corolário 4.1 Seja f : [a, b] → R contínua tal que f(a)f(b) < 0. Então existe um

número real c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.
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4.1 Método da Bisseção

Seja a função polinomial f contínua no intervalo [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0, e

pelo Teorema do Valor Intermediário temos neste intervalo pelo menos uma raiz da

equação f .

Este método tem como objetivo reduzir a amplitude do intervalo que contém a

raiz até se atingir a precisão requerida (b − a) < ξ, usando para isto a sucessiva

divisão de [a, b] ao meio.

Dada a função polinomial f e Supondo que f(a0) < 0 < f(b0), temos: f(a0)f(b0) <

0, então existe um ξ ∈ (a0, b0) tal que f(ξ) = 0.

Figura 4.1

As iterações são realizadas da seguinte forma:

De�na x0 =
a0 + b0

2
Se f(x0) < 0, de�na a1 = x0 e b1 = b0

Se f(x0) > 0, de�na a1 = a0 e b1 = x0

Finalmente de�na a1, a2, . . . , b1, b2, . . . , x0, x1, x2, . . . indutivamente por

xk =
ak + bk

2

Então

ak+1 =

 xk, se f(xk) < 0

ak, se f(xk) > 0

bk+1 =

 bk, se f(xk) < 0

xk, se f(xk) > 0
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sendo xk =
ak + bk

2
∼= ξ ⇒ f(xk) ∼= f(ak) ∼= f(bk) ∼= f(ξ) = 0

Exemplo 4.1 Dado o polinômio f(x) = x3 − 3x2 + 3, onde os coe�cientes são

a = 1, b = −3, c = 0 e d = 3. Façamos a escolha de dois valores para x, no

intervalo [a,b], em que f(a0)f(b0) < 0. Logo nesse intervalo existe, pelo menos um

ξ tal que f(ξ) = 0. Para �ns desse exemplo consideraremos satisfatório um ξ onde

f(ξ) = 2.10−3.

Pela fórmula de Cardano para as cúbicas temos: D = −3

4
< 0, logo existem 3

raízes reais distintas. Para facilitar a convergência faremos uma tabela de valores

para f(x) e consideraremos só os sinais, temos:

Figura 4.2

Podemos concluir que cada um dos intervalos I1 = [−1; 0], I2 = [1; 2] e I3 = [2; 3]

contém pelo menos um zero de f(x), vejamos as iterações:

Figura 4.3

Então as raízes satisfatórias de f(x) são x1 = −0, 88, x2 = 1, 347 e x3 = 2, 532
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Figura 4.4

Exemplo 4.2 Dado o polinômio f(x) = x3 − 3x2 + x+ 3, onde os coe�cientes são

a = 1, b = −3, c = 1 e d = 3. Façamos a escolha de dois valores para x, no

intervalo [a,b], em que f(a0)f(b0) < 0. Logo nesse intervalo existe, pelo menos um

ξ tal que f(ξ) = 0. Para �ns desse exemplo consideraremos satisfatório um ξ onde

f(ξ) = 2.10−3.

Pela fórmula de Cardano para as cúbicas temos: D =
703

999
> 0, logo existem 1

raiz real e duas raízes complexas conjugadas. Para facilitar a convergência faremos

uma tabela de valores para h(x) e consideraremos só os sinais, temos:

Figura 4.5

Podemos concluir que o intervalo I1 = [−1; 0], contém pelo menos um zero de f(x),

vejamos as iterações:
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Figura 4.6

Então a raiz real satisfatória de f(x) é x = −0, 77.

Figura 4.7

4.1.1 Estudo da Convergência

Temos que se a função f é contínua no intervalo [a, b] e f(a)f(b) < 0, o método

da Bisseção vai gerar uma sequência {xk} que converge para a raiz.

Para provarmos de forma analítica a convergência faremos algumas considera-

ções. Suponhamos que [a0, b0] seja o intervalo inicial e que a raiz ξ seja única no

interior desse intervalo. Temos então , três sequências:

{ak}: não-decrescente e limitada superiormente por b0; então existe r ∈ R tal

que lim
x→∞

(ak) = r;

{bk}: não- decrescente e limitado inferiormente por a0, então existe s ∈ R tal

que lim
x→∞

(bk) = s;

{xk}: por construção xk =
ak + bk

2
, temos: ak < xk < bk.

Como a amplitude de cada intervalo é a metade da amplitude, ∀k temos:

bk − ak =
b0 + a0

2k
.

Daí segue que:

lim
k→∞

(ak − bk) = lim
k→∞

(a0 + b0)

2k
= 0
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Como {ak} e {bk} são convergentes,

lim
k→∞

bk − lim
k→∞

ak = 0 ⇒ lim
k→∞

bk = lim
k→∞

ak ⇒ r = s.

Seja l = r = s o limite das duas sequências. Dado que para todo k o ponto

xk ∈ (ak, bk), temos:

lim
k→∞

xk = l

. Resta provar que f(l) = 0. Em cada iteração k temos: f(ak)− f(bk) < 0.

Então,

0 ≥ lim
k→∞

f(ak)f(bk) = lim
k→∞

f(ak) lim
k→∞

f(bk) = f( lim
k→∞

ak)f( lim
k→∞

bk) = f(r)f(s) = [f(l)]2

Assim, f(l) = 0. Portanto lim
k→∞

xk. Das hipóteses temos:l = ξ.

4.1.2 Estimativa do Número de Iterações

Dada uma precisão ξ e um intervalo inicial [a, b], é possível saber, a priori, quantas

iterações serão efetuadas pelo método da bisseção até que tenhamos b− a < ξ.

Sabemos que bk − ak =
bk−1 − ak−1

2
=

b0 − a0
2k

, daí temos de obter k de modo

que bk − ak < ε, ou seja:

b0 − a0
2k

< ε ⇒ 2k >
b0 − a0

ε
⇒ klog2 > log(b0−a0)−logε ⇒ k >

log(b0 − a0)− logε

log2

Daí se k satisfaz a relação acima, ao �nal da iteração k teremos o intervalo [a, b] que

contém a raiz ξ, tal que ∀x ∈ [a, b] ⇒ |x− ξ| ≤ b− a < ξ.

4.2 Método da Posição Falsa

Seja f(x) contínua no intervalo [a,b] e tal que f(a)f(b) < 0.

Suponhamos que o intervalo (a, b) contenha uma única raiz da equação f(x) = 0.

No caso do método da bisseção, x é simplesmente a média aritmética entre a e b,

porém se observarmos a função f(x) = x3 − 3x2 + 3, no intervalo inicial [a,b]=[2,3]

e vimos no exemplo 4.1 que f(2) = −1 < 0 < 3 = f(3). Como | f(2) | está mais

próximo de zero que | f(3) |, é provável que a raiz esteja mais próxima de 2 que de

3 (pelo menos isto ocorre quando f(x) é linear em [a,b]).
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Assim, em vez de tomar a média aritmética entre a e b, o método da posição falsa

toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |,

respectivamente:

x =
a | f(b) | +b | f(a) |
| f(b) | + | f(a) |

=
af(b)− bf(a)

f(b)− f(a)
.

Figura 4.8

Para f(a0) < 0 < f(b0) temos as iterações realizadas da seguinte forma:

De�na x0 =
a0f(b0)− b0f(a0)

f(b0)− f(a0)
Se f(x0) < 0, de�na a1 = x0 e b1 = b0

Se f(x0) > 0, de�na a1 = a0 e b1 = x0.

Finalmente de�na a1, a2, . . . , b1, b2, . . . , x0, x1, x2, . . . indutivamente por

xk =
akf(bk)− bkf(ak)

f(bk)− f(ak)
;

Então

ak+1 =

 xk, se f(xk) < 0

ak, se f(xk) > 0

bk+1 =

 bk, se f(xk) < 0

xk, se f(xk) > 0

sendo xk =
akf(bk)− bkp(ak)

f(bk)− f(ak)
∼= ξ ⇒ f(xk) ∼= f(ξ) = 0.

Exemplo 4.3 Utilizaremos h(x) = x3 − 3x2 + 3 já vista no exemplo 4.1, vejamos

as iterações:
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Figura 4.9

Exemplo 4.4 Utilizaremos h(x) = x3−3x2+x+3 já vista no exemplo 4.2, vejamos

as iterações:

Figura 4.10

Observamos então que, dependendo dos pontos escolhidos, o método da posição

falsa necessita de um número menor de iterações em relação ao método da bisseção,

ou seja converge mais rápido para as raízes.

4.3 Método do Ponto Fixo - MPF

Seja f(x) uma função contínua em [a, b], intervalo contendo uma raiz da equação

f(x) = 0.

MPF consiste em transformar esta equação em uma equação equivalente x = g(x)

e a partir de uma aproximação inicial x0 gerar a sequência {xk} de aproximação para

ξ pela relação xk+1 = g (xk) , pois a função g(x) é tal que f(ξ) = 0 ⇔ g(ξ) = ξ.

Uma função g(x) que satisfaz a condição acima é chamada de função de iteração

para a equação f(x).

A forma geral das funções de iteração g(x) é g(x) = x+A(x)f(x), com a condição

que em ξ, ponto �xo de g(x), se tenha A(ξ) ̸= 0.

Proposição 4.4 f(ξ) = 0 ⇔ g(ξ) = ξ
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Prova.

(⇒) Seja ξ tal que f(ξ) = 0, daí g(ξ) = ξ + A(ξ)f(ξ) ⇒ g(ξ) = ξ

(⇐) Se g(ξ) = ξ ⇒ ξ + A(ξ)f(ξ) = ξ ⇒ A(ξ)f(ξ) = 0 ⇒ f(ξ) = 0

Nos grá�cos a seguir, podemos observar que uma raiz da equação x = g(x) é a

abscissa do ponto de interseção y = x da reta e da curva y = g(x).

Figura 4.1: Convergente Figura 4.2: Convergente

Figura 4.3: Divergente Figura 4.4: Divergente

Portanto, para certas g(x), o processo pode gerar sequência divergente de ξ.

4.3.1 Estudo da Convergência do MPF

Temos que dada uma equação f(x) = 0, existe mais de uma função g(x) , tal

que f(x) = 0 ⇔ g(x) = x. .

Teorema 4.2 Seja ξ uma raiz da equação f(x) = 0 , isolada num intervalo I

centrado em ξ. Seja g uma função de iteração para a equação f(x) = 0.
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4.3. MÉTODO DO PONTO FIXO - MPF

Se

(i) g(x) e g′(x) são contínuas em I;

(ii) | g′(x) |≤ M < 1, ∀x ∈ I;

(iii) x0 ∈ I.

Então a sequência {xk} gerada pelo processo iterativo xk+1 = g(xk) converge para

ξ.

Prova. Faremos a prova deste teorema em duas partes

1) Se x0 ∈ I, então xk ∈ I, ∀k;

2)

lim
k→∞

xk = ξ

;

1)ξ é uma raiz exata da equação f(x) = 0. Assim, f(ξ) = 0 ⇔ ξ = g(ξ) e, para

qualquer k, temos:

xk+1 = g(xk) ⇒ xk+1 − ξ = g(xk)− g(ξ).

Como, g(x) é contínua e diferenciável em I, pelo teorema do valor médio, se xk ∈ I,

existe ck entre xk e ξ tal que:

g′(ck)(xk − ξ) = g(xk)− g(ξ).

Portanto, temos:

xk+1 − ξ = g(xk)− g(ξ) = g′(ck)(xk − ξ),∀k.

Assim, xk+1 − ξ = g′(ck)(xk − ξ). Então, ∀k temos:

| xk+1 − ξ |=| g′(ck) || xk − ξ |<| xk − ξ |,

pois | g′(ck) |< 1 temos que a distância entre xk+1 e ξ é estritamente menor que a

distância entre xk e ξ, e como I está centrado em ξ , temos que se xk ∈ I , então

xk+1 ∈ I. Por hipótese, x0 ∈ I, então xk ∈ I, ∀k.

2)Provemos agora que lim
k→∞

xk = ξ.

Temos:

| x1 − ξ |=| g(x0)− g(ξ) |=| g′(c0) || x0 − ξ |≤ M | x0 − ξ |(c0 está entre x0 e ξ)

| x2 − ξ |=| g(x1)− g(ξ) |=| g′(c1) || x1 − ξ |≤ M2 | x0 − ξ |(c1 está entre x1 e ξ)
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4.3. MÉTODO DO PONTO FIXO - MPF

| xk − ξ |=| g(xk−1) − g(ξ) |=| g′(ck−1) || xk−1 − ξ |≤ M | xk−1 − ξ |≤ · · · ≤

Mk(x0 − ξ) (ck está entre xk e ξ)

Então, 0 ≤ lim
k→∞

| xk − ξ | ≤ lim
k→∞

Mk | x0 − ξ | = 0 , pois 0 < M < 1.

Assim, lim
k→∞

| xk − ξ | = 0 ⇒ lim
k→∞

xk = ξ .

Exemplo 4.5 Dado o polinômio f(x) = x3 + 4x2 − 10, onde os coe�cientes são

a = 1, b = 4, c = 0 e d = −10. Pela fórmula de Cardano para as cúbicas temos:

D = 1, 2963 > 0, logo existe uma raiz real e duas complexas conjugadas. Para

facilitar a convergência faremos uma tabela de valores para f(x) e consideraremos

só os sinais, temos:

Figura 4.11

Podemos concluir que o intervalo I = [1; 2] contém pelo menos um zero de f(x).

Existem várias maneiras pelas quais a equação pode ser manipulada para obter-

mos a forma de ponto �xo x = g(x). Veri�caremos algumas a seguir:

x = g1(x) = x3 + 4x2 + x− 10;

x = g2(x) =

√
10

x
− 4x;

x = g3(x) =
1

2

√
10− x3;

x = g1(x) = x− x3 + 4x2 − 10

3x2 + 8x
.

Para �ns desse exemplo consideraremos satisfatório um ξ onde f(ξ) = 2.10−3.

Como valor inicial pode ser a média aritmética do intervalo I, ou seja x0 =
1 + 2

2
= 1, 5, vejamos as iterações:
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Figura 4.12

Então a raiz satisfatória de f(x) é x = 1, 3653.

Figura 4.13

Podemos observar na tabela que, mesmo todos os pontos �xos tendo sido obtido

da mesma função f(x), nem sempre a convergência acontece como esperamos.

Analisaremos alguns dos possíveis motivos para que isso não aconteça, de acordo

com o teorema 4.1:

-Para g1, temos: g′1 = −3x2 − 8x+ 1, ou seja, | g′1(x) |≥ 1 para todo x ∈ I.

O teorema 4.1 não a�rma que o método do ponto �xo vá falhar, porém não há

motivos para que a convergência seja esperada.

-Para g2, não está de�nido para todo x ∈ I.

Portando, também, não existe motivos para que o Método do Ponto Fixo faça a

convergência esperada.

No caso de g3 e g4, observamos que a convergência acontece de forma mais rápida

em g4, na próxima secção veremos porque isso acontece.

4.4 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson tenta acelerar a convergência do MPF, nesta

tentativa é escolhida para função de iteração, a função g(x) tal que g′(ξ) = 0.

Então, dada a equação f(x) = 0 e partindo da forma geral g, queremos obter a

função A(x) tal que g′(ξ) = 0.
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Temos:

g(x) = x + A(x)f(x) ⇒ g”(x) = 1 + A′(x)f(x) + A(x)f ′(x) ⇒ g′(ξ) = 1 +

A′(ξ)f(ξ) + A(ξ)f ′(ξ) ⇒ g′(ξ) = 1 + A(ξ)f ′(ξ).

Logo, g′(ξ) = 0 ⇔ 1 + A(ξ)f ′(ξ) = 0 ⇒ A(ξ) = − 1

f ′(ξ)
⇒ A(x) = − 1

f ′(x)
.

Então , dada f(x) , a função de iteração g(x) = x− f(x)

f ′(x)
será tal que g′(ξ) = 0,

pois

g′(x) = 1− [f ′(x)]2 − f(x).f ′(x)

[f ′(x)]2
=

f(x).f ′′(x)

[f ′(x)]2
.

e, como f(ξ) = 0,g′(ξ) = 0 (desde que f ′(ξ) ̸= 0).

Assim, escolhido x0 , a sequência {xk} será determinada por

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, 2, ....

Exemplo 4.6 Dado o polinômio f(x) = −2x3 − 3x2 + 5x+ 2, onde os coe�cientes

são a = −2, b = −3, c = 5 e d = 2. Pela fórmula de Cardano para as cúbicas temos:

D = −1, 21 < 0, logo existem 3 raiz reais distintas. Para facilitar a convergência

faremos uma tabela de valores para f(x) e consideraremos só os sinais, temos:

Figura 4.14

Podemos concluir que os intervalos I1 = [−3;−2],I2 = [−1; 0] e I = [1; 2] contém

pelo menos um zero de h(x). Para �ns desse exemplo consideraremos satisfatório

um ξ onde f(ξ) = 2.10−3.

Façamos:

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
= x0 −

−2x3
0 − 3x2

0 + 5x0 + 2

−6x2
0 − 6x0 + 5

=
−4x3

0 − 3x2
0 − 2

−6x2
0 − 6x0 + 5

.

Como valor inicial pode ser as médias aritméticas dos intervalos I, ou seja x0 =
−3− 2

2
= −2, 5 para o intervalo [−3;−2], x0 =

−1 + 0

2
= −0, 5 para o intervalo

[−1; 0] e x0 =
1 + 2

2
= 1, 5 para o intervalo [1; 2]. vejamos as iterações:
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Figura 4.15

Então as raízes satisfatórias de f(x) são x1 = −2, 3754, x2−0, 345 e x3 = 1, 2203.

Figura 4.16

4.4.1 Motivação Geométrica

Dado o ponto (kk, f(xk)) traçamos a reta Lk(x) tangente à curva neste ponto

Lk(x) = f(xk)+f ′(xk)(x−xk), daí, Lk(x) = 0 ⇔ x = xk−
f(xk)

f ′(x)
, façamos então

xk+1 = x.

Figura 4.17
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4.4.2 Estudo da Convergência do Método de Newton-Raphson

Teorema 4.3 Sejam f(x).f ′(x), f ′′(x) contínuas num intervalo I que contém a raiz

x = ξ de f(x) = 0. Supondo f ′(ξ) = 0. Então, existe I1 ⊂ I, contendo a raiz ξ, tal

que se x0 ∈ I, a sequência {x−k} gerada pela fórmula recursiva xk−1 = x−k− f(x)

f ′(xk)
convergirá para a raiz.

Prova. Temos que o método de Newton-Raphson é um MPF com função de iteração

g(x), dada por

g(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Precisamos provar que existe I1 ⊂ I centrado em ξ, tal que

i) g(x) e g′(x) são contínuas em I;

ii) | g′(x) |≤ M < 1, ∀x ∈ I.

Temos:

g(x) = x− f(x)

f ′(x)
e g′(x) =

f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
.

Como por hipótese, f ′(x) ̸= 0 e, f ′(x) é contínua em I, é possível obter I1 ⊂ I

tal que f ′(x) ̸= 0,∀ ∈ I.

Assim, no intervalo I1 ⊂ I, tem-se f(x).f ′(x), f ′′(x) são contínuas e f ′(x) ̸= 0.

Daí, g(x) e g′(x) são contínuas em I. Agora, g′(x) =
f(x)f ′′(x)

[f ′′(x)]2
. Como g′(x) é

contínua em I1 e g′(ξ) ̸= 0, é possível escolher I2 ⊂ I1 tal que | g′(x) |< 1,∀x ∈ I2

e, ainda mais, I2 pode ser escolhido de forma que ξ seja seu centro. Conclusão,

conseguimos obter I2 ⊂ I, centrado em ξ, tal que g(x) e g′(x) sejam contínuas em I2

e | g′(x) |< 1, ∀x ∈ I2. Assim, I = I2. Portanto, se x0 ∈ I, a sequência {xk} gerada

pelo processo iterativo xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
converge para a raiz ξ.

4.4.3 Ordem de Convergência

Supondo que o método de Newton-Raphson gera uma sequência {xk} que con-

verge para ξ. Ao observarmos como um MPF, poderíamos dizer que ele tem ordem

de convergência linear. Porém, veremos que o fato de ser uma função de iteração

tal que g′(ξ) = 0 nos leva a provar que a ordem de convergência é quadrática.

Começaremos supondo que estão satisfeitas as hipóteses do teorema 3.2, temos:

xk+1 = xk −
f(x)

f ′(x)
⇒ xk+1 − ξ = xk − ξ − f(x)

f ′(x)
⇒ ek −

f(x)

f ′(x)
= ek+1

Agora desenvolvendo f(x) em torno de xk, temos:
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f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
f ′′(c)

2
(x− xk)

2, ck entre x e xk.

Assim,

0 = f(ξ) = f(xk)− f ′(xk)(xk − ξ) +
f ′′(c)

2
(xk − ξ)2 ⇒ f(xk) = f ′(xk)(xk − ξ)−

f ′′(ck)

2
(xk − ξ)2.

Dividindo toda a equação por f(xk)

f ′′(ck)

2f ′(xk)
e2k = − f(xk)

f ′(xk)
+ ek = ek+1 ⇒

ek+1

e2k
=

1

2

f ′′(ck)

f ′(xk)

dai,

lim
k→∞

ek+1

e2k
=

1

2
lim
k→∞

f ′′(ck)

f ′(xk)
=

1

2

f ′′( lim
k→∞

ck)

f ′( lim
k→∞

ck)
=

1

2

f ′′(ξ)

f ′(ξ)
=

1

2
g′′(ξ) = c.

Portanto, o método de Newton-Raphson tem convergência quadrática.

4.5 Método da Secante

Tal método consiste em substituir a derivada f ′(x), utilizada no método de

Newton-Raphson, pelo quociente das diferenças:

f ′(xk) ≈
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

Onde xk e xk−1 são duas aproximações para a raiz.

Neste caso, a função de iteração �ca:

xk+1 = xk −
f(xk)

f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

=
xk−1f(xk)− xkf(xk−1)

f(xk)− f(xk−1)

Exemplo 4.7 Dado o polinômio f(x) = x3− 2x2− 2x+2, onde os coe�cientes são

a = 1, b = −2, c = −2 e d = 2. Pela fórmula de Cardano para as cúbicas temos:

D = −1, 37 < 0, logo existem 3 raiz reais distintas. Para facilitar a convergência

faremos uma tabela de valores para f(x) e consideraremos só os sinais, temos:

Figura 4.18
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Podemos concluir que os intervalos I1 = [−2;−1], I2 = [0; 1] e I = [2; 3] contém

pelo menos um zero de f(x). Para �ns desse exemplo consideraremos satisfatório

um ξ onde f(ξ) = 2.10−3.

Façamos:

x2 =
x0f(x1)− x1f(x0)

f(x1)− f(x0)

Consideraremos Como valores iniciais x0 = −2 e x1 = −1 para o intervalo

[−2;−1], x0 = 0 e x1 = 1 para o intervalo [0; 1] para o intervalo [−1; 0] e x0 = 2 e

x1 = 3 para o intervalo [2; 3]. vejamos as iterações:

Figura 4.19

Então as raízes satisfatórias de f(x) são x1 = −1, 17 x2 = −0, 689 x3 = 2, 481

Figura 4.20

4.6 Método de Muller

O método de Muller, uma generalização da abordagem utilizada no método da

secante,onde ao invés da aproximação ser feita pela reta que passa por dois pontos
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da curva, é feita pela parábola que passa por três pontos dados, utilizado para obter

uma ou mais raízes reais de uma função f(x).

Dados três valores reais, x0, x1 e x2, um polinômio quadrático é construído de

modo que os três pontos (xi, f(xi)), com i = 0, 1, 2, são interpolados. Uma das

raízes deste polinômio é utilizada como uma aproximação inicial para uma raiz de

f(x).

O polinômio quadrático de interpolação é obtido através da fórmula de interpo-

lação de Newton-Raphson, dado por

p(x) = f(x2) + (x− x2)f [x2, x1] + (x− x2)(x− x1)f [x2, x1, x0] (1)

onde as diferenças divididas f [x2, x1] e f [x2, x1, x0] são de�nidas como segue (2)

f [x1, x0] =
f(x0)− f(x1)

x0 − x1

f [x2, x1] =
f(x1)− f(x2)

x1 − x2

f [x2, x1, x0] =
f [x1, x0]− f [x2, x1]

x0 − x1

.

Note que se x0, x1, x2 são distintos, as diferenças obtidas são de primeira e

segunda ordem, respectivamente.

Substituindo xi em (1) e reduzindo a expressão obtida através de (2). A fórmula

(1) é chamada de forma das diferenças divididas de Newton-Raphson da interpolação

polinomial.

Reescrevendo (1) em uma forma mais conveniente, temos:

p(x) = a(x− x2)
2 + 2b(x− x2) + c

onde 
a = f [x2, x1, x0]

b =
1

2
(f [x2, x1] + (x2 − x1)f [x2, x1, x0])

c = f(x2)

Se h é a raiz de menor valor absoluto da fórmula quadrática ah2 + 2bh+ c = 0,

então x3 = x2 + h é a raiz de p(x), muito próxima de x2.

Para encontrar a menor raiz da equação quadrática, utilizamos a solução padrão
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h =
−b±

√
∆

2a

Por questões de estabilidade numérica, racionalizando o numerador, temos:

x3 = x2 +
2c

b±
√
b2 − 4ac

.

Onde o sinal da raiz quadrada é escolhido de modo a maximizar o valor absoluto

do denominador, como estamos interessados na raiz mais próxima de xi−1, devemos

escolher o mesmo sinal de b para tornar o denominador o maior possível, ou seja

sendo o sinal positivo para b ≥ 0 e negativo para b < 0.

Genericamente, temos que o método de Muller consiste no seguinte processo

recursivo (4)

xi+1 = xi +
2ci

bi ±
√

b2i − 4aici

onde


ai = f [xi−2, xi−1, xi]

bi =
1

2
(f [xi, xi−1] + (xi − xi−1)f [xi, xi−1, xi−2])

ci = f(xi)

ou



ai =
(xi−1 − xi)(f(xi−2)− f(xi))− (xi−2 − xi)(f(xi−1 − f(xi))

(xi−2 − xi−1)(xi−2 − xi)(xi−1 − xi)

bi =
(xi−2 − xi)

2(f(xi−1)− f(xi))− (xi−1 − xi)
2(f(xi−2 − f(xi))

(xi−2 − xi−1)(xi−2 − xi)(xi−1 − xi)

ci = f(xi)

Repetindo (4) iterativamente, temos que se a sequência gerada {xn : n > 0}

converge para um ponto α e que se f ‘(α) ̸= 0, então α é uma raiz de f(x).

Note que se a = 0 então a interpolação linear em cada iteração é equivalente ao

método da secante. Se a = b = 0, então f(x0) = f(x1) = f(x2). Neste caso, iteração

deve ser retomada com diferentes valores iniciais.
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Exemplo 4.8 Dado o polinômio f(x) = x3−4x−1, onde os coe�cientes são a = 1,

b = 0, c = −4 e d = −1. Pela fórmula de Cardano para as cúbicas temos: D =

−2, 12 < 0, logo existem 3 raiz reais distintas. Para facilitar a convergência faremos

uma tabela de valores para f(x) e consideraremos só os sinais, temos:

Figura 4.21

Podemos concluir que os intervalos I1 = [−2;−1], I2 = [−1; 0] e I = [2; 3] contém

pelo menos um zero de f(x). Para �ns desse exemplo consideraremos satisfatório

um ξ onde f(ξ) = 2.10−3.

Façamos:

xi+1 = xi +
2ci

bi ±
√

b2i − 4aici

Com



ai =
(xi−1 − xi)(f(xi−2)− f(xi))− (xi−2 − xi)(f(xi−1 − f(xi))

(xi−2 − xi−1)(xi−2 − xi)(xi−1 − xi)

bi =
(xi−2 − xi)

2(f(xi−1)− f(xi))− (xi−1 − xi)
2(f(xi−2 − f(xi))

(xi−2 − xi−1)(xi−2 − xi)(xi−1 − xi)

ci = f(xi)

Consideraremos Como valores iniciais x0 = −1, x1 = −2 e x2 = −3 para o

intervalo [−2;−1], x0 = −1, x1 = 0 e x2 = 1 para o intervalo [−1; 0] e x0 = 2,

x1 = 3 e x2 = 4 para o intervalo [2; 3]. vejamos as iterações:

Figura 4.22

Então as raízes satisfatórias de f(x) são x1 = −1, 861 x2 = −0, 254 x3 = 2, 115.

57



4.6. MÉTODO DE MULLER

Figura 4.23
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Capítulo 5

Sugestões de Alguns Exercícios para

Aplicação no Ensino Básico

Veremos a seguir alguns exercícios que visam a resolução de algumas funções no

que diz respeito a encontrar as raízes das mesmas, o que dará suporte no entendi-

mento dos métodos vistos nos capítulos anteriores.

A escolha de um método não serve de parâmetro e garantia de que o mesmo seja

a melhor forma de resolução para o determinado exercício, ele apenas ilustrá um dos

meios que a equação pode ser resolvida.

5.1 Exercício de Função Polinomial do 1o grau

Exercício 5.1 Dada a função f(x) =
5x

4
− 3, determine a raiz e represente seu

grá�co.

Resolução: 1 Temos: f(x) =
5x

4
− 3, e para encontrarmos raiz precisamos que

f(x) = 0, logo
5x

4
− 3 = 0 e como se trata de uma função do 1o grau a raiz acontece

quando x = − b

a
nesse caso a =

5

4
e b = −3, então x = −(−3)

5

4

=
12

5
.
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5.2. EXERCÍCIO DE FUNÇÃO POLINOMIAL DO 2o GRAU

Figura 5.1

5.2 Exercício de Função Polinomial do 2o grau

Exercício 5.2 Dada a função f(x) = −3x2−x+5, determine as raízes, Utilizando

a fórmula de Bhaskara e o método da Bisseção, e represente seu grá�co.

Resolução: 2 Temos: f(x) = −3x2−x+5, e para encontrarmos as raízes precisa-

mos que f(x) = 0, logo −3x2−x+5 = 0, com a = −3, b = −1 e c = 5. Como se trata

de uma função do 2o grau veri�camos que ∆ = b2−4ac = (−1)2−4.(−3).5 = 61 > 0,

logo f(x) tem duas raízes reais distintas.

Utilizando a fórmula de Bhaskara encontramos x =
−b±

√
∆

2a
=

−(−1)±
√
61

2.(−3)
,

fazendo
√
61 ≈ 7, 8102, temos:

x1 =
1 + 7, 81

2.(−3)
= −1, 468

e

x2 =
1− 7, 81

2.(−3)
= 1, 135.

Pelo método da Bisseção, para facilitar a convergência faremos uma tabela de

valores para f(x) e consideraremos só os sinais, temos:

Figura 5.2
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5.3. EXERCÍCIO DE FUNÇÃO POLINOMIAL DO 3o GRAU

faremos as iterações para os intervalos [a0; b0] = [−2;−1] e [c0; d0] = [1; 2], vejamos

a tabela de iterações:

Figura 5.3

Logo, as raízes satisfatórias de f(x) são x1 = −1, 468, x2 = 1, 135

Figura 5.4

5.3 Exercício de Função Polinomial do 3o grau

Exercício 5.3 Dada a função f(x) = 8x3 + 4x2 − 2x − 1, determine as raízes,

Utilizando a fórmula de Cardano e o método da Posição Falsa, e represente seu

grá�co.

Resolução: 3 Temos: f(x) = 8x3 + 4x2 − 2x − 1, e para encontrarmos as raízes

precisamos que f(x) = 0, logo 8x3 + 4x2 − 2x − 1 = 0. Para utilizarmo a fórmula
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5.3. EXERCÍCIO DE FUNÇÃO POLINOMIAL DO 3o GRAU

de Cardano é necessário que façamos a forma reduzida eliminando o x2, �cando a

equação o 3o grau do tipo y3 + py + q = 0. Portanto temos:

1

8
(8x3 + 4x2 − 2x− 1) = x3 +

1

2
x2 − 1

4
x− 1

8
= 0.

Sendo a = 1, b =
1

2
, c = −1

4
e d = −1

8
. Consideremos x = y − b

3
= y − 1

6
, logo:

(
y − 1

6

)3

+
1

2

(
y − 1

6

)2

− 1

4

(
y − 1

6

)
− 1

8
= y3 − y

3
− 74

999
= 0

Com p = −1

3
e q =

74

999
, façamos D =

(q
2

)2
+
(p
3

)3
=

 74

999
2


2

+

−1

3
3


3

= 0,

logo a equação tem 3 raízes reais sendo duas repetidas.

Utilizando a fórmula de Cardano para as cúbicas, quando D=0, as raízes são:

y1 = u1 + v1 = 2 3

√
−q

2
= 2

3

√√√√√
−

(
− 74

999

)
2

=
2

3

y2 = y3 = (w + w)u1 = −u1 = − 3

√
−q

2
= −

3

√√√√√
−

(
− 74

999

)
2

= −1

3

com isso x1 = y1 −
1

6
=

2

3
− 1

6
=

1

2
e x2 = x3 = y2 −

1

6
= −1

3
− 1

6
= −1

2
.

Pelo método da falsa posição, Para facilitar a convergência faremos uma

tabela de valores para f(x) e consideraremos só os sinais, temos:

Figura 5.5

Faremos as iterações para o intervalo [a0; b0] = [0; 1], vejamos a tabela de itera-

ções:

Figura 5.6
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5.4. EXERCÍCIO DE FUNÇÃO POLINOMIAL DO 4o GRAU

Como não exite outro intervalo que f(a)f(b) < 0, encontraremos os pontos restan-

tes reduzindo a equação para uma de 2o grau e utilizaremos a fórmula de Bhas-

kara. Pela proposição 2.1, se
1

2
é raiz de f(x), então (x − 1

2
) | f(x), vejamos:

8x3 + 4x2 − 2x− 1

x− 1

2

= 8x2 + 8x+ 2.

Assim ∆ = 82 − 4.8.2 = 0, logo duas raízes reais iguais. As raízes são:

x1 = x2 =
−b±

√
∆

2a
= − 8

16
= −1

2
.

Logo, as raízes de f(x) são x1 = −1

2
e x2 =

1

2
.

Figura 5.7

5.4 Exercício de Função Polinomial do 4o grau

Exercício 5.4 Dada a função f(x) = x4 − 4x3 − x2 + 8x + 1, determine as raí-

zes, Utilizando o método de Newton-Raphson e método da secante, e represente seu

grá�co.

Resolução: 4 Temos: f(x) = x4 − 4x3 − x2 + 8x + 1, e para encontrarmos as

raízes precisamos que f(x) = 0, logo x4 − 4x3 − x2 + 8x + 1 = 0. Para facilitar a

convergência faremos uma tabela de valores para f(x) e consideraremos só os sinais,

temos:

Figura 5.8
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Podemos concluir que os intervalos I1 = [−2;−1], I2 = [−1; 0], I3 = [1; 2] e I4 =

[3; 4] contém pelo menos um zero de f(x).

Para �ns desse exercício consideraremos satisfatório um ξ onde f(ξ) = 2.10−3.

Pelo método de Newton-Raphson, conhecendo os resultados acima, Façamos:

x1 = x0 −
h(x0)

h′(x0)
= x0 −

x4
0 − 4x3

0 − x2
0 + 8x0 + 2

4x3
0 − 12x2

0 − 2x0 + 8
=

3x4
0 − 8x3

0 − x2
0 − 1

4x3
0 − 12x2

0 − 2x0 + 8

como valor inicial pode ser as médias aritméticas dos intervalos I, ou seja x0 =
−2− 1

2
= −1, 5 para o intervalo [−2;−1], x0 =

−1 + 0

2
= −0, 5 para o intervalo

[−1; 0], x0 =
1 + 2

2
= 1, 5 para o intervalo [1; 2] e x0 =

3 + 4

2
= 3, 5 para o intervalo

[3; 4]. vejamos as iterações:

Figura 5.9

Pelo método da Secante, utilizaremos também os intervalos I1 = [−2;−1],I2 =

[−1; 0], I3 = [1; 2] e I4 = [3; 4] de h(x).

Façamos:

x2 =
x0f(x1)− x1f(x0)

f(x1)− f(x0)
.

Consideraremos Como valores iniciais x0 = −2 e x1 = −1 para o intervalo

[−2;−1], x0 = −1 e x1 = 0 para o intervalo [−1; 0], x0 = 1 e x1 = 2 para o

intervalo [1; 2] e x0 = 3 e x1 = 4 para o intervalo [3; 4]. vejamos as iterações:

Figura 5.10

Então a raízes satisfatória de f(x) são x1 = −1, 2687, x2 = −0, 1241, x3 = 1, 7388

e x4 = 3, 6540.
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Figura 5.11

Exercício 5.5 Dada a função f(x) = x4 − 5x2 + 2, determine as raízes, utilizando

o método de Muller, e represente seu grá�co.

Resolução: 5 Dado o polinômio f(x) = x4 − 5x2 + 2, onde os coe�cientes são

a = 1, b = 0, c = −4, d = 0 e e = 2. Para facilitar a convergência faremos uma

tabela de valores para f(x) e consideraremos só os sinais, temos:

Figura 5.12

Podemos concluir que os intervalos I1 = [−3;−2], I2 = [−1; 0], [0; 1] e I = [2; 3]

contém pelo menos um zero de f(x). Para �ns desse exercício consideraremos sa-

tisfatório um ξ onde f(ξ) = 2.10−3.

Façamos:

xi+1 = xi +
2ci

bi ±
√

b2i − 4aici

com 

ai =
(xi−1 − xi)(f(xi−2)− f(xi))− (xi−2 − xi)(f(xi−1 − f(xi))

(xi−2 − xi−1)(xi−2 − xi)(xi−1 − xi)

bi =
(xi−2 − xi)

2(f(xi−1)− f(xi))− (xi−1 − xi)
2(f(xi−2 − f(xi))

(xi−2 − xi−1)(xi−2 − xi)(xi−1 − xi).

ci = f(xi)
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Consideraremos como valores iniciais x0 = −4, x1 = −3 e x2 = −2 para o

intervalo [−3;−2], x0 = −2, x1 = −1 e x2 = 0 para o intervalo [−1; 0], x0 = 0,

x1 = 0, 5 e x2 = 1 para o intervalo [0; 1] e x0 = 1, x1 = 2 e x2 = 3 para o intervalo

[2; 3] . vejamos as iterações:

Figura 5.13

Então as raízes satisfatórias de f(x) são x1 = −2, 136, x2 = −0, 662, x3 = 0, 662

e x4 = 2, 136.

Figura 5.14
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Apêndice

Matriz e Determinante de Vandermonde

Em álgebra linear, uma matriz de Vandermonde, cujo nome faz referência a

Alexandre-Théophile Vandermonde, é uma matriz em que os termos de cada linha

estão em progressão geométrica.

Uma matriz de Vandermonde de ordem m× n tem a forma geral:

V =


1 α1 α2

1 . . . αn−1
1

1 α2 α2
2 . . . αn−1

2

...
...

...
. . .

...

1 αm α2
m . . . αn−1

m


ou

Vi,j = αj−1
i

para todos os índices i e j. Se �zermos a transposta da matriz acima, temos as

colunas em progressão geométrica.

O determinante de uma matriz de Vandermonde de tamanho n×n se expressa

da seguinte forma:

|V | =
∏

1≤i<j≤n

(αj − αi)

Esta fórmula é conhecida por vezes como o discriminante, mas em geral o discri-

minante é de�nido como o quadrado da fórmula acima.

Demonstra-se essa fórmula por indução. No caso da matriz 2×2 é fácil veri�car.

|V | = v1,1v2,2 − v1,2v2,1 = α2 − α1 =
∏

1≤i<j≤2

(αj − αi)

Agora, provemos para a matriz n× n supondo válido para as matrizes (n− 1)×

(n− 1). Seja ci a coluna i, então multiplicamos a coluna ci por −α1 e somamos com

a coluna ci+1 com i = 1, 2, 3, ..., n:
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|V | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α1 α2
1 . . . αn−1

1

1 α2 α2
2 . . . αn−1

2

...
...

...
. . .

...

1 αn α2
n . . . αn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0

1 α2 − α1 α2(α2 − α1) . . . αn−2
2 (α2 − α1)

...
...

...
. . .

...

1 αn − α1 αn(αn − α1) . . . αn−2
n (αn − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Multiplicando por −1 a primeira linha e somando-a as demais linhas, achando assim

uma matriz de (n− 1)× (n− 1), logo:

|V | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0

0 α2 − α1 α2(α2 − α1) . . . αn−2
2 (α2 − α1)

0 α3 − α1 α3(α3 − α1) . . . αn−2
3 (α3 − α1)

...
...

...
...

0 αn − α1 αn(αn − α1) . . . αn−2
n (αn − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Calculando o determinante pelo teorema de Laplace eliminando a primeira linha e

a primeira coluna e segue da propriedade que se pode fatorar os coe�cientes caindo

em uma matriz de Vandermonde (n− 1)× (n− 1).

|V | = (α2 − α1)(α3 − α1) . . . (αn − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α2 α2
2 . . . αn−2

2

1 α3 α2
3 . . . αn−2

3

1 α4 α2
4 . . . αn−2

4

...
...

...
...

1 αn α2
n . . . αn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
E por hipótese de indução temos:

|V | =
∏

1≤i<j≤n

(αj − αi).
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