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Resumo

Em diversos problemas de carater cientifico, ¢ comum depararmo-nos com a ne-
cessidade de obter uma solucao aproximada para encontrar raizes de funcoes. Nesse
ponto, este trabalho objetiva realizar um estudo acerca de alguns métodos utilizados
para a obtencao de uma solugao aproximada das raizes de funcoes. A pesquisa reali-
zada deu-se por meio de uma revisao bibliografica, enfocando os Métodos Numéricos
da Bissecao, Falsa Posicao, Ponto Fixo, Newton-Raphson, Secante e Muller. Com
o intuito de ilustrar o funcionamento e aplicacao desses métodos, foram realizados
testes numeéricos de problemas extraidos da literatura por meio da implementacao
destes. Para cada teste realizado foram analisados os parametros que influenciam
cada método e a situagao de convergéncia para a solugao aproximada dos problemas
analisados. Embora esses métodos, nem sempre, disponibilizem raizes exatas, estas
poderao ser calculadas com a precisao que o problema necessite. Nesse ponto, fica
evidente a importancia de estudar métodos para encontrar tais raizes de equacoes.
Diante disso, o trabalho se justifica na necessidade de se discutir os problemas volta-
dos a encontrar raizes de fungoes polinomiais, existentes na literatura. Além disso,
o presente trabalho descreve um comparativo entre os métodos estudados mediante
aplicacao de problemas matematicos. Todo esse material de pesquisa torna-se habil
e eficaz para os estudantes e profissionais de todas as areas que dele faca uso, ou,

porventura, pretendam extrai-lo para enriquecimento de fontes diversas de estudo.

Palavras-chave: Zeros de Funcoes Polinomiais e Transcendentes. Métodos
Numéricos da Bissecao, Falsa Posicao, Ponto Fixo, Newton-Raphson, Secante e

Muller



Abstract

In several scientific character problems, it is common to come across us with the
need to obtain an approximate solution to find roots of functions. At this point,
this paper aims to conduct a study about some methods used to obtain an ap-
proximate solution of the functions of roots. The survey was made by means of a
literature review, focusing on Numerical Methods Bisection, False Position, Fixed
Point, Newton-Raphson and Secant. In order to illustrate the operation and ap-
plication of these methods, numerical test problems taken from the literature were
performed by implementing these. For each test performed were analyzed parame-
ters that influence each method and the convergence situation for the approximate
solution of the analyzed problems. Although these methods do not always make
available exact roots, they can be calculated with the precision that the problem
needs. At this point, it is evident the importance of studying methods for finding
such equations roots. Thus, the work is justified on the need to discuss the problems
facing the finding roots of polynomial functions in the literature. In addition, this
paper describes a comparison between the methods studied by applying mathema-
tical problems. All this research material becomes adept and effective for students
and professionals from all areas that make use of them, or perhaps wish to extract

it for enrichment of several sources of study.

Keywords: Zeros of Polynomial Functions and Transcendent. Numerical Methods

of bisection, False Position, Fixed Point, Newton-Raphson, Secant and Muller.
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Introducao

A pratica profissional com estudantes do Ensino Fundamental e Médio tem re-
velado certa ineficiéncia na forma tradicional de se estudar as raizes de equagoes
algébricas e transcendentes. Expor o contetido de equagoes apenas pelo método
algébrico, dar alguns exemplos e, em seguida, uma bateria de exercicios nao tem
sido eficaz na construcao do conhecimento, nem no desenvolvimento do conceito
que, dessa maneira, torna-se extremamente abstrato e com pouco significado para o
aluno.

Os estudantes tém os primeiros contatos com as equagoes algébricas no oitavo
ano (antiga sétima série), quando estudam as raizes de equagoes do 1° grau. Depois,
no nono ano (antiga oitava série), estudam as equacoes de primeiro e de segundo
grau, bem como as suas funcoes associadas. Como no Ensino Fundamental esses
alunos tiveram contatos com tais equacgoes algébricas, pressupoe-se que, no Ensino
Meédio, eles ja tenham esses conceitos interiorizados.

Entretanto, percebe-se que a maioria deles nao consegue diferenciar uma equacao
de uma fungao e nao tem conhecimento de métodos mais gerais (numéricos aproxi-
mados) para determinar as raizes de uma equacao. Um dos problemas detectados
entre esses alunos esta na falta de compreensao do resultado de uma equacao algeé-
brica (ou seja, ao atribuir significado a sua raiz). Para se chegar ao resultado, muitos
utilizam técnicas mecanizadas. Por exemplo: ao resolver uma equagao do primeiro
grau, = + 2 = 0, dizem: (& s6 passar o dois para o outro lado com o sinal trocado).
Mas se forem perguntados sobre o que significa este x = —2, eles nao sabem dizer e
simplesmente afirmam que (é a resposta).

Por estarem mais acostumados com a aritmética, os alunos tém dificuldades
em lidar com a &lgebra. Como encontrar o valor de x, torna-se um grande pro-

blema para muitos alunos. Sendo assim, é importante que o professor nao dé énfase
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apenas em um método de resolucao, mas permita que o estudante experimente dife-
rentes possibilidades, relacionadas a solucao, interpretacao e aplicacao das equacoes.
Procurando buscar solucoes para algumas dificuldades que, em geral, os alunos do
Ensino Fundamental e Médio encontram em &lgebra, resultando em certos bloqueios
no aprendizado da matematica, e que estas dificuldades podem perdurar por muito
tempo, chegando até ao Ensino Superior, surgiu o interesse pelo tema da presente
pesquisa.

A maioria dos alunos do Ensino Médio tem dificuldades para utilizar as técni-
cas apropriadas na resolucao de equagoes algébricas e transcendentes porque quase
sempre realizaram-nas de forma mecanizada, sem entender o processo, o que se ca-
racteriza pela abordagem de enfocar o conceito apenas pelo conceito. Fiorentini e
Miorim em uma de suas pesquisas afirmaram que a maioria dos professores trabalha
a algebra de maneira mecanica e automatizada, dissociada de qualquer significacao
logica, enfatizando simplesmente a memorizacao e a manipulacao de regras, mace-
tes, simbolos e expressoes, tal como ocorria ha varias décadas mostram que o seu
ensino nao tem recebido devida atengdo (FIORENTINI;MIORIM, 1992).

Observou-se em alguns livros didaticos usados, atualmente, no terceiro ano do
Ensino Médio, que nao é habitual usar métodos numéricos para determinar as raizes
de uma equacdo. Assim, foi feita uma experiéncia com os alunos/sujeitos desta
pesquisa: o uso de um método de aproximacao de faceis manuseio e entendimento
conhecido como método da Bissecao. Além de lhes disponibilizar uma ferramenta
matematica mais geral para calculo de raizes, a expectativa é de que, ao tomar
contato com a dinamica desse tipo de método, os estudantes estejam mais preparados
para enfrentar os cursos superiores de Engenharia ou areas afins, em que as ideias
de variacao e convergéncia predominam.

Diante dos questionamentos levantados formulou-se a questao principal dessa
pesquisa: De que forma as articulagoes entre tratamentos analiticos, geométricos e
numéricos aproximados podem auxiliar o estudo de raizes de equacoes algébricas no
Ensino Médio? A intencao de explorar um estudo iterativo de métodos algébricos,
geométricos e numéricos aproximados, para determinar as raizes de equacgoes algé-
bricas numa turma de alunos do Ensino Médio constituiu-se no objetivo geral de

investigacao deste trabalho, o que pareceu pertinente pela sua importancia, tanto



na matematica, como em &reas afins. Além disso, alguns alunos do Ensino Médio,
que farao curso superior em areas de exatas, necessitarao desses conceitos.

Foram destacados ainda, trés objetivos especificos:

a) trabalhar a diferenciagao entre fungao e equagao, visando retomar o significado
do valor numérico encontrado como raiz de uma equacao;

b) levar o aluno a lidar com equagOes e suas raizes em situacoes e problemas,
alternando tratamentos (dentro do mesmo registro) e conversoes (entre registros
diferentes);

¢) explorar o ensino dos Métodos Numéricos da Bisse¢do, Falsa Posi¢ao, Ponto
Fixo, Newton-Raphson, Secante e Muller, como sintese das representacoes algébri-
cas, geométricas e numéricas aproximadas e convergentes. A proposta é o desen-
volvimento de um tépico do programa de equagoes algébricas: estudo das raizes de
uma equacao, através de atividades que desafiam a curiosidade, evitando, assim,
que o professor utilize o tempo em sala de aula apenas com atividades de natureza
tradicional. Um aspecto a ser observado é a utilizacao do microcomputador e da
calculadora nas aulas de Matemaética, pois sao instrumentos valiosos, especialmente
quando a proposta envolve lidar com método de aproximacao numeérico associado a
interpretacoes algébricas e geométricas.

Nessa pesquisa, fez-se o uso dessas tecnologias ao desenvolver o conjunto de ati-
vidades, cujo objetivo foi o de despertar nos alunos interesse e entendimento de
resolucao de Equagoes. As atividades em forma de sequéncia didatica, conforme
Zabala (1998), apresentam-se como uma maneira de encadear e articular os dife-
rentes conteidos ao longo de uma unidade didatica, de forma que se possa analisar
as tarefas realizadas e as possiveis intervengoes a serem empregadas. Dessa forma,
buscou-se o desenvolvimento de uma sequéncia didatica de atividades que fosse
incorporada a metodologia de estudo, permitindo aproveitar os conhecimentos pré-
vios que cada aluno tem em relagao ao contetiido de aprendizagem. Esta sequéncia
buscou, também, promover uma atitude favoravel, motivadora em relacao a apren-
dizagem de novos contetdos, de forma que estimulasse a autoestima e a construcao
do conhecimento, ajudando o aluno a adquirir habilidades relacionadas ao aprender
a aprender, que lhe permitam ser cada vez mais autonomo em suas aprendizagens.

Seré possivel vislumbrar nesse trabalho as raizes das fungoes polinomiais como
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pontos especificos do dominio que possuem a capacidade de tornar nulas as equa-
¢oes. Tais pontos (raizes) quando conhecidos possibilitam a aplicagdo em problemas
praticos de diversas areas do conhecimento. Assim, nos dois primeiros capitulos,
discorre-se acerca de um visao geral sobre polindmios e funcoes polinomiais, sendo
nos terceiro e quarto trabalhados métodos de resolucoes de equacgoes até o 4° grau.
Reserva-se ao 5°, sendo este o tltimo, alguns exercicios resolvidos pelos métodos

vistos nos 3° e 4° capitulos.



Capitulo 1
Polinémios

Definigao 1.1 Um polinémio sobre C é uma expressao algébrica da forma ag+ayx+
asx®+- - +a,z", onde a; € C, n € NU{0} ez é uma varidvel compleza. Os nimeros
~ . . 2 n

ag, a1, as, . .., a, sao denominados coeficientes e as parcelas ag, a1z, asx”, . .., a,T
sao chamados termos do polindomio p.

A fungio p : C — C dada por p(x) = ag + a1 + axx® + - - - + a,x" € denominada
funcao polinomazal.

Por convengdo no que seque, vamos nos referir a fun¢ao polinomial p(x) sim-

plesmente como polinémio.

Exemplo 1.1 Dado p(z) = 12 — 10x — 42% + 223, temos os coeficientes ag = 12,

ay = —10, ag = —4, as = 2.

Definigao 1.2 Dado o niimero a e o polinémio p(x) = ag+ a1z + asx?® +- - - +a,z",

chama-se valor numérico de p em « a imagem de « pela func¢ao p, isto é:
p(a) = ap + a1a + aza® + - + a0
Exemplo 1.2 Se p(a) =12 — 10a — 4a? + 203, para o = 2, temos:

p(2) =12 —10.2 — 4.2 4223 = 8.

1.1 Polinémio Nulo

Definicao 1.3 Dizemos que um polinémio p € nulo quando p assume o valor nu-

meérico zero para qualquer x € C.



1.2. IGUALDADE DE POLINOMIOS

Teorema 1.1 Um polinomio p € nulo se, e somente se, todos os seus coeficientes
forem nulos. Isto é, se p(x) = ag + a1 + axx® + -+ + a,z", entdo p(xr) = 0 para

todo x € C se, e somente se, ag =a; =ay = -+ = a, = 0.

Prova. E imediato que ay = a; = ay = - -+ = a,, = 0 implica que p(z) = 0 + 0z +
022 4+ --- 4+ 02™ = 0, para todo z € C. Por outro lado, se p é nulo, entdo existem
n + 1 ndmeros complexos aq, ay, ao, . .., a,, distintos dois a dois, que sao raizes de
p, ou seja:

p<040> = ag + a1 + G/ZO% + -4+ anag
p<041) = ag + a10q + a2a§ + 4 Cln&?
p(OQ) = ag + a1 + a2ag + -+ Canég
flan) = ag + a1, + a2ai + s+ apal.

Assim, temos um sistema linear homogéneo do tipo (n+1) x (n+ 1) cujas incognitas
SA0 Gg, A1, A2, . . ., Gy.

Como o determinante deste sistema é dado por:

2 n
I o af ... og
2 n
1 o aof ... of
— 2 — P .
D=1 ay a2 ... af _H(O‘Z a;) #0
. . i#j
2 n
1 ap af ... «aj

tratando-se de uma matriz de Vandermonde (ver apéndice A), e cujos elemen-
tos caracteristicos sao «q,aq, o, ..., q, todos distintos, o sistema tem uma tunica
solucao que ¢ a trivial:

g =a1 =ag =---=a, =0.

1.2 Igualdade de Polindmios

Proposicao 1.1 Dizemos que dois polindmios p e g sao tguais se, e somente se,

0s coeficientes de p e g forem ordenadamente iguais, ou seja



1.3. ADICAO DE POLINOMIOS

se
p(r) = ap + a17 + agx® + -+ +a,a" = Zaixi
i=0
e
g(z) = by + byw + box® + - + bz = Zbixi
i=0
temos:

p=g<a; =b,vie{0,1,..,n}

Prova. Para todo xz € C, temos:
n n

=0

i=0
Zbixi:0@Zaimi:Zbimi(:)f(x):g(m). |
i=0 i=0 i=0

Exemplo 1.3 Dado p(x) =a+3x —cx®*+ (c+ 1)z® e g(x) =2+ (a+b)x — (a +
b+ 1)z? + da?, determine os valores de a, b, ¢ e d de modo que 0s polinémios p e g
sejam 1gquais.

Temos:

a=2

3=a+b=>3=24+b=>b=1

c=a+b+1=c=241+1=c=14

ct+tl=d=4+1=d—d=>5.

1.3 Adicao de Polin6mios

Definicao 1.4 Dados dois polinémios

p(z) = ag + a17 + agx® + -+ + a2 = Zaia:i
i=0

i=0
chama-se soma de p com g o polinémio
(p+9)(x) = (ap + bo) + (a1 + b))z + - + (a, + b,)z"

1sto é:
n

(p+9)(x) =plx) +g(x) = (a; + b)a’.

=0



1.3. ADICAO DE POLINOMIOS

Exemplo 1.4 Somar p(z) =12 — 10x — 422 + 22° e g(x) =8 — 5z + 2zt

Temos:

(p+g)(x) = (124 8) + (=10 — 5)x — 42 + 2)23 + 224
=20 — 15z — 422 + 223 + 222
=20 — 15z — 222 + 225.

Teorema 1.2 A operacao de adigao define em P( conjunto dos polindmios de coe-
ficientes complexos) uma estrutura de grupo, isto é:

[A-1] Associativa

[A-2] Comutativa

[A-3] existéncia de elemento neutro

[A-4] existéncia de inverso aditivo

Prova. Sendo f(x Zalx g(z me h(z Zcixiej(x):Zaixi:
Ocomfg,hejep -
[A-1] f+ (g +h)=(f+9)+h
Fazendo f+ (g + h) = dee (f+9)+h= Zew
temos: d; = a; + (b; +cl) (a; +b;) + ¢; = e, ‘v’zE{O,l,..., n}.
[A-2]f+9=g+f. §
Fazendo (f + g)(x Zﬁﬂ} e(g+ f)lx Zém
temos: 3; = a; +b; = bi + a; = 0;, Vi € {0,1, ,n}
[A-3] f+j =/

Fazendo f(x) = Za,x e j(z Za x',
i=0
temos: f+j=f<a;+a; = a;, Vz € {0,1,...,n}.

Entdo «; =0, Vi € {0,1,...,n}, portanto j é o polinomio nulo.

[A-4] f+1=j,com e P.

Fazendo I(z) = ani,

=0
temos: f+1l=j7< a;+1r; =0.

n

Entao r; = —a;, portanto [(x) = Z(—ai)xi = —ag— T — A — - — apa™ @
i=0

o inverso aditivo de f(z). u



1.4. DIFERENCA DE POLINOMIOS

1.4 Diferenca de Polindmios

Definicao 1.5 Tendo em vista o teorema anterior e dados dois polindmios

n
p(z) = ag + a1x + agx® + - + a,z" = Zaixi
i=0

9(x) =bo + by + bpa® + -+ + ba" =Y b’
=0

definimos diferenca entre p e g o polinomio (p— g)(z) = (p+ (—g))(x), isto é:

n

(p—9)(x) = (ao — bo) + (a1 — b))z + - -+ + (an — ba)z" = > (a; — by)a".

=0

1.5 Produto de Polindomios

Definicao 1.6 Dados dois polinémios

m

f(z) = ao + a17 + agx® + - - - + ap2™ = Zaixi
i=0

g(x) = by + byz + byz® + - -+ + b2 = Zbixi
i=0
chama-se produto fg o polinémio
(fg) (l’) = (agbo) —|— (a0b1 =+ albg)x —|— (aobg + a1b1 —f- agbo)CL’Q + s —|— ambnxm+".

Notemos que o produto fg é um polinémio (fg)(x) = co + c1w + cox? + -+ + cpa®
onde ¢, = Qmb,, com k =m +n, logo:

k

(fg)(x) =D e’

=0
Exemplo 1.5 Multiplicar p(z) = 12 — 10x + 223 por g(x) = 8 — 222,

Temos:
(pg)(xz) =96 — 80x + 1623 — 24x* + 202% — 42°

=96 — 80z — 242* + (16 + 20)2® — 4a°
= 96 — 80x — 2422 + 3623 — 4a5.



1.6. GRAU DE UM POLINOMIO

1.6 Grau de um Polin6mio

Definigao 1.7 Seja p(r) = ap+a1x+asx®+- - -+a,z™ um polinémio nao nulo sobre
C. Chama-se grau de p, e representa-se por Op ou grp, o nimero natural ¢ < n tal

que ay # 0 e a; = 0 para todo © > q.

a; #0
a; :O,VZ>(]

op=q<&

Teorema 1.3 Se p,g e p+ g sao polinémios nao nulos, entio o grau de p+ g €
menor ou igual ao maior dos nimeros Op e 0g, ou seja O(p + g) < max{dp,dg}.
Prova. Sendo p(z) = Z a;x’, g(w) = Z bix', Op =m e dg = n.

1=0

= i=0
(i) Se m # n, assuma entdao que m > n. Assim, temos:

(p+g)(x) = (ag + bo) + (ay + b1)x + -+ (an + bp)x™ + -+ - + bz™

onde d(p + g) = m = maz{0p, Jg};
(ii) Se m = n, mas p+ g # 0, entdo

(p+9)(x) = (ap +bo) + (a1 + b))z + -+ + (an + by)z".

Logo, temos duas possibilidades:

(1) an+b, =0, dai d(p+ g) <n = max{dp,dg};

(2) an+0b, #0, dai d(p + g) = n = maz{dp, g}.

Em ambos os casos temos: 9(p + g) < max{dp, dg}. [ ]

Exemplo 1.6 Dados os polinomios p(x) = 2 + 3z + 22° e g(x) = 3z + 422, com
Op =3 edg=2. Faca (p+ g)(x) e verifique seu grau.
Temos:

(p+g)(x)=2+6z+422+22° = 9(p+g) =3

Exemplo 1.7 Dados os polinémios p(x) = 2 + 3z + 223 e g(z) = 3z + 42? — 223,
com Op =3 e g = 3. Faga (p+ g)(x) e verifique seu grau.
Temos:

(p+g)(x) =246z + 422 = d(p + g) = 2

Proposicao 1.2 Se p e g sao dois polindomios nao nulos sobre C, entdo o grau de

pg € igual & soma dos graus de p e g, logo O(pg) = Op + Jg

7



1.7. DIVISAO DE POLINOMIOS

m

Prova. Suponha que p(x) = Zaﬂ:i e g(z) = Zbixi, Op = m e 0g = n, entao
i=0 i=0
am #0eb, #0.
k

Pela definicao de produto de polinomios (pg)(x) = Z ¢;zt, onde ¢, ¢ a soma de
i=0
todos os ntimeros da forma a;b; com m +n = k.

Em particular, ¢,,+, = anb, # 0, pois a,, #0 e b, #0. Logo O(fg) =m+n =

Exemplo 1.8 Dados os polinémios p(x) = 12 — 10x — 42* + 223 e g(z) = 8 — 222,
com Op =3 e 0g = 2, Faga (pg)(x) e verifique seu grau.
Temos:

(pg)(x) = 96 — 80x — 5622 + 362 + 8x* — 42°, onde A(pg) = Op+0p = 3+2 = 5.

1.7 Divisao de Polindmios

Definicao 1.8 Dados dois polinémios p e g, com g # 0 , dividir p por g é deter-
minar dois outros polindmios q e r de modo que se verifiquem as duas condi¢oes
sequintes:
g9 +r=p
or < dg
Quando r = 0 a divisao € chamada de exata.
Se q # 0, entdo d(qq) = dq + Og > dg, portanto (qg + r) > dg.
Examinaremos o polinémio qg + r, onde g # 0 com Or < dg.
(1) Seq=0er=0, entiop=qg+r =0;
(ii) Se q =0 er #0, entio p = qg +1r = 0.g+7r = r, portanto, I(qg + 1) =
or < 0g.
Ezistem dois casos em que a divisao € imediata.
1°) p =0, temos: qg+r=0<q(z) =0er(z) =0.
2°) Op < Og, temos: qg+r =p = 0(qg+1) = Ip = 9(qg+1) < Jg, isto ocorre

se, e somente se q =0 er #0 e dai se Op < dg entao g =0 er = p.

Teorema 1.4 Dados 0s polindémios p = apx™ + a1 2™ 1+ -+ a1z +ag (a,, #0)
eg="b,x" + by, 12"+ +byx+by (b #0) existe um tinico polinémio q e r tais

que qg+1r=p e dr <dg (our =0).



1.7. DIVISAO DE POLINOMIOS

Prova. Existéncia

n

e Oy _ . e A
Vamos formar o monoémio b—:vm = qox""" " e construir o polinémio

n

r=p—(gz™")g (1)
chamado 1° resto parcial.

Notemos que:

_ A _ _
P = Ay + @yt 4 — b—xm "(byx™ + by_12™ ' 4 ...) 0 que prova o
n

cancelamento de a,,z™ (pelo menos), portanto 0r; = a < m.
Facamos 71 = cq@® + Cq12% 4 -+ + 17 + ¢p.

Co o _ . e
—x%" = q12* " e construiremos o polinémio

bn

Formemos agora o monomio
ra =11 — (Qz*"™)g (2)
chamado 2° resto parcial.

Notemos que:

Ca
bn,
cancelamento de c,z® (pelo menos), portanto, dry = 8 < a.

Ty = (Ca®® + o1t . ) — 22 (b2 + b, 12" T 4 ...) 0 que prova o
Facamos 7y = dgxﬁ + d5_1x5*1 + -+ dix + dp.

Vamos formar o monomio —2z%" = g22” ™™ e construir o polinémio
n

r3 =1y — (g2”"™)g (3)

chamado de 3° resto parcial.

Notemos que:

r3 = (dga® + dg_12% 1+ ...) — %xﬁ”(bnx" + b, 12™ '+ ...) o que prova o
cancelamento de dgz” (pelo menos), pt)rtanto, Ors =~ < p.

Para maior comodidade, fagamos 73 = e,a” + e,_127 1 4+ -+ + e1x + €

Note que, em cada grupo de operagoes, o grau do resto parcial diminui de ao
menos uma unidade, concluimos que, ap6s um certo ntimero p de operacoes resulta
um resto parcial 7, de grau inferior ao de g (ou entdo 7, = 0) e 1, = Tp_1 —

(qe—12°7%)g, chamado de k resto parcial.

Adicionando membro a membro as igualdades de (1) a (k)



1.7. DIVISAO DE POLINOMIOS

")

i =p— (g™ ")g
ro =11 — (1 x*™)g
ry =19 — (e’ ™)g

| Tk = Tho1 (qr_1257F)

g

Obtemos: 1, = k — (o™ "+ qreae — n+ -+ -+ qg_12°"™)g, entdao p = gq+r com
Or <dgour=0.

Unicidade

Admitamos a existéncia de dois quocientes ¢; e ¢ e dois restos 1 e 7o na divisao

de p por g, isto é:

Qg +1r1=p
29 +T2 =D
Entdo ig+r =q@g+r:= (@1 —q)g=r2—mn
Se q1 # @2 ou 1 # r9 provemos que a igualdade nao se verifica:
(1 — q2)g] = O(q1 — q2) + g > 0g
A(re —r1) < max{dry,0r1} < dg

Entao, para evitar a contradicao, devemos ter q; = g2 € 72 = 7o. [

Exemplo 1.9 Quando dividimos p(z) = 3z* — 223 + Tz + 2 por g(x) = 323 — 222 +

4z — 1, obtemos: q(z) = x e r(x) = —42? + 8x + 2, que satisfaz as duas condi¢oes:

qg+r =x(3x3 —22% +4x — 1) + (—42® + 8x + 2)
=32t — 223 + 42 — 1 — 42° + 82 + 2
=3t —223 4+ T +2=p
Or=2e0dg=3= 0r<Oag.

Exemplo 1.10 Quando dividimos p(z) = 5z® + x* — 10z — 24 por g(z) = z — 2,

obtemos: q(x) = 5x® + 11z + 12 e r(z) = 0, que satisfaz as duas condigoes:

qg+7r = b+ 11z +12)(z —2)+0
=52% + 2% — 10z — 24 40
=523+ 22— 10z —24=1p

r(z) =0 (divisao exata, entao dizemos que p é divisivel por g ou g divide p.

10



1.7. DIVISAO DE POLINOMIOS

Exemplo 1.11 Quando dividimos p(x) = 0 por g(z) = x — 1, obtemos: q(z) =0 e
r(z) =0, temos: qg+r =0z —1)4+0=0=p(z).

Exemplo 1.12 Quando dividimos p(z) = x—1 por g(x) = x°+3, obtemos: q(z) =0
er(r)=xz—1, temos: qg+r=0*+3)+(x—1)=z—1=p.

11



Capitulo 2

Raiz de Funcao Polinomial

Definicao 2.1 Seja p um polindémio sobre C, com func¢ao polinomial associada p :

C — C. Um elemento a € C é uma raiz de p se p(a) = 0.

Exemplo 2.1 Se p(z) = x + 3, € fdcil ver que v = —3 € a unica raiz de p em C.
De fato:

p:C—>C

r—x+3

p(z) =0, se, e sd se x = —3.

Proposicao 2.1 Se p um polindomio nao nulo sobre C e a € C, entao:

(a) a € raiz de p se e s6 se (x — a) | p(x) em C;

(b) Se a é raiz de p, entao existe um maior inteiro positivo m tal que (x — a)™
divide p e, neste caso, p(x) = (r — a)™q(z) com q(a) # 0;

(c) Se v, ..., sao raizes duas a duas distintas de p, entao o polinomio (x —

a1)...(x —ay) divide p(x) em C.

Prova.

(a) Do algoritmo da divisao existem polindémios ¢ e r tais que

p(x) = (z — a)g(z) + r(z)

Comr=0o0u0 < 0r < 9d(x—a«)=1. Portanto, r(z) = ¢, um polinémio constante.

Logo, p(z) = (z — a)q(z) + ¢. Assim, « é raiz de

pe 0=px)=(r—a)g(z)+c=ce plx)=(r—a)g(x).

12



(b) Se m > Jp, entao (x — )™ nao divide p(z), uma vez que
d(r —a)™ =m > Op.

Portanto existe um maior inteiro positivo m tal que (x — a)™ | p(x), dai

de (a) temos: ¢(z) = (z — a)q1(z), seja ¢; um polindémio sobre C.

Mas assim teriamos

o que contraria a minimalidade de m.
(¢) Vejamos o caso k = 2. Sendo oy # s e ambas raizes de p, por (a) existe

um polinémio g sobre C tal que

p(x) = (z —ar)g(z) (1)

Se p(az) = (ag — a1)g(ag) = 0 entdo s é raiz de g. Por (a) existe um polindémio h

sobre C tal que

Substituindo (2) em (1), temos:

p(z) = (r — aq)(x — az)h(x).

O caso geral pode ser provado por inducao. ]
Exemplo 2.2 Sendo p(z) = 2® —22% —x+2, com raizes v, = —1, 15 =1 e 3 = 2.
Temos:
p(z) = (z+1) (2* — 32 +2), p(z) = (z—1) (2* — 2 — 2) ep(x) = (x—2) (2* — 1).
~——— ~———— ——
q1(x) q2(x) q3(z)
Exemplo 2.3 Sendo p(z) = 2° — 2% — 223 + 222 + x — 1, com raizes v, = —1 e
To = 1.
Temos:
pa) = (@412 (e~ 1) ou p(e) = (¢ — 1) (z + 1%
(z) (z)
a(z a2(x

13



Exemplo 2.4 Sendo p(z) = 2*+3x3—1522—192+30, com raizes 11 = 5, 15 = —2,
r3=1¢e x4 =3.

Temos:

p(z) = (z+5)(z+2)(x — 1)(x — 3)h(x), com h(x) = 1.
Proposigao 2.2 [Algoritmo de Briot-Ruffini | Seja p(r) = apa™ + ap_qz" '+ -+
a1x + ag um polindomio sobre C com a, # 0. Se a € C é uma raiz de p entao
g(x) = by 12"+ by 02"+ -+ iz + by € C € o quociente da divisao de p(x)

por x — ., onde:

bn—l = Qp
bn—2 = Oan—l + an-1

Sendo r(a) = 0.

Prova. Sendo « raiz de p, pela proposicao 2.1 p(z) = (x — a)g(x).
Desenvolvendo o produto acima temos:
= (2 — a)(bp_12" ' + by 9z + - + bz + by)
= (by_ 12" +bp_ox" 4+ - by 22 +-boz) — (aby 12" ab, o™ abiz+aby)
=b, 12"+ (by_o — aby,_1)x" 4+ -+ 4 (by — aby)z? + (by — aby)x — aby.

Pela preposigao 2.2, temos:

[ ]
Os calculos para obter ¢ indicados acima torna-se mais rapido com a aplicacao

do seguinte dispositivo pratico de Briot-Ruffini.

14



« ‘ Qp, ‘ Ap—1 ‘ Ap—2 ‘ c. (05} ‘ aq ‘ Qo

n | Qbp_1 4+ Qp_1 | abp_o + aps aby +as | aby +ay | aby + ag
~ N ~ > —_——— | —— | N——
bn—1 bp—2 bn_3 b1 bo r(z)

Exemplo 2.5 Sendo p(z) = 32° —62* —42% + 1122 — 112+ 10, e uma de suas raizes

é o = 2, logo pela preposicao 2.1 (x — 2) | p(x). Vejamos:

« as aq a3 as al ag
2 3 —6 —4 11 —11 10
3 0 —4 -5 0
|~ — — —~—
ba=as | b3=a.bgt+as | ba=a.bztaz | bi=a.bataz | bp=a.by+a; | r(z)=a.bo+ag
Entao q(x) = plr) 3zt — 42* + 3z — 5.
(z—2)

Corolario 2.1 Se p ¢ um polindomio nao nulo sobre C, entdao p possui no mdrimo

Op raizes em C.

Prova. Por inducao sobre o grau de p. Se dp = 0, entao existe ¢ # 0 tal que
p(z) = ¢. Dai, a fungdo polinomial é a fungao = — ¢, e o nimero de raizes de p é o
0= 0p.

Seja agora p um polinémio de grau positivo, e suponha que a afirmacao vale para
todos os polinomios de graus menores que dp. Se p nao possui raizes em C acabou.
Sendo, seja @ € C uma raiz de p e m o maior natural tal que p(z) = (x — a)"q(z),

para algum polinémio sobre C. Como
0q=0p—m < 0Jp

Pela hipoétese de indugao ¢ tem no maximo 0q raizes em C. Agora, se J # « e raizes
de p, entao 0 = p(B) = (B — a)™q(B), e 5 também ¢é raiz de ¢q. Portanto, o ntimero
de raizes de p ¢ igual a m mais o ntumero de raizes de g, e segue por hipotese de

inducao, que p possui no maximo m + dq = Jp raizes em C. [

Corolario 2.2 Se p(z) = a,z™ + -+ a1z + ag € C admite pelo menos n+ 1 raizes

distintas em C, entao p € identicamente nulo, ou seja, a, = --- = ag = 0.

Prova. Se p é um polinomio nao nulo sobre C, entao pelo corolario 2.1, p teria no

méaximo n raizes em C. ]

15



Proposigao 2.3 Sejam n > 1 inteiro; p(x) = a,x™ + -+ + ayx + ag um polindmio
de coeficientes inteiros com a, # 0, r e s inteiros nao nulos primos entre si. Se

p(f) =0, entao:
s

(a) r|ag es|an;

(b)Se p(X) for monico, entao as possiveis raizes de p(X) sao inteiras;

(c) (r —ms) | p(m) para todo m € Z. Em particular, (r —s) | p(1) e (r +s) |

p(=1).

Prova.

,
(a) Como p(—> =0, temos: apr"™ + ap 17" s+ Fars”t +aps” = 0 e, dai,
s

aps” = r(—a,r"t — - — a5

U™ = 8(=ap 17"t — - —ags")
Portanto, 7 | aps™ e s | a,r™. Porém mdec(r,s) =1, dai r | ag e s | ap;
(b) Sai direto de (a);
(¢) Como p<£> =0, entao s"p(m) = s"p(m) — p(?), facamos:
s"p(m) = (a,(ms)" + - -+ + ayms™ + ags™) — (a,r™ + - - + ayrs" ' + aos™)
= a,((ms)* —r") + -+ a1s" (ms —r) = (ms —r)t, t € Z.

Dai (ms — r) | s"p(m), como mdc(r,s) = 1 = mde(ms — r,s") = 1, logo

(ms —7r) | p(m).
m=1=r—s|p(1)

Se
m=—-1=r+s|p(—1)

|

Exemplo 2.6 Sendo p(x) = 8—12x—21%+432°, com coeficientes ag = 8, a3 = —12,
9 2

4y = —2 eaz = 3, e suas raizes T, = 3 To = —2 exg = 2. Considerando p (§ =0

é fdcil ver que 2 | ag e 3 | az. Para p(1) = =3 e p(—1) = 15 temos: (2—3) | p(1) e

(243) | p(=1).

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Algebra -TFA(Gauss)) Todo polinémio f

sobre C possui ao menos uma raiz complezxa.

Corolario 2.3 Se p(z) = a,2" + -+ + a1z + ag € o polindmio de coeficientes
complexos e grau n > 1, entao existem n numeros complexos z1,...,z, tais que

p() =an(z—21) ... (x — z,).
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2.1. RAIZES MULTIPLAS DE POLINOMIOS

A demonstracao desse teorema pode ser vista no livro Elementos de algebra (A.

Garcia e Y. Lequain, IMPA 2002.)

2.1 Raizes Miltiplas de Polindmios

Definicao 2.2 Para um polinomio p(z) = a,x"+...+a1x+ao definimos sua derivada
um polinémio p' sobre C como o polinémio
p(x) = na,a" '+ (n—1a, " >+ +2a + a;.

Sedp>0,p #0. Sedp=0, p =0.

Proposicao 2.4 Para pq, ..., pr polinomio sobre C e ay,...,a, € C, temos:
/

(a) (Z am) = ap);

i=1 i=1

(U(HZ%) = ZPL--ZU;---Z%-

Prova.
(a) Imediato;
(b) Sejam p(z) = a,a” + -+ + a1z + ag e g(x) = bpx™ + -+ + by + by, de (a)
n ! n / n
(pg) = [(Z ajxj> g] = <Z aja:jg> = Z (ajxjg)/.

j=0 =0 =0
porém

(a;07g) = (ajxj Zblxz>
= )
(Z ajbixj”)

7

3

=0
(b

0

(2

(] + Z) Cljbil'j+i_l

M

~
I
o

m
jajbi.%rmil‘i‘ E Z'ajbiﬂij+lil

M

=0 =0
m m
= jaai™! Z bix' + a2’ Z ibix"™! = (a;27)'g + (a;a7)g’
i=0 i=0
dai
(pg) =g +pg.
A extensao para k polinomios py, ..., p, € imediata por inducao. [
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2.1. RAIZES MULTIPLAS DE POLINOMIOS

Exemplo 2.7 Dados os polinémios p(x) = 22> + 32? — 4 e g(x) = 42* + 5z + 10,

facamos:
(p+g)(x) = (22°+ 72* + 5z + 10)
=622 + 142 +5

p(z)+ g (x) = (62*+6x)+ (8x +5)
=622+ 14z +5

(pg) = (82 + 222* + 352% + 1422 — 20z — 40)’
= 402" + 882% + 1052 4 28z — 20

(p'g)(x) = (62 + 6x)(42® + 5z + 10)
= 24x* + 542 + 9022 + 60z
(pg')(z) = (22%+32° — 4)(8z + 5)

= 162* + 3423 + 1522 — 322 — 20
(p’g + pg’) = 40x* + 8823 + 10522 + 28z — 20

Coroléario 2.4 Se p(z) = (z — a)", entdo p'(x) = n(zx —a)"'.

Prova. Fazendo n = ke py = --- = p, = p em (b) da proposi¢ao 2.4, temos:
p(@) =Y pla)"'p(x) = n(z—a)"". u
j=1

Exemplo 2.8 Sendo p(x) = (x—1)> =2 32243z —1=p/(z) = 32> — 62+ 3 =
3(z —1)%

Proposicao 2.5 Seja p um polindmio nao nulo de coeficientes complexos e z um

complezxo dado.

(a) Se z € raiz de multiplicidade m > 2 de p, entio z é raiz de multiplicidade
m—1dep';

(b) Se z é raiz de p e raiz de multiplicidade m — 1 de p', entao z é raiz de

multiplicidade m de p.

Prova.
(a) p(x) = (x — 2)"g(x), com g(=) # 0. Entao p/(z) = m(z — 2" 1g(z) + (x -
2)".g'(x) = (x — 2)" " [mg(z) + (z — 2)g'(z)].

18



2.1. RAIZES MULTIPLAS DE POLINOMIOS

Seja h(z) = mg(z) + (z — 2)¢'(x), temos: h(z) = mg(z) # 0e p'(z) = (v —
2)™ 'h(zx) dai, 2 é raiz de multiplicidade m — 1 de p'.
(b) Seja p(x) = (z — 2)*g(z), com g(z) # 0 e k > 2. Por (a), a multiplicidade

de a como raiz de p' é k — 1, de modo que k — 1 =m — 1 e, dai, k = m. ]

Corolario 2.5 Se z € C e p um polindomio nao nulo sobre C, entao z € raiz miltipla

de p se, e s6 se, p(z) =p'(z) = 0.

Definicao 2.3 Sendo p um polindmio nao nulo sobre C, definimos a k-ésima deri-

vada de p, por:

p. k=

(k) —
p
(1) k21
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Capitulo 3

Método para Encontrar Raizes de

Funcao Polinomial

Pela definigao 2.1, chama-se zeros ou raizes da fungao polinomial p(z) = a,z™ +
Ap 12"V + -+ + a1 + ag os valores de x para os quais p(z) = 0, ou seja p(x) =
p®™ + Ap_12" "+ -+ a1 + ap = 0. Entdo, as raizes das funcdes polinomiais p é

a solucao de suas respectivas equacoes.

3.1 Equacao do 1° grau

Chama-se equacao do 1° grau a equacao polinomial ax +b = 0, com a,b € C e

a # 0.
Temos:
. . b
A raiz desta equacgao o valor de x quando r = ——.
a
Quando a e b sao reais a raiz * = —— também é real.

a

Exemplo 3.1 Dado p(z) = 2x — 6 onde os coeficientes sao a = 2 e b = —6, para

(=6)

p(x) =0 temos: 2z — 6 =0, logo x = 5 = 3, sendo sua raiz v = 3.

20



3.2. EQUACAO DO 2° GRAU

/6
Figura 3.1

Exemplo 3.2 Dado p(x) = —4x + 8 onde os coeficientes sao a = —4 e b =8, para

8 8
p(z) =0 temos: —4x +8 =0, logo v = ——— = —, com raiz x = 2.

=
\

-2 0 3\ 4

Figura 3.2

3.2 Equacao do 2° grau

Chama-se equacao do 2° grau a equacdo polinomial ax® + bx + ¢ = 0, com
a,bce Cea#0.

Um dos métodos mais conhecido e utilizado para solugao da equagao do 2° grau
¢ a formula de Bhaskara.

Bhaskara (1114 - 1185)

Bhaskara nasceu em 1114 na cidade de Vijayapura, na India. Também era conhe-
cido como Bhaskaracharya. Ele nao deve ser confundido com um outro matematico

indiano que tinha o mesmo nome Bhaskara e que viveu no século VII.
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3.2. EQUACAO DO 2° GRAU

Naquela época, na India, os ensinamentos eram passados de pai para filho. Havia
muitas familias de excelentes matematicos. O pai de Bhaskaracharya era astronomo
e, como era de se esperar, ensinou-lhe Matematica e Astronomia.

Bhaskaracharya tornou-se chefe do observatorio astronémico de Ujjain - na época,
o centro mais importante de Matemética, além de ser uma excelente escola de ma-
tematica astrondmica criada pelos grandes mateméaticos que ali trabalharam.

Bhaskaracharya foi um dos mais importantes matematicos do século XII, gracas
aos seus avancos em algebra, no estudo de equacoes e na compreensao do sistema
numeérico - avangos esses que os matematicos europeus levariam séculos ainda para
atingir. Suas colecoes mais conhecidas sao: Lilavati que trata de aritmética; Bijaga-
nita que discorre sobre algebra e contém varios problemas sobre equagoes lineares e
quadréticas com solucoes feitas em prosa, progressoes aritméticas e geométricas, ra-
dicais, ternas pitagoricas entre outros topicos; Siddhantasiromani, dividido em duas
partes: uma sobre matematica astrondémica e outra sobre a esfera.

Em suas obras podemos perceber que Bhaskara trabalhou com equacoes de se-
gundo grau e formulou uma expressao que envolvia raizes quadradas. Ele sabia que
a equacao tem duas raizes, entretanto nao parece ser verdade que tivesse encontrado
a conhecida féormula da resolucao de equagao do 2° grau.

Na realidade, até o fim do século XVI nao se utilizava uma férmula para obter as
raizes de uma equacao do segundo grau, simplesmente porque nao existia a notagao
usual de hoje. A representacao feita por letras, indicando os coeficientes, comecou
a ser desenvolvida a partir de Frangois Viéte.

O nome de Bhaskara relacionado a esta féormula aparentemente s6 ocorre no
Brasil. Nao encontramos esta referéncia na literatura internacional. A nomenclatura
"formula de Bhaskara"nao é adequada, pois problemas que recaem numa equacao
do segundo grau ja apareciam quase quatro mil anos antes, em textos escritos pelos
babil6énios, nas tdbuas cuneiformes. Nesses textos o que se tinha era uma receita,
escrita em prosa, sem uso de simbolos mateméaticos, que ensinava como proceder
para determinar as raizes em exemplos concretos, quase sempre ligados a relagoes
geomeétricas.

Bhaskara obteve grande reconhecimento pelas suas importantes contribuicoes

para a Matematica. Em 1207, uma instituicao educacional foi criada para estudar
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o seu trabalho.
Bhaskara morreu aos 71 anos de idade em Ujjain, India, em 1185.
O desenvolvimento da "férmula de Bhaskara"ocorre da seguinte forma:

2 2, b ¢
ar®+br+c=0=alx*+-a+-|=0=>
a a

a
N b\ (0% — dac) N b (b* — 4ac)
o) T e o T 4a?
b (b* — 4ac) —b+ Vb? — dac
T =—— o= :
2a 4a? 2a

O radicando b?> — 4ac = A chamado de discriminante e temos a féormula de

Bhaskara na forma
b+ VA

. 2a

b+ VA

Quando a, b e ¢ € R A também é real, logo z = 5
a

—b— VA —b+ VA
ondex1:2—a e :UQZT

- Se A > 0, ha duas raizes reais e distintas;

e neste caso temos:

- Se A = 0, héa duas raizes reais e iguais;

- Se A < 0, ha duas raizes complexas (nao reais).

Exemplo 3.3 Dado p(x) = 2> + x — 6 onde o0s coeficientes sio a = 1, b = 1 e

¢ = —6, para p(z) = 0 temos: 2*> +x — 6 = 0.

Facamos
A=V —4ac=1%>—4.1.(-6) = 25
logo
b+ VA 14425
YT T T 21
—-1-5 —14+5
% 1 = = — = = 2

Sua raizes sio 1 51 3 e xy 51
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Figura 3.3

Exemplo 3.4 Dado p(x) = —x? + 2z — 1 onde 0s coeficientes sio a = —1,b=2 e
c=—1, para p(z) = 0 temos: —x? +2x — 1= 0.

Fagamos
A=b—4dac=2>—4.(-1).(-1)=0
logo
. —bEVA  —(+2)£V0
22 2.(-1)
) B 2—-0 2+0
Suas raizes sao 1 = =1 = lexy= -1 = 1.
0
-1 0 1 2 3 4
-1
/*
_3_
Figura 3./

Exemplo 3.5 Dado p(z) = x? — 2z + 2 onde o0s coeficientes sao a =1, b = —2 e
c=2, para p(x) =0 temos: x> —2x +2 = 0.

Facamos
—b+ VA
A hEVA (—2)2—4.12=—4
2a

logo

b VA —(-2) /4

YT T 2.1
2—2i 24 2i

Suas raizes sao r4 = 2.11 =1—17exy= ;12 =1+1.
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3.3. EQUACAO DO 3° GRAU - METODO DE CARDANO

Figura 3.5

3.3 Equacao do 3° grau - Método de Cardano

Chama-se equacao do 3° grau a equacao polinomial az® + bx? + cx +d = 0, com

a,b,ec,d e Cea#0.

p(r) = 0= az® + ba* + cx + d = 0.

Um dos métodos conhecido e utilizado para solugao da equacao do 3° grau, é o
método de solucao de Cardano para equagoes ciibicas.

E fascinante toda a histéria da resolucio das equacdes polinomiais do 3° grau.
Em resumo, o descobridor do método foi Scipione del Ferro (1465 - 1562), mate-
matico italiano, que antes de morrer o revelou aos discipulos Anténio Maria Fior e
Annibale Della Nave.

Houve uma disputa matematica entre Fior contra Niccolo Fontana (1500 - 1557),
conhecido pelo apelido de Tartaglia (gago, em italiano). A vitéria deste ultimo,
muito divulgada, foi do conhecimento do médico e professor Girolano Cardano (1501
- 1576) que conseguiu lhe atrair para ensinar a regra de resolu¢ao sob o juramento
de jamais publicé-la. Cardano procurou a demonstragao da regra - e achou - e ainda
motivou seu discipulo Ludovico Ferrari (1522 - 1565) a descobrir solu¢ao para as
equagoes do quarto grau (tema de nossa proxima secgao).

Cardano, numa visita a Della Nave, soube do manuscrito de Del Ferro contendo a
regra de Tartaglia que ja existia ha 30 anos. Motivo que o levou quebrar o juramento.

Publicou os métodos no seu famoso livro Ars Magna, em 1545, onde nao deixou
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3.3. EQUACAO DO 3° GRAU - METODO DE CARDANO

de fazer referéncia aos descobridores, embora a contragosto de Tartaglia que se

considerou traido.

Para representar o método requer a forma reduzida da equagao cubica, de tal

maneira que nao apareca o .

Sendo ax® 4+ bx? +cx +d = 0 e fazendo x = y — 3 Para isso consideremos a = 1,

b\ > b\ 2 b

Desenvolvendo os produtos e reagrupando adequadamente, obtemos:

b? 2 be
3 - —p¥—-—4+d)=0.
y+( 3—|—c>y+<27 3+ ) 0

[ J/ N

segue que

e

» g
Logo a forma reduzida é y3 + py + ¢ =0
Solucao de Cardano para a equacao do tipo y® + py + ¢ = 0.
Seja y® + py + ¢ = 0(*), e considere (u + v)* = u?® + 3u?v + 3uv? + V3,
com u,v € C, podemos reescrever como
(u+ v)?’\—jﬁg(u +v) + (—u® —v%) =0

N——
p q

comparando com (*), temos:

3
D - P
p uv uv 3 u-v 27

—q=ud+v3
Neste caso y = u + v é solucido de (*). E facil perceber que u®v® e u® + v*
sao respectivamente produtos e soma de raizes de equacao do 2° grau, e segue que

k* + gk — g—7 =0, com k € C, utilizando a féormula de Bhaskara temos:

L (OO C R CNT)
RO ER(NO)

3
Na formula acima, tomaremos o radicando (g) + (g) = D e portanto, uma

solucao das equacao ciibica na forma reduzida é

y=u+v:\3/—g+\/5+ : —%— D.
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2 3
No caso em que os coeficientes do polindémio sao reais, temos: D = (g> + (—)

2 3
¢ um namero real, logo existem 3 possibilidades:
- Se D > 0, ha uma raiz real e duas raizes complexa conjugadas;
- Se D = 0, ha 3 raizes reais sendo uma repetida;
- Se D<0, ha 3 raizes reais distintas.
Discussao da Equacao polinomial do terceiro grau

1° caso: D >0

Nota: Sabemos que se z é uma das raizes cubicas complexas do polinomio p

2w
3
sobre os C, entao as trés raizes cubicas de p sao z;wz;wz, onde w = e =

2 2 1 3
cos (g) + isen (g) = —3 + Zg é uma raiz cubica da unidade.

Na féormula de Cardano u? e v® sdo reais. Denotamos por u; e v, suas raizes

cubicas reais, os trés valores de u e v sao:
U W13 Wy ; V1 W15 WUy

onde w e W sao as raizes cubicas da unidade. Temos:

_ —1+iV3

v 2

—1—14v/3
TR

Para que wv seja real, as possibilidades para u e v sao as seguintes:

w =

U=1U ; v="1
U= WUy ; V=W

U= WUy ; V=W

Portanto as trés raizes da equacao y> + py + ¢ = 0 sdo dadas por:

Y1 = Uy + V1
Yo = WU + WV
Y3 = WUy + Wy
Note que Yy = Wuy + wv; = Y3
Concluimos que:
Se D > 0 a equacao y> + py + ¢ = 0 tem uma raiz real e duas raizes complexas

conjugadas.
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2° caso: D=0

Entao, u; = v1 e as raizes sao:

3 .. q
Onde u; é a raiz cibica real de 5

Concluimos que:

Y1 = uy + v = 2uy

Yo =y3 = (W+W)uy = —uy

Se D=0 a equacao y® + py + ¢ = 0 possui trés raizes reais, sendo uma repetida

3° caso: D <0

Este é um aspecto paradoxal da féormula de Ferro e Tartaglia. Quando D<0, a

formula exprime z = u+v como soma de duas raizes ctibicas de nimeros complexos.

No entanto é este caso em questao a equacao possui trés raizes reais e distintas.

Este é chamado tradicionalmente o "caso irredutivel"porque, ao tentar eliminar os

radicais, recai-se noutra equacao do terceiro grau.

Neste caso, usaremos a chamada solucao trigonométrica da equacao polinomial

do terceiro grau, quando u3 e v

Facamos:

Da igualdade tiramos

Dai, os trés valores de u e v sao:

(5) - (5)):
Y | (1520)),

~

Ve

o)
Q
S
[V2)

R

Wl Wl Wk

)

nas féormulas sao imaginérias conjugadas.

vV —D = p(cosf + isend)

)

3

) i (155)).
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(1
3 ( cos Q —1s€en Q ;
pl 3 3 ;
_ 5 2 -2
v=19 p3|(cos O+2m) _ isen b~ 2 ;
. 3 3
5 0+ 4m , 0+ 4m
p3 | cos —isen .
L 3 3
Como uv = —g é real, temos:
( 1 0
y1 = 2p3cos §>
! 0+ 2
1 v = 2p3cos —'_3 7T)
Y
y3 = 2p3cos ( i 7T)
( 3

Concluimos que:

Se D<0 entdo as trés raizes da equacao y° + py + ¢ = 0 sdo reais e distintas.

Exemplo 3.6 Dado o polinémio h(x) = 23 + 32* — 3z — 14, onde o0s coeficientes

sioa=1,b=3, c=—3 ed= —14, para fazermos a reducdio de h eliminando o x>

b
consideraremos x =y — 3 =z =1y —1, logo:

hy—-1)=@u—-1 +3@y-1)*-3@y—1)-14=¢"—6y—9=0.

Utilizando a formula de Cardano para equacao reduzida y> + py +q = 0, temos:

p=—6eq=-9.

o2\ (-9 -6\ 49
0@+ (- () () -
2 * 3 2 - 3 4
Como D>0 a equagao h(y — 1) uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

facamos:

-9 /49 -9 /49
y1:u1+v1:</—%+ Z—l—i/—%— Z:2+1:3

“l4ivE,  —1-i3 | -3+iv3

Yo = WU + WV =

2 2 2
—1—-11Vv3 —1+12v3 —3—1Vv3
Yo = WU + wWu = 22\/_.2—1— —;Z\/_.l: 22\/_
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Retornando a equagao inicial h(x), verificamos as raizes:

$1:y1—1:3—1:2
—3+iv3 5+ V3i

= —1:
T2 = Y2 5 5
-3 —iV3 —5—/3i
$3:y3—1:T—1:T
-5 31 -5 —=V3
Entao as raizes de h(x) sao x1 = 2, $2=+\/_Zex3:T\/_2,
e
T T 0
-4 -2 0

Figura 3.6

Exemplo 3.7 Dado o polinémio h(x) = x® + 62% + 9z + 4, onde os coeficientes

sioa=1,b=6,c=9 ed=4, para fazermos a reducio de h eliminando o x>

b
consideraremos x =y — 3 =x =1y — 2, logo:

hly—2)=(y—2°+6(y—2°+9y—2)+4=9"—-3y+2=0.

Utilizando a formula de Cardano para equacao reduzida y> + py + q = 0, temos:

p=-3eq=2.

2 N 2\ 2 _3\?
0= @'+ ('~ () () o
2 + 3 2 + 3 0
Como D =0 a equagao h(y — 2) tem 3 raizes reais, sendo uma repetida.

facamos:

2 2
91:U1+U1=</—§+\/6+ Y —5—\/62—2

/[ 2
y2=y3=(w+w)ulz—ulz—3 —§+\/6=1.
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Retornando a equagao inicial h(x), verificamos as raizes:
x1:y1—2:—2—1:—4
1'221'323/2—2:2/3—2:1—2:—1.

Entao as raizes de h(zx) sao xr1 = —1 e x9 = —4.

Figura 3.7

Exemplo 3.8 Dado o polinémio h(z) = 23+ 3x* — 3z — 9, onde o0s coeficientes sio

a=1,b=3 ¢c=—-3ed= —9, para fazermos a reducio de h eliminando o
b
consideraremos r =y — 3 =x=y—1, logo

hy—1)=@u-1"+3y—1°-3y-1)-9=y" -6y —4=0.

Utilizando a formula de Cardano para equacao reduzida > + py +q = 0, temos:

p=—6¢eq=—4.

p- (@ (- (3)+ (3) -

Como D = —4 a equagao h(y — 1) tem & raizes reais distintas.
Logo:
B \/—p3 B \/—(—6)3 _ [R5 e
P=N o =V 7or “ Va7 ©
e
s LD L V2,
2p 28 V2 2

Facamos:
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1
ys = 2v/83 cos (% + 24o°) = 2v/2c0s (255°) = 2v/2 (‘f ; ‘/_> 1-3.

Retornando a equagao inicial h(z), verificamos as raizes:
x1:y1—1:1+\/§—1:\/§
To=1Yo—1=-2—-1=-3
T3=1y3—1=1—+v3—-1=—3

Entao as raizes de h(x) sdo v1 = —3, 19 = —V/3 e x3 = V3.

Figura 3.8

3.4 Equacao do 4° grau - Método de Ferrari

Chama-se equacao do 4° grau a equacao polinomial ax?* +bx? + ca? +dx +e = 0,

onde a,b,c,d,e € C, com a # 0.

f(x)=0= az* +bz® + ca® +dx +e=0.

Um dos métodos conhecido e utilizado para solugao da equacao do 4° grau, ¢ o
método de resolucao Ferrari para equagoes quarticas.

As equagoes do terceiro e quarto grau tém suas histoérias de solugoes algébricas
bastante parecidas e que acontecem no mesmo momento, isto é, na I[talia do século
XVI. A solucao algébrica da equagao do 4° grau se deu gracas ao matematico,
Ludovico Ferrari.

Ferrari foi morar na casa do também matematico Girolamo Cardano, se tornou

seu aluno. Como naquela época era comum os mateméticos proporem desafios uns
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aos outros através de resolucao de questoes, certo dia o matematico italiano Zuanne
de Tonini da Coi propds a Cardano que resolvesse o seguinte problema: dividir 10
em 3 partes tal que elas estejam em proporcao continuada e que o produto das duas
primeiras sejam 6.

Apoés varias tentativas sem obter éxito, Cardano desafiou seu aluno Ferrari a
resolvé-lo. Muito inteligente que era acabou encontrando sua solugao. Se as trés

partes sao denotadas por x,y e z, tem-se que:

r+y+z2z=10
rz=y  (x:y=19y:2)
zy =6
Dai, resolver tal problema consistia basicamente em obter as solu¢oes da equa-
cao z* + 622 + 60z + 36 = 0. Portanto, foi dessa forma que Ferrari obteve uma
formula geral para as solugoes das equagoes do quarto grau. Contudo Ferrari nao
foi reconhecido pela resolucao. O mérito foi dado somente a Cardano, pois foi que,
com toda sua esperteza, assim como fez com as solugoes da equacao do 3° grau,
acabou publicando também em seu nome as da equacao do 4° grau. Desse modo,
esses resultados vieram a publico, em 1545, na obra de Cardano, Ars Magna.
Tal método requer, também, a forma reduzida para a equagao quértica, de tal
maneira que nao apareca o °.

Sendo ax* + b3 + cax? +dr +e =0e fazendo v = y — 1 bara isso consideremos

a =1, segue que

b\* b\* b\ > b
(y—z) —i—b(y—z) +c(y—1> —|—d<y—1)—|—e—0

Desenvolvendo os produtos e reagrupando adequadamente, obtemos:

4 (—362+8c> ) (b3—4bc+8d) <—3b4+16b20—64bd+256e>
v () P (——— )y +

8 8 256

g '

v
p q T

J/

Logo a forma reduzida ¢ y* + py*> + qy +r =0, com p, ¢, r € C.

A ideia de Ferrari foi a de reagrupar adequadamente os termos em ambos os
lados da quéartica reduzida, de modo a obter trinomios quadrados perfeitos em cada
um dos lados.

De y* + py? + qy +r = 0 segue que y* +py? +r = —qu.
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Somando ay? + 3 a ambos 0s membros, encontramos:

v+ a+py+r+p)=ay’—qu+8

A fim de que esses trindmios sejam quadrados perfeitos, é necessario e suficiente que
os respectivos discriminantes sejam iguais a zero, ou seja:
(p+a)? —4A(r+B) =0 (i)
2
2_40B8=0= B =" (ii
q B = (@)
Substituindo (i) na equacdo (i) concluimos que

2
p2+2p04+0z2—4r—q—:0,
a

dai
o® 4 2pa? + (p? — 4r)a — ¢* = 0.

Esta tltima equagao é uma cibica na incognita o . Como ja sabemos resolver

as ctbicas, podemos encontrar suas raizes.

Exemplo 3.9 Dado o polinémio h(z) = z* + 823 + 92% — 38z — 40, onde o0s co-
eficientes sao a = 1, b = 8, ¢ = 9, d = —38 e e = —40, para fazermos a

3

reducao de h eliminando o x° consideraremos v = y — — = = = y — 2, logo

4
h(y—2) = (y—2)4+8(y—2)3+9(y—2)a2 —38(y —2) —40 = y* — 155> — 10y+24 = 0.

De y* — 15y — 10y + 24 = 0 Segue que y* — 15y> + 24 = 10y.

Somando ay® + B a ambos 0s membros, encontramos que
y 4 (a—15)y2 4+ (24 + B) = a* + 10y + 8

A fim de que esses trindomios sejam quadrados perfeitos, € necessdrio e suficiente

que o0s respectivos descriminantes sejam 1guais a zero, ou Seja

(—15+a)? —4(24 + B) =0 (i)

(=102 —4af =0= f = (=10)° (i1)

Substituindo (ii) na equagao (i) concluimos que

—-10)*

(—=15)2 + 2.(=15)a + o EPPYR 0

0]
da?
a® — 30a% + 129a — 100 = 0
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Utilizando a férmula de cardano para cibicas encontramos o € S = {1,4,25}. Para

a =1 temos: = 25, substituindo em.:

yt — (15 — 1)y* + (24 + 25) = y* + 10y + 25

oU
yt— 14y +49 = > + 10y +25 = (¥ —7)? = (y + 5)%
Facamos,
= -3
V—T=c+50=9y"—-y—12=0= s
Yo =4
ou
=2
VoT=—a-5=yry—2=0=4{ "
ys =1

Retornando a equagao inicial h(x), verificamos as raizes:
rT1=y —2=-3-2=-5
To=1Yp—2=4—-2=2
T3=Ys—2=—-2—-2=—4
Ty=Ys—2=1-2=—-1.

Entao as raizes de h(x) sao x1 = =5, x9 = —4, x3 =1 e x4 = 2.

_40-

Figura 3.9
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Capitulo 4

Métodos Iterativos para Obter Zeros

de Funcoes

Os métodos de obtencao de zeros de fungoes que serao apresentados a seguir sao
para funcoes continuas definidas em um intervalo fechado tomando valores em R.

Porém, vamos nos restringir a aplicar tais métodos apenas no caso de funcoes
polinomiais que é o foco deste trabalho.

Verificaremos a seguir alguns conceitos fundamentais, os quais serao necessarios
para um melhor entendimento dos métodos iterativos que serao vistos neste capitulo.

1. LIMITE

Definicdo 4.1 Sejam X C R, f: X 2R ea € X NX'. Isto é a é um ponto de

acumulacao de X pertencente a X.

Definicao 4.2 Seja f : X — R uma funcao com valores reais, definida num sub-
conjunto X C R. Diz-se neste caso que o f € uma funcao real de uma varidvel real.
Seja a € R um ponto de acumulacao de X, isto é, a € X'.

Diremos que o nimero real L é o limite de [ quando x tende para a, e escrevemos

lim f(x) =L

Tr—ra

para significar o sequinte: para cada nimero real € > 0, dado arbitrariamente,
podemos encontrar 6 > 0 de modo que se tenha |f(z) — L| < & sempre que a € X e

0<|z—al <é.
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Portanto, quando a € ponto de acumula¢ao do dominio de f, a expressao lim f(z) =
Tr—a

L é uma abreviatura para a afirmacao abaizo:
Ve>020e X,0< |z —a|<d=|f(x)—L|<e.

Nota-se que 0 < |x — a| < & quer dizer que x pertence ao intervalo (a — 0,a + 0)
e € diferente de a. Assim, 9101_131 f(z) = L significa que, para todo intervalo aberto
(L —e,L + ¢), existe um intervalo aberto (a — d,a + 0) tal que, pondo-se Vs =
(X —a)N(a—6,a+0)={r € X;0< |xr—a| <d}, vale f(V5) C(L—¢,L+¢).

Definicao 4.3 Seja ay,aq,...,a,,... uma sequéncia de numeros reais. Dizemos
) ) ) )
que a sequéncia a, converge para um numero real L se para todo € > 0 existe ng € N

tal que para todon € N, n > ny,
la, — L| < e.

Neste caso a sequéncia a,, € dita convergente e escrevemos lim a, = L para denotar
n——+00
que a sequéncia a, converge para L. Caso a sequéncia nao seja convergente ela é

dita divergente.

2. FUNCOES CONTINUAS

Definicao 4.4 Dados uma funcao f: X — R, X C R ea € X, dizemos que f €

continua no ponto a se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
reX,|lr—a|l<d=|f(x)— f(a)| <e,

se a funcgao for continua em todos os pontos do dominio X, dizemos que f: X — R

€ continua.

Proposicao 4.1 Dados X C R, ceR e f,g: X — R fungoes continuas no ponto
a € X, entao as funcoes f+ g, f.g: X — R, assim como i caso g(a) # 0, sdao
g

continuas.

Proposicao 4.2 Sejam f: X — R continua no ponto a € X, g:Y — R continua
no ponto b = f(a) € Y e f(X) CY, de modo que a fungao composta g(f(x)) estd
bem definida. Entao g(f(z)) é continua no ponto a. Em outras palavras, a composta

de duas funcoes continuas € continua.
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Definicao 4.5 Dado X C R, dizemos que um nimero a € ponto de acumulacao de

X se existir uma sequéncia x, em X que converge para a.

Proposicao 4.3 Dados X CR e f: X - R ea € X um ponto de acumulacao de
X, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) [ € continua em a;

ii)lim f(2) = f(a);

iii) Para toda sequéncia x, em X com lim z, = a vale lim f(z) = f(a).
T—+00 r—a

Demonstragao:
(14 = 1) Para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que z € X, 0 < |z —a| < § =
|f(x) — f(a)] < e. O mesmo vale se |x — a|] < 0, porque se |zt —al] =0, x = a e

|f(x) — f(a)] < e. Entao, f é continua em a.

(i — iii) Seja x, uma sequéncia em X com z, — a. Dado € > 0 arbitrério,
seja 0 tal que |z — a| < § implica |f(x) — f(a)| < €. Para esse J, existe um natu-

ral ng tal que n > ng = |x,—al < .. |f(zn)—f(a)| < e, eassim, lim f(z,) = f(a).
Tn—a

(741 = 1i7) Suponha que nao valha (ii). Entao, existe ¢ > 0 e x € X tal que
para todo 6 > 0, 0 < |[r —a|] < § e |f(x) — f(a)] > e. Em particular, para
todo n € N, considerando 6 = 1/n, existe + € X, que chamaremos de z,, tal
que |z, —a| < 1/n e |f(zn) — f(a)] > . Logo, wll)lilooxn = a, mas nao vale

lim f(z,) = f(a), o que contradiz (iii). Logo, devemos ter lim f(x,) = f(a), o
Tn—a Tp—a

que completa a demonstragao.

3. TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO (TVI)

Teorema 4.1 Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. Se f(a) <y < f(b) ou
f(b) <y < f(a) entao existe x € (a,b) tal que f(z) =y.
A demonstragio deste teorema serd verificada pelo algoritmo da bissecao suces-

swa, tema deste capitulo.

Corolario 4.1 Seja f : [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0. Entao existe um

nimero real ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.
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4.1. METODO DA BISSECAO

4.1 Meétodo da Bissecao

Seja a fungao polinomial f continua no intervalo [a,b] e tal que f(a)f(b) <0, e
pelo Teorema do Valor Intermediario temos neste intervalo pelo menos uma raiz da
equacao f.

Este método tem como objetivo reduzir a amplitude do intervalo que contém a
raiz até se atingir a precisao requerida (b — a) < £, usando para isto a sucessiva
divisao de [a, b] a0 meio.

Dada a fungao polinomial f e Supondo que f(ag) < 0 < f(by), temos: f(ag)f(bo) <
0, entdo existe um & € (ag, by) tal que f(§) = 0.

(x)

Figura 4.1

As iteracoes sao realizadas da seguinte forma:
Qo + b()
2
Se f(f)?()) < 0, defina a; = Tg € b = b()

Defina zq =

Se f(xo) > 0, defina a; = ag e by = o

Finalmente defina ay,as,...,b1,bo, ..., 2o, T1,To,... indutivamente por
— ay + by
T
Entao

Ty, se f(xk) <0

Qg1 =
ag, se f(xx) >0
bka s€ f(mk) <0

bk+1 =

Ty, S€ f(ajk) >0
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4.1. METODO DA BISSECAO

sendoxk—akT—i_bkgfif(wk)gf(ak)gf(bk)gf(f)_o

Exemplo 4.1 Dado o polinémio f(z) = 23 — 3x® + 3, onde os coeficientes sao
a=1, b= -3, ¢c=0ed= 3. Facamos a escolha de dois valores para x, no
intervalo [a,b], em que f(ao)f(by) < 0. Logo nesse intervalo existe, pelo menos um
¢ tal que f(§) = 0. Para fins desse exemplo consideraremos satisfatorio um & onde
f(&) =2.1073.

Pela formula de Cardano para as ciubicas temos: D = —% < 0, logo existem 3
raizes reais distintas. Para facilitar a convergéncia faremos uma tabela de valores

para f(x) e consideraremos $6 08 sinais, temos:

x | . |0| 5] 4|3 2]4]l0o]1]2]3]4]5]10
f{X) - - - - - - - + + - + + + + +
Figura 4.2
Podemos concluir que cada um dos intervalos Iy = [—1;0], Iy = [1;2] e I3 = [2;3]

contém pelo menos um zero de f(x), vejamos as iteragoes:

ne a b X hix) a b X hix) a b X hix)
-1 ] -0,500| 2,125 1 2 1,500 (-0,375 2 3 |2,500(-0,125
-1 -0,5 |-0,750]| 0,851 1 1,5 | 1,250 0,266 2,5 3 |2,750( 1,109

-1 |-0,750(-0,875| 0,033 1,25 | 1,500 1,375 |-0,072 2,5 12,75012,625| 0,416
-0,938 (-0,875|-0,907|-0,210 1,250 1,375 | 1,313 | 0,093 2,500(2,625|2,563( 0,127
-0,907(-0,875|-0,891|-0,089 1,313 1,375 1,344 | 0,009 2,500(2,563|2,532(-0,002
-0,875|-0,883(-0,028 1,344 1,375 1,360 |-0,032 2,531(2,563 (2,547 0,061
-0,883 [-0,875|-0,879| 0,003 1,344 1,360 1,352 |-0,012 2,531|2,547|2,539( 0,028
-0,883 (-0,879|-0,881|-0,012 1,344 1,352 1,348 |-0,002 2,531|2,539|2,535( 0,012
-0,881|-0,879(-0,880(-0,005 1,344 | 1,348 | 1,346 | 0,003 2,531(2,535|2,533| 0,004
-0,880(-0,873|-0,880|-0,001 1,346 | 1,348 | 1,347 | 0,001 2,531|2,533|2,532( 0,000

LY=o NI = R T SR R O O T ]
=
oo
[¥:]
=

Figura 4.3

Entao as raizes satisfatorias de f(x) sao x1 = —0,88, xo = 1,347 e x5 = 2,532
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4.1. METODO DA BISSECAO

I
o

-2 T 0 '1\'2/ 3

Figura 4.4

Exemplo 4.2 Dado o polinémio f(x) = x> — 32® + x + 3, onde o0s coeficientes sdo
a=1, 0= -3, c=1ed = 3. Facamos a escolha de dois valores para x, no
intervalo [a,b], em que f(ao)f(bo) < 0. Logo nesse intervalo eziste, pelo menos um
¢ tal que f(§) = 0. Para fins desse exemplo consideraremos satisfatorio um & onde

£(6) = 21073,
703

Pela formula de Cardano para as cibicas temos: D = — > 0, logo existem 1

999
raiz real e duas raizes complexas conjugadas. Para facilitar a convergéncia faremos

uma tabela de valores para h(x) e consideraremos sé o0s sinais, temos:

X |- 5|4 3] -2] 1 0 1 2 3 4 5 10
flx) | - - - - - - - + + + + + + + +
Figura 4.5
Podemos concluir que o intervalo Iy = [—1;0], contém pelo menos um zero de f(x),

vejamos as iteracoes:

=]
)
w
o
=

h(x)
1 | o [-0500] 1,625
-1 -0,5 |-0,750( 0,141
-1 -0,75 |-0,875(-0,842

-0,875|-0,750|-0,813|-0,329

-0,812(-0,730(-0,781|-0,087

-0,750|-0,766( 0,028

-0,781|-0,765|-0,773|-0,027

-0,773(-0,765 (-0,769 | 0,002

-0,773(-0,769 (-0,771]-0,013

-0,771|-0,769|-0,770|-0,002

CO |00 | =] [0 |Ln | da |2 | b= |2
=
=
ca
=
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4.1. METODO DA BISSECAO

Figura 4.6
Entao a raiz real satisfatoria de f(x) é x = —0,77.
3
0
2 A 0 1 2 3 4 5
-3+
Figura 4.7

4.1.1 Estudo da Convergéncia

Temos que se a fun¢ao f é continua no intervalo [a,b] e f(a)f(b) < 0, 0 método
da Bissegao vai gerar uma sequéncia {zy} que converge para a raiz.

Para provarmos de forma analitica a convergéncia faremos algumas considera-
¢oes. Suponhamos que [ag, by] seja o intervalo inicial e que a raiz £ seja Unica no
interior desse intervalo. Temos entao , trés sequéncias:

{ar}: nao-decrescente e limitada superiormente por by; entao existe r € R tal
que lim (ax) =1

T—00

{br}: nao- decrescente e limitado inferiormente por ag, entdo existe s € R tal

que lim (bg) = s;
Tr—00

- aip+0b
{1 }: por construgao x; = b 5 k, temos: ap < i < by.
Como a amplitude de cada intervalo é a metade da amplitude, V& temos:
bo + ag
bk — Qf = 2k .
Dai segue que:
(CLO + b())

lim (ax — b)) = lim =0

k—o00 k—o00 2k
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4.2. METODO DA POSICAO FALSA

Como {ax} e {br} sdo convergentes,

lim by — lim a;, =0 = lim b, = lim a, = r = s.
k—o00 k—o00 k—o00 k—o0

Seja | = r = s o limite das duas sequéncias. Dado que para todo k o ponto
zy € (ag, bg), temos:

lim z, =1
k—o00

. Resta provar que f(I) = 0. Em cada iteragao k temos: f(ax) — f(bx) < 0.
Entao,

0> lim (o) f(be) = lim f(a) lim F(by) = F(lim ai)f(lim b) = F(r) f(s) = [F(D)

k—o0 k—o0

Assim, f(I) = 0. Portanto klim x. Das hipoteses temos:] = €.
—00

4.1.2 Estimativa do Nimero de Iteracoes

Dada uma precisao £ e um intervalo inicial [a, b], é possivel saber, a priori, quantas

iteracoes serao efetuadas pelo método da bissecao até que tenhamos b — a < &.

b1 — ax_ by — a
Sabemos que by — ax = bl 5 Aol = ng O, dai temos de obter £ de modo

que by — ap < €, ou seja:

by — ag by — ag log(by — ag) — loge

> <e=2F>

= klog2 > log(by—ag)—loge = k >
log?2

Dai se k satisfaz a rela¢ao acima, ao final da itera¢ao k teremos o intervalo [a, b] que

contém a raiz £, tal que Vo € [a,b] = |z —§| <b—a <.

4.2 Meétodo da Posicao Falsa

Seja f(z) continua no intervalo [a,b| e tal que f(a)f(b) < 0.

Suponhamos que o intervalo (a, b) contenha uma tnica raiz da equacao f(x) = 0.

No caso do método da bissecao, = é simplesmente a média aritmética entre a e b,
porém se observarmos a fungao f(z) = 2® — 3z + 3, no intervalo inicial [a,b]=[2,3]
e vimos no exemplo 4.1 que f(2) = =1 < 0 < 3 = f(3). Como | f(2) | estd mais
proximo de zero que | f(3) |, é provavel que a raiz esteja mais proxima de 2 que de

3 (pelo menos isto ocorre quando f(x) é linear em [a,b]).
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4.2. METODO DA POSICAO FALSA

Assim, em vez de tomar a média aritmética entre a e b, o método da posicao falsa

toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |,

respectivamente:

L= 0l fO) [ +b] fla) | _ af(b) —bf(a)
FO [+ @) [ fB) = fla)

Figura 4.8

Para f(ag) < 0 < f(by) temos as iteracoes realizadas da seguinte forma:
ao.f (bo) — bo.f(ao)

f(bo) — [f(ao)
Se f(xg) <0, defina a; = g e by = by

Defina x¢ =

Se f(xg) > 0, defina a; = ag e by = xo.

Finalmente defina a1, as,...,b1,bs, ..., 20,21, X2, ... indutivamente por

S agf(br) — bkf(ak),
T fon) — fla)

Entao
xy, se f(xr) <0
Ak+1 =
ax, se f(zy) >0
b, se f(xr) <0
b1 =
xg, se f(zg) >0
sendo j, = aif (be) = bep(ar) =& = flo) = f(€) =0.

f(br) — flax)
Exemplo 4.3 Utilizaremos h(z) = 2* — 32% + 3 jd vista no exemplo 4.1, vejamos

as iteragoes:
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4.3. METODO DO PONTO FIXO - MPF

ne a b X hix) a b X hix) a b X hix)
] 1 0 -0,730| 0,891 1 2 1,500 (-0,375 2 3 |2,250|-0,737
1 -1 -0,75 |-0,868 | 0,087 1 1,5 | 1,364 (-0,043 2,25 3 |2,407|-0,434
2 1 [-0,868(-0,878| 0,007 1 1,364 | 1,349 (-0,004 241 3 |2,482(-0,190
3 (-1,000(-0,878|-0,880|-0,001 1,000 1,349 ( 1,347 |-0,001 2,513 3 [2,525|-0,029
4 2,525 3 [2,529|-0,011
5 2,529 3 |2,532| 0,000

Figura 4.9

Exemplo 4.4 Utilizaremos h(z) = 23 —3x?+x+3 jd vista no exemplo 4.2, vejamos

as iteragoes:

=]
]
w

b X hix)
0 |-0,600| 1,104
-0,6 |-0,742( 0,196
-0,74 |-0,765| 0,030
-0,765|-0,769| 0,005
-0,769 (-0,76%| 0,000

Blw|m|e e
R Il o o T

Figura 4.10

Observamos entao que, dependendo dos pontos escolhidos, o0 método da posicao
falsa necessita de um nimero menor de iteragoes em relacao ao método da bissecao,

ou seja converge mais rapido para as raizes.

4.3 Método do Ponto Fixo - MPF

Seja f(z) uma fungao continua em [a, b], intervalo contendo uma raiz da equagao
f(x)=0.

MPF consiste em transformar esta equagao em uma equagao equivalente x = g(z)
e a partir de uma aproximacao inicial zo gerar a sequéncia {xy} de aproximacao para
¢ pela relagao 1 = g (xg) , pois a funcdo g(x) é tal que f(§) =0 < g(§) = &.

Uma fungao g(z) que satisfaz a condi¢ao acima é chamada de fungao de iteracao
para a equacao f(z).

A forma geral das fungoes de iteragao g(x) é g(z) = v+ A(x) f(x), com a condic¢ao

que em &, ponto fixo de g(z), se tenha A(§) # 0.

Proposicao 4.4 f(§) =0xg(&) =¢
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4.3. METODO DO PONTO FIXO - MPF

Prova.
(=) Seja & tal que f(§) =0, dai g(§) =&+ A(E)f(§) = g(§) =¢
(=) 8Seg(§) ==+ A (&) == A f()=0= f(§) =0 m

Nos graficos a seguir, podemos observar que uma raiz da equagao z = g(x) é a

abscissa do ponto de intersegao y = x da reta e da curva y = g(z).

y=x

P(x) Px)

E X2 "41 Xo X - — B
X XgE X Xy X

- {%} = Equando k — o ) %4} — Equando k — o

Figura 4.1: Convergente Figura 4.2: Convergente

y=x
@(x)
: N e
o W W g X MEXp X x
4

- IR 2 4~ &

Figura 4.3: Divergente Figura 4.4: Divergente

Portanto, para certas g(x), o processo pode gerar sequéncia divergente de .

4.3.1 Estudo da Convergéncia do MPF

Temos que dada uma equacao f(x) = 0, existe mais de uma fung¢ao g(z) , tal

que f(x) =0<g(z) ==x. .

Teorema 4.2 Seja & uma raiz da equagao f(x) = 0, isolada num intervalo I

centrado em . Seja g uma fungao de itera¢ao para a equagao f(z) = 0.
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4.3. METODO DO PONTO FIXO - MPF

Se

(1) g(x) e g (x) sao continuas em I;
(6) | ¢ (x) |<KM<1,Veel;

(idi) o € I.

Entao a sequéncia {xy} gerada pelo processo iterativo xy1 = g(xy) converge para

Prova. Faremos a prova deste teorema em duas partes
1) Se zy € I, entao xy, € I, Vk;
2)
lim z, =&

k—o0

1)¢ é uma raiz exata da equacao f(z) = 0. Assim, f(§) =0 < & = g(&) e, para

qualquer £, temos:

Tp1 = (k) = Tpy1 — € = g(ar) — 9(&).

Como, g(z) é continua e diferenciavel em I, pelo teorema do valor médio, se xy € I,

existe ¢, entre x; e £ tal que:

g (cr)(wp — &) = glag) — g(&).

Portanto, temos:

Ter1 — & = glazx) — 9(&) = g'(ex)(@r — §), VE.

Assim, x4 — & = ¢'(cx)(zr — &£). Entao, Vk temos:

| i = E =l g () [l on — € 1<l e — £,

pois | ¢'(ck) |< 1 temos que a distancia entre xj1 e £ é estritamente menor que a
distancia entre zp e £, e como [ esta centrado em £ , temos que se x, € [ , entao
Try1 € 1. Por hipotese, xg € I, entao x € I, Vk.

2)Provemos agora que lim x; = &.

k—o00

Temos:

| 21— & [=[ g(zo) — 9(&) =] g'(co) [| w0 — & [< M | g — & |(co estd entre zg e &)

| 22 — & =] g(21) — 9(&) |=] g'(er) || 21 — €[ M? [ 29 — £ |(c1 esta entre x; e &)
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4.3. METODO DO PONTO FIXO - MPF

| zn =& =] g(@r-1) — 9(&) = g'(cr—1) || mor —E|IS M |z = E [ - <
MPF(zg — &) (cy, esta entre xy, e &)
Entdo, 0 < lim |ap — & | < lim M* |29 — €| =0, pois 0 < M < 1.
k—o00 k—o00
Assim, lim |z — €| =0= lim z, =& m
k—o0 k—o0

Exemplo 4.5 Dado o polinomio f(x) = x3 + 42% — 10, onde os coeficientes sdo
a=1,0=4, ¢c=0ed= —10. Pela formula de Cardano para as cibicas temos:
D = 1,2963 > 0, logo existe uma raiz real e duas complexas conjugadas. Para
facilitar a convergéncia faremos uma tabela de valores para f(x) e consideraremos

S0 0S8 sinais, temos:

X | ..|-1W0] 5| 4[3]|]-2|-1]0 1 2 3 4 5 110

fx) | - - - - - - - - - + + + + + +

Figura 4.11

Podemos concluir que o intervalo I = [1;2] contém pelo menos um zero de f(x).
Ezistem vdrias maneiras pelas quais a equacao pode ser manipulada para obter-
mos a forma de ponto fizo x = g(x). Verificaremos algumas a sequir:
r=gi(z) = 2% +42* + . — 10;

1
v = (@) = | = — da;

T
1
r = gs(z) = SV 10 — 23;
3 + 42% — 10
r=oln)=r e

Para fins desse exemplo consideraremos satisfatorio um & onde f(£) = 2.1073.

Como wvalor inicial pode ser a média aritmética do intervalo I, ou seja xg =

142 : . .
—— = 1,5, vejamos as iteragoes:

2
k gl fix) g2 | flx) 23 flx) gd | fx)
0| 1,500 2,375 1,500] 2,375 1,5000| 2,375 1,5000)2,375
1| -0,875 -7.607 0,816|-6,789 1,2870|-1,243 1,3733|0,134
2| 6,732 476,452 2,997|52,842( |1,4025| 0,627 1,3675|0,038
3 |-469,720|-102755024,907 1,3455|-0,323 1,3659|0,010
4 1,3752) 0,165 1,3654 0,003
5 1,3601|-0,085 1,3653|0,001
& 1,3678) 0,043
7 1,3639|-0,022
8 1,3659] 0,011
9 1,3649|-0,000
10 1,3654| 0,003
11 1,3651|-0,002
12 1,3653| 0,001
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4.4. METODO DE NEWTON-RAPHSON

Figura 4.12

Entao a raiz satisfatoria de f(x) é x = 1,3653.

|

P
e

Figura 4.13

Podemos observar na tabela que, mesmo todos os pontos fizos tendo sido obtido
da mesma fungao f(x), nem sempre a convergéncia acontece como esperamos.

Analisaremos alguns dos possiveis motivos para que isso nao acontega, de acordo
com o teorema 4.1:

-Para g1, temos: ¢, = —32* — 8x + 1, ou seja, | ¢} (x) |> 1 para todo x € I.

O teorema 4.1 nao afirma que o método do ponto fixo va falhar, porém nao hd
motivos para que a convergéncia seja esperada.

-Para g2, nao estd definido para todo x € I.

Portando, também, nao existe motivos para que o Método do Ponto Fixo faca a
convergéncia esperada.

No caso de g3 e g4, observamos que a convergéncia acontece de forma mais rapida

em g4, NG Prorima Sec¢cao VEremos porque iSso acontece.

4.4 Meétodo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson tenta acelerar a convergéncia do MPF, nesta
tentativa é escolhida para fungao de iteracao, a fungao g(x) tal que ¢'(§) = 0.
Entao, dada a equacao f(x) = 0 e partindo da forma geral g, queremos obter a

fungao A(z) tal que ¢'(§) = 0.
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4.4. METODO DE NEWTON-RAPHSON

Temos:
g(x) = v+ Alz)f(x) = ¢"(x) = 1+ A(x)f(z) + A(x)f'(x) = ¢(&) = 1+
A f(E) + A (&) = g'(§) =1+ A& f'(§).

Logo, #(€) = 0.6 1+ A©F(€) = 0= A(€) = ~ 5 = A(w) =~

Entao , dada f(z) , a fungao de iteragao g(x) = = — ff/((xx)) seré tal que ¢'(§) =0,
pois

g@) =1 @) — f(2).f(z) _ flx).f"(z)

(@) F@)?
e, como f(€) = 0,/(€) = 0 (desde que f'(€) # 0).

Assim, escolhido xg , a sequéncia {x} sera determinada por

x
Tp1 = Tp — ;/((x];))’k =0,1,2,....

Exemplo 4.6 Dado o polinémio f(x) = —2x% — 32? + 5x + 2, onde 0s coeficientes
saioa=—2,b=—-3,c=5ed=2. Pela formula de Cardano para as cibicas temos:
D = —1,21 < 0, logo existem & raiz reais distintas. Para facilitar a convergéncia

faremos uma tabela de valores para f(x) e consideraremos so 0s sinais, temos:

X |10 543241 0 1 2 3 4 5 [ 10
) | + + + + + - - + +
Figura 4.1}
Podemos concluir que os intervalos Iy = [—3;—2],15 = [-1;0] e I = [1;2] contém

pelo menos um zero de h(x). Para fins desse exemplo consideraremos satisfatorio

um & onde f(§) = 2.1073.

Facamos:
en —2x3 — 3w +bwg +2  —dad— 313 -2
T1 = Tn — = Xrn — = .
P ) —622 — 60 + 5 —622 — 62945
Como valor inicial pode ser as médias aritméticas dos intervalos I, ou seja xg =
—3_9 ) —1+0 .
5 = —2,5 para o intervalo [—3; 2], xy = 5 = —0,5 para o intervalo
142 . . . ~
[—1;0] e xg = = 1,5 para o intervalo [1;2]. vejamos as iteragoes:
k| g2 fix) g3 fx) g4 fix)
0|-2,5000| 2,000 -0,5000]-1,000 1,5000|-4,000
1|-2,3857| 0,154 -0,3462 |-0,007 1,2714|-0,603
21-2,3754| 0,001 -0,3450| 0,000 1,2225]-0,025
3 1,2203| 0,000
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4.4. METODO DE NEWTON-RAPHSON

Figura 4.15

Entao as raizes satisfatorias de f(x) sao x1 = —2,3754, 5—0,345 e x3 = 1,2203.

54

Figura 4.16

4.4.1 Motivagcao Geométrica

Dado o ponto (kg, f(zx)) tragamos a reta Ly(x) tangente a curva neste ponto

— T " r—1x ai ) = =7 _f(xk)
Li(z) = f(xx)+ f/(2x)( k), dai, Ly(x) =0 < e

, facamos entao

Tp41 = 2.

Figura 4.17
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4.4. METODO DE NEWTON-RAPHSON

4.4.2 Estudo da Convergéncia do Método de Newton-Raphson

Teorema 4.3 Sejam f(x).f'(x), f"(x) continuas num intervalo I que contém a raiz

x=¢ de f(z) =0. Supondo f'(§) = 0. Entao, existe Iy C I, contendo a raiz £, tal
f(z)
f'(xr)

que se xg € I, a sequéncia {x—k} gerada pela férmula recursiva x4 = x—k—

CONVergird para a Taiz.

Prova. Temos que o método de Newton-Raphson é um MPF com funcgao de iteracao

g(x), dada por

@
A= iy

Precisamos provar que existe [; C I centrado em &, tal que

i) g(x) e ¢'(z) sdo continuas em [;

i) | ¢'(z) |[< M < 1,Vx € 1.

Temos:

o) =0~ £ e (o) = LD,

Como por hipotese, f'(z) # 0 e, f'(x) é continua em I, é possivel obter I; C I
tal que f'(x) #0V € I.

Assim, no intervalo I; C I, tem-se f(x).f'(x), f"(z) sao continuas e f'(x) # 0.
Dai, g(z) e ¢'(x) sdo continuas em I. Agora, ¢'(x) = %J;)(]? Como ¢'(z) é

continua em I; e ¢'(§) # 0, é possivel escolher Iy C I; tal que | ¢'(x) |< 1,Vz € I,
e, ainda mais, Is pode ser escolhido de forma que £ seja seu centro. Conclusao,
conseguimos obter Iy C I, centrado em &, tal que g(z) e ¢’'(x) sejam continuas em I

e | g(x)|< 1,Vo € I,. Assim, I = I,. Portanto, se zo € I, a sequéncia {z}} gerada
f(xx)
f'(@)

pelo processo iterativo 1 = xp — converge para a raiz . ]

4.4.3 Ordem de Convergéncia

Supondo que o método de Newton-Raphson gera uma sequéncia {zx} que con-
verge para £. Ao observarmos como um MPF, poderiamos dizer que ele tem ordem
de convergéncia linear. Porém, veremos que o fato de ser uma funcgao de iteragao
tal que ¢’'(£) = 0 nos leva a provar que a ordem de convergéncia é quadréatica.

Comecaremos supondo que estao satisfeitas as hipoteses do teorema 3.2, temos:

xk+1:xk_%:>xk+l_§:$k_5_&:>€k_ /(@)

J'(@) Floy =™

Agora desenvolvendo f(z) em torno de zy, temos:
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4.5. METODO DA SECANTE

f(x) = flar) + f(on) (@ — 1) + fHQ(C) (z — x1)?, ¢k entre x e zy.
Assim,
0= 1) = S~ )i~ O + T3y~ € 5 flw) = Pl — ) -
! (QCk) (z — )%
Dividindo toda a equacao por f(xzy)
f'ew) o flzw) _ e 1 f"(er)
2f’(Ik)ei a _f/<xk) T an = 6% 2 f'(xx)
dai,

e 1 o) 1) g o
i 2 2 i Plow) 2 f(lm e 270 29 (&) =e

Portanto, o método de Newton-Raphson tem convergéncia quadratica.

4.5 Meétodo da Secante

Tal método consiste em substituir a derivada f’(z), utilizada no método de
Newton-Raphson, pelo quociente das diferencas:

far) — flop—1)

T — Tg—1

[ (wg) ~

Onde zj e x;_1 sao duas aproximacgoes para a raiz.

Neste caso, a funcao de iteracao fica:

o — e — S (@) _ e f (@) — o f (231
k41 k flzr) — flzp—1) Flax) — flze)

Exemplo 4.7 Dado o polinémio f(z) = x® — 2% — 2z + 2, onde 0s coeficientes sao
a=1,b= -2 ¢c=—-2ed=2. Pela formula de Cardano para as cibicas temos:
D = —1,37 < 0, logo existem & raiz reais distintas. Para facilitar a convergéncia

faremos uma tabela de valores para f(z) e consideraremos s6 0s sinais, temos:

X |- 5|4 3] -2] 1 0 1 2 3 4 5 110
fx) | - - - - - - + + - - + + + + +
Figura 4.18
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4.6. METODO DE MULLER

Podemos concluir que os intervalos Iy = [—2;—1], Iy = [0;1] e I = [2;3] contém
pelo menos um zero de f(x). Para fins desse exemplo consideraremos satisfatorio

um & onde f(&) = 2.1073.

Facamos:
2y = zof(21) — w1 f(20)
f(x1) = f(xo)
Consideraremos Como wvalores iniciais to = —2 e x1 = —1 para o intervalo

[—2;—1], z0 = 0 e &y = 1 para o intervalo [0;1] para o intervalo [—1;0] e xg =2 e

x1 = 3 para o intervalo [2;3]. vejamos as iteragoes:

ngf x fx) X fx) X fx)

0| -2 0 2

1 -1 1 3

2 (-1,091| 0,503 0,667 0,074 2,286(-1,079
3|-1,183 (-0,083 0,690(-0,003 2,412 |-0,424
4 |-1,169| 0,006 0,683 0,000 2,495| 0,089
5|-1,170| 0,000 2,480|-0,005
6 2,481| 0,000

Figura 4.19

Entao as raizes satisfatorias de f(x) sao x1 = —1,17 xo = —0,689 x5 = 2,481

2 p
T T 0 T T T
-4 -2 0 2 4 6
,2 -
,4 -
Figura 4.20

4.6 Método de Muller

O método de Muller, uma generalizacao da abordagem utilizada no método da

secante,onde ao invés da aproximacao ser feita pela reta que passa por dois pontos
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4.6. METODO DE MULLER

da curva, é feita pela parabola que passa por trés pontos dados, utilizado para obter
uma ou mais raizes reais de uma funcao f(z).

Dados trés valores reais, xg, £1 € T2, um polinémio quadratico é construido de
modo que os trés pontos (z;, f(z;)), com i = 0, 1, 2, sdo interpolados. Uma das
raizes deste polindbmio ¢é utilizada como uma aproximacao inicial para uma raiz de
f(@).

O polinémio quadratico de interpolacao é obtido através da formula de interpo-
lacao de Newton-Raphson, dado por

p(x) = f(@2) + (# — @) s, 1] + (2 — 22) (x — 1) fl2, 21, 0] (1)

onde as diferengas divididas f[za, x1] e f[z2, x1, o] sdo definidas como segue (2)

f(xo) — f(z1)

f[xl,fo] = To — 71
flaa,m] = =02
flma . a0] = flz1, o] — f[3327~’171]‘

Ty — T1
Note que se xg, 1, T2 sao distintos, as diferencas obtidas sao de primeira e
segunda ordem, respectivamente.
Substituindo z; em (1) e reduzindo a expressao obtida através de (2). A férmula
(1) é chamada de forma das diferencas divididas de Newton-Raphson da interpolagao
polinomial.

Reescrevendo (1) em uma forma mais conveniente, temos:

p(z) = a(z — 29)* + 2b(x — 25) + ¢
onde
a = flxe, x1,x0)
b= % (flzz, 21] + (22 — @1) flz2, 21, o))
¢ = f(x2)
Se h é a raiz de menor valor absoluto da formula quadratica ah? + 2bh + ¢ = 0,
entdo r3 = ro + h é a raiz de p(x), muito proxima de z.

Para encontrar a menor raiz da equacao quadratica, utilizamos a solucao padrao
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4.6. METODO DE MULLER

b VA

h 2a

Por questoes de estabilidade numeérica, racionalizando o numerador, temos:

2c
T3 =T+ ——————

b4 b2 — dac

Onde o sinal da raiz quadrada é escolhido de modo a maximizar o valor absoluto
do denominador, como estamos interessados na raiz mais proxima de x;_;, devemos
escolher o mesmo sinal de b para tornar o denominador o maior possivel, ou seja
sendo o sinal positivo para b > 0 e negativo para b < 0.

Genericamente, temos que o método de Muller consiste no seguinte processo

recursivo  (4)

20@'

bi + \/ b? - 4CLZ‘CZ'

Tip1 = T +

onde
a; = f[Ii—27 Li—1, xz]
1
b = 5 (flziyzioa] + (v — i) fl2s, im1, Ti—a))
C; = f(%)
ou

( . (i1 — ) (f(xi2) — f)) — (w2 — ) (f(2io1 — (7))

(901‘—2 - %—1)(%‘—2 - Ii)(ﬂfi—l - 901)

b = (331‘72 - xi)Q(f(iUiq) - f(il?z)) - (%‘71 - -731‘)2(]6(1’1'72 - f(l"z))

(5172‘—2 - %‘—1)(1&'—2 - l"i)(xz'—l - CEz)

ci = f(x:)

\
Repetindo (4) iterativamente, temos que se a sequéncia gerada {x, : n > 0}
converge para um ponto «a e que se f‘(a) # 0, entdo « é uma raiz de f(z).
Note que se a = 0 entao a interpolacao linear em cada iteracao é equivalente ao

método da secante. Se a = b =0, entdo f(zo) = f(x1) = f(x2). Neste caso, iteracao

deve ser retomada com diferentes valores iniciais.

26



4.6. METODO DE MULLER

Exemplo 4.8 Dado o polinémio f(x) = x®> —4x — 1, onde 0s coeficientes sao a = 1,
b=0,c=—4ed= —1. Pela formula de Cardano para as ciubicas temos: D =
—2,12 < 0, logo existem 3 raiz reais distintas. Para facilitar a convergéncia faremos

uma tabela de valores para f(x) e consideraremos s6 0s sinais, temos:

X | . |10 5432|110 1 2 | 3 141510

ol - [ - [ -1 - [T -T+«1-T-T-T+]+]+[+1-¢

Figura 4.21

Podemos concluir que os intervalos Iy = [—2;—1], I, = [~1;0] e I = [2;3] contém
pelo menos um zero de f(x). Para fins desse exemplo consideraremos satisfatorio
um & onde f(£) =2.1073.

Facamos:

Com

(= @i = 2)(f(@ie) = f(23)) = (@ioo — 23) (21 — f(a0))
' (Tima — i) (@im2 — 23) (Tim1 — 24)
p = iz = 2)*(f(zic1) = f(@i)) = (@io1 — ) (f(wig — f(2i))
' (%'72 - 217171)(%72 - l’z‘)(xzel - Iz)
L Ci = f(xl)
Consideraremos Como wvalores iniciais ro = —1, xr1 = —2 e x9 = —3 para o
intervalo [—2;—1], xo = —1, 1 = 0 e x5 = 1 para o intervalo [—1;0] e zo = 2,

r1 =3 e x9 =4 para o intervalo [2;3]. vejamos as iteragoes:

X fx) a b C X fix) |a|b]| c X fix] |a| b c
0|-1,000| 2,000 0| -1,000| 2,000 0| 2,000| -1,000
1|-2,000| -1,000 1| 0,000]-1,000 1| 3,000| 14,000
2|-3,000|-16,000|-6,0|-21,0|-16,0 2| 1,000]-4,000(0,0(3,0]1-4,0 2|4,000|47,000|9,0|-42,0147,0
3|-1,879| -0,119]-6,9| -6,5 | -0,1 3|-0,333| 0,296(0,7(4,1)| 0,3 3| 2,138| 0,222|%9,1| -8,1| 0,2
4|-1,860| 0,003|-6,7(-64 | 0,0 4|-0,260( 0,024|0,4|3,7| 0,0 4| 2,110| -0,047)8,2| -9,3 | 0,0
5|-1,861| 0,000 5|-0,254(-0,001 5| 2,115( 0,000

Figura 4.22

Entao as raizes satisfatorias de f(x) sao x1 = —1,861 x5 = —0,254 x3 = 2,115.
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4.6. METODO DE MULLER

Figura 4.23
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Capitulo 5

Sugestoes de Alguns Exercicios para

Aplicacao no Ensino Basico

Veremos a seguir alguns exercicios que visam a resolucao de algumas fungoes no
que diz respeito a encontrar as raizes das mesmas, o que dara suporte no entendi-
mento dos métodos vistos nos capitulos anteriores.

A escolha de um método nao serve de parametro e garantia de que o mesmo seja
a melhor forma de resolucao para o determinado exercicio, ele apenas ilustra um dos

meios que a equacao pode ser resolvida.

5.1 Exercicio de Funcao Polinomial do 1° grau

. . o . :
Exercicio 5.1 Dada a fungao f(z) = T 3, determine a raiz e represente seu

grafico.
T

Resolugao: 1 Temos: f(x) = T 3, e para encontrarmos raiz Precisamos que

x
f(z) =0, logo T 3 =20 e como se trata de uma func¢ao do 1° grau a raiz acontece

-3 12
quando r = —— nesse caso a = — e b= —3, entao v = —u = —.
a 4 5 5}

4
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5.2. EXERCICIO DE FUNGCAO POLINOMIAL DO 2° GRAU

Figura 5.1

5.2 Exercicio de Funcao Polinomial do 2° grau

Exercicio 5.2 Dada a funcdo f(x) = —32? —x+5, determine as raizes, Utilizando

a formula de Bhaskara e o método da Bissecao, e represente seu grdfico.

Resolucdo: 2 Temos: f(x) = —3x? —x+5, e para encontrarmos as raizes precisa-
mos que f(z) =0, logo —32*—x+5=0, coma = —3,b= —1ec=5. Como se trata
de uma fungao do 2° grau verificamos que A = b*—4ac = (—1)*—4.(=3).5 =61 > 0,
logo f(x) tem duas raizes reais distintas.

—bi\/Z: —(—1) £ 61

Utilizando a formula de Bhaskara encontramos r =

2a 2.(—3)
fazendo v/61 =~ 7,8102, temos:
1+7,81
= ——— =—1,468
1T 9(23) ’
e
1-7,81
= —1— =1,135.
Ty T

Pelo método da Bissegao, para facilitar a convergéncia faremos uma tabela de

valores para f(x) e consideraremos sé 0s sinais, temos:

x| .. |10 5|43 2][1]0]1 2 3145 [10
f(x) - - - - - - + + +
Figura 5.2
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5.3. EXERCICIO DE FUNGCAO POLINOMIAL DO 3° GRAU

faremos as iteragoes para os intervalos [ag; by = [—2; —1] e [co; do] = [1;2], vejamos

a tabela de iteracoes:

ne a b X fix) a b X fix)
L] -2 -1 |-1,500( -0,25 1 2 1,500 (-3,250
1( -1,5 -1 [-1,2530]| 1,563 1 1,5 | 1,250 (-0,938
2 |-1,500(-1,250|-1,375( 0,703 1,000 ( 1,250 1,125 | 0,078
3 |-1,500(-1,380|-1,440( 0,219 1,125 1,250 | 1,188 (-0,418
4 (-1,500|-1,440|-1,470(-0,013 1,125 1,188 | 1,157 |-0,169
3 |-1,470(-1,440|-1,455( 0,104 1,125 ( 1,157 | 1,141 (-0,047
6 |-1,470(-1,4535|-1,463 | 0,046 1,125 1,141 1,133 | 0,016
7 [-1,470]-1,463 |-1,467| 0,015 1,133 1,141 ( 1,137 |-0,015
8 |-1,469(-1,468 |-1,469 (-0,001 1,133 | 1,137 | 1,135 | 0,000
Figura 5.3
Logo, as raizes satisfatorias de f(x) sao v1 = —1,468, o = 1,135
0
4 -2 0 2 4
_5-
Figura 5.4

5.3 Exercicio de Funcao Polinomial do 3° grau

Exercicio 5.3 Dada a funcdio f(r) = 8x® + 4x* — 2z — 1, determine as raizes,

Utilizando a formula de Cardano e o método da Posicao Fulsa, e represente seu

grafico.

Resolucdo: 8 Temos: f(x) = 8x3 + 42% — 2x — 1, e para encontrarmos as raizes

precisamos que f(x) = 0, logo 82% + 4x® — 2z — 1 = 0. Para utilizarmo a formula
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5.3. EXERCICIO DE FUNGCAO POLINOMIAL DO 3° GRAU

de Cardano é necessdrio que facamos a forma reduzida eliminando o x2, ficando a

equagdo o 3° grau do tipo y> + py +q = 0. Portanto temos:

1 | 1 1
—(82% + 4a® — 22 — 1) = 2® + ~2?

3 3t "m0
1 1 1 b 1
Sendoa =1, b= g c=—7¢ d= -3 Consideremos © =y — 3 =y — 1 logo:
1\° 1 1> 1 N 1, y 74
_ —_ _ — _ — _ —_ = = ————:0
(y 6) 3 (y 6) 4 (y 6) s Y 737 999
74\ 2 1\?
1 74 2 3 3
Comp=—3 ¢4 = ggq Jacamos D= (3) + (§> -] 5] o

logo a equacao tem 3 raizes reais sendo duas repetidas.

Utilizando a férmula de Cardano para as cibicas, quando D=0, as raizes sao:

Yo =y3 = (W +W)uy = —u; = —4

. 1 2 1 1 1 1 1 1
CoOm 1880 T1 =Y — = =

6 3 6 2 T BTRTET IR 2
Pelo método da falsa posicao, Para facilitar a convergéncia faremos uma

tabela de valores para f(x) e consideraremos sé 0s sinais, temos:

x| |10 5|4l 3] 2|a]lo|1]2]3]4]5]10
| - | - | - - -] -1-]-

+ + + + +

Figura 5.5

Faremos as iteragoes para o intervalo [ag; bo] = [0;1], vejamos a tabela de itera-
coes:

ne a b X hix)
1} ] 1 0,100 |-1,152
1 1] 0,1 |-0,658(-0,231
2|-066| 1 |-0,616(-0,121
3 |-0,500 1 -0, 500 | 0,000

Figura 5.6
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Como nao exite outro intervalo que f(a)f(b) < 0, encontraremos os pontos restan-
tes reduzindo a equacao para uma de 2° grau e utilizaremos a formula de Bhas-

1 1
kara. Pela proposicao 2.1, se 3 é raiz de f(x), entao (v — 5) | f(z), vejamos:

83 +4a? —2x — 1

1
‘Q’/'__
2

Assim A = 8% —4.8.2 =0, logo duas raizes reais iguais. As raizes sio:

—b+VA 8 1

% 16 2

= 822 + 8x + 2.

Tl = Ty =

1
Logo, as raizes de f(x) sao 1 = g e =g

Figura 5.7

5.4 Exercicio de Funcao Polinomial do 4° grau

Exercicio 5.4 Dada a funcio f(x) = a* — 423 — 2% + 8z + 1, determine as rai-

zes, Utilizando o método de Newton-Raphson e método da secante, e represente seu
grafico.
Resolucdo: 4 Temos: f(x) = x* — 423 — 2% + 8x + 1, e para encontrarmos as

raizes precisamos que f(x) = 0, logo x* — 423 — 2> + 8x + 1 = 0. Para facilitar a

convergéncia faremos uma tabela de valores para f(z) e consideraremos sé 0s sinais,

temos:
X | . |-10] 5] 4[-3]-2]A1 0 1 2 3 4 5 110
flx) | + + + + + + + + + + + +
Figura 5.8
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5.4. EXERCICIO DE FUNGAO POLINOMIAL DO 4° GRAU

Podemos concluir que os intervalos Iy = [=2;—1], I, = [-1;0], I3 = [1;2] e I, =
[3;4] contém pelo menos um zero de f(z).
Para fins desse exercicio consideraremos satisfatério um & onde f(€) = 2.1073,

Pelo método de Newton-Raphson, conhecendo os resultados acima, Facamos:

B h(zg) xy—4rf —af+8xo+2 3wy —8xy —xf— 1
X1 = Tg — h’— =Ty — 3 2 - 3 2
(x0) dxy — 1225 — 229 + 8 dxy — 1225 — 220 + 8
como valor inicial pode ser as médias aritméticas dos intervalos I, ou seja xy =
—92_1 ) —-1+0 .
= —1,5 para o intervalo [—2;—1], xy = 5 = —0,5 para o intervalo
1+2 , 3+4 .
[—1;0], 2y = = 1,5 para o intervalo [1;2] e xy = = 3.5 para o intervalo
[3;4]. vejamos as iteragoes:
k X fix) X f{x) X fx) X fix)
0(-1,5000| 5,313 -0,5000]-2,688 1,5000 ( 2,313 3,5000( -4,688
1(-1,3199( 0,932 -0,0114) 0,909 1,7721 |-0,361 3,6838| 1,094
2(-1,2720] 0,057 -0,1247|-0,005 1,7391 (-0,004 3,6548( 0,030
3(-1,2687| 0,000 -0,1241| 0,000 1,7388 | 0,000 3,6540( 0,000
Figura 5.9
Pelo método da Secante, utilizaremos também os intervalos I; = [—2; —1],I, =

[—1;0], I3 = [1;2] e Iy = [3;4] de h(x).

Facamos:
Ty — zof(x1) — 21f(20)
2 = .
f(x1) = f(zo)
Consideraremos Como wvalores iniciais xtg = —2 e x1 = —1 para o intervalo
[—2;—1], o = —1 e 1 = 0 para o intervalo [—1;0], xg = 1 e x1 = 2 para o

intervalo [1;2] e xg = 3 e x1 = 4 para o intervalo [3;4]. vejamos as iteragoes:

k X fix) X fix) X fix) X flx)
0|-2,0000 -1,0000 1,0000 3,0000
1)|-1,0000 0,0000 2,0000 4,0000
2]-1,0938 |-2,2814 -0,2500]-0,9961 1,6250| 1,1682 3,3929|-7,0817
31-1,3914 | 24557 -0,1252|-0,0095 1,7301| 0,0926 3,5714|-2,7077
41-1,2371|-0,5120 -0,1240] 0,0002 1,73591|-0,0042 3,6819( 1,0223
5|-1,2637|-0,0839 -0,1241| 0,0000 1,7388| 0,0000 3,6516|-0,0842
6|-1,2689 | 0,0039 3,6539(-0,0023
71-1,2687 | 0,0000 3,6540| 0,0000
Figura 5.10

Entao a raizes satisfatoria de f(x) sao x1 = —1,2687, x9 = —0,1241, x3 = 1,7388
¢ 14 = 3, 6540.
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-10+4

Figura 5.11

Exercicio 5.5 Dada a funcio f(x) = x* — 5x% + 2, determine as raizes, utilizando

o método de Muller, e represente seu grdfico.

Resolucdo: 5 Dado o polinomio f(x) = z* — 5x® + 2, onde o0s coeficientes sdo
a=1,b=0,c=—-4,d =0 ee=2. Para facilitar a convergéncia faremos uma

tabela de valores para f(x) e consideraremos s 0s sinais, temos:

x| .. |10 5] 4]3|-2]|1]0 1 2 3 4 5 [ 10
flx) | + + + + + + - + - + + + + + +
Figura 5.12
Podemos concluir que os intervalos I, = [—3;—=2|, Io = [-1;0], [0;1] e I = [2;3]

contém pelo menos um zero de f(x). Para fins desse exercicio consideraremos sa-

tisfatorio um & onde f(£) = 2.1073.

Facamos:
n 201'
Tig1 = T4
- bzzl: \/b% —4CLiCi
com

( (xifl - l‘z)(f(flhﬁ) - f(flfz)) - (%'72 - $z)(f($171 - f(ﬂfz))

(%’—2 - xi—l)($i—2 - ﬂfi)(ﬂ?i—l - iUz)

| b= (@2 — 2:)*(f(2ic1) — f(23) — (i1 — 20)*(f(wim2 — f(2))

(%’72 - iUzel)(%fz - 331)(951'71 - ﬂ?z)

Ci = f(ﬂfz)

\
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Consideraremos como valores iniciais xg = —4, r1 = —3 e x9 = —2 para o
intervalo [—3;=2], xg = —2, 11 = —1 e x9 = 0 para o intervalo [—1;0], zy = 0,
r1 = 0,5 e x9 = 1 para o intervalo [0;1] e xg = 1, 21 = 2 e x5 = 3 para o intervalo

[2;3] . vejamos as iteragoes:

X fx) a b C X fix) | a b C
0| -4,000 178 0|-2,000| -2,000
1|-3,000 38 1|-1,000| -2,000
2|-2,000| -2,000(50,0|-10,0( -2,0 2| 0,000| 2,000| 2,0|-6,0( 2,0
3|-1,876| -3,208|26,9| 64 | -3,2| |3|-0,382| 1,292|-3,5|-3,2| 1,3
41-2,122( -0,237|19,0| 16,8 | -0,2 4]-0,687| -0,136|-4,1| -5,9 [-0,1
5|-2,136( 0,004|20,1| 17,6| 0,0 5|-0,664| -0,008|-3,0| -5,5 | 0,0
6|-2,136| 0,000(22,3| 17,6| 0,0 6|-0,662| 0,0000-2,3|-5,5|0,0
X fx) a b C X fix) | a b C
0| 0,000 2,000 0| 1,000| -2,000
1| 0,500| 0,813 1| 2,000| -2,000
2| 1,000 -2,000(-3,3| 7,3 | -2,0 2| 3,000| 38,000| 20,0 (-60,0(38,0
3| 0,678 -0,084(-1,8| 54 | -0,1| |3| 2,092 -0,735|28,8|-16,4|-0,7
4| 0,662 0,002|-1,3| 5,5 | 0,0 4] 2,133| -0,044|30,1(-17,8| 0,0
5| 0,662 0,000|-2,3| 5,5 | 0,0 5| 2,136 -0,001|22,0(-17,6( 0,0
6| 0,662 0,000(-24| 5,5 ( 0,0 6| 2,136| 0,000|22,3(-17,6( 0,0

Figura 5.13

Entao as raizes satisfatorias de f(x) sao r1 = —2,136, xo = —0,662, 3 = 0,662

ez, = 2,136.

Figura 5.14
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Apéndice

Matriz e Determinante de Vandermonde

Em &lgebra linear, uma matriz de Vandermonde, cujo nome faz referéncia a
Alexandre-Théophile Vandermonde, é uma matriz em que os termos de cada linha
estao em progressao geométrica.

Uma matriz de Vandermonde de ordem m X n tem a forma geral:

2 n—1
1 o of o
v 1 ay o2 ... oyt
1 a, o ant
ou
_ i1
Vij =

para todos os indices 7 e j. Se fizermos a transposta da matriz acima, temos as
colunas em progressao geométrica.
O determinante de uma matriz de Vandermonde de tamanho n X n se expressa

da seguinte forma:

Vi= 11 (a—a)
1<i<j<n
Esta formula é conhecida por vezes como o discriminante, mas em geral o discri-

minante é definido como o quadrado da férmula acima.

Demonstra-se essa formula por inducao. No caso da matriz 2 x 2 é facil verificar.

‘V| = UV1,1V22 — V12V21 = Q2 — Q1 = H (Oéj - Oéi)
1<i<j<2
Agora, provemos para a matriz n X n supondo valido para as matrizes (n — 1) x

(n—1). Seja ¢; a coluna 7, entao multiplicamos a coluna ¢; por —a; e somamos com

a coluna c;.; comt=1,2,3,...,n:
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1 ap o ... of! 1 0

1 ay a2 ... ay? 1 ay— o
V| = =

1 a, o art

0

042(062 - 041)

1 o, —ar ap(a, —ay)

0

n—2

ay (g — ay)

«

372(0% — )

Multiplicando por —1 a primeira linha e somando-a as demais linhas, achando assim

uma matriz de (n — 1) x (n — 1), logo:

1 0 0

0 Qg — (X1 OéQ(OéQ — Oél)

VIi=10 as— a1 aszlas—ap)

0 a,—a; ag(a, —a)

0

ab~?(ap — o)

ay (g — o)

a2 (a,, — ay)

Calculando o determinante pelo teorema de Laplace eliminando a primeira linha e

a primeira coluna e segue da propriedade que se pode fatorar os coeficientes caindo

em uma matriz de Vandermonde (n — 1) x (n —1).

V]| = (g — a1)(az —aq) ... (0, — 1)

E por hipétese de inducao temos:

Vi= I (a—a).

1<i<j<n
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