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Resumo

Nesta dissertacao, falamos um pouco da historia de como iniciou a Trigonometria
e como os antigos matematicos determinavam as raizes de uma equacao de segundo
grau. Deduzimos a Lei dos cossenos, a Formula de Heron para o calculo da area
de um triangulo, a férmula para o calculo da cotangente do angulo metade interno
a um triangulo e a famosa féormula de Bhaskara. Definimos as conicas como lugar
geométrico e como conjuntos equidistantes no plano. E por fim, apresentamos al-
guns resultados relacionando a geometria do triangulo, dos poligonos convexos e das
cOnicas com as equagoes de segundo grau.
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Abstract

In this dissertation, we talked a bit about the history of how and trigonometry
began as the ancient mathematicians determined the roots of a quadratic equation.
Deduce the law of cosines, Heron’s formula for calculating the area of a triangle, the
formula for calculating the cotangent of the angle inner half of a triangle and the
famous quadratic formula. Defined as the conical locus and as equidistant sets in
the plane. Finally, we present some results relating the geometry of the triangle, of
convex polygons and the conical with quadratic equations.
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Introducao

Este trabalho trata, de um modo geral, da obtencao de resultados que relacionam
a geometria do triangulo, dos poligonos convexos e das conicas com as equagoes de
segundo grau. Seguindo a linha de pensamento de Ronaldo Garcia, em seu artigo
intitulado de "Equagoes do Sequndo Grau e Geometria Plana”, ver [1], apresentamos
este trabalho de maneira clara e objetiva, tornando-o de facil compreensao para o
leitor.

Uma viagem no tempo para conhecer um pouco da histéria da Trigonometria
e, bem como, conhecer as primeiras formulas ou regras, criadas por grandes ma-
teméaticos, para obtencao das raizes de uma equacao de 2° grau. A deducao de
formulas conhecidas, como por exemplo, a Lei dos cossenos, a Formula de Heron,
a formula para determinar as raizes de uma equacao de 2° grau, conhecida como
Formula de Bhaskara, e as defini¢des das conicas como lugar geométrico e conjuntos
equidistantes.

Este trabalho tem como objetivo principal, apresentar algumas situacoes que
aparecem na geometria plana, em que muitas das vezes passam despercebidas de
estudantes (ou até mesmo professores) de matematica do ensino basico a presenca
de expressoes da forma:

y=ar’+br+c, com a#0, a,bceR.

As constantes a, b e ¢, sdo chamadas, respectivamente, de coeficiente quadratico,
coeficiente linear e termo independente. O termo "quadratico” vem de quadratus,
que em latim significa quadrado. Equagcoes deste tipo, podem ser resolvidas através
da fatoracao, do completamento de quadrados, do uso de graficos, férmulas e outros
métodos. O matemaéatico Bhaskara Akira apresentou a sua maneira de tratar uma
equacao desta: uma formula que leva seu nome.

Para um triangulo qualquer, apresentamos e deduzimos a Lei dos cossenos, uma
generalizacao do teorema de Pitagoras, uma férmula genial que envolve as medidas
dos lados e dos angulos internos de um triangulo. Para o cilculo da &rea do triangulo,
a Formula de Heron, de pouco destaque nos livros de ensino basico de matematica,
mas de grande importancia para o nosso trabalho.
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Em geometria, conicas sao as curvas geradas ou encontradas através da intersec-
¢ao de um plano com um cone de duas folhas.

ELIPSE PARABOLA HIPERBOLE

Figura 1: Conicas

No capitulo 1, abordou-se formulas e conceitos bésicos, onde muitos deles encon-
trados em livros de ensino basico de matematica, tomando como apoio de pesquisa,
os livros [3], [4], [5], [6] e [8]. Seguindo nossa trajetoria, vem o capitulo 2, com o
calculo de areas de regioes geradas a partir de conjuntos equidistantes a uma medida
r de um triangulo, e generalizando para poligonos convexos. Por fim, no capitulo 3,
conjuntos equidistantes que definem retas com denominagoes conhecidas, circulo e
conicas, sem deixar de deduzir suas equacoes canonicas.

Esperamos que este trabalho sirva de apoio de pesquisa para outras dissertacoes,
ou talvez como ferramenta de trabalho na preparacao de aulas para professores de
matematica do ensino basico.



Capitulo 1

Preliminares

A Geometria ¢ um ramo da matematica que trata das questoes relacionadas
a forma, tamanho e posi¢oes relativas de figuras e com as propriedades do espaco.
Ela foi posta em uma forma axioméatica por Euclides de Alexandria, por volta
do século III aC. A geometria euclidiana é caracterizada pelo espaco euclidiano,
imutéavel, simétrico e geométrico, e se manteve ileso no pensamento dos mateméticos
por muitos séculos, onde somente nos tempos modernos puderam ser construidos
modelos de geometria nao-euclidiana.

Figura 1.1: Euclides

Sera estudado neste capitulo uma importante relagdo trigonométrica dada em
funcao das medidas dos lados de um triangulo qualquer, como também uma férmula
para o calculo da area do mesmo. Um pouco da histéria da matematica, sem deixar
de deduzir, de maneira simples, a famosa férmula de Bhaskara para encontrar as
rafzes de uma equacao de 2° grau. E por tltimo tomar conhecimento das defini¢oes
das conicas como lugar geométrico.



Uma relacdo trigonométrica no tridngulo A CAprITULO 1

1.1 Uma relacao trigonométrica no triangulo A

A trigonometria comecou na Grécia antiga surgindo devido &s necessidades da
Astronomia, onde os estudos se concentravam na trigonometria esférica, para isso foi
necessario desenvolver partes da trigonometria plana. Apesar de se falar em muitos
estudiosos antigos em trigonometria, foi dado o titulo de fundador da trigonometria
a Hiparco de Niceia (viveu em torno de 120 aC.), tendo desenvolvidos trabalhos
principalmente em Astronomia. E bem provavel que a divisao do circulo em 360°
tenha se originado com a tabela de cordas de Hiparco.

Figura 1.2: Hiparco de Nicéia

Nao pode-se deixar de mencionar Claudio Ptolomeu (viveu em torno de 150
dC.), que foi um outro grande matematico que contribuiu no estudo da trigo-
nometria. Ele deduziu, o que escrita em notacao moderna, as expressoes para
sen(a + b) e cos(a £+ b), onde a e b sao angulos quaisquer. Demonstrou também
que sen’x + cos’x = 1, onde x é um angulo agudo. A Trigonometria dada por
Ptolomeu no Almagesto foi padrao até o renascimento.

Figura 1.3: Claudio Ptolomeu

O matematico Francgois Vieta sistematizou o estudo da trigonometria estérica,
deduzindo férmulas para sen(na) e cos(na), dentre outras.



Uma relacdo trigonométrica no tridngulo A CAprITULO 1

Nesta se¢ao, serao deduzidas a lei dos cossenos e a formula para a cotangente
de a/2 em fungdo das medidas dos lados do triangulo, onde o é um angulo interno
do mesmo.

Proposicao 1.1 (Lei dos cossenos) Em qualquer tridngulo, o quadrado da me-
dida de um lado € igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados
menos duas vezes o produto das medidas desses lados pelo cosseno do dangulo que
eles formam.

Figura 1.4: Triangulo AABC.

Demonstracao: Seja o triangulo AABC com suas medidas a, b, ¢ e Angulos internos
a, B,7v. Ver figura 1.4.

Tracando a altura C'M relativa ao lado AB, obtemos os triangulos ABCM e
AACM, como mostra a figura 1.5.

Figura 1.5: Triangulo AABC com a altura C'M tracada.

Do triangulo AAC'M, tiramos:

AM =b-cosa (1.1)



Uma relacdo trigonométrica no tridngulo A CAprITULO 1
O Teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo AAC'M, obtemos:
b* = AM? + CM?
CM?* =b* — AM?
CM?=0b*— (b-cosa)?
CM? =b* —b* - cos’ (1.2)
Fazendo o mesmo ao triangulo ABC'M, obtemos:
a* = CM* + BM?
a’? = CM? + (c — AM)?
a’* = CM? + (c—b-cosa)?
Dai, temos:
CM? = a*> — ¢® + 2bc- cosa — b - cos® a (1.3)
De (1.2) e (1.3), obtemos:
b> — b - cos’a = a® — 2 + 2bc - cosa — b* - cos®
b =a® — ¢ + 2bc - cosa
Portanto,
a’? = b*+ c* — 2bc - cos (1.4)

Notamos que nao ha alteragoes para tridngulos obtusangulos (ver figura 1.6),

pois do triangulo AACM, tiramos:



Uma relacdo trigonométrica no tridngulo A CAprITULO 1

Figura 1.6: Triangulo obtusangulo AABC com a altura C'M tragada.

- = cos(180° — ) = — cos «
AM = —b-cosa

Seguindo os mesmos passos, chegamos novamente em:

a’> =b*+c* — 2bc - cos a,

analogamente,

b? = a® + c? — 2ac - cos B

2 =a%+b>—2ab-cosy

O

Vale ressaltar que, o famoso Teorema de Pitagoras ¢ um caso particular da Lei dos

cossenos, ou seja, quando a = 90°. Assim , podemos escrever (sintese de Clairaut):
a < 90° & a? < b? + 2
a=90° < a% =0+ 2
a > 90° <= a% > b? + 2,

A Lei dos cossenos possui muitas aplicacoes em geometria, como por exemplo, na
determinacao dos angulos, alturas relativas, medianas, etc. do tridangulo em funcao
das medidas dos lados.



Uma relacdo trigonométrica no tridngulo A CAprITULO 1

Proposicao 1.2 Considere um triingulo AABC qualquer de lados a,b e ¢, semi-
perimetro s = (a + b+ ¢)/2 e denote por a o dngulo interno oposto ao lado a.

Entao:

cotg <%> = % (1.5)

Demonstracao: Seja o triangulo AABC' como mostra a figura 1.7, logo abaixo:

B

Figura 1.7: Triangulo AABC com bissetriz partindo do vértice A tragada.

A bissetriz interna partindo do vértice A do triangulo AABC divide o lado oposto
na mesma razao dos lados adjacentes (ver [3]). Com isso temos:

CM b CM _BM  a

- — = = .
BM ¢ b c b+c

Assim,

Através do calculo da bissetriz interna (ver [3]), temos o seguinte resultado:

2

AM =
b+c

bes(s — a)

Aplicando a Lei dos cossenos (1.4) no triangulo AACM, temos:

C’M2:b2+AM2—2-b-AM~cos<%>



Uma relacdo trigonométrica no tridngulo A

CariTuLO 1

ab 2—b2—|— 2 bes(s — a) 2—21)i bes(s — a) cos<g>
b+c) b+c b+c 2

a’h? 9 4 4b o
b+ oF =0b"+ (b+c)2bcs(s—a)— b bes(s — a) - cos (§>
4 _ 2 2 _ 272
cos (g) _ bes(s —a) +0°(b+ ¢)* — a’b
2 4b(b + c)\/bes(s — a)

cos (g) _ Abes(s —a) + V(b +c+a)(b+c—a)
2 4b(b+ ¢)\/bes(s — a)

(s —

(b

o 4bcs a) + b*4s(s — a)
o <§) b+ c)\/bes(s — a)
oS <g> __ssma)

2 bes(s — a)

o (3) =T

Usando o Teorema fundamental da trigonometria, temos:

Fatorando o numerador, temos:

o ()

Com os resultados obtidos de (1.6) e (1.7), temos:

_s(s—a)

«
Cotg<— .
2 Sen [S_b S—C S—b S—C)

a> s(s—a)

(1.6)

(1.7)



A Férmula de Heron CApPITULO 1

s(s—b s(s—c
De forma andloga, segue cotg (g) = m e cotg (%) _ \/(8 _(a)(s 1 ot

sendo [ e v angulos opostos aos lados b e ¢, respectivamente.

Observacgao: Como « é um angulo interno de um triangulo, ou seja, 0 < a < 180°,
entdo 0 < a/2 < 90°, tendo consequentemente seno, cosseno e cotangente positivos.
O mesmo vale para (3 e 7.

1.2 A Foérmula de Heron

Heron de Alexandria fol um matemético e mecanico que viveu em meados do
século I (10 dC. - 70 dC.).

Figura 1.8: Heron

Hoje ele é conhecido pela formula que leva seu nome, que consiste em determinar
a area de um tridngulo conhecidas as medidas de seus lados. Seu trabalho mais
importante na geometria, Metrica, ficou desaparecido até 1896.Tornou-se também
conhecido por inventar um mecanismo para provar a pressao do ar sobre os corpos,
ficando na histéria como o primeiro motor a vapor registrado.

Proposigao 1.3 Seja o tridngulo AABC com lados medindo a,b,c e h. a altura
relativa ao lado AB, como mostra a figura 1.5, e semi-perimetro s = (a+ b+ ¢)/2.
Entao, a drea do tridngulo AABC € dada por:

A=+/s(s—a)(s—Db)(s—c)

Demonstracao: Da Lei dos cossenos (1.4) e de (1.1), temos
a>=b"+c*—2c- AM

P+ —ad

AM
2c



A Férmula de Heron CApPITULO 1

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo AACM e ja fazendo a substi-
tuicao da expressao acima, obtemos:

2o e (b2+cz—a2>2

¢ 2c
(260 = (VP + 2 —a?)?
B 4c?
_ (2be+ 024 —a®)(2bc — b — ¢ + a?)
B 4c?
_ [0+ = a’l[a? — (b—c)?]
B 4c?
_ (b+ct+a)bt+c—a)a+b—c)la—b+c)
4c?

Lembrando que:
b+c+a=2s
b+c—a=2(s—a)
a+b—c=2(s—c)
a—b+c=2(s—0),

e fazendo as devidas substituicoes, obtemos:

_ 16s(s —a)(s —b)(s —¢)
¢ 4c?

he = E\/s(s—a)(s—b)(s—c), (1.8)

analogamente,

h, = S\/s(s —a)(s—=Db)(s—c)

hy = %\/s(s —a)(s—b)(s—c)

Como ja sabemos que a area A do triangulo AABC ¢é dada por:

a=0ha _bh_c (1.9)




Equacdes do 2° grau CAPITULO 1

Agora substituindo (1.8) em (1.9), obtemos:

A:C.hc:
2

-2\/3(3 —a)(s—Db)(s—c¢)

N O

A=+/s(s—a)(s—b)(s—c) (1.10)

O
Apelidada de Fdrmula de Heron para o calculo da area de um triangulo conhe-
cidas as medidas dos lados.

1.3 Equacoes do 2° grau

Estudaremos nessa secao um pouco da historica da solugao de uma equacao bem
conhecida de todos, a Fquacao de 2° grau, e nao poderiamos deixar de apresentar e
deduzir uma férmula para encontrar suas raizes. No Brasil, essa féormula é conhecida
como Fdrmula de Bhaskara, mas em outros paises é conhecida como a formula geral

para resolucao da equagao polinomial de sequndo grau, sem nenhuma referéncia a
Bhaskara.

1.3.1 Um pouco de histoéria

Resolver uma equacao da forma ax? + bx 4 ¢ = 0 nos dias atuais, é simples, pois
basta utilizar a féormula conhecida como "Férmula de Bhaskara":

 —b= V0% — 4ac

2a

T

A equacao de 2° grau tem uma longa historia e que passou por muitos matema-
ticos importantes, de varias civilizagoes, os quais se preocupando em encontrar suas
solucoes.

Os processos, para achar as raizes de uma equacao do 2° grau, dos babildnios,
gregos, hindus, arabes, italianos eram formulados com palavras. A notacao algébrica
simbolica utilizada por nés, hoje, é criacao recente dos matemaéticos, comecando com
Frangois Viéte (1540 - 1603) e colocada na forma atual por René Descartes (1596 -
1650).

Os Egipcios so trabalhavam com equacoes de 2° grau simples. Como por exem-
plo, no papiro de Moscou, que datava de 1850 aC. é pedido para calcular a base de

10



Equacdes do 2° grau CAPITULO 1

um retangulo cuja altura [ é igual a 3/4 da medida da base e cuja area do retangulo
é igual a 12. Em linguagem matematica moderna, esse problema é escrito como:

3
—* =12
4

Os Babilénios escreviam em tabletes de argila, usando a chamada escrita cu-
neiforme. Os arqueologos e historiadores da matematica concluiram que a qualidade
da matematica praticada na Mesopotamia era claramente mais desenvolvida do que
a matematica egipcia no fim do século XIX e primeira metade do século XX.

Entre os inimeros tabletes de argila, um mencionava o seguinte problema: Achar
a medida do lado de um quadrado se sua drea menos seu lado € igual a 870. Em
linguagem matemética moderna temos x? — x = 870, onde z é a medida do lado do
quadrado.

A solugao registrada no tablete é a seguinte:

Tome a unidade: 1

Divida a unidade em duas partes: 1/2

Cruze (multiplique) 1/2 por 1/2: 1/4

Some 1/4 a 870: 3481/}

E o quadrado de 59/2: (59/2)? = 3481/4

Some 1/2, que vocé multiplicou, com 59/2: o lado do quadrado mede 30.

Podemos observar que isso é exatamente aplicar a formula:

—J(B) +ar?
T = (2 +q+2,

onde 22 — pr = ¢ é a equacao a ser resolvida.

Nos textos matematicos babilénios, a maioria dos problemas relativos a equacoes
de 2° grau sao da forma:

r+y=>b, r-y=a

ou
r—y=>b, x-y=a,

onde sao conhecidas como formas normais das equagoes de 2° grau babilonias. Isso
sugere que os escribas babilonios investigavam a relacao entre perimetro e a area de
uma superficie retangular.

11



Equacdes do 2° grau CAPITULO 1

Um outro tipo de equacao resolvido pelos babilonios é representado pelos siste-
mas (que dao origem a equagdes de 2° grau):

$2+y2:b7 x+y:a,

ou

A maneira de os matematicos gregos apresentarem seus resultados sobre solu-
¢oes de equagoes de 2° grau, é geométrica, como nos Flementos de FEuclides, escritos
em 300 aC. A ferramenta geométrica que permite resolver equacoes de 2° grau é a
aplicacao de dreas, que ocupa um lugar importante na geometria grega.

Figura 1.9: Diofanto

Ja Diofanto, que foi um matematico grego que viveu em torno de 250 aC.
dedicando-se ao estudo das equacoes e da teoria dos ntmeros, fugia dos métodos
geométricos na resolucao de equacoes de 2° grau. O problema de achar dois niime-
ros de maneira que seu produto e sua soma sejam iguais, respectivamente, a dois
ntumeros dados, ou seja, x +y = b, xy = a foi solucionada da mesma forma que os
babilonios. Além disso, ele mostra como resolver sistemas, que levam a equacoes de
2° grau:

$2_y2:a’ l’+y:b,

ry=a, r—y=0,

T
=D

< |
)
+
<@
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As equacoes de 2° grau surgem pela primeira vez na mateméatica Hindu nos
sulvasutras (partes de textos das mais antigas escrituras do Hinduismo, e conside-
radas as tnicas fontes de conhecimento da matemética indiana desse periodo), sob
as formas ax? = c e ax? + bx = ¢, sem apresentar solucoes. No manuscrito Bakshali
é apresentado um procedimento de solugao que corresponde a formula

Vb2 +4ac—b

r=-——,
2a

para a equacao ax? + br —c = 0.

Bramagupta (598 - 665) mostra como resolver a equagao az® + bx = ¢ com a,
b e ¢ positivos, utilizando a formula

Vdac+ b2 —b

2a

Tr =

ou

Al-Khowarizmi (780 - 850) foi o primeiro matematico mugulmano a escrever
sobre a solucao de problemas usando al-jabr e al-muqgabala. Al-jabr significa adicio-
nar termos iguais a ambos os membros de uma equacao, afim de eliminar os termos
negativos. J4 o significado de al-muqabala é a reducao de termos positivos por meio
da subtracao de quantidades iguais de ambos os membros da equacao.

Figura 1.10: Al-Khowarizmi

13



Equacdes do 2° grau CAPITULO 1

Veremos um exemplo de como Al-Khowarizmi resolvia uma equacao de 2 © grau:
Qual deve ser o quadrado que, aumentado de dez de suas proprias raizes, € equiva-
lente a trinta e nove?

A equacao escrita em linguagem algébrica é dada por: z? + 10z = 39.

Solucao: Tome a metade do nimero de raizes. Isso vocé multiplica por ele pro-
prio. Adicione isso a trinta e nove. Agora, tome a raiz disso, e subtraia dela a
metade do numero de raizes. O resultado € trés. Isso é a raiz do quadrado que vocé
ProcuTava.

Isso é equivalente a usar a férmula

Tr =

b 2+C_g VD2 +4dc — b
2 2

> _

Bhaskara Akaria (1114 - 1185), também conhecido como Bhaskara II, mostra
como resolver a equacio azx?+bx = c. Ele multiplica ambos os membros da equaco
por a:

(azx)? + (az)b = ac

Em seguida, é s6 completar quadrados:

(az)? + (az)b + (3)2 = ac + (g>2

Figura 1.11: Bhaskara
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Equacdes do 2° grau CAPITULO 1

Muitos outros matematicos também trabalharam na tentativa de desenvolver
uma formula para resolver uma equagao de 2° grau. Ariabata I (viveu em torno de
476 dC.) chega a uma equacao de 2° grau a partir de um problema de progressao
aritmética. Tabit Ben Qurra (836 - 901) escreveu um pequeno tratado sobre a
verificacao de problemas de algebra por demonstracoes geométricas, mostrando como
resolver equacoes 22 +mx =n, 22 +b=ax e 22 = av + b.

Esse pequeno resumo, nos mostra que, ao longo dos séculos, os métodos de
resolver as equacoes de 2° grau mudaram, até chegar na férmula que conhecemos
hoje como Férmula de Bhaskara. Ver mais detalhes da histéria da equacao de 2°
grau em [6].

1.3.2 Raizes de uma equacao do 2° grau

Como vimos o conhecimento de métodos para solucionar as equagoes do 2° grau
remota as civilizacoes da antiguidade, como os babilonios e egipcios. Nesta secao
iremos deduzir a famosa féormula de Bhaskara utilizando um método simples de
completar quadrados em que consiste em escrever a equacao numa forma equivalente
que nos permita determinar a solucao diretamente. Vejamos um exemplo resolvendo
a equagao:

22— 62+ 8=0.

Escrevendo a mesma equacao como sendo:

22— 6x = —8.

Somando 9 a ambos os membros da equacao, obtemos:

2> —6r+9=-8+9.
(x—3)? =1

Dai temos:

x—Szx/I ou x—3:—\/I.

Portanto, a solucao da equacao é dada pelos seguintes valores de x:

r1=4 ou x9=2.
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Equacdes do 2° grau CAPITULO 1

Definicao 1.4 A equacao do 2° grau com coeficientes a,b e ¢ € uma expressao da
forma:
ar’> +br 4+ ¢ =0,

onde a# 0, b, c € R ex é uma varidvel real a ser determinada.
Vamos agora, encontrar as solucoes da equacao ax? + bz + ¢ = 0:
Isolando o termo que nao contém a variavel z da equagao, obtemos:

az? 4+ bxr = —c,

dividindo agora, os dois membros por a, obtemos:

Adicionando b*/4a? a ambos os membros para obter um quadrado perfeito do
lado esquerdo da igualdade. Assim, obtemos:

b b? v¥oooc

2 0 v _ov ¢

x+ax+4a2 4a?2 «a
b, b*—dac
(.T—F%) ——4a2 .

Para que exista algum ntimero real satisfazendo a igualdade acima, devemos ter
que b? — 4ac > 0, ja que o termos da esquerda na igualdade é maior ou igual a zero.
Extraindo a raiz quadrada quando b — 4ac > 0, temos as solucoes:

b Vb? — 4dac b Vb? — 4dac

T T T T T

Assim, obtemos as seguintes solucoes:

b= V0?2 — 4dac

2a

T
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Definicdo das cénicas como lugar geométrico CAprITULO 1

Chamamos a expressao b® — 4ac de discriminante da equacdo ax? 4+ bx +c =0
e denotamos pela letra grega A (Lé-se delta). Analisando o discriminante:

i) Se A > 0, existem duas solugoes reais.
ii) Se A =0, 86 existe uma solugao real, ou seja, x; = 5.
iii) Se A < 0, nao existe solucao real.

1.4 Definicao das conicas como lugar geométrico

Uma secao conica ou, simplesmente, uma coénica ¢ uma curva obtida cortando-se
qualquer cone de duas folhas por um plano que nao passa pelo vértice, chamado de
plano secante.

Se o plano secante é paralelo a uma geratriz do cone, a cobnica é uma pardbola
como mostra a figura 1.12.

Figura 1.12: Parabola.

Se o plano secante nao é paralelo a uma geratriz e corta s6 uma das duas folhas
do cone, a conica é uma elipse como mostra a figura 1.13.

Figura 1.13: Elipse.

Se o plano secante nao é paralelo a ma geratriz e corta ambas as folhas do cone,
a conica é uma hipérbole como mostra a figura 1.14.
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Definicdo das cénicas como lugar geométrico CAprITULO 1

Figura 1.14: Hipérbole.

Observacao: No caso de um plano que passa pelo vértice do cone obtemos um
ponto, uma reta ou um par de retas concorrentes.

Sao conhecidos tratados sobre as secoes conicas antes da época de Euclides. Na
historia dessas curvas, temos Apolonio que nasceu na cidade de Perga por volta de
262 aC. sendo o mateméatico que mais estudou e desenvolveu as se¢oes conicas da
antiguidade.

Um lugar geométrico consiste no conjunto de pontos de um plano (ou espago)
que gozam de uma determinada propriedade. Assim, os lugares geométricos podem
ser dados por retas e curvas.

Veremos a seguir, as definicoes das conicas como lugar geométrico:

a) Elipse: E o conjunto de todos os pontos P do plano tais que é constante a
soma d; + dy das distancias d; e ds, respectivamente, de P a dois pontos fixos F} e
F5, chamados focos da elipse como mostra a figura 1.15.

Figura 1.15: Elipse com seus focos F} e F5.
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b) Hipérbole: E o conjunto de todos os pontos P do plano tais que é constante
o modulo da diferenca |d; — dz| das distancias d; e ds, respectivamente, de P a dois
pontos fixos F| e F5, chamados focos da hipérbole como mostra a figura 1.16.

Figura 1.16: Hipérbole com seus focos F} e F5.

c¢) Parabola: E o conjunto de todos os pontos P do plano tais que a distancia
dy; de P a um ponto fixo F', chamado foco da pardbola, é igual & distancia d, de P
a uma reta fixa D, chamada diretriz da parabola como mostra a figura 1.17.

Figura 1.17: Parabola com seu foco F' e reta diretriz D.
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Capitulo 2

Deslocamento paralelo

Estudaremos agora os resultados obtidos relacionando a geometria do triangulo
e dos poligonos convexos com as equagoes de 2° grau. Ver [1].

2.1 Deslocamento paralelo ao triAngulo A

Defini¢ao 2.1 Dado um triangulo A = A(a, b, c) e numero real v > 0 consideramos
0 conjuntos dos pontos p € R? tais que

d(p,A) =r,

onde d(p,A) denota a disténcia de p ao tridngulo A e a mesma € definida como
sendo a menor distdncia de p aos vértices e aos segmentos de retas suportes do
triangulo.

O triangulo A delimita duas regdes no plano (interna e externa) e temos que o
conjunto {p € R? : d(p, A) = r} possui duas componentes conexas, AT (r) e A™(r),
como mostra a figura 2.1, as quais sao chamadas de deslocamentos paralelos de A.

Figura 2.1: Conjuntos A*(r) e A~(r) equidistantes ao tridngulo A.
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Deslocamento paralelo ao tridangulo A CAPITULO 2

As envoltorias (envelopes), foram inicialmente estudadas por Leibniz e Bernoulli
nos chamados problemas de tangéncia. As envoltoérias de curvas planas sao utilizadas
para definir novos tipos de curvas.

N tl,vl.u

&
R
)

'...'
\

Figura 2.2: A familia de circulos e sua envoltoria (envelope).

Lema 2.2 Seja A = A(a,b,c) um tridngulo. Entdo:
i) Para todo v > 0 o conjunto AT (r) € formado de segmento de retas e arcos de
circunferéncias (circulos) e estd contido na regigo exterior ao tridngulo A.

ii) Para r > 0 pequeno, o conjunto A~ (r) é um tridngulo semelhante a A e estd
contido na regiao interna ao tridngulo A.

Demonstracao: Para cada ponto de p € A consideramos um circulo centrado
em p e raio r, o qual denotamos por C,(r). Os conjuntos A*(r) e A=(r) sao as
componentes conexas do envelope da familia de circulos {C,(r) : p € A}.

O conjunto A™(r) é formado de segmentos de retas paralelas aos lados do trian-

gulo A e de arcos de circulos que faz a concordancia com estes segmentos. Veja a
figura 2.3.

(|
AR\
T\

vy OO
0 o
A AN
\‘i%rﬁ-ﬁt-@gk1\-»*mﬁ-@;ﬁ&-r-‘*\’7‘\'»‘\;]@\'%’

Figura 2.3: Envelope de circulos que definem os conjuntos A™(r) e A~ (r), equidis-
tantes ao triangulo A.
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Deslocamento paralelo ao tridangulo A CAPITULO 2

Ja o conjunto A~(r) é formado somente de segmentos de retas e define um
triangulo, como mostra a figura 2.3. Observamos que os vértices de A~ (r) estdo nas
bissetrizes dos angulos de A e a distancia r dos lados de A, como mostra a figura
2.4. Logo, pelas propriedades de semelhangas de triangulos conclui-se que A~ (r) é
semelhante a A. OJ

Figura 2.4: Conjunto A~ (r) na vizinhanga dos vértices do triangulo A.

Observacgao: A operacao de deslocamento paralelo nao é simétrica. Observe que
o deslocamento paralelo de A~ (r) nao tem A como uma das componentes conexas
do envelope associado.

Proposicao 2.3 Seja A a drea da regiago delimitada pelo tridngulo A e s = (a+ b+ ¢)/2
o seu semi perimetro. FEntao:
i) A drea da regido delimitada por AT (r) é A+ 2sr + wr?.
2
ii) A drea da regiao delimitada por A~ (r) é A — 2sr + SZTQ.

Observacgao: Denotaremos por A*(r) a area da regiao delimitada por A*(r) e por
A~ (r) a area da regido delimitada por A~ (r).

Demonstracao: Observando as figuras 2.1 e 2.5, vemos que o acréscimo em area
a regiao delimitada pelo triangulo A corresponde a de trés retangulos cujas bases
sao os lados do tridngulo A e altura r e de trés arcos circulares de raio r e angulos
centrais iguais a m — «a, T — [ e T — 7y, ou seja,

1 1 1
At(r) = A+r-a+r-b+r-c—|—§r2(7r—a)—|—§r2(7r—ﬁ)+57"2(#—7)

1
= A—i—r(a—i—b—i—c)—i—§r2(7r—oz—|—7r—ﬁ—|—7r—7).
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Deslocamento paralelo ao tridangulo A CAPITULO 2

Como a+f+v=mea+b+c=2s, portanto a area delimitada pela regiao
AT (r) é dada por:

AT(r) = A+ 2sr + 7r? (2.1)

Figura 2.5: Conjunto A™(r) na vizinhanga de um vértice do triangulo A.

Observando as figuras 2.1 e 2.4, a drea da regido delimitada por A~ (r) é dada
por:

A (r) = A—r(a—hy—he) —r(b—hy —he) — (¢ — hg — hy) — Thy — rhy — The
= A—r(a+b+c)+r(he+ hy + he),
onde denotamos por h,, hy e h. os lados dos triangulos formados nos vértices.

Observamos que h, = rcot(§), hy = rcot(g) e he = rcot(3). Logo a area de
A~ (r) é dada por:

A (r)=A—(a+b+c)r+ r2[cot(%) + cot(g) + cot(%)].

De 1.5 temos que

A (r)=A—2sr+1%.

s(s —a) s(s —b) s(s —¢)
(=05 — ) +\/<s—a><s—c> +\/<s—a><s—b>]



Deslocamento paralelo ao tridangulo A CAPITULO 2

82

Vs(s—a)(s—b)(s—c)

Portanto, a area da regido delimitada por A~ (r) é dada por:

A (r) =A—2sr+1r.

2

A= (r)=A—2sr+ SZTQ (2.2)

U

Exemplo: Seja o triangulo A(a,b,c) com medidas a = 5, b =5 e ¢ = 6. Calcular
as areas das regides delimitada por A*(r) e A~ (r), para r = 1/2.
Calculando o semi-perimetro s com as medidas de a, b e ¢, temos:

s=(B+5+6)/2=8

Agora calculando a area A do triangulo, utilizando a Formula de Heron (1.10),
temos:

A=/88-5)(8-5)(8-6)=Vv8-3-3-2=12

Substituindo as valores de s e A em (2.1) e (2.2), temos as areas das regides
delimitada por AT (r) e A~(r), em fungao de r

AT (r) = 12+ 167 + 77

e
16
A= (r) =12 —16r + ErQ
Fazendo a substituicao do r dado, temos:
(N o6l (Y) ca0e ™
2) = 2" "\2) T
e

1 1 16 /1\? 4 16
(Z)=12-16-2+—(=2) =4+- =",
(2) 0 2+3<2) t373

T 1 16
=2 — A = | = —.
) 0—1—4 e (2> 3

24
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Deslocamento paralelo a um poligono convexo CAPITULO 2

A
Corolario 2.3.1 O raio do circulo inscrito a um tridngulo A(a,b,c) ér = —.
s

Demonstragao: Pela Proposigao 2.3 a area do tridngulo A~ (r) é igual a

2 2
_ s (A —sr)
A () =A—-2sr4+ —r?="— "~
() +3 "

Temos que a area da regido delimitada por A~ (r) é igual a zero quando A~ (r)
reduzir a um ponto, digamos py. Pela definicao py é equidistante aos trés lados de
A e é o incentro associado. Fazendo A~ (r) = 0, ou seja,

(A — sr)?

1 =0.

Temos, portanto A = sr com r sendo o raio do circulo inscrito. O

Exemplo: Calcular o raio do circulo inscrito a um tridangulo A(a, b, ¢) com medidas
a=5b=5ec=6.

Vimos, no exemplo anterior, que a area A e o semi-perimetro s do triangulo A
sao, respectivamente, 12 e 8.

Substituindo os valores de A e s em (2.2), temos:

82 16 12 — 8r)?
A(r):12—2-8~r+ﬁr2:12—16r+§r2:(1—2r)

Agora, fazendo A~ (r) = 0, ou seja,

(12 — 8r)?
12

12 — 8 =0,

e portanto
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Deslocamento paralelo a um poligono convexo CAPITULO 2

2.2 Deslocamento paralelo a um poligono convexo

Estudaremos nesta secao a generalizacao do resultado da secao 2.1 para poligo-
NOS CONVEXOS.

Proposicao 2.4 Seja A a drea da regiao delimitada por um poligono convexo A e
L o seu perimetro. Seja AT(r) = {p € R*\int(A) : d(p,A) =r}. A drea da regio
delimitada por AY(r) é A+ Lr + 7r?.

Demonstracao: Sejam a; os lados do poligono A, «a; os angulos internos e [;
os correspondentes angulos externos. De forma analoga ao caso do triangulo a
contribuicao angular de area, correspondente a cada vértice do poligono, é

Logo a area de A™*(r) seréa:
L,
Como L = Zai e 2 = Zﬂi (soma dos angulos externos de um poligono),

(] K3
portanto a area da regido delimitada por A*(r) é dada por:

AT(r) = A+ Lr + mr? (2.3)
U

Observagao: A funcio AT (r) é geometricamente correta apenas para r > 0. Su-
pondo o seu discriminante positivo, obtemos a seguinte inequacao L? — 47 A > 0,
conhecida como Desigualdade isoperimétrica.

Exemplo: O prefeito de uma cidade deseja construir uma praca numa area de
1290, 56m?, com uma calcada de 2m de espessura, e fazendo assim uma area para
lazer num formato de um hexégono regular, como mostra a figura 2.6. Determinar
a area da regido hexagonal destinada para lazer adotando v/3 =1,73 e 7 = 3, 14.

a*\v/3

e 2,595a% e L = 6a,

A &rea e o perimetro do hexagono regular sao A = 6-

respectivamente.
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Figura 2.6: Desenho que representa a &rea para construcao de uma praca.

De acordo com a proposigao 2.4, fazemos de A*(r) como sendo a regiao destinada
a construgao da praga e r como sendo a espessura da calcada (r = 2), ou seja,
A*(2) = 1290, 56. Logo, temos:

1290, 56 = 2, 595a° + 6a - 2 + 722
1290, 56 = 2, 5954 + 12a + 12, 56
2,595a% + 12a — 1278 = 0
173a” + 800a — 85200 = 0

Utilizando a férmula de Bhaskara, obtemos:

—800 + \/8002 —4-173-(—85200) —800+ 7720 6920
a = —= —= —_=

20
2173 346 346

Basta agora calcular a area do hexagono regular de lado medindo 20m:

2024/3
4

A=6- =600 - 1,73 = 1038m>

Portanto, a area da regido hexagonal destinada para lazer é de 1038m?.
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Proposicao 2.5 Seja A a drea de regigo delimitada por um poligono convero A
de dngulos internos o; e L o seu perimetro (comprimento). Seja A~(r) = {p €
int(A) C R*: d(p,A) =r}. A drea da regido delimitada por A™(r) é

A—Lr+ [Z cot(%)]r?

)

Demonstracao: Denotamos por a; os lados do poligono A e por «a; os angulos
internos correspondentes aos seus vértices.

ai

h.l

}Ll

Q;

(841

Figura 2.7: Conjunto A~ (r) na vizinhanca dos vértices do poligono A.

Analogamente ao caso do triangulo a area de A~ (r) é obtida a partir da area de
A subtraindo as areas dos n retangulos de altura r e bases a; — h; — h; 11 e dos 2n
triangulos de base r e altura h;. Portanto temos,

A—T(al—hl—hg)—r(ag—hz—hg)—...—T(an—hn—h1>—<rh1+7'h2+...+Thn)

=A-—r Z a;) +r Z h;)
onde denotamos por h os lados dos triangulos retangulos formados nos vértices,

veja figura 2.7. Como h; = rcot(O; ) entdo a area da regiao delimitada por A= (r) é

dada por:

A (r)=A—-Lr+[>, cot(%)]r2 (2.4)

O
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Capitulo 3

Conjuntos equidistantes no plano

Nesta secao iremos definir algumas retas, circulo e as conicas usando os conceitos
de conjuntos equidistantes no plano, ver [1], [7]. Veremos também as equagoes
canonicas das conicas como equacgoes de segundo grau.

3.1 Retas e circulo

Apresentaremos a seguir os conjuntos equidistantes que constituem um circulo e
retas com denominagoes ja conhecidas: retas perpendiculares, mediatriz, bissetriz e
retas paralelas:

a) O conjunto dos pontos equidistantes a duas retas s e t concorrentes num
plano, constitui um par de retas perpendiculares, as quais contém as bissetrizes dos
angulos determinados pelas retas s e t. Ver figura 3.1

Figura 3.1: Conjunto equidistante a duas retas concorrentes.
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b) O conjunto equidistante a dois pontos é uma reta chamada mediatriz. Ver
figura 3.2.

Figura 3.2: Conjunto equidistante a dois pontos.

¢) O conjunto dos pontos que equidistam uma medida r a uma reta, constitui
um par de retas paralelas. Ver figura 3.3.

Figura 3.3: Conjunto equidistante a uma reta.

d) O conjunto equidistante a inico ponto é um circulo ou circunferéncia. Ver
figura 3.4.

............
""""
0
0

.
o,
o,
......
------------

Figura 3.4: Conjunto equidistante a um tnico ponto.
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CAprITULO 3

As cbnicas como conjuntos equidistantes e suas equacdes candnicas

3.2 As coOnicas como conjuntos equidistantes e suas

equacoes canonicas
Proposicao 3.1 Considere dois circulos C,(r) e Cy(R). Defina o conjunto E(r, R, a,b) =

{p € R? : d(p,Cy(r)) = d(p, Cy(R))}.
i) Suponha que Cy(r) e Cy(R) sejam disjuntos e que ndo possuem regiao interior em
r, R,a,b) é um ramo de uma hipérbole.

comum, entio E = (

i) Suponha que C,(r) e Cy(R) sejam disjuntos e que possuam regiGo interior em
comum, entao E = (r, R,a,b) é uma elipse se a # b e é um circulo de raio %(7’ + R)
quando a = b.

iii) Considere wuma reta l disjunta do circulo C,(r) e considere o conjunto E(r,a,l) =

{p € R? : d(p,C,u(r)) = d(p,1)}. Entao E(r,a,l) é uma pardbola.

.
.
.
.
.
.
.

Figura 3.5: Ramo de hipérbole

Demonstragao: Na situacdo descrita no item i) e observando a figura 3.5 temos
que d(p,Cy(r)) = |p — a| — r, onde |p — a| é a distancia euclidiana entre p e a. Da

mesma forma, d(p, C,(R)) = [p — b| — R.
Logo, d(p,C,(r)) = d(p, Cp(R)) se, e somente se, |[p—a] —r = |p —b| — R que &

equivalente a [p —b| — |p—a| = R —r.
A equagao anterior é exatamente a definicdo geométrica de hipérbole: "¢ o lugar

geométrico tais que a diferenca entre as distdncias a dois pontos fixados € cons-

tante. .
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Figura 3.6: Elipse

Na situagao descrita no item ii) e observando a figura 3.6 temos que d(p, C, (7)) =
Ip—al —red(p,Co(R)) = R—|p—10].

Logo d(p, Cu(r)) = d(p, Cy(R)) se, e somente se, |p —a| —r =R — |p—b| que &
equivalente a [p —b| +|p —a| = R+ r.

Esta equacao é a definicao geométrica da elipse: "¢ o lugar geométrico tais que
a soma das distincias a dois pontos fizados é constante.”

Figura 3.7: Parabola

Na situagao descrita no item iii) e observando a figura 3.7 temos que d(p, C, (1)) =
lp—al —r.

Logo d(p,C,(r)) = d(p,l) se, e somente se, |p — a] —r = d(p,l) que é equiva-
lente a |[p—a| = d(p,l)+r = d(p,l'), sendo I’ uma reta paralela e uma distancia r de [.

Esta equacgao é a definicdo geométrica da parabola: "é o lugar geométrico tal que
a distdncia a um ponto e uma reta € constante.”. 0
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Exemplo: Determine a equacao da parabola definida como o conjunto equidis-

tante entre a reta y = —2 e o circulo de centro (0,4) e raio medindo 2 (Ver figura
3.8).
v
(0,4)e
......... CAY)
........ 5 pansnrttt T
3
(1'7_2)
Figura 3.8: reta de equacgdo y = —2 e circulo de centro (0,4) e raio 2.

Um ponto (z,y) pertence ao conjunto equidistante se, e somente se,

V(e =22+ (y+2)2 =/ (z - 02+ (y — 4)> — 2
y+2=+22+(y—4)>2-2
(y+4)* =2"+y* =8y +16
Y2+ 8y 416 = 2% +¢* — 8y + 16

16y = 2
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Proposicao 3.2 A equacdo candnica da hipérbole € uma equacao de sequndo grau
da forma

2 2
r v
a? b2

A equacao candnica da elipse € uma equacao do sequndo grau da forma

A equacao candnica da pardbola é uma equacdo do sequndo grau da forma
v  =ar ou (2% =ay).
Demonstracao: Adotaremos para a elipse e hipérbole, um sistema de coordenadas

tal que os focos estejam no eixo x e equidistantes da origem. Para a parabola ado-

taremos um sistema tal que o foco esteja no eixo = e a origem equidistante do foco
e da diretriz. vejamos:

a) Hipérbole H: determinada por seus focos F; = (—c,0) e Fy = (¢,0) e pela
constante 2a < 2¢, conforme mostra a figura 3.9, temos:

Elementos:

Centro: ¢'= (0,0) »
Vertices: Vi = (—a,0) e V5 = (a.,0) ‘ | x
Focos: Fi = (—c,0) e Fy = (c.0) KN W\ &
) b b
Assintotas: y= ——rey=—=x

a. . a
Excentricidade: e = —
a

Figura 3.9: Hipérbole e seus elementos.

Seja Q = (z,y) € H, e sem perda de generalidade adotaremos () pertencente ao
ramo direito da hipérbole, ou seja, d((z,y), F1) > d((z,y), F3), dai temos:
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d((z,y), F1) — d((x,y), F2) = 2a
d((2,). (~¢.0)) ~ d((z.v), (c.0)) = 20
JETFTF - P T R =
N crr e B e e
2%+ 2cx + A +y° :4a2+4a\/m+a:2—2cx+c2+y2
cx —a® = ar/(z — ¢)2 + 12
?x? — 2a’cr + a* = a®(z® — 2cx + A + y°)
(@ — )2 — a®P = P — a* = &A(& — @)
Como ¢® — a? > 0, tomamos b?> = ¢ — a? e obtemos:
b222 — a2 = a2b?

Portanto,

A
a2 b2

b) Elipse &: determinada por seus focos F; = (—¢,0) e ', = (¢,0), onde ¢ > 0
e pela constante 2a > 2¢, conforme mostra a figura 3.10, temos:

Seja P = (z,y) € &£, temos:
d((z,y), F1) +d((z,y), ) = 2a
A((z ), (—¢,0)) + d((z,y), (¢, 0)) = 2

Viic+e)?2+y2+(x—c)P+y?2=2a
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v
BZ

Centro: ' = (0,0)
Veértices: Ay = (—a.0) e Ay = (a,0) ]

By = (0, —b) e By = (0.b) e 1, =
Focos: I} = (—¢,0) e F5 = (c,0) TN A
Eixo maior: A A,
Eixo menor: BBy
Excentricidade: e = < B,

a

Figura 3.10: Elipse e seus elementos.

(r+c)?+y>2=2a—+/(xr—c)®>+y?
2+ 2cr + 4 y* = 4a® — da/(z — )2+ y2 + 27 — 2cx + & + o
cx —a® = —a\/(x — )% + y?
r? — 2d%cx + a* = a®(2* — 2cx + & + )
(? — a®)2? — 2y = ¢ — a* = (& — )

(a® — A)a? + a®y* = a*(a* — )

Como a® — ¢2 > 0, tomamos b? = a® — ¢? e obtemos:

621’2 4 a2y2 _ a2b2

Portanto,
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‘ - Diretriz: D:x= —p
- Vértice: V = (0,0)
Foco: F = (p,0)

Figura 3.11: Parabola e seus elementos.

c) Parabola P: Determinada por seu foco F' = (p,0) e por sua reta diretriz
D : x = —p, conforme mostra a figura 3.11, temos:

Seja M = (z,y) € P, temos:

d((l’,y), F) = d((x,y), D)

d((x,y), (p,0)) = d((z,y), (—p,y))

Vi =p)+(y—02=(z+p)?+(y—y)?
x® = 2px +p* +y? =2 + 2pr + p°
—2px—|—y2:2px
y2:4p3:

Logo, fazendo a constante 4p = a, temos:

y? = ax

E para a parabola com diretriz D : y = —p e foco F' = (0, p), temos:

° = ay
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Para finalizar esta secao apresentamos o seguinte problema classico.

Problema: Dado uma reta L no plano e consideramos dois pontos Fy e Fy num
semi plano definido por L, como mostra a figura 3.12. Determine um ponto P € L
tal que d(P, Fy) + d(P, F») seja minimo.

Figura 3.12: Os pontos F} e F5 no semi plano definido pela reta L.
A solugdo mais comum deste problema consiste em refletir F} (ou F3) em torno
de L e tracar um segmento ligando este ponto refletido ao ponto F3, como mostra

a figura 3.13. O ponto P; procurado estd na intersegdo de L com o segmento FyF7.
Ver [9].

F,

Fy

Py P,

Py
Figura 3.13: O ponto P; procurado.

Como a reta L é mediatriz de F}F], entao teremos para qualquer outro ponto
PQ dessa reta, PQFQ +P2F1 = P2F2+P2F1/ > FQF{ = P1F2 +P1F1/ = P1F2 +P1F1.
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Observacao: Este problema é analogo ao principio da reflexao da luz nos espelhos
planos, ou seja, a luz deve ir de uma fonte F; a um espelho L e dai ao olho F5, de
um observador, entao o angulo de incidéncia ¢ igual ao angulo de reflexao.

Teorema 3.3 A bissetriz do dngulo formado por um dos raios vetores de um ponto
P da conica e o prolongamento do oulro raio vetor € a reta tangente & conica no
ponto P.

Demonstracao:
Seja t a bissetriz do angulo ZF,PF; e fazendo-se PF, = PF}), como mostra a

figura 3.14. Assim, obtemos:

PF1+PF2:2a
PF, + PF, = 2a.

Ou seja,

F1F2/ = 2a

Figura 3.14: Reta tangente a conica no ponto P.
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Seja M um ponto pertencente a reta ¢, e distinto de P. Como AMPF, ~ AMPF,,
obtem-se que:

MF, = MF} (3.1)

A soma das medidas de dois lados de um tridngulo é sempre maior que a medida
do terceiro. Logo, no AM F, F} tem-se:

MF, + MF}, > F\F} = 2a.

Portanto, devido a (3.1), temos:

MF, + MF; > 2a

Isso mostra que o ponto M nao pertence ao lugar geométrico da elipse. Logo,
o tnico ponto de t pertencente a elipse é P, indicando ¢ como tangente a elipse no
ponto P.

A demonstracao para a hipérbole e parabola é de forma analoga, ver [8]. O

Uma outra solucao para o problema citado anteriormente, é tomar uma familia
de elipses E) com focos F} e F,. A elipse E), tangente a reta L, como mostra a
figura 3.15, tem a seguinte propriedade: “Se P = E), N L, entao os segmentos PF
e PFy formam dngulos iguais com a reta L.

De fato, pelo teorema 3.3, os segmentos PF} e PF, tem uma mesma inclinacao
a em relagao a reta L, e portanto P = P;.

Figura 3.15: Elipse E), tangente a reta L no ponto P.
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