UNIVERSIDADE FEDERAL DO Piaut
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA

CURSO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Diego Ferreira Gomes

Fquacoes de Diferencas e Alguns Modelos

Teresina

2014



Diego Ferreira Gomes

FEquacoes de Diferencas e Alguns Modelos

Dissertacao apresentada ao Curso de Matematica

da UFPI, como requisito para a obtencao parcial
do grau de MESTRE em Matematica.

Orientador: Jefferson Cruz dos Santos Leite

Doutor em Matematica - UFPI

Teresina

2014



FICHA CATALOGRAFICA

Gomes, Diego Ferreira.

D633e Equacdes de diferencas e alguns modelos [manuscrito] /
Diego Ferreira Gomes. — 2014.
74 1.

Cépia de computador (printout).

Dissertacdo (Mestrado) — Curso Poés-Graduacéo em
Matematica da Universidade Federal do Piaui - UFPI, 2014.

Orientador: Prof. Dr. Jefferson Cruz dos Santos Leite

1. Equacdes de Diferencas. 2. Modelos Matematicos. 3.
Matematica — Recorréncia. I. Titulo.

CDD 515.38

Bibliotecaria Milane Batista da Silva CRB 3/1005




UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI
PROFMAT CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA

CENTRO DE EDUCACAO ABERTA E A DISTANCIA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

Dissertagéo de Mestrado submetida a coordenacio Académica Institucional,
na Universidade Federal do Piaui, do Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional para obtencdo do grau de mestre em
matematica intitulada: (_,q LA Do (:L: 1‘J~,1~¥_Nf;“ o Ux,w A ;\J\t A Ju)“s

]
£Im
04 /oL / 2ow4  eaprovada pela banca constituida pelos professores:

defendida por D\m_» Fitetvbn 1S
]

/Z. Z 2l Ak

Presuﬁehte da”B/r:-ca Examinadora

\\}\H\m& Lﬂ"x—- %:‘_\_-\J-:"‘—k ¥

Examinador

f:{/bw-{.(/'ﬂ A ; 5 é’?—{lu‘. U{i ﬁf'wm M

[ 2 s

Examinador Externo



A meu Deus que nunca me abandonou.
A meus pais, minha familia e amigos, pelo

apoio e companheirismo.



Agradecimentos

Em primeiro lugar, agradeco ao meu bom Deus que sempre teve misericordia

da minha vida e que no meio das lutas e dificuldades me ajuda a obter vitorias.

A minha mae, Maria do Amparo Ferreira Gomes, pelo seu amor inesgotavel,

pela sua compreensao e zelo.

Ao meu pai, Francisco Gomes Leal, por proporcionar sonhos maiores do que

eu poderia imaginar, pelo cuidado, pelas inje¢oes de animo, pela amizade e compreensao.
A minha familia, pelo grande incentivo aos estudos e compreensao.

A minha namorada, Maria da Conceicao Gomes de Sousa, por estd toda esta

temporada ao meu lado sendo sempre compreensiva, amavel e cuidadosa.

Ao meu orientador Jefferson Cruz dos Santos Leite, pela sua compreensao em

meio as minhas dificuldades, pela sua instrucao e amizade.

Aos meus amigos “profmatianos”, por comporem esta grande e divertida turma
de 2012 e em especial meu companheiro de estudos Edem Assuncao Baima Neto, pelas

incansaveis horas de estudos.
Aos meus companheiros de trabalho, pela ajuda e for¢a nesta caminhada.

Enfim, a todos que de forma direta e indiretamente colaboraram para que este

grande dia acontecesse.



“Fduca a crianca no caminho em que
deve andar; e até quando envelhecer nao
se desviard dele’.

Provérbios 22:6



Resumo

Neste trabalho analisaremos as equagoes de diferencas de primeira e segunda
ordem e alguns modelos matematicos que descrevem situacoes cotidianas como o cresci-
mento populacional, o or¢amento familiar, o financiamento de veiculos e a criagao de es-
cargot. Com isso, faremos uma analogia a recorréncias de primeira e segunda ordem, onde
nesta, aprenderemos a identificar uma recorréncia, distinguir recorréncias lineares das nao
lineares, diferenciar recorréncias de primeira e segunda ordem e analisar, identificar e re-
solver equagoes recursivas. Estudaremos também, a ideia de recorréncia caracterizando
algumas brincadeiras e jogos lidicos, como a pizza e o queijo de Steiner, a torre de Handi e
os coelhos de Fibonacci. Buscaremos trazer ao leitor uma grande quantidade de exemplos
diretos e contextualizados para a maior fixacao de como caracterizar recursivamente uma

situacao problema e como resolvé-las usando alguns teoremas e resultados.

Palavras-chaves: Equacoes de diferencas, recorréncia, modelos matematicos.



Abstract

In this work we analyze the difference equations of first and second order and
some mathematical models to describe current situations such as population growth, the
family budget, vehicle financing and escargot’s creation. With this, we will analogy to
recurrences of first and second order, where this will learn to identify a recurrence, distin-
guishing linear recurrences of nonlinear differentiate recurrences of first and second order
and analyze, identify and resolve recursive equations. Study also, the idea of recurrence
featuring a few jokes and fun games such as pizza and cheese Steiner, the tower of Hanoi
and rabbits Fibonacci. Seek to provide the reader with a lot of direct and contextualized
examples for greater fixation as recursively characterize a problem situation and how to

resolve them using some theorems and results.

Keywords: Difference equations, recurrence, mathematical models.
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1 Introducao

A matematica estd presente nas diversas atividades humanas, praticamente,
nao existe uma em que nao seja necessario codificar, quantificar, analisar, contar, inter-
pretar, ordenar, generalizar e estabelecer relagoes. Essas caracteristicas sao inerentes a
matematica e a torna um dos instrumentos essenciais para a andlise e a compreensao da
realidade. Fruto da criacdo humana, a mateméatica surgiu e se desenvolveu a partir da
busca de solugoes para os problemas do cotidiano. Ao longo dos séculos, sofreu influéncias,
contribuicoes e modificagoes de diversas culturas até atingir o estagio atual, e continua
em pleno desenvolvimento. A apropriacdo do conhecimento mateméatico contribui para o
desenvolvimento de habilidades necessarias para uma vida produtiva em sociedade (veja

em [1]).

O objetivo central de um educador em Matemética é fazer o aluno compreender
o seu papel na sociedade, como agente ativo e transformador da realidade, e construir o
conhecimento matematico de acordo com fatos cotidianos e fendmenos naturais, isto é,
observar a realidade em seu derredor para analisar e criar modelos matematicos para sua

maior compreensao do mundo.

Segundo Bassanezi (veja em [2]):

Modelo matematico é um conjunto de simbolos e relagoes matematicas que representam
de alguma forma o objeto estudado. O modelo pode ser considerado como uma sintese da
reflexdo sobre alguma parte da realidade. Seu objetivo é explicar ou entender a situagao
estudada para, eventualmente poder agir sobre ela e, mesmo as situagées mais simples

fornecem motivagbes para uma iniciagio cientifica. (BASSANEZI, 2012, p. 12)

Temos em nosso cotidiano varias situagoes problemas que podem ser obser-
vadas, varias aplicagoes de equacgoes diferenciais, isto ¢, podemos modelar situagoes do
dia a dia, jogos e etc., por equagoes matematicas ou sistemas de equagdes que envolvam

equagoes diferenciais. De acordo com Bassanezi (veja em [2]):

Um problema real ndo pode ser representado de maneira exata em toda sua complexidade
por uma equag¢ao matematica ou um sistema de equagoes. Um modelo deve ser considerado
apenas como um retrato ou uma simulagdo de um fenémeno e sua validagao depende muito

da escolha das varidveis e das hip6teses formuladas. (BASSANEZI, 2012, p. 14)
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A modelagem é um processo dindmico para se obter modelos matematicos e,
segundo Bassanezi (2012) em seu livro [2], é construida por etapas as quais ele define

CcOo1mao:

Experimentacao: Escolhido o tema em estudo, obteremos dados experimen-
tais ou empiricos para compreensao do problema que nos ajudaram na estruturacao,
formulacao e modificagoes do modelo. Como nossa construcao é voltada para o ensino

basico a obtencao destes dados pode ser feita até mesmo pela internet.

Abstracao: E o processo de sele¢ao das variaveis essenciais responsaveis pela

evolucao do fenoémeno estudado.

’

Formulacao do modelo: E o processo que transforma a linguagem usual
em uma linguagem matematica montando-se uma estrutura matematica que sintetiza o

modelo.

Resolucao: Dependendo do grau de complexidade, a resolucao pode ser rea-

lizada de maneira analitica ou numérica.
Validacao: Ea comparacao feita do modelo obtido com a realidade.

Modificagao: Se na valida¢ao do modelo o grau de aproximacao desejado nao
¢ atingido devemos inserir novas variaveis no modelo ou modificar a lei de formacao, e

assim o modelo original deve ser modificado iniciando novamente o processo.

Aplicagao: Obtendo o modelo desejado com sucesso, este permite fazer pre-
visoes, tomar decisoes, explicar e entender o experimento observado, ou seja, o observador

é capaz de participar do mundo real e influenciar suas mudancas.

A linguagem oferecida pelas equagoes diferenciais é fundamental na trans-
feréncia e entendimento da linguagem "natural”, uma vez que a palavra chave variagao
aparece quase sempre nas situagoes reais. Quando estas variagoes sao instantdneas ou
continuas estas equagOes matematicas sao chamadas de equagoes diferenciais, ao passo
que se as variaveis envolvidas forem discretizadas, isto é, fun¢des de uma malha de pontos,
em que temos as médias das variacoes, entao as equacoes do modelo serao denominadas
equacgoes de diferencas. Como o publico alvo desta dissertacao é trabalharmos com alu-
nos do ensino béasico, nos ateremos a falar somente em equacoes de diferencas, pois para
tratarmos de equagoes diferenciais seria necessario um maior aprofundamento em calculo

diferencial e integral.
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Neste trabalho, analisaremos as equacoes de diferencas de primeira e segunda
ordem e alguns modelos matematicos que descrevem situacoes cotidianas como: o cres-
cimento populacional, o or¢amento familiar, o financiamento de veiculos e a criagdo de
escargot. Tal analise sera realizada com uma analogia a recorréncias de primeira e segunda
ordem, onde nesta, aprenderemos a identificar uma recorréncia, distinguir recorréncias li-
neares das nao lineares, diferenciar recorréncias de primeira e segunda ordem e analisar,
identificar e resolver equagoes recursivas. Finalizando a ideia de recorréncia caracteri-
zando algumas brincadeiras e jogos ludicos, como: a pizza e o queijo de Steiner, a torre
de Hanodi e os coelhos de Fibonacci. Buscamos trazer ao leitor uma grande quantidade
de exemplos diretos e contextualizados para a maior fixacdo de como caracterizar recursi-
vamente uma situagao problema e como resolvé-las usando alguns teoremas e resultados,
estimulando o leitor a pensar, observar e criar novos modelos gerando uma visdo mais

critica e interventora no meio onde estd inserido.
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2 Recorréncia

Sequéncias recorrentes sdo sequéncias em que cada termo zg, x1,Zo,... € de-
terminado por uma dada funcdo dos termos anteriores. Dado um inteiro positivo k£, uma
sequéncia recorrente de ordem k é uma sequéncia em que cada termo é determinado como

uma funcao dos k termos anteriores:

Tptk = f(l'n-i-k—la Tptk—2y 5 LTntls xn)7 Vn € N.

E se esta for linear entao

Tnik = (1(N)Tpik—1 + g2(N)Tpik—2 + -+ + ge(n)Tp + gri1(n), YneN

onde g;(n) é uma fungdo em relacado a n, com i = {1,2,...,k + 1}.

Com essa generalidade, o comportamento de tais sequéncias pode ser bastante
caotico e de descrigao muito dificil, mesmo qualitativamente. Um caso particular muito
importante ocorre quando a funcao f é linear de coeficientes constantes: existem cons-

tantes ci, ¢, ..., Ccprq tal que

Tptk = ClTpgpk—1 + Colpyk—2 + ++ + Ty + Chg1, YN € N.

Tais sequéncias sao conhecidas como sequéncias recorrentes lineares, e gene-
ralizam simultaneamente as progressdes geométricas, aritméticas e os polinémios. Uma

sequéncia ¢é dita ndo-linear se f nao for de primeiro grau.

Observe que as recorréncias lineares podem ser classificadas como homogénea, o

termo independente é nulo (cx1 = 0), e ndo-homogénea, o termo independente é nao-nulo
(k1 # 0).

Este capitulo é uma adaptagao as mencoes que se encontram nos livros de Elon
Lages Lima [12] e [13], na apostila de Abramo Hefez [9] e ao artigo escrito por Carlos
Gustavo Moreira [14] com o objetivo principal de aprendermos a determinar solugoes de
sequéncias de primeira e segunda ordem com a finalidade de resolvermos equagdes de

diferencas.
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2.1 Sequéncias Definidas Recursivamente

Muitas sequéncias sao definidas recursivamente (isto é, por recorréncia), ou
seja, por intermédio de uma regra que permite calcular qualquer termo em fungao do(s)

antecessor(es) imediato(s).

Exemplo 2.1.1. A sequéncia (z,) dos nimeros naturais pares 2,4, 6,8, ... pode ser de-

finida por z,41 =z, +2 (n > 1), com 7 = 2.

Exemplo 2.1.2. Qualquer progressao aritmética (z,,) de razao r e primeiro termo a pode

ser definida por z,11 =z, +r (n > 1), com z; = a.

Exemplo 2.1.3. Qualquer progressao geométrica (x,) de razdo ¢ e primeiro termo a

pode ser definida por z,+1 = ¢q-x, (n > 1), com z; = a.

Exemplo 2.1.4. A sequéncia (F},), dita de Fibonacci, cujos termos sao 1,1,2,3,5,... e

na qual cada termo é a soma dos dois imediatamente anteriores, é definida por Fj, o =

Fo,o1+ F, (n>0), com Fy =F; = 1.

Vemos que uma recorréncia, por si s6, nao define a sequéncia. Por exemplo, a
recorréncia do Exemplo 2.1.1, x,+1 = x, + 2, ¢é satisfeita ndo apenas pela sequéncia dos
nimeros pares, mas por todas as progressoes aritméticas de razao 2. Para que a sequéncia
fique perfeitamente determinada é necessario também o conhecimento do(s) primeiro(s)

termo(s).

Observe que, nos Exemplos 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3 temos recorréncias de primeira
ordem, isto é, nas quais cada termo é expresso em funcao do antecessor imediato, e que,
no Exemplo 2.1.4, temos uma recorréncia de sequnda ordem, ou seja, na qual cada termo

é expresso em func¢do dos dois antecessores imediatos.

Exemplo 2.1.5. Quantas sdo as sequéncias de 10 termos, pertencentes a {0,1,2}, que
nao possuem dois termos consecutivos iguais a 07
Solugao. Chamando z, o nimero de sequéncias com n termos que nao possuem dois

termos consecutivos iguais a 0, o valor de x,, .5 serd a soma das seguintes quantidades:

i. O nimero de sequéncias de n + 2 termos que comecam por 1 e ndo possuem dois
zeros consecutivos. Isso é precisamente igual a x,.1, pois se o primeiro termo é
1, para formar a sequéncia basta determinar os termos a partir do primeiro, o que

pode ser feito de x,,,1 modos.
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ii. O ntmero de sequéncias de n + 2 termos que comegam por 2 e nao possuem dois

zeros consecutivos ocorre de maneira analoga ao item anterior, ou seja, x,, 1 modos.

iii. O numero de sequéncias de n + 2 termos que comecam por 0 e nao possuem dois
zeros consecutivos. Se o primeiro termo é zero, temos dois modos de escolher o
segundo termo (1 ou 2) e, escolhido o segundo termo, temos x, modos de escolher

os demais. Ha portanto, 2x,, sequéncias comecadas em 0.

Logo, xp10 = 22,41 + 22,. Temos que z; = 3, pois a sequéncia pode comecar
com 0, 1 ou 2, e que x5 = 8, pois temos 9 — 1 = 8 maneiras de obtermos uma sequéncia
com dois algarismos onde estes algarismos podem ser 0, 1 e 2, excluindo-se o caso {0,0}.

Dai obtemos x3 = 2x5 + 217 = 22, x4 = 60, ..., 219 = 24960.

Exemplo 2.1.6. Seja D,, o nimero de permutagoes cadticas de 1,2,...,n, isto é, o
nimero de permutagoes simples de 1,2,...,n, nas quais nenhum elemento ocupa o seu
lugar primitivo. Mostre que D, 10 = (n+ 1)(Dyy1 + D,,), se n > 1.

Solucgao. Calculemos D, o, 0 nimero de permutacoes simples de 1,2, ..., n+2 nas quais
nenhum elemento ocupa o seu lugar primitivo. As permutagoes podem ser divididas em
dois grupos: aquelas nas quais o 1 ocupa o lugar do nimero que ocupa o primeiro lugar

e aquelas nas quais isso nao ocorre.

Para formar uma permutacao do primeiro grupo, devemos escolher o niimero
que trocara de lugar com o 1, o que pode ser feito de n+ 1 modos, e, em seguida, devemos
arrumar os demais n elementos nos restantes n lugares, sem que nenhum desses elementos
ocupe o seu lugar primitivo, o que pode ser feito de D,, modos. Ha, portanto, (n+1)- D,

permutacoes no primeiro grupo.

Para formar uma permutacao do segundo grupo, temos de escolher o lugar
que serd ocupado pelo nimero 1 (chamemos esse lugar de k), o que pode ser feito de
n + 1 modos, e, em seguida devemos arrumar os restantes n + 1 elementos dos demais
n+ 1 lugares, sem que o elemento k£ ocupe o primeiro lugar e sem que nenhum dos demais
elementos ocupe o seu lugar primitivo, o que pode ser feito de D,, ;1 modos. H&, portanto,

(n+1) - D,41 permutacoes no segundo grupo.

Logo, Dyi2 = (n+ 1)(Dpy1 + D,), como queriamos demonstrar.

Nos exemplos 2.1.7 e 2.1.8 mostraremos que toda recorréncia de primeira e

segunda ordem sao escritas de maneira tnica.
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Exemplo 2.1.7. Prove que uma recorréncia de primeira ordem, z,,41 = f(x,), com uma
condicao inicial x1 = a, tem sempre uma e s6 uma solucao.

Solucgao. Temos que o valor de x; estd bem definido, pois z; = a. Suponhamos, por
indugdo finita, que x,, estd bem definido. Entdo, temos que x,.1 = f(z,), ou seja, x,11
¢ escrito em funcao de x,,. Como, por hipdtese, x,, estd bem definido, teremos que x,1
também esta bem definido. Logo, pelo principio de inducao finita, o valor de z,, esta bem

definido para todo natural n.

Exemplo 2.1.8. Prove que uma recorréncia de segunda ordem, 12 = f(z,11,2,), com
condicoes iniciais 1 = a e x5 = b, tem sempre solugao tnica.

Solugao. Temos que os valores de z; e x5 estao bem definidos, pois 1 = a e x5 = b.
Suponhamos, por indugao finita, que x, e x,; estdo bem definidos. Entao, temos que
Tpto = f(xni1,2,), ou seja, T,42 € escrito em fungao de x,, e x,41. Como, por hipétese,
ZTpn € Tpi1 estao bem definidos, teremos que x, 1o também estd bem definido. Logo, pelo

principio de inducao finita, o valor de x,, estd bem definido para todo natural n.

2.2 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Definicao 2.2.1. Uma recorréncia de primeira ordem expressa x, 1 em funcao de z,, ou

seja, a recorréncia depende do seu antecessor imediato, portanto
Tnr1 = f(zn), YneN.
E esta, é dita linear se (e somente se) essa funcdo for do primeiro grau, ou seja,
Tnt1 = g1(n) Ty + g2(n), Vn €N,
onde g;(n) é uma fungdo em relacdo a n, com i = {1,2}.

Observagao 2.2.1. Temos que a recorréncia linear de primeira ordem pode ser classificada
como: homogénea, o termo independente é nulo (ga(n) = 0), € ndo-homogénea, o termo

independente é nao nulo (ga(n) # 0).
Definigao 2.2.2. A recorréncia é nao-linear se (e somente se) a fungio z, 11 = f(r,), Vn €
N, nao é de primeiro grau.

Exemplo 2.2.1. As recorréncias o, .1 = 22, —n? e T,,4+1 = nT, sao lineares e a recorréncia
Tna1 = 22 nao é li As d 1lti ao ditas h ¢ a i t
nt1 = T, nao € linear. As duas tltimas sao ditas homogéneas, por nao possuirem termo

independente de x,,.
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Nao hé grandes dificuldades na resolu¢ao de uma recorréncia linear homogénea

de primeira ordem, conforme mostram os exemplos a seguir.

Exemplo 2.2.2. Resolva a recorréncia x,, 1 = nx,, com r; = 1.

Solugao. Temos que

To = 1131
r3 = 2[[‘2
Ty = 31’3
T, = (n—1)z, .

Dai, multiplicando membro a membro, obtemos
o3y Xy =[1-2-3---(n—1)]|z2023 - Tp_1.

Como os termos da recorréncia sao nao nulos, podemos simplificar a equacdo e obter

x, = (n — 1)lzy. Logo, x,, = (n — 1)!, para todo n € N\ {0}.

Exemplo 2.2.3. Resolva a recorréncia x,.1 = 2x,.

Solugao. Temos que

To = 2.%'1
r3 = 2[B2
T4 = 2x3
T, = 2T,_1.

Dai, multiplicando membro a membro e simplificando conforme o exemplo anterior, ob-
temos x,, = 2" 'x;. E claro que como nao foi definido o valor de z;, h4 uma infinidade

de solugoes para a recorréncia.

Logo, tomando x; = ¢, uma constante arbitraria, teremos

T, =c- 2" L

As recorréncias lineares nao-homogéneas de primeira ordem que mais facil-

mente se resolvem sao as da forma x,.1 = z,, + f(n).

Com efeito, temos
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T2
x3

Xyg

Tn

Somando-se membro a membro obtemos

To+a3+---+x, = Ti+T2+ T+ f()Ff2)
& T, = v+ fA)+f2Q)+--+fln-1)
n—1
k=1

z1 + f(1)
ro + f(2)
x3+ f(3)

Tpo1+ f(n—1).

Exemplo 2.2.4. Resolva a recorréncia x,.1 = x, + 2", com x; = 1.

Solugao. Temos que

€2
€3

Xyq

T

$1—|—21
.1'2+22
ZL’3—|—23

Tpn—1+ 1,

Somando-se membro a membro as equagoes, obtemos

T, = w1+ (2" +224+224... 42771
— 1_|_21_‘_22_+_23+_|_2n71

— 20+21+22+23_'_'__+2n—1
2" —1

= 1

2-1
= 2" -1

Logo, =, = 2™ — 1, para todo n € N\ {0}.

Exemplo 2.2.5. Resolva .1 = x,, +n, com x; = 0.

Solugao. Temos que

T2
T3

T4

In

I1+1
J]2+2
SB3+3

Tp—1+ (TL - 1).

+ f(n—1)
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Somando-se membro a membro as equagoes, obtemos

t, = 1 +14+24+34+---+(n—-1)
= 14+24+3+--+(n-1)
~ n(n—1)
= —5
-1
Logo, x, = n(nQ)’ para todo n € N\ {0}.

Exemplo 2.2.6. Determine o ntimero maximo de regioes em que n circulos podem dividir
o plano.

Solucgao. Inicialmente, tomaremos z, como sendo o niimero maximo de regidoes em que
n circulos podem dividir o plano. Observe que um circulo divide o plano em duas regides,
ou seja, 1 = 2. Se tracarmos mais um circulo, de modo que gere uma quantidade maxima
de regides, veremos que este gera mais duas novas regioes, ou seja, ro = 1 +2 -1 = 4.
Continuando o processo tracando-se mais um circulo nas mesmas condi¢oes do enunciado,
veremos que este gera mais quatro novas regioes, ou seja, x3 = o + 2 -2 = 8. Assim,
quando tragarmos o circulo n—+1, este intersecta, os n circulos ja existentes, em 2n pontos,
isto é, gera 2n novas regioces. Portanto, x,,1 = x,, + 2n, com z; = 2, o que caracteriza a

questao recursivamente. Assim,

ry = 2

To = X1+ 2

T3 = To+ 4

T, = Tnp_1+2(n-—1).

Somando membro a membro as equacdes, obtemos

T, = 242+44+---+2(n-1)
= 2421424+ (n—1)
= 2+4+n(n—-1)
= n?—-n+2.

Logo, ¥, = n?* —n + 2, para todo n € N\ {0}.

Exemplo 2.2.7. Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0, 1,2},

que possui um nimero impar de termos iguais a 0?7
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Solugao. Primeiramente denominaremos x, como sendo a quantidade de sequéncias de
n termos que possui um numero impar de termos iguais a 0. Sequéncias de n + 1 termos
compostas por 0, 1 ou 2 com um numero impar de termos iguais a 0 podem ser de dois

tipos:

i. As que comecam com 1 ou 2, restando n termos que podem ser escritos de x,

maneiras cada;

ii. As que comecam com 0, restando n termos que podem ser escritos de 3" — x,
maneiras, pois o total de sequéncias que possuem termos iguais a 0, 1 ou 2 ¢é dado
por 3" e retirando-se a quantidade de sequéncias que possui um numero impar de
termos iguais a 0 obteremos a quantidade de sequéncias que possui um numero par
de termos iguais a 0, como ja fixamos um 0 no inicio da sequéncia teremos 3" — x,,

sequéncias com n + 1 termos satisfazendo as condigoes desejadas.

Portanto, temos que a recorréncia é z,41 = 2x, + (3" — x,), ou seja, Tpy1 =
Tn + 3" com x; = 1, pois a sequéncia com um termo que possui um numero impar de

termos iguais a 0 é a sequéncia (0). Entao,

ry = 1

o = X1+ 31

T3 = To+ 32

Tn, = Tp_1+3"L

Somando membro a membro as equacoes, obtemos

Tn = 14+3+34---+3"1
= 304343+ 43!
_o3n—1
= —

n

Logo, z,, = — — para todo n € N\ {0}.
O teorema a seguir mostra que qualquer recorréncia linear nao-homogénea de
primeira ordem pode ser transformada em uma recorréncia da forma x,.1 = x, + f(n).

Teorema 2.2.1. Se a,, é uma solu¢do nao-nula da recorréncia x,y1 = g(n)x,, entio a

substituicao x, = a,y, transforma a recorréncia
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Tpt1 = g(n)x, +h(n) em Ypi1 =y, + p
Demonstracdo. A substituicdo x,, = a,y, transforma

Tpi1 = g(n)xn, +h(n) em  app1Yni1 = g(N)anyn + h(n).

Mas, a,+1 = g(n)a,, pois a, é solugdo de z,41 = g(n)x,. Portanto, a equacao se trans-

forma em
9(n)anYni1 = g(n)anyn + h(n),
ou seja,
h(n)
Yn+1 = Yn +
(n) *an

Exemplo 2.2.8. Resolva x,,1 = 2z, + 1, sendo que x; = 2.
Solugdo. Uma solu¢do nao-nula de z,,; = 2z, é, por exemplo, a, = 2", conforme
vimos no Exemplo 2.2.3. Fazendo a substituicao z,, = 2" 'y,,, obtemos 2"y, .1 = 2"y, +1,

ou seja, Ynpt1 = Yn +27". Dai se tem

o = y1+271
Yys = Yo +277
Y = ys+27°
yTL fd y?’L—l + 2_(’”_1)'

Somando-se membro a membro as equagoes, resulta

Yo = P1+27 42724284 427007
(27t —1

2-1 1
= g2

= y+27!

Como z, = 2" Yy, e z; = 2, temos y; =2 e y, = 3 — 217", Logo,

r, = 2"y,
— 27171(3 . 21771)
= 3.2v1 1,

para todo n € N'\ {0}.
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Exemplo 2.2.9. Resolva z, 11 = 3z, + 3", sendo que z; = 2.

Solugao. Uma solugdo nao-nula de z,; = 3z, é, por exemplo, a, = 3"~ ! (ou qualquer
outra progressiao geométrica de razdo 3). Facamos a substituicao x, = 3" 'y,. Obtemos
3"Ypy1 = 3"y, + 3", ou seja, Y,i1 = Y, + 1. Dal, y,, é uma progressao aritmética de razao
1. Logo, ¥, = y1 + (n—1)1. Como z,, = 3" 1y, e x; = 2, temos y; = 2 e y, = n+ 1. Dali,
T, = (n+1)3""1

Exemplo 2.2.10. Sheila e Helena disputam uma série de partidas. Cada partida é
iniciada por quem venceu a partida anterior. Em cada partida, quem a iniciou tem pro-
babilidade 0,6 de ganha-la e probabilidade 0,4 de perdé-la. Se Helena iniciou a primeira
partida, qual é a probabilidade de Sheila ganhar a n-ésima partida?

Solucao. Analisaremos n + 1 partidas realizadas e consideraremos x,, a probabilidade de

Sheila ganhar a n-ésima partida. Para Sheila ganhar a (n + 1)-ésima partida:

e Ou ela ganha a n-ésima partida e ganha a seguinte (com probabilidade condicional

0,6), com probabilidade igual a 0, 6x,;

e Ou perde a n-ésima partida (com probabilidade 1 — x,,) e ganha a seguinte (com

probabilidade condicional 0,4), com probabilidade igual a 0,4(1 — z,,).

Portanto, a probabilidade x,; de vitéria na (n + 1)-ésima partida é dada por
ZTpr1 = 0,6z, +0,4(1 — x,), ou seja, x,+1 = 0,2z, + 0,4, com z; = 0,4, pois Sheila ndo
inicia a primeira partida.

Para resolver a recorréncia comegamos com uma solucao nao nula de x, .1 =

0,2z,; como ja foi analisado em exemplos anteriores, a, = (0,2)""!. Fazendo a substi-

tuigdo x, = (0,2)" 'y, conforme o teorema 2.2.1 temos

n n O7 4
(07 2) Ynt1 = (07 2) Yn +0,4 < Y1 =Ynt+ )
(0,2)"
com y; = % = 0,4. Temos que
1
A1 = 07 4
04
Y2 = Y 0.2
I U
- L 04
yTL - y’I’L—l (O’ 2)’!171 .
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Somando membro a membro as equagoes, obtemos

= 0 4+0’4+ + 0,4
Yn = ) 0’ 2 (07 2)n—1
SR e CLL
(07 8) ’ (07 2)n_1
Logo,
Ty = (07 2)n_1yn
- 1-— (0, 2)”
= 5 :

para todo n € N\ {0}.

Exemplo 2.2.11. Um circulo foi dividido em n (n > 2) setores. De quantos modos
podemos colori-los, cada setor com uma sé cor, se dispomos de k (k > 2) cores diferentes
e setores adjacentes nao devem ter a mesma cor?

Solugao. Seja x,, o numero de coloragdes para n setores e consideremos o problema de
colorir n + 1 setores. Observe que o primeiro setor pode ser colorido de k modos e cada
setor subsequente pode ser colorido de k& — 1 modos, pois nao se pode receber a mesma
cor do anterior, resultando assim em k(k — 1)" coloragoes. Mas este resultado inclui
os casos em que o ultimo setor recebe a mesma cor do primeiro, o que é proibido. Os
casos contados indevidamente correspondem as coloragoes que sao validas, exceto pelo
fato de dois setores adjacentes terem a mesma cor. Considerando estes dois setores como
um Uunico, estas coloragoes que seram descontadas correspondem a coloragoes validas
em um circulo que foi dividido em n setores. Portanto, z,.; = k(k — 1)" — z,,, com
xe = k(k — 1). Usando o teorema 2.2.1, temos que uma solucao da equagdo homogénea
Tpy1 = —Tp 6 a, = (—=1)""!, conforme exemplos anteriores. Fazendo a substitui¢io

Ty, = QpYn, teremos (—1)"yp11 = (—1)"y, +k(k—1)", ou seja, ypi1 = yn+(—1)"k(k—1)",
Z2

com yp = — = —k(k —1). Assim,
2
y2 = —k(k—1)
ys = yo+k(k—1)°
Yo = ys—k(k—1)°
Yo = Y1+ (=1)"R(E—1)" N

Somando membro a membro as equagoes, obtemos

Yo = —k(k— 1)+ k(k— 12 —k(k—17* 4+ + (=1)"k(k — 1),
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que é a soma dos termos de uma P.G. de razao —(k — 1). Portanto,

1— (=) "k —-1)"!
1+ (k—-1)
= —(k—1)—(=1)"(k—1)"

Yn = _k<k_1)

Logo, para x5 = k(k — 1), temos

Tpn = Quln
= (D" =(k=1) = (=)"(k - 1)1
= (-D)™"k—-1)+(k—-1"
Exemplo 2.2.12. A torcida do Fluminense tem hoje xqo membros. A taxa anual de
natalidade é 7, a de mortalidade é j e, além disso, todo ano um ntimero fixo de r torcedores
desiste de vez. Se i > j, determine o nimero de torcedores daqui a n anos. A torcida
estd condenada a exting¢ao?
Solugao. Seja x, o nimero de torcedores daqui a n anos. Analisaremos o ntimero de

torcedores daqui a n + 1 anos. Observe que z,,, é composto por:

A quantidade de torcedores do ano anterior, que é representado por x,;

A quantidade de torcedores que nascem tricolor (sofredor) durante o ano n para o

ano n + 1, decorridos, isto €, ix,,;

A quantidade de torcedores que morrem tricolor durante o mesmo decorrer de tempo

do item anterior, isto é, jx,;

A desisténcia do time (sébios), ou seja, a saida de r torcedores.

Portanto, temos z,+1 = x, + iz, — jr, — 7T, ou seja, T,y = (1+i—7j)x, —r, considerando
a torcida inicial igual a xy. Conforme o teorema 2.2.1, temos que uma solug¢ao para a
recorréncia T, 1 = (1414 — j)x, é a, = (1 +1i— j)" 1. Substituindo z,, = a,y, e fazendo

p=141— 7, obtemos

,
P"Ynt1 =DP"Yn =T S Yny1 = Yn — —

n’

To .
com yg = — = Zop- Assim,
0
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Yo = Top
Y. = Yo—T

r
Y2 = U ——

p

r
yn = yn—l - n—1"
Somando membro a membro as equagoes, obtemos
r r
yn - xop - r—= Z; _____ pn—l

= Xop—T 1
- —1
b
= Top—T pr—1
— op —
pip—1)
Logo,
Tpn = Qpln
mn n_l
= Top —T 1

T ) X T
= (900—‘ .>(1+Z—j)"+.
11— 1

Como p=1+41i— 7 ei > j, por hipdtese, temos que p > 0. Assim, a torcida se extingue

. r , . . . .
quando o coeficiente [ xg — —— | de p™ é negativo, ou seja, quando r > xg(i — j).

Exemplo 2.2.13. O salario de Daniel no més n é S, = an + b. Sua renda mensal ¢é
formada pelo salario e pelos juros de suas aplicagoes financeiras. Ele poupa anualmente
% de sua renda e investe sua poupanca a juros mensais de taxa i. Determine a renda de
Daniel no més n.

Solugao. Seja x, a renda de Daniel, S, seu salario e y,, o montante de suas aplicagoes
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financeiras no més n. Temos que, a renda de Daniel no més n é igual ao salario mais o

rendimento sobre o montante das aplicagoes no més anterior, ou seja,

Tpn = Sn + Wn_1- (2.1)

Observe que o montante das aplicagoes financeiras no més n é igual ao do més

anterior somado ao valor poupado no més n, isto é,
1
Yn = Yn—1 + Exn (22)

Isolando y,,_1 na equacgao 2.1 encontramos

Ty — S,
Yno1=——— (2.3)

E, considerando a andlise da renda no més n + 1, temos que x,,.1 = S,41 + 1y,, OU S€ja,

o Tnt+1 — SnJrl

Yn = - (2.4)

Por fim, fazendo as substitui¢oes encontradas nas equacgoes 2.3 e 2.4 na equagao 2.2,

obtemos:
xn+1'—Sn+1 - n _ an + —Tp
) ) P
1
< Tpyl — Sn+1 = Tn— Sn + -z,
P
1
< Tp+1 = I+ -]z, + Sn-i—l - Sn
p
1
& Tpr1 = (1+-]axp+an+1)+b—an—0>
p
1
& Tpi1 = 1+-|x,+a.
p

Portanto, temos que a recorréncia z,; = (1 + I%) xrn + a caracteriza a renda
de Daniel recursivamente, com xy = b, pois sua renda no meés 0 é dado somente pelo seu

salario deste mesmo més, ou seja, rtg = Sog=a-0+b=0b.

Seja k = (1 + 1%), usando o teorema 2.2.1, temos que uma solucao particular
para a recorréncia T,.; = kx, ¢ a, = k" '. Fazendo a substituicio z, = a,z, na

recorréncia 1 = kx, + a, encontramos
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k"zpi1 =k'zn+a & zpi1 =2, +

com zy = bk, pois zo = k0 Vzy, ou seja, b = k~12,. Assim,

20 = bk

21 = zy+ta

a
Zl‘i‘%

Z9 =

a
Zn—1 T Tnfl .

Somando membro a membro as equagoes, obtemos

Zn =

a a
bhitat o+t o

Zn -

1 1
— %+a@++m+

p )

Logo, temos que

Ty —

ﬁa

E, substituindo k£ = (1 + 1%)’ teremos que o salario de Daniel no més n é dado por

1—

p

<1+2
p

n <1+Z>
b<1+l>-+a])
]__

)
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para todo n € N.

2.2.1 A Pizza e o Queijo de Steiner

O grande gedmetra alemao Jakob Steiner! (1796-1863) propds e resolveu, em

1826, o seguinte problema:
Qual € o maior niumero de partes em que se pode dividir o plano com n cortes retos?

Pensando no plano como se fosse uma grande pizza e os cortes retos como se
fossem retas pertencentes a este plano, determinaremos o niimero maximo de regides em

que n retas podem dividir o plano.

Primeiramente, montaremos uma recorréncia que defina a pizza de Steiner
considerando P, a quantidade méaxima de regides que n retas dividem o plano. Observe
que, se nao tivermos nenhuma reta teremos somente uma regiao (a pizza inteira), ou seja,
Py = 1. Tragando-se uma reta no plano teremos duas regides. Se tragarmos mais uma reta
no plano de modo a obtermos a quantidade méaxima de regioes, veremos que esta corta a
primeira reta ja existente em apenas um ponto, gerando assim duas novas regioes, ou seja,
P, = P, + 2 = 4. Facamos o tracado de mais uma reta de tal maneira que esta produza
o maximo de regioes possiveis, assim esta nova reta cortara as duas retas ja existentes
em um ponto cada gerando trés novas regioes, ou seja, P3 = P, + 3 = 7. Continuando o
processo e fazendo a analise para n + 1 retas temos que, se em um plano tivermos n retas
gerando P, regioes, respeitando as condigoes impostas pela questao, entdao se tracarmos
a reta n + 1 de modo que esta produza uma quantidade maxima de regioes, veremos que
a reta n 4+ 1 corta as n retas em n pontos, gerando assim n + 1 novas regioes, isto é,

Poy1=PFP,+(n+1), com Py = 1.

!Matemético e um dos maiores gedmetras da histéria nascido em Utzenstorf, Suica, de grande in-
fluéncia e destaque no estudo dos tridngulos e circulos. Autodidata na infancia, estudou na Escola
Pestalozzi, em Yverdon, Suica. De extraordiniria intuicdo na geometria, ainda estudou em Heidelberg
e Berlim, Alemanha. Obteve um doutorado honordrio da Universidade de Konigsberg (1832), e, dois
anos mais tarde, foi indicado para ensinar geometria Universidade de Berlim, onde se tornou professor e
viveu até sua morte. Publicou Systematiche entwicklungen (1832), sobre geometria projetiva baseada em
consideragoes métricas. Colecionou varios escritos, Gesammelte Werke, que publicou em dois volumes

(1881/1882) e morreu em Berna, Sui¢a (veja em [10]).
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Resolveremos agora a recorréncia P,y; = P, + n + 1, com condicao inicial

Py = 1, que caracteriza a pizza de Steiner. Observe que

P =1

P = B+1
PQ - P1+2
Pn = Pn_1+n.

Somando se membro a membro das equagoes, obteremos

P, = 1+1424---4+n
_ g et
2
Logo, o nimero maximo de regides gerado por n retas é dado por
P, = n(n2—l—1) + 1, para todo n € N.

Mais, pensando um pouco, para fazer sua pizza, Steiner teve que primeiramente
cortar o queijo. Se imaginarmos que o espago tridimensional é um enorme queijo vamos
achar uma formula para determinarmos o nimero maximo de pedacos que poderiamos

obter ao corta-lo por n planos.

Considerando que o queijo seja o espaco tridimensional e que os planos perten-
centes a este espaco seccionam-o em regices. Tomemos (), 0 niimero maximo de regioes
que n planos seccionam o espaco. Observe que, se nao tivermos nenhum plano seccionando
este espagco, teremos uma tnica regiao (o queijo inteiro), ou seja, Qo = 1. Se tivermos um
plano seccionando o espago, obtemos duas regioes, ()1 = 2. Acrescentando mais um plano
a este espaco de modo que este divida o espaco em uma quantidade maxima de regioes,
obteremos duas novas regioes, ou seja, ()2 = 4. Continuando, se acrescentarmos mais um
plano a este espago, obedecendo os critérios desejados, obteremos quatro novas regioes,

ou seja, Q3 = 8.

Desta forma, acreditamos que (), = 2", contudo ao acrescentarmos o quarto
plano verificamos que (), nao é da forma 2". Para que possamos visualizar melhor o
problema, vamos imaginar que temos os trés planos coordenados xy, yz e xz do sistema
cartesiano. Ao tracarmos o quarto plano, teremos trés retas formadas da interseccao deste

com os planos coordenados. As regioes determinadas por essas retas no plano acrescido
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I

o

Figura 2.1: Plano dividindo o espago em duas regioes [11].

i
1
<w3
4
P

Figura 2.3: Plano dividindo o espago em oito regides [11].

dividem as antigas regioes tridimensionais, gerando sete novas regioes no espaco, isto ¢,

Q. =8+47=15.

Observe que ao acrescentar um plano temos que nos assegurar de que este nao
contenha nenhuma das retas de intersecao ja existentes. Generalizando, o n-ésimo plano
intercepta os n — 1 planos antigos em n — 1 retas distintas, que o dividem em P,_; regioes,
como foi visto na pizza de Steiner. Com efeito, o plano divide o espago em P,_; novas

regioes. Portanto, a recorréncia é dada por
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Figura 2.4: Acréscimo do quarto plano gerando sete novas regioes [11].

Qn - Qn—l + Pn—l
Qo =1

(n—1)n

Como, P, 1 = 5

+ 1, temos que:

(n—l)n_i_1

Qo =1
Resolveremos a recorréncia 2.5 e encontraremos uma férmula que caracterize

o queijo de Steiner. Temos que,

Qo = 1

Q1 = Qo+()él+1

Q2 = Q1+122+1

QG = @+

Qn = Qn_1+m+1.

2

Somando-se membro a membro das equacoes e fazendo as simplificagoes necessarias, ob-

temos:
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0-1 1-2 2-3 (n—1)n>

. = 1
Q n+—|—<2—|—2+2++2

1
= 4145014124234+ (n—1)n)

1 n
= n+1+=) (k—1k
23

171
= n+1+§Z(k2—k)

k=1

1g. ., 1
= n+l+=-> K->k

2k:l 2k:1

Para determinarmos a féormula de @,,, falta encontrarmos um polinémio em

fungao de n que represente Z k% e Z k. Observe que,
k=1 k=1

n n

SNk+1)? = Y (K*+2k+1)

k=1 k=1

& Yk+1? = Y E+2) k+> 1
k=1 k=1

k=1 k=1

& S (k+1=> K = 2> k+n
k=1 k=1

k=1

& (n+1)?—=1 = 2) k+n
k=1

& nin+1) = 2> k
k=1

i
)

Note também que,
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S(k+1)° = D (K +3k*+3k+1)
k=1 k=1

& Y (k+1)7? = Zk3+32k2+32k;+21
k=1 k=1

L n(n+1)

& > (k+1)° Zk?’ = 3Zk2 f+n
k=1

3n(n+1)

& (n+1P% -1 = 3Zk2 5 +n
" . 3 1
& 3Y K = <n+1>5_n_1_71(717+)
k=1 2
- 32":]{:2 _ 2(n+1)> —=2(n+1) —3n(n+1)
k=1 2
o z”:kz _ (n+1)(2n*+4n+2—2 — 3n)
k=1 6
o Z": B2 n(n+1)(2n + 1)‘
k=1 6
L " +1)(2 1
Portanto, substituindoZk:— ZkQ )6( nt )na equagao
k=1
encontrada de @,,, temos
1, 1
Qn = n+l14+-> K->k
23 23
1 (n(n+1)2n+1) 1 (n(n+1)
— 14 = B AN
n +2< 6 2\ 2
2
—1
= n+1+ (n )
6
2
5
_ n<n6+>+1.

Logo, a quantidade maxima de regides que n planos dividem o espacgo é da
n(n*+5)

5 + 1, para todo n € N.

forma @, =
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Esta secao foi uma a adaptacao ao trabalho de monografia de Eliane Alves de

Jesus e Elisa Fonseca Sena e Silva sobre Relacoes de Recorréncia [11].

2.2.2 A Torre de Hanoi

Vocé provavelmente ja conhece esse jogo, pois trata-se de um jogo bastante
popular que pode ser facilmente fabricado ou ainda encontrado em lojas de brinquedos

de madeira.

Esse jogo foi idealizado e publicado pelo matemaético francés Edouard Lucas?,

em 1883, que, para dar mais sabor a sua criagao, inventou a seguinte lenda:

Na origem do tempo, num templo oriental, Deus colocou 64 discos perfurados
de ouro puro ao redor de uma de trés colunas de diamante e ordenou a um grupo de
sacerdotes que movessem os discos de uma coluna para outra, respeitando as regras acima
explicadas. Quando todos os 64 discos fossem transferidos para wma outra coluna, o

mundo acabaria.
Sera que isso seria possivel? Quantos movimentos seriam necessarios?

O jogo ¢é formado por n discos de diametros distintos com um furo no seu
centro e uma base onde estao fincadas trés hastes. Numa das hastes, estdo enfiados os

discos, de modo que nenhum disco esteja sobre um outro de didmetro menor.

O objetivo do jogo é transferir a pilha de discos para uma outra haste, deslo-

cando um disco de cada vez obedecendo as regras impostas no paragrafo acima.

Mostraremos uma recorréncia x,, que caracterize a torre de handi para n discos

e determinaremos x,,.

Seja x,, a quantidade minima de movimentos de n discos para uma outra estaca.

Analisaremos a quantidade minima de movimentos de n + 1 discos conforme a figura 2.1.

2Edouard Lucas foi educado na Escola Normal em Amiens. Apds o qual ele foi trabalhar para o Ob-
servatério de Paris, sob as ordens de Le Verrier. Durante a Guerra Franco-Prussiana (1870 a 1871) Lucas
serviu como Oficial de Artilharia. Apds a derrota Francesa, Lucas tornou-se Professor de matemaética
no Liceu Saint Louis em Paris. Lucas é melhor conhecido pelos seus resultados na Teoria dos Numeros.
Lucas também também criou métodos para testar a primalidade de ntimeros essencialmente alguns usados
hoje em dia. Em 1876 usou tais métodos para provar que o ntimero de Mersenne 2'27 — 1 era primo.
Lucas também é conhecido pela sua invencao da Torre de Handi e outras recreagoes mateméaticas. Os

seus quatro volumes de Récréations mathématiques (1882-94) tornou-se um clédssico (veja em [8]).
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Figura 2.5: Torre de Hanéi com n + 1 discos [9].

Primeiramente, movimentaremos os n primeiros discos com =z, movimentos
para a terceira estaca, sobrando assim, um disco na primeira estaca. Depois movimen-
taremos este disco para a segunda e, finalmente, movimentaremos os n discos que se
encontram na terceira estaca para a segunda estaca com mais x, movimentos, isto é,
teremos a recorréncia x,,1 = 2x, + 1, com x; = 1, pois transferir um tnico disco para

qualquer estaca é necessario um tinico movimento.

Figura 2.6: Movendo os n primeiros discos da primeira para a terceira estaca [9)].

N

Figura 2.7: Movendo o tltimo disco para a segunda estaca [9)].

Figura 2.8: Movendo os n discos da terceira para a segunda estaca [9].

Portanto, para resolvermos a recorréncia x, 1 = 2x,+1, com z; = 1, usaremos
o teorema 2.2.1. Uma solucdo ndo nula de z,,; = 2z, ¢ a, = 2" '. Facamos entdo a

substituicao z,, = a = 2" 1y, na recorréncia z,.; = 2x,, + 1 e obtemos
n nyn n n—+ n
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1
on’

2”yn+1 = 2nyn +1 & Yn+1 = Yn +

com y; = x7 = 1. Assim,

v = 1
Yo = W+ %
Yys = Y2+ 2%
_ 1
Yn = Yn-1t+ ga1-

Somando se membro a membro das equagoes, obteremos

= 1+1+1 + L
Yn = 9 22 on—1

Logo,
Tn = QAplYn

2" —1
_ n—1
- (T

= 2n 1,

para todo n € N'\ {0}.

De acordo com a lenda de Edouard Lucas, a quantidade de movimentos minimos
que os sacerdotes levariam para moverem os 64 discos de uma estaca para outra ¢ igual a
204 1 = 18.446.744.073.709.551.615. E, considerando que o sacerdote levaria 1 segundo
para realizar cada movimento entao levaria-se, aproximadamente, um bilhao de séculos

para que o mundo fosse destruido.

2.3 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Definicao 2.3.1. Uma recorréncia linear de segunda ordem ¢ uma recorréncia do tipo

F)Tuss + g()@ass + h(n)w, + k(n) = 0,
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onde f, g, h e k sdo fungdes cujos dominios sdo o conjunto dos nimeros naturais e f(n)

nunca se anula.

Observagao 2.3.1. Quando k(n) = 0, a recorréncia é dita homogénea, caso contrario a

recorréncia ¢ dita nao-homogénea.

Para que uma recorréncia do tipo acima nos defina uma sequéncia, é preciso

estipular os valores dos seus dois termos iniciais.

Primeiramente, vamos nos restringir ao caso em que f(n) = 1, g(n) = p,
h(n) = q e k(n) = 0, ou seja, uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea com

coeficientes constantes, isto é, recorréncias da forma:
Tpyo + PTpi1 + qr, = 0. (2.6)

Suporemos sempre q # 0, pois se ¢ = 0, a recorréncia seria, na realidade, uma recorréncia

de primeira ordem.

A solugao é obtida considerando que x,, = ¢r™ seja uma solucao de 2.6. Entao,

substituindo z,, em 2.6 obtemos
™2 L per™ g =0 & (P +pr+q) =0.

Assim, os valores de r que satisfazem a condicao de z,, = cr™ ser solucao de

2.6 sao r = 0 e as raizes do polinomio caracteristico de 2.6,

p(r) =r*+pr+q.
Portanto, temos que:

e Ser = 0 entao z, = 0 para todo n (solugao tivial) que sé tem sentido se as condi¢oes

iniciais forem nulas, isto é, xo = x; = 0.

e Se r # 0 as raizes do polinémio caracteristico sao

pEVp*+4q
Mo =— -
2
A cada recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com coeficientes cons-
tantes, da forma 2.6, associaremos uma equacao do segundo grau, r>+pr+q = 0, chamada
equagdo caracteristica. A nossa suposicao preliminar de que ¢ # 0 implica que 0 nao é

raiz da equacao caracteristica.
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O teorema 2.3.1 a seguir mostra que se as raizes da equacao caracteristica sao
r1 e 19, entdao qualquer sequéncia da forma a, = c;r? + cory é solugao da recorréncia,

quaisquer que sejam os valores das constantes c; e cs.

Teorema 2.3.1. Se as raizes de r* + pr +q = 0 sdo ry e rq, entdo a, = ¢y + cor¥
¢ solucao da recorréncia Tnio + prni1 + qr, = 0, quaisquer que sejam os valores das

constantes c; e cs.

Demonstracdo. Substituindo a,, = ¢;r? + cory na recorréncia x,. o + prps1 + qr, = 0
1 2 + + )

obtemos, agrupando convenientemente os termos,
e (r? 4 pri 4 q) + cori(ra + pro + q) = 1770 + cory0 = 0.

O

O teorema a seguir mostra que, se r; # 1y, todas as solugdes da recorréncia

tém a forma apontada no Teorema 2.3.1.

Teorema 2.3.2. Se as raizes de 1> +pr+q =0 sdo ry e ry, com 1 # 19, entdo todas as
solugoes da recorréncia T,io + pTni1 + qr, = 0 sao da forma a, = c1r] + corly, com c; e

co constantes.

Demonstracdo. Seja y, uma solucao qualquer de x, 1o + pr,i1 + qr, = 0. Pelo teorema
2.3.1 temos que a,, = ;7] +cory também é solucao da recorréncia 49+ pry41 +qr, = 0.

Portanto, determinemos constantes c¢; e co que sejam solucoes do sistemas de equagoes

C1T1 + CoT2 = 11
)

2 2 _
cri + cory = Yo
isto é,

2 2
oY1 — 122 Y2 — 1Y

c1 = = .
! 7“17’2(7”2—7“1) 7“17“2(7”2—7“1)

Isso é possivel pois 11 # ry, 71 £ 0 e 1y # 0.

Afirmamos que y,, = ¢} + cory para todo n natural, o que provard o teorema.

Com efeito, seja 2z, = y, — c11] — cory. Mostraremos que z, = 0 para todo n. Temos

Znt2 4 Pzt + @2 = (Ynso + PYnsr + qyn) — ar (1] 4+ pri + q) — corh (r3 + pra + q).



2.3 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem 36

O primeiro paréntese é igual a zero porque y, é solug¢ao de x, 1o + pryi1 + qr, = 0. Os
dois tltimos parénteses sdo iguais a zero porque 7, e ry sdo raizes de r2 + pr +¢q = 0.

Entao z,10 + pzpni1 + qz, = 0.

Além disso, como ¢;7) + core =y € 173 + 027"% = 1o, temos z; = 2z = 0. Mas,
S€ Zpio + PZni1 +qz, = 0 e 21 = 2o = 0, entdo 2z, = 0 para todo n, como queriamos

demonstrar. N

Exemplo 2.3.1. Vamos determinar as solug¢oes da recorréncia
Tpao + 42,11 — 51, = 0.

Solugdo. A equacdo caracteristica é r? +4r — 5 = 0, que tem raizes 1 e —5. De acordo
com os teoremas 2.3.1 e 2.3.2, as solugdes da recorréncia sao as sequéncias da forma

a, = 11" + co(—=H)", isto é, a,, = ¢1 + c2(—5)", onde ¢ e ¢y sdo constantes arbitrarias.

Exemplo 2.3.2. Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0, 1,2},
que nao possuem dois termos consecutivos iguais a 07

Solucgao. Seja x,, a quantidade de sequéncias de n termos que nao possuem dois termos
consecutivos iguais a 0. E, analisando as sequéncias com n + 2 termos, vimos no exemplo
2.1.5 que xpy9 = 22,01 + 22, OU s€ja, Tpio — 20,11 — 22, = 0, com 1 = 3 e x5 = §,

caracteriza uma recorréncia para a questao desejada.

Temos que a equacao caracteristica é r2 — 2r — 2 = 0, que tem raizes iguais a
m=1++vV3ery,=1-—+3. Assim, de acordo com os teoremas 2.3.1 e 2.3.2, temos que
a solugdo geral da recorréncia é x, = ¢;(1 4+ v/3)" + c»(1 — v/3)". Substituindo n = 1 e

n = 2, obtemos o sistema

c1(14+3) + (1 —V/3) =3 - (14 3) + (1 —/3) =3
(14 v3)? + (1 +3)2 =8 c1(442v3) + ca(4 —2¢/3) =8

23

Cl—|—02+\/§<01—02):3 c1 — Cy =
& & 3
4(ey + o) + 2\/5(01 — ) =8 cite=1
3+2V3 3-2V3 . L o
onde ClL=—FT—"—"""€C = —17—7. LOgO, o numero de sequenclas com n termos 1guals

6 6

a 0, 1 ou 2 sem dois zeros consecutivos é

_ 3+2V3
=270

3—-2V3
6

Tn (14+V3)" + (1—+3)", ¥neN\{0}.
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Exemplo 2.3.3. Caracterize x, como sendo o nimero de modos de cobrir um tabuleiro
2 x n com dominés 2 x 1 iguais. Determine z,,.

Solucgao. Seja x, a quantidade de modos que podemos cobrir um tabuleiro 2 x n. Vamos
considerar o tabuleiro com 2 linhas e n+ 2 colunas. Comecgando a preencher o tabuleiro a
partir de seu canto esquerdo, observa-se que este pode comecar a ser preenchido de duas

maneiras diferentes.

e Podemos colocar a primeira peca de domindé "em pé” ocupando toda a primeira
coluna, e assim, restando 2 linhas e n+ 1 colunas, onde pode ser preenchido de x,,

modos;

e Ou, podemos colocar as duas primeiras pecas de domind ”deitadas” ocupando toda
as duas primeiras colunas, restando assim, 2 linhas e n colunas que podem ser

preenchidas de z,, modos.

Portanto, temos que a recorréncias x,;o = T,4+1 + &, caracteriza a situagao
onde z; = 1, pois desta forma s6é podemos colocar o tinico dominé "em pé”, e xy = 2,
pois podemos cobrir o tabuleiro, ou, com dois dominds "em pé”, ou, com dois dominds

?deitados”.

Para determinarmos z,,, temos que a equacao caracteristica de z,,0 = ;11 +

145

Ty, OU S€ja, Tpio — Tnel — Tn = 0 é 72 —1r —1 = 0 onde suas raizes siao iguais a 1, = 5

ery = % Assim, pelos teoremas 2.3.1 e 2.3.2, temos que a solucao geral da recorréncia

dada ¢
$n201<1+\/5>n+02<1_\/5>n. (2.7)

2 2
E, substituindo n = 1 e n = 2, obtemos o sistema
1+v5)" 1-v5\' ,
A\ TelT - 14 ¢+ Vb(er — ¢p) =2

o+ =1

€l —C =

$
“|&

. 545 5-5
Resolvendo o sistema, temos que ¢; = T ey = 10

. Logo, substituindo ¢; e ¢y



2.3 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem 38

na solucao geral 2.7, obteremos

::5+v%<1+v%yi+5—v%<1—v@>é

n 10 2 10 2

para todo n € N\ {0}.

Exemplo 2.3.4. Uma planta, tal que cada uma de suas sementes produz, um ano apos
ter sido plantada, 21 novas sementes e, a partir dai, 44 novas sementes a cada ano. Se
plantarmos hoje uma semente e se, toda vez que uma semente for produzida ela for
imediatamente plantada, quantas sementes serao produzidas no ano n?

Solugao. Seja z, a quantidade de sementes geradas no ano n. A quantidade de sementes

produzidas no ano n + 2 é dado pela soma dos itens abaixo.

e As z,,1 sementes produzidas no ano n + 1 geram 21 novas sementes cada, pois

passou-se um ano apos terem sido plantadas, ou seja, 21z, sementes.

e As z,,x,_1,...,71, g sementes produzidas nos anos n,n — 1,...,1,0, respectiva-
mente, geram 44 novas sementes cada, pois estas jA possuem mais de um ano que

foram plantadas, ou seja, 44(x,, + x,_1 + - -+ + 1 + o) sementes.

Assim, a recorréncia que representa a quantidade de sementes geradas no ano

n + 2 é da forma

Tpro = 21w +44(x, + 21 + - + 21 + 20). (2.8)

De modo andalogo, temos que a recorréncia que representa a quantidade de

sementes geradas no ano n + 1 é da forma

Tp1 = 21w, +44(xp 1 + Ty o+ -+ 21 + 20). (2.9)

Subtraindo a equacao 2.9 da equacao 2.8, membro a membro, obtemos

Tpto — Tyt = 21xp41 + 232,
& Tpyo = 22,401 + 232,

& Tpro — 22T — 237, =0

Portanto, a recorréncia desejada é da forma x,,o = 22x,,1+23z,, com xg = 1,
pois inicialmente foi plantada uma Unica semente, e x1 = 21, pois a semente que havia

sido plantada a um ano atras gera 21 novas sementes.
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Assim, a equagao caracteristica da recorréncia z,,o — 222,17 — 232, = 0 é
r? —22r — 23 = 0. E esta, possui rafzes iguais a r; = —1 e r, = 23. Com isso, pelos

teoremas 2.3.1 e 2.3.2, temos que a solugao geral da recorréncia ¢ dada por
Tn, = c1(—1)" + 23", (2.10)

Substituindo, n = 0 e n = 1, obtemos o sistema

Cl<—1)0 + C2230 =1 Cc1+ Ccy = 1
<~ .
(1)t + 23 =21 —c1 + 23cy = 21
) 1 11 o -
Resolvendo o sistema, temos que ¢; = 2 €ecy = T Logo, substituindo ¢; e ¢y na solugao
geral 2.10, obtemos
1

(1) + 523", VneN.

Ty = —
12

Exemplo 2.3.5. Cindo times de igual for¢a disputarao todo ano um torneio. Uma taca
serda ganha pelo primeiro time que vencer trés vezes consecutivas. Qual é a probabilidade
da taca nao ser ganha nos n primeiros torneios?

Solugao. Seja z,, a probabilidade de que a taga nao seja ganha nos n primeiros sorteios.

Vamos caracterizar x,.o em funcao de z, 1 e x,.

Primeiramente, temos que o primeiro torneio pode ser ganho por qualquer
um dos cinco times, com isso, duas alternativas podem ocorrer para caracterizarmos

recursivamente os n + 2 torneios.

i. O time que ganhou o primeiro torneio nao ganhar o segundo, o que pode acontecer
4

com probabilidade igual a £ Assim, considerando que os torneios iniciaram a

partir do segundo (sem perda de generalidade), temos que esta alternativa tem

4
probabilidade igual a gxn+1 de acontecer.

ii. O time que ganhou o primeiro torneio, ganhar o segundo, mas nao ganhar o terceiro,
1 4

o que pode acontecer com probabilidade igual a = Assim, considerando que os

torneios iniciaram a partir do segundo (conforme a alternativa anterior), temos que

4
esta possibilidade tem probabilidade igual a £ gxn, ou seja, 2—53;’” de acontecer.

Portanto, temos que a probabilidade de que a taca nao seja ganha nos n + 2

4 4
primeiros torneios é caracterizada recursivamente pela recorréncia x,,o = 5xn+1 + %xn,
. 4 4 o, )
ou seja, Tpig — —Tpi1 — —&, = 0, com 1 = x5 = 1, pois ninguém ganhara a taca com

5 25
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um ou dois torneios conforme a condicao do exemplo. Assim, a equagao caracteristica da

) 4 4 L. 2+ 24/2 2 —2+/2
recorréncia encontrada é 2 — —r — — = 0 de rafzes iguais a r; = 7\/_ ery = 7\/_

5 25 5 5
E, conforme os teoremas 2.3.1 e 2.3.2, temos que a solugao geral é dada pela equacgao

Tn =0 (“52\/5>N+c2 (2_52\/§>n (2.11)

Substituindo n = 1 e n = 2, obtemos o sistema

. (HM)lm(?—M)Ll 5 5

) o () ()

=
2+2v2\ 2—2&2_2 L (128VRY L (12-8VEY
“a\7 5 T C2 5 | = ! 25 2 25
5v/2
2(61 + CQ) -+ 2\/5(01 — C2) =5 o Cl —C = \8/_
12(01 + 62) + 8\/5(01 - CQ) =25 c1+cy = i
10 + 5v/2 10 — 5v/2

. Logo, substituindo ¢;

Resolvendo o sistema, temos que ¢; = ecy =

16 16
e ¢ na solucao geral 2.11, obtemos

_10+5V2 <2+2\/§>”+10_5\/§ <2_2\/§>n7

n 16 5 16 5

para todo n € N\ {0}.

Se as raizes da equagao caracteristica forem complexas, a solu¢ao a,, = 177 +
corlh , €1 € co constantes arbitrarias pode ser escrita de modo a evitar calculos com com-

plexos. Pondo as raizes na forma trigonométrica, teremos:

r1 = p(cos@ +isinf), ry= p(cosf —isinf)

ri = p"(cosnf +isinnb), rh = p*(cosnf — isinnf)
Logo,
cry + cory = p"[(c1 + ¢2) cosnb + (¢ — cz)isinnd).

E claro que ¢} = ¢; + ¢ e ¢, = (¢1 — ¢2)i sa0 novas constantes e a solugao pode ser escrita

como

a, = p"(cj cosnb + ¢, sin nb).

Exemplo 2.3.6. A recorréncia o, 2+,41+, = 0 tem equacao caracteristica r24+r+1 =

0, cujas raizes sao
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1+iV3 1-iV3

2 2

1 T2

que sao complexas de médulo p = 1 e argumento principal 6 = ig.

Logo, a solugao ¢

T, = p"(cycosnb + cysinnd)

nmw .onm
= cos? + co sin —,

3

com c; € ¢y constantes.

Exemplo 2.3.7. Observe que a recorréncia x,.o + 2x,.1 + 2x, = 0 possui equacao

caracteristica igual a 7% + 2r + 2 = 0 de raizes iguais a
rm=—141 e rg=—-1—1.

Assim, r; e o sdo0 nimeros complexos que possuem forma trigonométrica igual a

3 3 3 3
71 :\/§<cosz+isinz> e TQZ\/E(COSZ—iSiDI)

3
de médulo p = /2 e argumento principal 6 = i%.

Logo, pelos teoremas 2.3.1 e 2.3.2, temos que a solucao geral da recorréncia ¢é

dada por

T, = p"(cpcosnb + cosinnh)

3 3
= (V2) (01 coS % + ¢y sin T) ,

com ¢; e c¢p constantes arbitrarias.

Até o presente momento analisamos os casos em que as raizes da equagao carac-
teristica sao diferentes. Veremos agora a andlise do conjunto solu¢do de uma recorréncia
linear homogénea de segunda ordem onde as raizes da equacao caracteristica sao iguais,

ou seja, possui uma raiz real dupla. Observe os proximos dois teoremas.

Teorema 2.3.3. Se as raizes de r* + pr + q = 0 sdo iguais, 71 = ro = r, entdo, a, =
cr™ 4+ conr™ € solugdao da recorréncia Tio + PTpi1 + qr, = 0, quaisquer que sejam o0s

valores das constantes ¢; e cs.
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o , - . . - p L.
Demonstracdo. Se as raizes sao iguais, entao r = 5 Substituindo a,, = ¢;r™ + canr™ na
recorréncia

Tpt2 + DPTp1 +qry, =0

obtemos, agrupando convenientemente os termos,
crr™(r? 4 pr+ q) + conr™ (r® + pr 4 q) + cor™r(2r +p) =

=c1r n0 + conr"™0 + cor™r0 = 0.

]

Teorema 2.3.4. Se as raizes de r* + pr +q = 0 sdo iguais, Ty = ro9 = r, entdo todas
as solugoes da recorréncia T,io + prni1 + qr, = 0 sdo da forma cir™ + conr™, ¢; e co

constantes.

Demonstragao. Seja y, uma solu¢ao qualquer de =, + pxr,+1 + qr, = 0. Pelo teorema
2.3.3 temos que a, = cir" + conr™ é solugdo da recorréncia x,.9 + pr,i1 + qr, = 0.

Portanto, determinaremos constantes c¢; e ¢ que sejam solugoes do sistema de equacoes

cir + cor = Y1
)

cir? 4+ 2cor? = 1
isto é,

i Y2 Y2 —THh
a=2—-—= € ="7F5—.
roor r

Isso é possivel pois r # 0.

Afirmamos que y,, = ¢;r"+conr™ para todo n natural, o que provara o teorema.

Com efeito, seja z, = y, — c1r™ — conr™. Mostraremos que z, = 0 para todo n. Temos
ZntotDZni1+q%n = (YntotDYni1+qyn) —crr" (12 4prq) —conr™ (r* +pr+q) —cor”r(2r+p).

O primeiro paréntese ¢ igual a zero porque y, ¢ solug¢do de x,.19 + prni1 +qr, = 0. O
segundo e o terceiro parénteses sdo iguais a zero porque r é raiz de r2 +pr +q¢ = 0. O
quarto paréntese é igual a zero porque 2r + p = 0 ja que, quando r; = ry = r, tem-se
r= —g. Entao 2,49 + pzpt1 + ¢z, = 0.

Além disso, como c;7 + cor = y1 e 172 + 2co1? = ¥, temos 2, = 2z = 0. Mas,

S€ Znio + PZna1 +qzn = 0 e 21 = 2o = 0 entao z, = 0 para todo n, como queriamos

demonstrar. O
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Exemplo 2.3.8. A recorréncia x,4o + 62,41 + 97, = 0 tem equacio caracteristica r? +
67 4+ 9 = 0 com raizes iguais a r; = ro = —3. E, pelos teoremas 2.3.3 e 2.3.4, temos que a

solugao da recorréncia é z,, = ¢1(—3)" 4+ con(—3)™, com ¢; e ¢y constantes.
Por fim, faremos a analise de recorréncias lineares nao-homogéneas de segunda
ordem usando o teorema 2.3.5 que demostraremos abaixo.
Teorema 2.3.5. Se a,, € uma solucdo da equagao
Tn+2 +pxn+1 +qz, = f(’fl),

entao a substituicao x, = a, + Yy, transforma a equacao em

Yn+2 T PYny1 + qyn = 0.

Demonstracao. Substituindo z,, por a, + y, na equagao, obtemos

(Ant2 + Pant1 + qan) + (Yns2 + PYnt1 + qYn) = f(n).
Mas a,49 + pans1 + qa, = f(n), pois a, é a solucao da equacao original. Logo, a equacao
se transformou em
Yn+2 + PYnt1 + qyn = 0.

]

De acordo com o Teorema 2.3.5, a solu¢ao de uma recorréncia nao-homogénea
é constituida de duas parcelas: uma solucao qualquer da nao-homogénea e a solucao ho-
mogénea. A solu¢ao da homogénea, sabemos encontrar. Uma solu¢ao da nao-homogénea,

procuraremos por tentativas. Observe os exemplos:

Exemplo 2.3.9. A recorréncia x,,o — 5x,11 + 62, = n + 5" tem equacao caracteristica
r? —5r +6 = 0, cujas raizes sdo r; = 2 e 7, = 3. Portanto, a solucdo da homogénea, isto

é, de x40 — bxpi1 + 67, =0 ¢ hyy = 12" 4 23"
Tentaremos agora descobrir uma solucao particular, ¢,, da recorréncia
Tpao — DTpay + 62, = n + 5"
Ora, se substituirmos ¢,, em x93 — 5,41 + 62, devemos encontrar n + 5". E

bastante razoavel imaginar que ¢, seja a soma de um polindomio do primeiro grau com

uma exponencial de base 5. Assim t,, = An + B + C5". Substituindo em

Tpto — 9Tpy1 + 62, = n + 5",
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obtemos 2An+2B—3A+6C3" = n+5". Portanto, t, tera solu¢dose 24 =1,2B—3A =0
e 6C' = 1. Logo,

1 3 1
A=- B=2 S
2’ 1 ¢ 975
Dai,
R
"2 4 6

Logo, pelo teorema 2.3.5, a solucao geral da recorréncia ¢ a soma de h,, com ¢,,. Portanto,

T, = h,+1t,

I NI
- 1 2 92 4 6 )

com ¢; € ¢y constantes arbitrarias.

Exemplo 2.3.10. A recorréncia x, 1o — 5x,41 + 6z, = 14+ 2" tem equagao caracteristica
r> —5r +6 = 0, cujas raizes sao 1, = 2 e 7, = 3. Portanto, a soluciao da equacao
homogénea, isto é, de z,,0 — bx,1 + 62, = 0 é h, = 12" + 3". Tentaremos agora
descobrir uma solucao particular, t,, da recorréncia x,, 9 — 5x,11 + 6z, = 1+ 2". Ora, se
substituirmos ¢, em z, 9 — 5,41 + 6x,, devemos encontrar 1 + 2". E bastante razodvel
imaginar que t¢,, seja a soma de um polinémio constante com uma exponencial de base 2.

Tentaremos t,, = A + B2". Substituindo em
Tpio — DTpyq + 62, =1+ 27,

obtemos 2A = 1+ 2". Essa igualdade é impossivel. A recorréncia ndo admite solugao da

forma t, = A+ B2".

Parando para pensar no que aconteceu, verificamos que era 6bvio que a nossa
tentativa nao podia dar certo. O espirito da nossa tentativa era tentar uma constante A
para que obtivéssemos uma constante que igualariamos a 1 e tentar B2" para gerar uma
exponencial que pudéssemos igualar a 2". E claro que o termo B2" nao poderia cumprir
o seu papel. B2" é solu¢do da homogénea (é a solugao da homogénea que é obtida pondo
¢g = B e cy = 0) e, substituido da equagdo, daria zero e ndo uma exponencial que

pudéssemos igualar a 2.

Vamos corrigir a nossa tentativa para t, = A + Bn2". Sempre que na nossa

tentativa em algum bloco ndo cumprir o seu papel, fazemos a correcdo "aumentando o



2.3 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem 45

grau”, isto é, multiplicando o bloco por n. Agora, substituindo obtemos 2A — 2B2" =

14 2™

Se2A=1e —2B =1, isto é,

1
A== B=—-
2 ¢ 2
temos a solugao
1 n27
by = = — —.
2 2

Logo, pelo teorema 2.3.5, a solugao geral da recorréncia nao homogeénea é a

soma de h, com t,. Portanto,

1 n2"
rn — 012n + CQB” + 5 — 7

n n 1 n—1
= 012 +023 + - —n2
2 )
com ¢, e ¢y constantes arbitrarias.

Exemplo 2.3.11. Resolva a equacao
Tnta — 4Ty i1 + da, = 273,

com g =3 ez =6.

Solugao. A recorréncia .5 — 41,41 + 41, = 23 possui equacdo caracteristica igual a
r?—4r+4 = 0 da homogénea x,, 5 — 42,1 +4x, = 0 de raizes iguais a r; = ry = 2. Assim,
pelos teoremas 2.3.3 e 2.3.4, temos que a solucao geral da homogénea é h,, = ¢12" + con2™.
Tentaremos agora descobrir uma solug¢ao particular, t,,, da recorréncia x,,o—4x, 1 +4x, =
2"+3 . Ora, se substituirmos ¢, em z,, 5 — 42, +4x, devemos encontrar 2"*3. E bastante
razoavel imaginar que t,, ¢ uma exponencial de base 2, mas como vimos no exemplo 2.3.10,
temos que 2" e n2" sao solugoes particulares da homogénea, portanto, aumentaremos o
grau da nossa solucdo particular ¢, duas vezes, ou seja, faremos t,, = An?2" e substituindo

na recorréncia T, s — 42,1 + 4x, = 2" obtemos

tnio — 4ty + 4t, = 273

A(n +2)22m2 — 4A(n + 1)227! 4 4Ap22" = 8. 2"

AAR22" 4+ 16An2™ 4+ 16A2" — 8An?2" — 16An2” — 8A2" 4+ 4An?2" = 8 - 2"
8A.2n=8.2"

A=1,

t ¢T3
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isto é, a solucdo particular para a recorréncia x, o — 42,41 + 4z, = 273 ¢
t, = n22".
Portanto, pelo teorema 2.3.5, a solugao geral da recorréncia nado homogénea é

a soma h,, com t,, ou seja,

T, = 12" + con2" + n?2", (2.12)

Observe que nesta recorréncia foram dados condigoes iniciais xg = 3 e 1 = 6,

o que garante valores inicos para c; e co. Substituindo, n = 0 e n = 1, obtemos o sistema

c1-204¢,-0-204+02-20=3 c1 =3
=
-2V ey 1-20 41221 =6 2c1 +2co =4
Cc1 = 3
=
C1+ cy = 2
Resolvendo o sistema, temos que ¢; = 3 e ¢co = —1. Logo, substituindo os valores encon-

trados na solugao geral 2.12, obtemos

T, =3 2" —n2" +n?2", VYneN.

2.3.1 Os Coelhos de Fibonacci

Trata-se do seguinte problema proposto e resolvido pelo matematico italiano

Leonardo de Pisa® em seu livro Liber Abacci, de 1202.

O problema diz o seguinte: Um casal de coelhos recém nascidos foi posto num
lugar cercado. Determinar quantos casais de coelhos ter-se-ao apos um ano, supondo que,
a cada més, um casal de coelhos produz outro casal e que um casal comeca a procriar dois

meses apos o seu nascimento.

Leonardo apresenta a seguinte solucao:

3Leonardo de Pisa (1170-1250), filho de Bonacci, e por isso apelidado Fibonacci, teve um papel
fundamental no desenvolvimento da Matema&tica no Ocidente. Em 1202, publicou o livro Liber Abacci,
que continha grande parte do conhecimento sobre nimeros e dlgebra da época. Esta obra foi responsavel
pela introdugao na Europa do sistema de numerac¢do indo-arabico e pelo posterior desenvolvimento da

algebra e da aritmética no mundo ocidental (veja em [9]).
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Més | Numero de casais no més anterior | Nimero de casais recém-nascidos | Total
0° 0 1 1
1° 1 0 1
20 1 1 2
3° 2 1 3
4° 3 2 5
5° 5 3 8
6° 8 5 13
7° 13 8 21
8° 21 13 34
9° 34 21 55
10° 55 34 89
11° 89 55 144
12° 144 89 233

Vamos agora caracterizar a questao dos coelhos de Fibonacci para um certo
més n de forma recursiva e considerando os coelhos imortais. Seja F,, o nimero de casais
gerados no més n. Faremos a analise para sabermos a quantidade de casais no més n + 2.

Observe que duas situagbdes iram ocorrer.

1. Os casais de coelhos que geraram no més n + 1 tornam a gerar no més n + 2, ou

seja, F,.1 casais de coelhos.

2. Os casais de coelhos nascidos no més n, comecam a gerar no més n + 2, ou seja, F,

casais de coelhos.

Portanto, a recorréncia que define os coelhos de Fibonacci é
Fn+2:Fn+1+Fna

com Fy = F} = 1, pois foi colocado em cativeiro somente um casal de coelhos recém
nascidos e estes s6 poderam procriar no segundo més. Assim, o numero de casais de
coelhos num determinado més é igual ao niimero total de casais do més anterior somado
ao numero de casais nascidos no més em curso, que ¢é igual ao nimero total de casais
do més anterior ao anterior. Essa recorréncia define uma sequéncia de niimeros naturais,

chamada de sequéncia de Fibonacci, cujos os elementos da sequéncia sao chamados de
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numeros de Fibonacci, onde estes possuem propriedades aritméticas notaveis e que ainda

hoje sdo objeto de investigacao, conforme Abramo Hefez em sua apostila [9], p.41.

Temos que a equagao caracteristica da recorréncia F,, o — F,1 — F, = 0 ¢

r? —r — 1 = 0 cujas raizes da equacdo caracteristica sdo

1++5 1—

o =

e
2 2

=

r =

Entao, pelos teoremas 2.3.1 e 2.3.2, temos que a solucao geral da recorréncia ¢é

F,=c <1+2\/5>n+c2 (1_2\/5>n. (2.13)

Para determinarmos c¢; e co, basta usarmos Fy = F; = 1. Assim, substituindo n = 0 e

n = 1, obtemos o sistema

1+v5\° 1-v5\"
C1 B + Co 5 =1 Cl+C2:1
<~ _
1+\/51 1_\/51 " 1++5 21 \/3_1
C1 5 + Co 9 =1 2 2
a+te=1 ci+ec=1
& = 1
Cl+02+\/g(01—62):2 61_02:ﬁ

Resolvendo o sistema, temos que

:5})\/5:\}5(12\/5) . 62:5—\/5 1 (1—\/5>'

Logo, substituindo ¢; e ¢3 na solugao geral 2.13, obtemos

Fn:\}g <1 +2¢5> <1+2\/5>”_\}3 (1_2\@) <1_2\/5>n

C1

n+1 n+1
o Fn:i ﬂ _i 1_7\/5 . VneN.
V5 2 V5 2

E notével que seja necessario recorrer a férmulas envolvendo ntimeros irracionais para re-
presentar os elementos da sequéncia de Fibonacci, que sao ntimeros naturais. Mais notavel,

ainda, é que o ntimero % 1—7\/5

seja a propor¢do durea @ que aparece nas artes, e que
seja o simétrico de seu inverso —p~!. Intrigante essa inesperada relacdo entre criar coelhos

e a divina propor¢do, ndo? (HEFEZ, 2009, p. 42, grifos do autor)
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3 Equacoes de Diferencas

3.1 Apresentacao

Muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do mundo fisico sao
proposicoes, ou relagoes, que envolvem a taxa segundo o qual os fendmenos acontecem.
Em uma linguagem matematica, as relagoes sao equagoes e as taxas sao as derivadas,
onde estas equagoes contendo derivadas sao denominadas de equacoes diferenciais. Uma
equagao diferencial que descreve algum fenomeno fisico é chamada, muita das vezes, de
modelo matemdtico do processo. Alguns exemplos destes modelos s@o: o movimento de
fluidos, o fluxo de corrente elétrica em circuitos, a dissipagao de calor em objetos sélidos, a
propagacao e a detecgao de ondas sismicas, ou o aumento ou a diminui¢ao de populagoes,

entre muitos outros.

Os modelos de variacoes discretas evoluem em intervalos constantes, geral-
mente, fixos e chamados passos. Presume-se que cada passo o sistema representado possa
mudar instantaneamente seu estado. Nos modelos de variacoes continuas nao existem

passos, as mudancas acontecem continuamente.

Temos que, um modelo continuo que leva a uma equacgao diferencial é razoavel
e atraente para muitos problemas, existindo casos em que o modelo discreto pode ser mais
natural. Por exemplo, o modelo continuo para juros compostos é apenas uma aproximacao
do processo real, que é discreto. Analogamente, existem casos em que o crescimento
populacional pode ser melhor descrito por um modelo discreto, em vez de continuo. Por
exemplo, para espécies cujas geracoes nao se sobrepoem e que se propagam a intervalos

regulares de tempo, tais como em épocas especificas do ano.

Segundo Bassanezi (2012, p. 17, em [2]) "uma equacao de diferengas estabelece
uma relacao envolvendo os valores de uma varidvel dependente para um conjunto discreto
de valores da varidvel independente”. Suporemos que se a variavel independente for o

tempo, seus valores sejam tomados igualmente espacados, isto é, considere t, — t; = k.

”A solucao de uma equacao de diferencas é uma relacao funcional que néao

envolve diferencas, definida para todos os ntmeros naturais n € N, e satisfazendo a
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equagao de diferengas, isto é, transformando-a numa identidade”(BASSANEZI, 2012, p.
17). A solugao de uma equacao de diferengas é obtido por um processo recursivo, ou seja,
usaremos os métodos aprendidos no capitulo de recorréncia para determinarmos estas

solugoes.

Trabalharemos nesta unidade com a forma geral de uma equagao linear de

diferencas com coeficientes constantes de ordem m que é dada por:

Yn = a0 + @1Yn—1+ a2¥Yp—2 + - + AmYn—m, (3.1)
ou,
Yn = Qo + Z ArYn—k,
k=1
com a; constantes, 1 = {0,1,2,...,m}; m <n € N, n > 1 e dado m condigoes iniciais.

Lembrando que, para ag = 0 a equagao é dita homogénea, caso contrario, ¢ dita nao ho-
mogénea. Contudo, nosso objetivo neste capitulo é analisar alguns modelos matematicos
de equagoes de diferencas de primeira e segunda ordem que possam descrever fatos coti-
dianos. Este capitulo é uma adaptagdo ao que foi estudado nos livros de Bassanezi [2] e,

Boyce e Prima [4].

3.2 Equacoes Lineares de Diferencas de Primeira Or-

dem

Definicao 3.2.1. Uma equacao linear de diferenca é de primeira ordem, se m = 1 na

equacgao 3.1, ou seja, sua expressao geral é dada por
Yn = QYp—1 + 5
Yo dado

com « e 3 constantes.

Considerando o # 0 e usando o teorema 2.2.1 do capitulo de recorréncia,
temos que ¥, = a,T,, de modo que a, seja uma solucao particular de ¥y, = ay,_1, ou seja,

a, = «". Assim, substituindo y,, = oz, em y,, = ay,_1 + 3, teremos

n

a"r, =ad"r,_1+p & xn:xn_1+5.

Como vy, = a,x,, temos que
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Portanto,

0

< Yo = Xop.

Yo = QoTo < Yo = ¥ To
x|y = Xo-+ -
To = I+ 3
(6%
T3 = X2 + —3
(8%
Typ = Tp_1+ —

an

Somando-se membro a membro das equagoes, obtemos

Com efeito,

Logo, a solugao pode ser escrita como

1
1 1=
1 —
«
o —1
_ 5 am
fl?n—y()‘f‘a a—1
«Q
_ Bla™ —1)
xn_y0+a"(a—1)'
Yn = QpTy
a™—1
Rt yn:an.[y0+6()]
a™(a—1)
n an_1>
< yn:ay0+ 1 .
Yn = Yo +np, sea=1
n—1
ynzanyovLiB(a >, se a # 1

a—1
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3.2.1 Modelo Malthusiano de Crescimento Populacional

"A populagdo cresce numa progressao geométrica enquanto que o alimento cresce

sequndo uma progressao aritmética.”

Vamos considerar primeiramente a questao da populacdao. Considere a po-
pulagao inicial com P, elementos, ¢ a taxa de crescimento da populagdo e o periodo de

tempo com variacao de uma unidade de tempo considerada, isto ¢,

P1 = ’I“PD
P2 = TPl
P, = 1P,

e procedendo da mesma forma que foi feito em recorréncias, obtemos

Pn:T'n.Po.

Assim, em termos de diferencas, temos uma equacao linear homogénea de

primeira ordem, pois

P,—P,1=rP,_1— P,
<~ Pn—Pn_lz(’l”—l)Pn_l

~ Pn_PnflzaPnfla

com a = r — 1, ou seja, "a variacdo populacional € proporcional d populacdo a cada
instante” e sua solugao é

Pn:P()T’n.

Agora, vamos considerar a questdo da alimentacado. Considere a quantidade
de alimentos inicial igual a Ag, b a diferenca de alimentos entre periodos consecutivos e o

periodo de tempo com variagao de uma unidade de tempo considerada, isto é,

A = Ag+b
AQ = A1+b

A, = A,1+0b
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e procedendo de maneira analoga ao que foi feito em recorréncias, obtemos
Assim, em termos de diferenca, temos

An - An—l = ba
“a variacdo alimentar ocorre de maneira constante” e sua solucao é

3.2.2 Orcamento Familiar

Vamos considerar uma familia cuja renda mensal R,,, em um determinado més
n, é igual a um salario fixo Ry mais o rendimento da poupanca P, do més anterior. Consi-
dere também, que o consumo mensal C,, desta familia é proporcional a sua renda mensal.
Iremos determinar uma féormula geral que forneca os valores da renda, da poupanca e
do consumo da familia em cada més relativamente a um més inicial (considerando o més

inicial 0) onde se conhega os valores do consumo inicial Cy e da poupanca inicial Fy.

Observe que a variavel independente é o tempo, dado em meses. Com isso,
buscaremos uma relagio entre as varidveis dependentes (renda, poupanca e consumo) em

fungao do tempo n.

Temos que:

e A poupanca no més n é dado pela poupanca do més anterior mais o valor sobrado
no meés n, ou seja,

P,=P,1+ (R, —C,). (3.2)

e A renda do més n é igual a renda fixa mensal mais o rendimento da poupanca do

meés anterior, ou seja,

R, = Ry +iP, 1, (3.3)

onde i é a taxa de juros da poupanca.

e O consumo do més n é proporcional a renda deste mesmo més, ou seja,

C, =aR,, (3.4)
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onde 0 < o < 1, pois o consumo nao poderia ser nulo e nem superior a renda mensal

ganha.

Assim, substituindo as equagoes 3.3 e 3.4 na equacao 3.2, obtemos

P,=P,1+ (R, —C,)
P,=P,1+[Ro+iP,-1 — a(Ry +iP,_1)]
P,=P,_1+(1—-a)Ry+ (1 —)iP,4
P,=[1-a)i+1]P,1+ (1 —a)Ry
P,=aP,_1+0,

T ¢

com constantes a = (1 —a)i+1eb=(1—a)R,.

Observe que, a > 1, assim, P, = aP,_1 + b é uma equacao de diferencas linear

de primeira ordem. Portanto, uma solucao geral para a equacao de diferencas é da forma

n_1
P, —a"Py+ bt
a—1

E, fazendo as substitui¢cdes necessarias, temos

(I—a)i+1]" =1
(1—a)i

Py =[(1—a)i+1"Py+ (1 - a) Ry (3.5)

Analisando este orcamento, temos que para « = 1 significa que o consumo

mensal é igual a renda, portanto, a poupanca nao varia, ou seja,

Cn=R,=Ry+1iP
Pn:PO

Para o # 1, temos que:

e Pela equacao 3.5, a poupanc¢a no n-ésimo més é dado por

(1—a)i+1]"—1
(1—a)

P,=[1-a)i+1"Py+ (1 —a)Ry

[(1—a)i+ 1) —1

ﬁ,&:@ﬁTUM—W+W—R.

]

e Pela equacao 3.3, a renda no n-ésimo més é dada por
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Rn - RQ +’iPn_1

& R,=Ry +¢{[(1 — Q)i+ 1Py +Ro[(1 — a)iJg 1"t — 1}
& R,=Ro+i[(1—-a)i+1]""1Py+ Ro[(1 — )i +1]"1 — Ry
& Ry, =Ro[(1—a)i+1]""" +iB[(1 - a)i+ 1]

& Ry = (Ro+iP)[(1—a)i+1""".

e Pela equacao 3.4, o custo no n-ésimo més é dada por

C, =aR,
& C,=a(Ry+iP)[(1 —a)i+ 1"
Exemplo 3.2.1. Analise a situacao orcamentaria de uma familia apés um ano, onde esta
possua R$ 1.000, 00 na poupanca, com taxa de rendimento igual a 0, 1%, salario fixo de
R$ 3.700,00 e gasto de 75% da renda mensal. Considere que esta familia tenha situacao
orcamentaria conforme foi analisado nesta subsecao.
Solugao. Seja a poupanca inicial Fy = 1000 com rendimento ¢ = 0,001, a renda inicial
Ry = 3700 e o gasto mensal igual a 0,75 da renda mensal, determinaremos a poupanca,

a renda e o custo no décimo segundo més utilizando as formulas encontradas.

Observe que a # 1, ou seja, o = 0,75, assim, a poupanca é dada por
R , R
Po=(Ro+22) (- i+ 1" = =2,
que substituindo os valores dados, temos:

Ppy = (1000 + 2298 [(1 - 0,75)0,001 + 1)12 — 2208
& Py = 3701000 - (1,00025)'2 — 3700000

& P 12.118,28.

A renda é dada por
R, = (Ry +iPy)[(1 — a)i + 1],

que substituindo os valores, obtemos:
Ry = (3700 + 0,001 - 1000)[(1 — 0, 75)0, 001 + 1]"

& Rip = 3701 - (1,00025)!
& Ry =2 3.711,19.

Por fim, o custo é dado por

C, =aR,,

que substituindo os valores ja encontrados, obtemos:
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Clg = 0, 75 . R12
& (C1p=0,75-3711,19
& Oy = 2.783,39.

3.2.3 Financiamento de Veiculos

No dia a dia, temos a necessidade de acordarmos cedo, levar os filhos a escola,
ir para o trabalho, pegar as criancas na escola, ir para casa almocar, voltar ao trabalho,
levar a familia para jantar em um restaurante e diversas outras atividades que necessitam
de uma locomocao rapida e eficaz. Assim, é fundamental termos um transporte, por
exemplo, um carro. E, para fazermos a aquisicio do mesmo existem diversas planos
financeiros, como: leasing, consorcio, financiamento, entre outros. Suponha que faremos
a compra do carro através de um financiamento. Portanto, veremos agora um exemplo

para analisarmos o problema de um financiamento de veiculos.

Seja um carro no valor de R$ 32.000,00 que deve ser pago em 4 anos, com

parcelas fixas mensais de R$ 1.100,00. Determinaremos:

a) Qual o juros mensal pago?

b) Se o juros mensal fosse 0 mesmo da poupanca (taxa média de 0,53 % por més no

ano de 2013), quanto deveria pagar por més para quitar a divida em 4 anos?

¢) Quanto se deve dar de entrada para termos uma parcela fixa de R$ 600,00, um juros

igual ao da poupanca e terminar a divida em 4 anos?

Considere que Dy seja a divida inicial. Assim, a divida D,,, depois de trans-
corridos n meses da compra, é dada pela divida corrigida do més anterior menos a parcela

paga no meés, ou seja,

D,=D, 1+iDy,_y— P
o Dy=(01+i)Dpi—P
=4 Dn = CLDn_l + b,

coma=1417eb=—P, sendo que 7 é a taxa de juros mensal do financiamento.

Observe que, a > 1, pois ¢ > 0. Assim, D, = aD,_; + b é uma equacao

de diferengas linear de primeira ordem. Portanto, uma solugao geral para a equagao de



3.2 Equacoes Lineares de Diferencas de Primeira Ordem 57

diferencas ¢ da forma

m—1
Dy = a"Dy + b———.
a—1
E, fazendo as substituicoes necessarias, temos
1+ —1
Dn:ﬂ+DU%—PLiQ——a (3.6)

]

A divida sera quitada no més n = k, onde k é o ultimo més do financiamento,
quando Dj = 0. Assim, para a resposta do primeiro item, dados: n = 48, Dy = 0,

Dy = 32000 e P = 1100. E, substituindo na equagao 3.6, teremos:

1 4+4)8 1
Dus = (1+4)% - 32000 — 1100 L 7" =1
14+4)88 1
P I LB ] Gkl i
2
| (140)8 -1
o =110 -
S G

A resolugao desta equacgao pode ser feita pelo método numérico mais simples,

o método da bisseccao.
(1+4)® -1

Sejar=32iey=1,1 L

. Devemos encontrar ¢ de modo que z = y.
Observe que, para:

1=0,01=2=0,32<0,4177T=y

1=0,02=2=0,64 <0,6748 =y

i=0,03=2=0,96 > 0,8338 = y (a solugdo de = = y esta no intervalo i € (0,02;0,03))
i:w:0,025=>x20,8>0,7637:y

i= 20005 — 00225 = 2 =0,72<0,7219 =y

i = QOBER0Z — (02375 = 2 = 0,76 > 0,7434 = y

i = w =0,023125 = 2 =0,74 > 0,7328 = y

i = w =0,0228125 =2 =0,73>0,7274 =y

i = w =0,02265625 = = 0,725 > 0,7247T =y

i= Wﬂ =0,022578125 = x = 10,7225 < 0,7233 =y

i = L02TELA002090% — () 0226171875 = = = 0, 72375 = 0,7240 = y

Logo, o juros mensal de tal financiamento é, aproximadamente, 2,26% ao més,

o que responde o primeiro item.

Para respondermos o item b), vamos considerar a taxa de juros mensal i =

0,53%, o periodo do financiamento de 48 meses e a divida inicial Dy = 32000. Para
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descobrirmos a prestacao fixa, basta substituir os valores na equagao 3.6 e isolarmos o

valor de P, nao esquecendo que Dyg = 0.

(1+0,0053)%8 — 1
0,0053

Dus = (1 +0,0053)% - 32000 — P
0, 2888

0,0053

& P 756,81

P

= 1,2888 - 32000

Logo, considerando o juros mensal do financiamento igual ao da poupanca, a

prestacao fixa do financiamento seria de, aproximadamente, R$ 756, 81.

Por fim, para respondermos o item c), se dermos uma entrada E a divida
inicial muda, ou seja, Dy = 32000 — E. Considerando a prestacao mensal P = 600, o
juros do financiamento igual ao da poupanca i = 0,0053 e o periodo da divida de 48
meses, e substituindo estes valores na equacao 3.6 encontraremos o valor da entrada, ou
seja,

1+0,0053)* — 1

Dy = (1 18(32000 — ) — 600"
45 = (14 0,0053)*(32000 — E) — 600 00053

0, 2888
0,0053

< 1,2888(32000 — E) = 600
& E=6630,49.
Um bom software online encontrado na internet para lhe ajudar nos célculos
de financiamentos esta disponivel na pagina eletrénica do banco central do brasil (BCB)
denominado como calculadora do cidadao [5], onde preenchendo-se trés de quatro valores

desejados (tempo do financiamento em meses, taxa de juros mensal, valor da prestacao,

valor financiado) ele calcula rapidamente o quarto valor desejado.

3.3 Equacoes Lineares de Diferencas de Segunda Or-

dem

Definicao 3.3.1. Uma equacdo linear homogénea de diferencas é de segunda ordem, se

m = 2 e ap = 0 na equacgao 3.1, ou seja, sua expressao geral ¢ dada por

n = QUp_1 + OYp_
Y Yn—1 Yn—2 (3.7)

Yo € y1 dados

com a e b constantes.
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Observe que a equagao linear de diferencas 3.7 é também uma recorréncia
linear de segunda ordem, assim, usando os teoremas 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 e 2.3.4, vistos no

capitulo anterior, obtemos a solucao da equacgao desejada.

Temos que, o polinémio caracteristico da equagao 3.7 é
p(A) = A% —a) — b,

sendo que as raizes deste polinémio (autovalores) podem ser diferentes (A\; # Ay) ou iguais

(A1 = Ag). Portanto:

e Para \; # )\, reais, temos que, pelos teoremas 2.3.1 e 2.3.2; a solu¢ao da equagao

de diferencas 3.7 é da forma

Yn = Cl)\? -+ CQ)\;L,

a++va?+4b e .
com A\ g = — Como as condi¢oes iniciais sao yg € y1, obtemos o sistema
C1>\(1) + 02>\8 = Yo N Cy+Cy =yo
ClA% + CQ)\% =1 Cih + Oy =1
donde,
—X\oyo + 1 A1Yo — Y1
S VW TN = A

e Para A\; # A\ complexos, isto é, Ay = p(cosf +isinf) e Ay = p(cosd — isinf), onde
p € o modulo e 0 é o argumento, temos que, pelos teoremas 2.3.1 e 2.3.2; a solugao

da equacao de diferencas 3.7 é da forma
Yn = p"(Cy cosnb + Cysinnb),

conforme foi determinado no capitulo anterior apés o exemplo 2.3.5. Como as

condicoes iniciais sao yy e y;, temos que

Y1 — Yop cos
Ci=y e Co=——"—"7.
psin 6
Portanto, a sequéncia vy, ¢é oscilante com amplitude igual a p" e frequéncia igual a
1
—. Ainda,
0

— se p > 1 entao a sequéncia ¢é divergente;
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— se p < 1 entao a sequéncia é convergente;

— se p = 1 entao a sequéncia ¢é periddica.

e Para \; = )\, temos que, pelos teoremas 2.3.3 e 2.3.4, a solucao da equacao de

diferencas 3.7 é da forma

Yn = C1AT + Can Ay,

a C oo
com A\ = Ay = 5 Como as condicoes iniciais sdo yy e y;, temos que

2y
Clzy() € C2:71—y0.

Exemplo 3.3.1. Resolva a equacao de diferencas
Yn = 6%—1 - gyn—Q

yo=1ley =2

Solucgao. Temos que o polinémio caracteristico da equagao é
p(A) =A% —6XA+9

e seus autovalores sao A\; = Ay = 3. Portanto, a solucao geral desta equacao de diferencas

é da forma

Como as condigoes iniciais sdo yo = 1 e y; = 2, temos que,

C1 = yo Ci=1
2y A 1

02271—90 Co=—3
a 3

Logo, substituindo os valores encontrados na equacao 3.8, a sequéncia gerada pela equacao
de diferencas é

Yo =(3—mn)3", VneN.
Exemplo 3.3.2. Dada a equacao de diferencas

Yn = 3kyn—1 - 3k2yn—2
Yo=0ey =1

Determine as condigoes sobre o parametro k£ > 0 para que a solucao seja:

(a) Oscilatéria crescente;
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(b) Oscilatéria decrescente;
(c) Periddica.
Solugao. Temos que o polindmio caracteristico da equacao de diferencas é
p(A) = A% — 3kA + 3k%,
com autovalores niimeros complexos, que sdo as raizes da equacido A2 — 3kA +3k? = 0, ou

seja,

3k+ VOR? — 12k (3 N ﬁl>

A= .

W Sk—VORP-T2R? (3 V3
2 = 5 = il,
com médulo p = kv/3 e argumento 6 = :l:%. Portanto, a solucao geral é dada por
nm

Yn = (k\/§>n (Cl COS % + Cg sin 6> .

E, considerando as condicoes iniciais yp = 0 e y; = 1, obtemos

2
Ci=0 Coy=——.
1 € 2 k:\/§

Logo, a solugao que satisfaz as condicOes iniciais é dada por

Y = 2(kV/3)" L sin %

Portanto:

1
e Se k > —= entdo y, é oscilatéria crescente (divergente);

V3

1 < A
e Se k < —= entao y, € oscilatéria decrescente

V3

1
e Se k = — entao y, € periddica.

V3

(convergente);
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3.3.1 Criacao de Escargot

Descobertas arqueologicas comprovam que desde a pré-histéria o homem uti-
liza o escargot para a sua alimentacao. Nas proximidades das cavernas do homem pré-
historico, arquedlogos encontraram depédsitos de conchas de 10 a 200 metros de com-
primento com 1 a 1,5 metro de altura, indicacao de que os escargots eram largamente

consumidos.

Trazido por imigrantes europeus, o escargot comecou a ser criado no Brasil
ha 25 anos e hoje a atividade comega a tornar-se um bom negbcio. Em francés, escargot
significa caracol, molusco, porque seu corpo é mole, sem esqueleto, gastrépode (parte
estomacal (gaster-estomago) junto ao pé (podes = pé)), pulmonado (respira através do
pulméo), terrestre, ao contrario de seu primo caramujo que habita as dguas doces ou
salgadas. Pertence ao género Helix (de onde vém hélice), porque seu corpo faz uma

torsao de 180° e por isso, a criagao é denominada helicicultura.

O escargot é molusco hermafrodita incompleto (animal que possui dois sexos
mas incapazes de autofecundar-se), havendo por isto necessidade da cépula entre dois
animais para que um fecunde ao outro. Cerca de seis espécies sao cultivadas no Brasil,
entre elas o escargot de Bourgogne, o maior do género na Europa — sua concha tem 5,5

cm de didmetro.

Ha duas formas principais de cultivo: em caixas de madeira cobertas ou em
criatorios a céu aberto, onde sao feitos tanques de alvenaria ou concreto. E neles que

ficam os animais adultos que darao inicio a criacgao.

No acasalamento, o "pénis” de um escargot penetra a "vagina” do outro, e
vice-versa. Vagarosos, a copula do casal dura de 10 a 12 horas e a postura dos ovos

acontece cerca de trés semanas depois.

Num periodo que pode variar de 16 a 30 dias, os filhotes nascem menores que
um grao de ervilha e sdo separados dos adultos. Herbivoros, em geral eles se alimentam
de folhas de couve, repolho, brécolis, alface, etc., intercaladas com ragao a base de fuba e

soja.

Apos seis a oito meses de vida boa, eles atingem 15 g de peso e estao prontos
para o abate, que pode se dar de duas formas: os coitados sao colocados em agua quente

ou no congelador até morrerem.
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Em seguida, cada um deles tem sua carne retirada de dentro da concha com
um garfo especial. E um processo minucioso e trabalhoso. Para obter 1 kg de carne, é

preciso "depenar” 70 escargots.

Por fim, temos a lavagem, pré-cozimento, embalagem e congelamento da carne
selecionada. Nos restaurantes, antes de ser servida, a carne é colocada de volta na concha.
Uma por¢ao com uns seis bichinhos sai por cerca de 50 reais nos lugares mais "em conta”

(texto adaptado de acordo com as referéncias [7] e [16]).

Figura 3.1: Criacao de Escargot [6].

http://invernada.com.br/criacao

Agora, vamos passar por helicicultores, iremos formular e analisar um modelo
matemdtico para a criacao de escargot. Suponha que, numa criagdo de escargot consi-
deramos a populagao consistindo de adultos, jovens e ovos (varidveis), onde as seguintes

hipbteses acontecem:

(a) Cada adulto poem a > 0 ovos vidveis a cada 4 meses;

(b) Com 4 meses um escargot é considerado jovem;

(¢) Um jovem se torna adulto com 8 meses quando entao poem ovos;

(d) A condigao inicial ¢ Py > 0 (adultos), Jy = 0 (jovens) e Oy = 0 (ovos);

(e) Desconsidere a taxa de mortalidade, isto é, os escargots sejam imortais.

Inicialmente, considere que a variagao de tempo n seja quadrimestral. Monta-

remos equagoes de diferencas que representem a quantidade de adultos P,, jovens J, e ovos
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O,, apés n quadrimestres. Observe que, obedecendo as hipéteses da situacao problema,

0s seis primeiros quadrimestres ocorrem conforme a tabela abaixo.

Quadrimestre Jovens Adultos Ovos
0° 0 Py 0
1° 0 Py aFo
20 alPy F aky
3° aby (14 )R a(l+ )b
4° a(l+a)Py (14 2a)Fy a(l+2a)F,
5° a(l+2a)P, (1+3a+a?)Py | a(l+3a+a?)P,
6° a(l+3a+a®)Py | (1 +4a+3a?)Py | a(l +4a + 3a?) P

Portanto, temos que a quantidade de escargots adultos no n-ésimo quadri-
mestre ¢ igual a soma dos escargots adultos do quadrimestre anterior com os escargots
jovens do quadrimestre anterior (onde estes, por hipétese, se tornam adultos no proximo
quadrimestre), isto é,

Pn == Pn,1 + Jnfl. (39)

Como, por hipotese, os ovos de escargot se tornam jovens apos um quadrimes-
tre, temos que, a quantidade de jovens no n-ésimo quadrimestre é igual a quantidade de

ovos do quadrimestre anterior, isto é,

Jn = On_y. (3.10)

Por fim, temos que cada escargot adulto péem « ovos viaveis a cada um qua-
drimestre, assim, a quantidade de ovos produzidos no n-ésimo quadrimestre é igual a

quantidade de adultos no n-ésimo quadrimestre multiplicado por «, isto é,

O, = aP,. (3.11)

Analisando a equagao 3.10 no (n — 1)-ésimo quadrimestre, esta fica da forma
Jn,1 = On,Q. (312)

E, analisando a equacao 3.11 no (n — 2)-ésimo quadrimestre, esta fica da forma

On_g = OéPn_Q. (313)
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Assim, fazendo a substitui¢oes necessarias das equagoes 3.12 e 3.13 na equagao

3.9, obtemos uma equacao linear de diferencas de segunda ordem,
P,=P, i +aP,_, (3.14)
com condigoes iniciais P, = Fy > 0.
O polinémio caracteristico da equacao de diferencas 3.14 é dada por
p(\) =N =X —aq,
assim, as raizes do polinémio sao

\ 1++vV1+4a e ) 1—+1+4a
1:— 2:4 .
2 2

Temos que a solugao geral da equacao de diferencas encontrada é da forma
P, = Ci\T + Co\}

<1+4/1+4a>” (1—\/1+4&>"
EEC +Cy | ———— |

4 Pnzcl 5

e substituindo as condi¢oes iniciais na solu¢ao geral, obtemos o sistema

0 0
1 1+4 1—i+4
c, <+ v2+a> Lo ( v2+a> _p
14+ VI+4da\' 1—Vitda\'
Cl f +CQ f :P()
CL+Cy=P,
=
Cl+02+(01—02)\/1+40é:2po
CL+Cy= Py
& P
C) — Cy = 0

V14 4o

e resolvendo o sistema, obtemos

P, 1+ I+ 4o c P, 1 —vVI+da
e =— .
NG 2 2 VI+da 2

Logo, substituindo C; e C; na solucao geral, obtemos a solucao da equacao

Clz

de diferencas 3.14, isto é, obtemos uma férmula para determinarmos a quantidade de

escargots adultos no n-ésimo quadrimestre, ou seja,

p__ D 1+vI+4a\"" R 1—VI+da\""
" V/1+14a 2 V1+da 2 '

(3.15)
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Assim, a quantidade de ovos de escargot no n-ésimo quadrimestre é da forma

o __oR (1+yT+ia "R (1= VItda\""
" V1+da 2 V1+ 4o 2 ’

E, a quantidade de escargots jovens no n-ésimo quadrimestre é da forma

_ab <1+\/1+4a)"_ aP, (1—\/1—1—404)”

I
vV1+4a 2 v1+4a 2

Observe que, a sequéncia dos coelhos de Fibonacci, desenvolvida no capitulo
anterior, ¢ um caso particular do nosso modelo matematico para a criacao de escargot,
pois basta considerarmos Py =1, Jy =0, Og = 0, a = 1 e a variagdo do tempo mensal
para obtermos a mesma situagao problema dos coelhos de Fibonacci. E, substituindo
estes valores na equacao 3.15 obtemos a féormula que define a sequéncia de Fibonacci,

n+1 n+1
pn:i M _ 1 1-V5 . VneN.
NAWE NAWE
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4 Consideracoes Finais

Estudar matematica ainda é, para muitos, um ”bicho de sete cabegas”, onde
estes declaram ser uma ciéncia fantdstica, mas que nunca conseguiram aprender seus
contetudos ou nao conseguem aplicar, no dia a dia, estes contetidos aprendidos, chegando
a, muitas das vezes, questionar seu professor de "qual a necessidade aprender esta grade de
contetidos se nem sei em que aplicd-los”. Segundo Bassanezi (2012) em seu artigo "Mode-
lagem matematica: uma disciplina emergente nos programas de formacgao de professores”

3] ele afirma:

Na verdade, a producao matematica tem ocorrido de modo supostamente desvinculado de
um contexto socio-cultural-politico e com pouca preocupagdo em tornar-se utilitaria ou
mais bem definida em suas metas — o que, de certo modo, diferencia a matematica de
outras Ciéncias. De fato, tal producdo apresenta-se como fruto exclusivo da mente humana,
resultando numa linguagem que almeja essencialmente elegancia e rigor. (BASSANEZI,

2002, p. 1)

Afirma também que:

Na verdade, grande parte do conhecimento matematico tem sido construido somente dentro
do terreno da matematica, a partir da acdo de um profissional que em geral ndo formula
questoes como: “para que serve isso?”. Este sentimento de inutilidade, no campo da ma-
temaética, tem sido decididamente apontado neste século e seus defensores — intitulados pu-
ristas — em geral, consideram a matematica aplicada uma producao inferior e deselegante.

(BASSANEZI, 2002, p. 1-2)

Trouxemos em nosso trabalho uma série de jogos lidicos e modelos mateméaticos
na tentativa de despertar o interesse de nossos alunos para analisar, criar e reinventar si-
tuagoes cotidianas. Mostrar, abordando um contetido especifico, que sdao as equagoes de
diferencas, o quanto a matematica pode ser aplicavel no dia a dia. De acordo com Polya

(1975) em seu livro "A arte de resolver problemas” [15] ele fala:

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas a sempre uma pitada de des-
coberta na resolugdo de qualquer problema. O problema pode ser modesto, mais se ele
desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas, quem o resolver por seus

préprios meios experimentara a tensao e gozard o triunfo da descoberta. Experiéncias tais,
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numa idade susceptivel, poderdo gerar o gosto pelo trabalho mental e deixar, por toda a

vida, a sua marca na mente e no cardter. (POLYA, 1975, p. V)

A abordagem de equagoes de diferencgas e alguns modelos, trazida na presente
dissertacao, tem a intencao de promover um tema bastante interessante para trabalharmos
em projetos educacionais e pesquisas em nivel de ensino basico como o Programa Instituci-
onal de Bolsas de Inicia¢ao Cientifica Junior (PIBIC Jr), estimulando o aluno-pesquisador
a desenvolver e aplicar o conhecimento obtido no ambiente em que esta inserido como,
por exemplo, o orcamento familiar em sua casa, conforme foi apresentado na subsec¢ao

Orcamento Familiar.

Na busca de resolvermos equagoes de diferengas, fizemos uma analogia na
resolucao de recorréncias de primeira e segunda ordem, considerando ja sabido pelo leitor
a ideia de progressao algébrica (PA) e progressao geométrica (PG), onde, no capitulo sobre
recorréncia, trouxemos o contetido de forma clara e coesa, com uma grande quantidade de
questoes de fixacao e questoes contextualizadas, no intuito de incentivar os professores do
ensino basico na reimplantacao do assunto de recorréncia em seus planejamentos de ensino,
visto que o papel do professor é preparar seus alunos para uma aprendizagem permanente,
que tenha continuidade mesmo apds o término de sua vida escolar. Portanto, neste
trabalho, vemos que existem varios modelos matematicos que sao facilmente formados
por recorréncia, onde simula uma situacao cotidiana ajudando-o a tomar determinadas

decisoes.
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