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RESUMO

O presente trabalho propde a utilizacdo de materiais concretos para 0 ensino das
conicas, onde estes sdo frisados de forma a serem um expediente facilitador do ensino desse
contetdo. A utilizacdo de materiais concretos nas aulas de matemética vem ao encontro do
desejo dos educadores de tornarem as aulas mais dinamicas e participativas, principalmente
no que tange ao envolvimento dos alunos. Esta interligacdo de abordagens, partindo do
concreto e chegando a provas matematicas, desperta o prazer e evidencia o verdadeiro
significado de "fazer matematica"”, pois torna real, concreto e mais simples para alunos e
professores 0 caminho explorar-conjecturar-demonstrar, base da construgéo do conhecimento
cientifico. O ensino-aprendizado de matematica traz no seu cerne a percep¢do de que sera
trabalhoso e desgastante, tanto por parte dos alunos quanto dos professores. A adogdo de
materiais concretos nas aulas oferece subsidios para uma melhor aprendizagem, pois busca
através dos exercicios, 0 desenvolvimento da percepgdo e clareza no raciocinio, além de
possibilitar uma maior participacdo dos alunos, afastando, a priori, a possibilidade de alguma

aversdo a disciplina.

PALAVRAS-CHAVES: Ensino-aprendizagem. Matematica. Materiais concretos.



ABSTRACT

This paper aims to highlight the use of concrete materials for teaching of conic where
they are stressed so as to be an expedient facilitator of teaching that content. The use of
concrete materials in mathematics lessons meets the educators’ desire to become more
dynamic and participatory classes, especially in regard to the involvement of students. This
interconnection approaches, leaving the concrete and reaching mathematical proofs , arouses
the pleasure and shows the true meaning of " doing math " because it makes it real, concrete
and simpler for students and teachers the way to explore - to conjecture - to show, the basis
of construction of scientific knowledge. The teaching and learning of mathematics at its core
brings the perception that it will be laborious and exhausting, both by students and teachers.
The adoption of concrete materials in the classroom provides grants to better learning because
it searches through the exercises, the development of perception and clarity in reasoning,
beyond making possible a greater participation of students, removing a priori the possibility

of some aversion to the mathematics.

KEYWORDS: Teaching-learning. Mathematics. Concrete materials.
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1. INTRODUCAO

A Matematica sempre foi vista, pelos alunos e pelo publico em geral, como uma
disciplina abstrata, no entanto, todos a necessitam. Inimeras atividades do dia-a-dia néo
seriam possiveis sem 0 auxilio de calculos ou analises matematicos. A medida que se
aprofunda nos estudos matematicos, a tendéncia é que seus conteldos se tornem cada vez
mais dificultosos. Os alunos do nivel fundamental apresentam menos duvidas sobre a
utilidade imediata do que estéo estudando (DRUCK, 2005). Nesse nivel, a Matematica € mais
do que simples habilidade, é uma medida de cidadania. Ninguém pode se considerar
verdadeiramente inserido na sociedade se néo tiver alguma familiaridade com as quatro
operacdes aritméticas, as fracdes, as unidades de medida e os conhecimentos basicos de
Geometria. Ao se aproximar do Ensino Médio, fica mais dificil identificar a utilidade imediata
da Matemética (DRUCK, 2005).

E 6bvio que se almeja nos alunos, patamares tedricos cada vez maiores, porém, sem
uma base solida isso ndo serd possivel. Sendo assim, encontrar alternativas que facilitem e
motivem suas compreensdes sdo tarefas desafiadoras para todos os professores de matematica
do ensino basico.

Estas tarefas ndo devem ser feitas de forma reduzida por um grupo de professores,
mas sim por todos que, de alguma forma, estejam ligados ao ensino da matematica, seja
atuando em sala de aula, colaborando na formacdo de curriculos e diretrizes ou, ainda,
produzindo livros e material didatico (DRUCK, 2005).

Diante desta concepgdo, o trabalho apresenta uma proposta para ensinar o contetdo
das conicas a partir de um material concreto.

O empenho no estudo das conicas remonta a épocas antigas e estdo entre 0s mais
sistematicos e exaustivamente ja analisados.

Atualmente, as cOnicas exercem um papel de primordial importancia no
desenvolvimento da tecnologia moderna, como na fisica, na astronomia, na ética na
engenharia, na arquitetura, etc. (GUIMARAES & BELLEMAIN, 2002). Apesar de toda a sua
importancia, seu estudo geralmente tem sido completamente abandonado ou relegado a um
segundo plano, isto por falta de carga horaria dos professores ou simplesmente pela falta de
interesse. Mesmo quando ministrado, este conteddo se reduz a simples manipulacdo e/ou

memorizacgdo de férmulas, com isto, oculta-se sua importancia.
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2. A UTILIZACAO DE MATERIAIS CONCRETOS NO ENSINO DE
MATEMATICA

A utilizagdo de materiais manipulativos, ou concretos, como recurso didatico para o
ensino de Matematica na escola basica tem como apoio a pedagogia construtivista baseados
nos estudos da epistemologia genética de Piaget, cujas principais caracteristicas sdo: a) A
construcdo do pensamento Idgico/Matematico com o auxilio de materiais concretos. b) A
concepgdo da matematica como uma construgdo humana. c¢) Prioriza 0 processo ndo o
produto. d) Aprender a aprender. €) desenvolver o pensamento légico formal. f) Toma a
Psicologia como nucleo central de orientacdo pedagdgica, isto é, os alunos constroem seus
conhecimentos matematicos de acordo com os niveis de desenvolvimento da sua Inteligéncia
e 0 erro € visto como uma manifestagdo positiva de grande valor pedagogico
(D’AMBROSIO, 1990).

A base da Teoria de Piaget (1971) é a ideia de equilibrio. Para ele, todo organismo
procura manter um estado de equilibrio ou de adaptagdo do seu meio agindo no sentido de
superar a perturbacdo estabelecida pela relacdo com o meio, este processo de equilibracédo e
desequilibracdo é dindmico e busca constantemente a passagem de um estado superior de
equilibrio, denominado por Piaget de equilibragdo majorante (D’AMBROSIO, 1990).

Dois mecanismos sdo acionados para alcancar um novo estagio cognitivo: a
assimilacdo, que permite o individuo atribuir significados a partir de suas experiéncias
anteriores aos elementos do ambiente com o qual interage, neste caso, as estruturas dos
individuos ndo sao alteradas, e a acomodacao, que ocorre quando os individuos sdo atraidos
por uma transformacéo que atende as demandas do meio ambiente (CARVALHO, 1990).

Baseando-se nestes estudos, pode-se afirmar que numa aula onde os alunos dispdem
de materiais concretos para manipular, as chances de aprendizagem sdo maiores, tendo em
vista as reais possibilidades de desenvolverem acGes que lhes propiciem a construcdo de um
saber consistente e significativo (CARVALHO, 1990).

De acordo com os PCNs de Matematica (BRASIL, 1998, p. 57), um dos principios
norteadores no Ensino Fundamental € a utilizagdo dos recursos didaticos numa perspectiva
problematizadora. “Os [..] Recursos didaticos como livros, videos, televisdo, radio,
calculadora, computadores, jogos e outros materiais tém um papel importante no processo de
ensino e aprendizagem. Contudo, eles precisam estar integrados a situaces que levem ao

exercicio da analise e da reflexdo”.
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De acordo com os objetivos a serem alcancados, 0 uso de materiais manipulativos
requer um planejamento minucioso, j& que um mesmo material pode servir para a realizacdo
de diferentes atividades com diferentes niveis de complexidade. Para isto, a escolha dos
materiais a serem utilizados numa determinada aula depende de varios fatores, como por

exemplo:

v A ordem didatica: adequacédo ao conteuldo, aos objetivos e a metodologia.

v A ordem préatica: o material esta disponivel? E possivel adquiri-lo? Estd em
condicdes de uso?

v A ordem metodoldgica: é coerente com o nivel de aprendizagem dos alunos?

v" Seu manuseio oferece algum tipo de risco para os alunos?

v Tens dominio dos procedimentos? (CARVALHO, 1990).

Outro aspecto importante a ser observado nesta proposta esta relacionado ao tempo,
ja que, geralmente, a utilizagdo desse tipo de recurso exige maior disponibilidade de tempo,
tanto para o preparo das aulas, quanto para o ritmo de aprendizagem de cada individuo.

Segundo Carvalho, 1990, na manipulacdo de materiais didaticos a énfase ndo esta
sobre 0s objetos, mas sim nas operacdes que com eles se realizam.

Se, por um lado, 0 manuseio de materiais concretos permite aos alunos experiéncias
fisicas & medida que este tem contado direto com os materiais, ora realizando medigdes, ora
descrevendo, ou comparando com outros de mesma natureza, por outro lado permiti-lhe
também experiéncias logicas por meio das diferentes formas de representagdo que
possibilitam abstragbes empiricas e abstracBes reflexivas, podendo evoluir para

generalizacGes mais complexas (CARVALHO, 1990).
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3. ORIGENS DAS CONICAS

A historia das conicas teve inicio na Grécia antiga, onde Menaechmus (350 A.C), um
dos pioneiros no estudo das conicas, estudou-as sob o ponto de vista da intersec¢cdo de cone e
plano utilizando a excentricidade. Euclides (300 A.C.), escreveu um livro sobre as sec¢oes
conicas, porém, com o tempo 0 mesmo se perdeu. Mesmo assim, este fato possibilitou a
Apoldnio (225 A.C), criador dos nomes elipse, parabola e hipérbole, escrever sete livros sobre
as conicas, sendo os quarto primeiros baseados no de Euclides (BUNT, JONES, BEDIENT,
1976). Em 1604, Kepler um astrbnomo e matemético alemdo, descobriu através de
observagdes astronémicas que os planetas se movimentavam em trajetorias elipticas, fato

comprovado matematicamente mais tarde, em 1670 por Isaac Newton (BOYER, 1985).
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4. O ENSINO DAS CONICAS NO BRASIL

Para Bourbaki (BOURBAKI, p. 161) a ultima contribuicdo essencial da matematica
grega foi a teoria das conicas, ja que mesmo ndo tendo ideia dos principios fundamentais da
Geometria Analitica, faziam uso de “coordenadas” para o estudo de figuras particulares, em
relagdo a dois eixos no plano.

Para Heath (HEATH, p.XVII-XXXX) a ideia de considerar as conicas como sec¢des
planas de um cone de base circular é de Menaechmus (~350, a.C.) aluno de Eudoxio, que
utilizou a solugdo do problema cléssico grego da duplicacdo do cubo. O livro Il da Colecéo
Matematica de Papus (HUTCHINS, p.596) mostra a importante contribuicdo de Apol6nio
(262-190, a. C.) sobre as conicas. Neste estudo de Apoldnio que é feito em trés livros, o
mesmo utiliza proporgdes, principalmente da quarta proporcional. Essa abordagem continua
até o inicio do Renascimento, onde as codnicas tomam outra dimensdo e é usada pelos
arquitetos e artistas da época (ALPOIN, 1748).

Leonardo da Vinci (1452- 1519), uma das figuras mais importantes do Alto
Renascimento foi outro que utilizou largamente as curvas coOnicas tanto em seus desenhos
como nas construgdes de suas “maquinas”. Com isto, acabou inspirando José Fernandes Pinto
Alpoin, militar portugués e um dos principais nomes da arquitetura do século XVIII no Brasil
colonial, a escrever seu livro denominado “Exame de Bombeiros™, adotado nas Aulas de
Artilharia e Fortificacdo em 1699. Neste livro as conicas, principalmente a parabola,
aparecem como trajetoria de projéeteis (ALPOIN, 1748).

Em 1792 com a criagdo da Academia de Artilharia, Fortificagdo e Desenho, uma
escola de ensino superior, localizada no Rio de Janeiro e considerada uma precursora do
ensino superior militar e de engenharia o livro de Bézout: Cours de Mathématiques a |I"usage
des Gardes Du Pavillon et de La Marine, que traz uma se¢éo totalmente dedicada as conicas é
adotado como um dos principais livros. Posteriormente, esta mesma obra foi adotada pela
Escola de ensino secundario de Guardas da Marinha, criada em 1810, pelo entdo, principe
regente D. Jodo VI (BEZOUT, 1766).

No Colegio Pedro Il, criado em 1838 e considerado um marco na educacéo no Brasil,
o livro de Sylvestre Frangois Lacroix, professor de Matematica da Ecole Politechnique, da
Ecole Central des Quatre Nations e do College de France, muito embora ndo contivesse o
item “conicas” foi imposto oficialmente. Porém, com o passar dos anos, producdes de livros
didaticos publicados no Brasil e que contemplava o estudo das cbnicas, como os de Ottoni,
Serrasqueiro, FIC, Gabaglia, etc., passaram a ser adotados (BEZOUT, 1766).
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No inicio do século XX, Euclides de Medeiros Guimardes Roxo, um professor de

matematica e diretor do Colégio Pedro Il apoiado no Erlanger Programm de Felix Klein,
conseguiu com que o governo brasileiro aprovasse uma reforma importante no ensino escolar.
Nesta reforma, estudos de aritmética, algebra e geometria que antes eram fragmentados,
passaram a ser considerados como uma Unica disciplina, a disciplina de Matematica. Apesar
disto, as conicas ainda foram pouco apresentadas (VALENTE, 2004).
Na década de sessenta do século passado introduziu-se no ensino secundario a disciplina de
Desenho Geométrico e Projetivo, com isto, o estudo das cbnicas passou a fazer parte do
curriculo e automaticamente contemplado nos livros didaticos, mesmo assim com pouco
destaque. Nos dias de hoje, com a introducdo em massa dos aplicativos de *“geometria
dindmica”, teoricamente o tema coénicas, deveria ocupar um lugar de destaque no ensino da
matematica, entretanto isto ndo acontece mesmo com todo o esforco do governo federal
(DANTE, 2004).
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5. POR QUE ELIPSE, PARABOLA E HIPERBOLE

A construcdo mecanica das curvas elipse, parabola e hipérbole, foi atribuida por
volta de 350 a.C., a Menaecmus, discipulo e sucessor do matematico Eudoxo. Entretanto, a
extracdo destas curvas de uma superficie conica mediante secBes planas, foi atribuida a
Apoldnio (Il séc. a.C.), dai a denominacdo comum de se¢des conicas.

Os nomes elipse, parabola e hipéerbole, foram utilizados por Apolénio, que os tirou
de uma terminologia pitagorica (VI séc. a.C.) especifica para areas. Assim, quando 0s
pitagdricos faziam a base de um retangulo ficar sobre um segmento retilineo de modo que
uma extremidade dessa base coincidisse com uma das extremidades do segmento, diziam que
tinham um caso de elipse, parabola ou hipérbole. Se a referida base do retangulo fosse menor
do que o segmento obtinha-se a elipse, pois elipse quer dizer falta. Caso a base do retangulo
fosse igual ao segmento, obtinha-se a pardbola, ja que parabola corresponde aigual e
analogamente, caso a base do retangulo fosse maior que o segmento, obtinha-se a hipérbole,
pois hipérbole exprime excesso (RPM n° 07).

A Figura 1 apresenta a extracdo das curvas conicas (elipse, parabola e hipérbole)
através de secOes planas executadas em um cone reto.

Quando uma superficie conica ¢ seccionada por um plano m qualquer que nao passa
pelo vértice O, a cOnica sera:

- uma parabola, se « for paralelo a uma geratriz.

- uma elipse, se 7 ndo for paralelo a uma geratriz e intercepta apenas uma das folhas
da superficie.

- uma hipérbole, se m ndo ¢ paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da

superficie.

Parabola

Hipérbole

:_\“’Eixa**/f:

Figura 1: extracdo das cOnicas atraves de se¢Oes planas em um cone reto.

16



A Figura 1 apresenta a metodologia utilizada por Apolonio na definicdo dos termos
elipse, parabola e hipérbole. Para isso considere uma cbnica de vértice A, eixo principal AB e
parametro p (p € o comprimento da corda perpendicular ao eixo principal por um foco da

conica).

ro /
)

A x Q c B

Figura 2: Curva que determina elipse, hipérbole ou parabola.

Seja P um ponto qualquer da curva e Q sua projecédo ortogonal sobre AB. Pelo
vértice A trace uma reta perpendicular a AB sobre a qual tome AD = p. A seguir, construa um

retdngulo de base AQ, situada sobre a reta AB, e lado AE sobre AD de modo que a sua area

seja @2. Conforme AE < AD, AE = AD ou AE > AD, Apol6nio denominou a conica de

elipse, parabola ou hipérbole. Em outros termos, se considerar a curva referida a um sistema
cartesiano de eixos coordenados com eixo dos x (abscissas) sobre AB e eixo dos y (ordenadas)
sobre AD e se designar as coordenadas do ponto P por x ey, a curva sera um elipse se y* < px,
uma parabola se y* = px e uma hipérbole se y* > px.

Realmente, pela Geometria Analitica, sabe-se que no caso de uma elipse e de uma
hipérbole se tem:

2 = px7 XX
y =p q

onde, d é o comprimento do eixo principal da curva que passa pelo vértice A.

O aparecimento das conicas no dia-a-dia das pessoas é vasto. Na engenharia e na
arquitetura as conicas podem ser utilizadas na construcdo de pontes, cupulas, torres, porticos,
arcos, projetos de antenas parabolicas, formato dos fardis dos carros, etc. O arquiteto

brasileiro Oscar Niemeyer utilizou as conicas para projetar diversas de suas obras, como por
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exemplo, a catedral de Brasilia e o conjunto da Pampulha, em Belo Horizonte
(VALLADARES, 1998).

Em se tratando do ensino de conicas para alunos do ensino fundamental, a mesma é
bastante explorada no tema fungdes, pois esta representa o grafico de uma funcdo polinomial
de segundo grau. Para alunos do ensino médio, por exemplo, este assunto pode ser explorado
no ensino de fungBes ou ao comportamento dos gases, j& que a lei que rege a variagdo do seu
volume quando varia sua pressdo, isotermicamente, descreve o grafico de um dos ramos da
hipérbole (VALLADARES, 1998).

Nos tdpicos seguintes, cada conica sera estudada de maneira especifica onde serdo
definidas além de seus principais elementos, suas equagdes algébricas.

5.1 Elipse

Define-se como elipse, o conjunto de pontos P do plano, cuja soma das distancias a
dois pontos fixos F; e F, desse plano é constante. Para isto, considere no plano dois pontos
distintos F1 e F, onde d(F1, F2) = 2c; ¢ 7 IR e, seja um escalar a tal que 2a>2c. Da-se o
nome de Elipse, ao conjunto que satisfaz a seguinte condicdo: d(P,F;) + d(P,F,) = 2a.

A Figura 3 exibe o conjunto de pontos que satisfaz a equacédo d(P,F;) + d(P,F>) = 2a.

P

Figura 3: Conjunto de pontos que satisfaz a construcdo de uma elipse.

Conforme mostra a Figura 4, na pratica, para se construir uma elipse no papel, sugere-
se: nos pontos F; e F, fixe dois percevejos e neles amarre um fio ndo esticado. Tome um
lapis e distenda (estique) com sua ponta o fio, marcando um ponto P. Entdo a soma das
distancias d(P,F;) + d(P,F;) € o comprimento do fio. Ao deslizar o lapis sobre o papel,
mantendo o fio sempre esticado, estara sendo descrita a elipse, e 0s pontos F; e F; serdo
chamados de focos da elipse. A constante 2a sera o comprimento do fio.
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Figura 4: Construcdo da elipse com lapis, barbante e tachinha.

Observacdo 1: Ao variar as posi¢des de F; e F», a forma da elipse ira variar, assim, quanto

mais proximos os focos mais a elipse se assemelha a uma circunferéncia. Por

outro lado, quanto mais afastados os focos, mais achatada sera a elipse.

5.1.1 Elementos da Elipse

Utilizam-se as seguintes nomenclaturas para se definir os elementos de uma elipse:

>

YV V.V VYV V VYV V

Focos: Os pontos Fi e F;

Distancia focal: A distancia 2c entre F; e F;

Centro: O ponto médio C do segmento F,F;

Eixo maior: O segmento A; A, de comprimento 2a, que contém Fy e F;

Eixo menor: O segmento B1B, de comprimento 2b onde B;B, L A;A; em C;
Veértices: Os pontos A;, Az, By, By;

Excentricidade: O nimero e = c/a,

A excentricidade é responsavel pela “forma” da elipse: elipse com
excentricidade perto de zero sdo aproximadamente circulares, e elipses com

excentricidade proxima de 1 sdo achatadas.

Observacdo 2: Sendo c< a tem-se O<e < 1. Porém, caso F; = F,, tem-se a distancia focal

¢ = 0 e neste caso, a elipse reduz-se a uma circunferéncia de raio a = b. Além

disso, como c =0, entdo e = 0.

Figura 5: Principais elementos de uma elipse qualquer.

B

S S A; 2b
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A Figura 6 mostra que em toda a elipse vale a relagdo a’ - b? . ¢® veja:

| v
F;

Figura 6: Veriﬁca(;éo da relagdo a? - b? , ¢* para uma Elipse qualquer.
5.1.2 Equacao da Elipse de Centro na Origem do Sistema Cartesiano.
Primeiro Caso: Eixo maior sobre o eixo coordenado Xx.

Conforme exibe a Figura 7, considere P(x, y) um ponto qualquer da elipse cujos focos
sdo definidos por F1 (-c, 0) e F2 (c, 0).

ry ¥

/‘P\
Q‘y )

Figura 7: Elipse com centro na origem do plano cartesiano e eixo maior sobre x.

v

Como por definicdo a elipse é formada pelo conjunto de pontos que satisfaz a equacgéo
d(P, F1) + d(P, F;) = 2a, ao substituir os pontos em destaque pelas suas respectivas

coordenadas, tem-se:
d(P,F;) +d(P,F;)=2a =

JX+0)2 +(y—=0)2 +4/(x—¢)? +(y-0)% =2a =

Jx+0)2 +(y—-0)? =2a—-4/(x-c)? +(y-0)° =

Elevando os dois membros ao quadrado, tem-se:

2 2
[\/(x+c)2 +(y—0)2j :(Za—\/(x—c)2 +(y—0)2j =

X2+ 2xc+c? +y? =4al -day(x—C)?+(y—0)2 +xP-2xc+c?+y =

4a\/(x—c)2 +(y—0)2 =4a’-4xc =
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ay(x—C)2+(y—-0)2 =a’-xc =

(a.\/(x—c)2 +(y —0)? jz = (a’-xc)’=>
a’(x* -2xc + 2 +y?) = a*—2a’ xc +xc* =
a’x®-2a*c +a’c?+ay?= a*-2a’xc +x’c’=>
ax’+a’c? +ay’=a' + x’c? =
ax’-xct+ayt=at-akc’ >
XZ(aZ _ C2) + a2y2 — aZ(aZ _ CZ).

Como b? = a? — c¢® tem-se: x°b® + a’y? = a’b®. Entdo, dividindo ambos os membros por

a’h? tem-se:

x2b2  a?y? _a’h?
a?b?  ah? aX?

Portanto, a equacéo da elipse com centro na origem e eixo maior no eixo X sera:

N

onde a é 0 eixo maior e b é 0 eixo menor.
Segundo caso: Eixo maior sobre o eixo coordenado y.

Conforme exibe a Figura 8, ao se proceder de maneira analoga ao primeiro caso,
obtém-se a seguinte equacao reduzida para a elipse com centro na origem do plano cartesiano

e eixo maior sobre o eixo y:

X2 Y2 _
F+¥_1
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Figura 8: Elipse com centro na origem

Observacdo 3: Tendo em vista que a* = b* + ¢?

do plano cartesiano e eixo maior sobre y.

, segue que: a>>b?e dai a >b, com isso tem-se

que o maior dos denominadores na equacao reduzida representa o niimero a?,

onde a é a medida do semi-

eixo maior. Ainda mais, se na equacéo a’ é

denominador de x?, a elipse tem seu eixo maior sobre o eixo dos x.

Exemplos:

a)

('3 ? ﬂ}

2
A equacdo reduzida da elipse representada na Figura 9 é dada por: %2+VT:1

" 02

(3,0

/“
N

-y

™
—

Figura 9: Representagdo geométrica da elipse

(ﬂrz}

X2

cuja equacdo reduzida é dada por: 9

Y2 _
+4 1.

b) A equacdo reduzida da elipse representada na Figura 10 é dada por: XT2+yTZZ 1
Y A
(0.3)
(-2,0) 20
X
0,-3)

Figura 10: Representacdo geométrica da elipse cuja equacao reduzida é dada por:

2

il

9

5.1.3 Equacao da Elipse de Centro Fora da Origem do Sistema Cartesiano.

Considere uma elipse de centro C(h, k)

e seja P(X, y) um ponto qualquer da mesma.
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Primeiro caso: Eixo maior paralelo ao eixo coordenado Xx.

Conforme exibe a Figura 11, considere P(X, y) um ponto qualquer da elipse cujo
centro esta situado num ponto C(h, k) do plano. Neste caso, seus focos serdo definidos pelos
pontos: F1 (h-c, k) e F, (h + ¢, K).

B
\E/
2
h X

Figura 11: Elipse com centro num ponto qualquer C(h, k) e eixo maior paralelo ao
eiXo0 X.

- 7 - 2 - 2 - 7
Observacdo 4: A equacdo desta elipse serd dada por: (x ?) + (y-K) =1, ou seja, calculos
a b2
analogos aos realizados para a elipse com centro na origem.
Segundo caso: Eixo maior paralelo ao eixo coordenado y.

Conforme exibe a Figura 12, considere P(x, y) um ponto qualquer da elipse cujo
centro esta situado num ponto C(h, k) do plano. Neste caso, seus focos serdo definidos pelos

pontos: Fi (X, k-c)eF,(x, k+c).
V4 A,

F;

Fq

%V
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Figura 12: Elipse com centro num ponto qualquer C(h, k) e eixo maior paralelo ao
eixoy.

_ 2 YA

(<-h? -

a2

Observacédo 5: A equacéo desta elipse sera dada por: =1, ou seja, calculos

analogos aos realizados para a elipse com centro na origem.
5.2 Hipérbole

A Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja diferenca das distancias,
em valor absoluto, a dois pontos fixos F1 e F, desse plano é constante. Para isto, considere no
plano dois pontos distintos F; e F, onde d(F1, F2) = 2¢; ¢ 7 IR e, seja um escalar a tal que
2a<2c. Define-se como Hipérbole, o conjunto que satisfaz a seguinte condicéo:

d(P,Fy) - d(P,F>) = 2a.

\\. &
\\\ )//
P
= A ] s .
F1 a2l a —
e
R 4 —w— -
S/
s
/f’
| AN
A
A 4 \

Figura 13: Conjunto de pontos que satisfaz a construcao de uma hipérbole.

A Figura 13 exibe o conjunto de pontos que satisfaz a equacéo d(P,F;) - d(P,F>) = 2a.
Como se observa na Figura 13, a hipérbole é uma curva com dois ramos. Sendo assim,
para que um ponto P qualquer esteja na hipérbole é necessario que: d(P,F1) - d(P,F;) = #2a,

ou seja, caso P esteja no ramo da direita a diferenca sera + 2a e, em caso contrério, sera — 2a.
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Conforme mostra a Figura 14, na pratica, para se construir uma hipérbole no papel,
sugere-se: pegue dois alfinetes, uma régua com furo em uma das extremidades, um lapis e um
barbante. Com um alfinete no furo da régua, fixe 0 mesmo num dos focos da hipérbole que se
deseja construir, este foco pode ser definido como F1, enquanto, no outro foco, definido como
F,, fixe o segundo alfinete. Prenda cada uma das extremidades do barbante em cada foco.
Encostando a ponta do lapis na régua de modo que o barbante fique esticado, define-se um
ponto P pertencente a hiperbole. Com isto, pode-se observar que a diferenca entre as
distancias de P a F1 e de P a F, é constante (igual ao comprimento do eixo real da hipérbole).
Girando a régua em torno de Fi, deslize a ponta do lapis pelo barbante junto a régua
mantendo 0 mesmo sempre esticado, com isto obtém-se um dos ramos da hipérbole. Usando o
mesmo procedimento, porém fixando a extremidade furada em F, e a extremidade livre do

barbante em F1, obtém-se o outro ramo da hipérbole.

Figura 14: Construcao da Hipérbole com lapis, barbante, régua e alfinete.

Observacdo 6: Ao variar as posi¢cdes de A; e A,, a forma da Hipérbole ird variar. Assim,
quanto mais proximos estiverem seus vertices mais aberta sera a Hipérbole.
Por outro lado, quanto mais afastados os veértices, mais achatada sera a

Hipérbole.

Conforme Figura 15, considere: uma reta que passa por F; e F,, 0s pontos de
intersecdo desta reta com a hipérbole A; e A; e outra reta perpendicular a primeira e que passa
pelo ponto médio C do segmento F1F,. Com isto, percebe-se que a hipérbole é uma curva
simétrica em relacdo as duas retas (horizontal e vertical) e também em relag¢do ao ponto C, ja
que, sendo P; um ponto da hipérbole, tem se: P, simétrico a P, em relacdo a reta horizontal,

P3 simeétrico a P1 em relacdo a reta vertical e P4 simétrico a P, em relagdo ao ponto C.
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eixe imagindrio

L v P1
N\ :'
[ e
E ' eixo real
N 5
Py A \PJ

_———— =l o

Figura 15: Simetria da hipérbole.

Observacdo 7: Outras duas relagdes importantes da hipérbole séo:

d(Al, Fl) = d(Ag, Fg) e d(Al, Ag) = 2a.

5.2.1 Elementos da hipérbole

Utiliza-se as seguintes nomenclaturas para se definir os elementos de uma hipérbole:

>

>
>
>

YV VY

>

Focos: Os pontos Fi e Fy;

Distéancia focal: A distancia 2c entre Fy e F;

Centro: O ponto médio C do segmento F;F ou A1 A;

Vertices: Os pontos de intersecdo A; e A, da hipérbole com a reta que contém
FieFy;

Eixo real ou transverso: O segmento A;A; de comprimento 2a;

Eixo imaginario ou conjugado: O segmento B;B, de comprimento 2b onde

B1B2L AjA;em C;

Excentricidade: O nUmero e = c/a,

Observacédo 8: Sendo ¢ > atem-se e > 1.

A excentricidade de uma hipérbole esta relacionada com a abertura de seus ramos, ja

que mantendo seus focos fixos e variando os vértices A1 e A,, verifica-se que : quanto mais

proximos estiverem o0s Vvértices, maior sera a abertura dos ramos e quanto mais afastados,

menor a abertura de seus ramos.
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Observacdo 9: Conforme mostra a Figura 16, Para caracterizar o eixo imaginario B1B, de
uma hipérbole realiza-se 0 seguinte procedimento: considere uma
circunferéncia de raio ¢ (onde ¢ é a metade da distancia focal) e cujo centro
esteja localizado no ponto C anteriormente definido como centro da
hipérbole. Tome um valor arbitrario para a (onde a serd a metade da distancia
d(A1, A2)) e marque os pontos A; e A, que definem o vértice da hipérbole.
Por estes pontos, trace cordas perpendiculares ao diametro F;F,. Os quatro
pontos de intersecdo destas cordas, com a circunferéncia, definem os vertices
de um retangulo MNPQ, cujas dimensdes sdo dadas por 2a e 2b. Definidas
estas dimensdes, percebe-se entdo a seguinte relagdo: ¢ = a® + b% onde a, b e

c sdo os lados do triangulo retangulo A,CB;.

2a

&
L

2¢

Figura 16: caracterizacdo do eixo imaginario B; B, de uma hipérbole.

Apbs a caracterizacdo do eixo imaginario da hipéerbole, surge a condicdo de se definir
outros dois elementos importantes, suas assintotas. As assintotas de uma hipérbole nada mais
sdo do que duas retas r e s que contém as diagonais do retangulo MNPQ e que constitui um
excelente guia para tracar seu grafico, j& que os ramos da hipérbole tendem a se aproximam
das assintotas no infinito sem, no entanto, jamais atingi-las.

As equacOes das assintotas de uma hipérbole que possui 0 centro na origem do plano
cartesiano sdo dadas pelas seguintes equacbes: y = # (b/a)x, onde # b/a representam 0s

coeficientes angulares das assintotas.
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Observacdo 10: Quando a = b tem-se uma hipérbole equilatera, cujas assintotas neste caso,

sdo perpendiculares entre si.

5.2.2 Equacao da Hipérbole de Centro na Origem do Sistema Cartesiano.
Primeiro caso: Eixo real sobre o eixo coordenado x

Conforme exibe a Figura 17, considere P(X, y) um ponto qualquer da hipérbole cujos
focos estdo situados nos pontos: Fi(-c, 0) e Fz(c, 0). Como por definicdo a hipérbole ¢
formada pelo conjunto de pontos que satisfaz a equacdo d(P, F1) - d(P, F,) = 2a, ao substituir

0s pontos em destaque pelas suas respectivas coordenadas e procedendo analogamente aos

2 2
calculos utilizados na deducéo da equacéo da elipse, chega-se a equacao: ;(—Z—g—zz 1 onde a

é 0 semi-eixo real e b 0 semi-eixo imaginério.

Observacdo 11: Lembre-se que neste caso a relaco utilizada é a seguinte: ¢ = a* + b.

Figura 17: Hipérbole com centro na origem do plano cartesiano e eixo real sobre o0 eixo x.
Observacdo 12: A hipérbole representada na Figura 17 intercepta o eixo coordenado x nos

pontos A;(-a, 0) e Ay(a, 0) e sua intersecdo com 0 eixo coordenado y é

vazia, porém, é uma curva simétrica em relagdo a ambos 0s eixos.

2 2
Resolvendo esta equacdo em relacdo x obtém: ;(—2: 1 +E)/_2 > 1. Portanto,

a hipérbole ndo entra na regido vertical entre as retasx = - a € X = a e suas

assintotas séo representadas pelas retas y = # (b/a)x.
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Segundo caso: Eixo real sobre o eixo coordenado y

Conforme Figura 18, ao se proceder de maneira analoga ao primeiro caso, obtém-se a

y?  x2 _

equacdo reduzida da hipéerbole de centro na origem e eixo real sobre 0 eixo y: —=1

Eixo re

az b2

A
/

O
AN

kY

Figura 18: Hipérbole com centro na origem do plano cartesiano e eixo real sobre o eixo y.

Observacao 13: Neste caso, as assintotas sdo as retas y = # (a/b)x.

5.2.3 Equacao da Hipérbole de Centro Fora da Origem do Sistema Cartesiano.

Considere uma hipérbole de centro C(h, k) e seja P(X, y) um ponto qualquer da

mesma.

Primeiro caso: Eixo real paralelo ao eixo coordenado x.

Conforme exibe a Figura 19, considere P(x, y) um ponto qualquer da hipérbole cujo

centro esta situado num ponto C(h, k) do plano. Neste caso, seus focos serdo definidos pelos

pontos: F1 (h-c, k) e F2 (h + ¢, K).
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Figura 19: Hipérbole com centro num ponto qualquer C(h, k) e eixo real paralelo ao
eiXo X.

De forma analoga ao estudo realizado para a elipse, a equacao da hipérbole de eixo

-h)2 _k)2
real paralelo ao eixo coordenado x e centro em C(h, k) tem equacéo: (Xa?) - (ybi() =1.

Segundo caso: Eixo real paralelo ao eixo coordenado y

Conforme exibe a Figura 20, considere P(x, y) um ponto qualquer da hipérbole cujo
centro esta situado num ponto C(h, k) do plano. Neste caso, seus focos serdo definidos pelos

pontos: F1 (X, k - ¢) e F2 (X, k + ¢), enquanto que sua equacdo serd dada por:

(y-k)? (X-h)2_1
a?2 bz

Observacdo 13: A excentricidade (e) da hipérbole € definida como a razdo entre o0s

comprimentos dos segmentos F1F, e A;A,. Neste caso, tem-se: ¢ =& 5 1.
a
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h+c

N, P(xy) X

Figura 20: Hipérbole com centro num ponto qualquer C(h, k) e eixo real paralelo ao
eixoy.

5.3 Parabola

Considere um plano z determinado por uma reta d e um ponto F &d. Define-se como
parabola o conjunto de todos os pontos de z que equidistam de F e de d. Segue desta
definicdo que, dados F e d €, Z P € & equidistante de F e d, pertence a uma parabola, ou
seja: d(P, F) =d(P, d) & P €Parabola.

A Figura 21 exibe a forma geométrica do conjunto de pontos de z que satisfazem as

condigdes acima citadas.

0’ E 5

Figura 21: Conjunto de pontos que satisfaz a constru¢do de uma parabola.

A Figura 22 apresenta um método manual (Método de Kepler) para se construir uma
parabola usando um barbante preso a uma régua (em forma de T invertido) que desliza sobre

uma mesa. Para isto, o barbante deve ter o mesmo comprimento da régua e deve ser fixado
31



nos pontos B e F. A parébola sera obtida firmando-se o lapis no barbante e, mantendo-o

esticado, deslizando a régua sobre a guia da mesa. A partir dessa construcdo, é possivel obter

a definicdo da parabola tracada como um lugar geométrico.

Folha de papel [
}

| Corda de
[comp.L

Foco

Diretriz (mesa) ) — LI

Figura 22: Construcdo manual da Parabola através da utilizacdo de lapis, barbante e régua.

Como o barbante tem 0 mesmo comprimento da régua, a curva tracada (parabola),

pode ser definida como o lugar geométrico dos pontos do plano, tais que a distancia a um

ponto fixo (F no desenho), dito foco, é igual & distancia a uma reta fixa (a mesa, na

construcdo acima), dita diretriz d.

5.3.1 Elementos da Paréabola.

Utiliza-se as seguintes nomenclaturas para se definir os elementos de uma parébola:

>

>
>
>

Foco: Ponto fixo F ndo pertencente a reta d;

Diretriz: Reta d;

Eixo focal: Reta E que passa pelo foco F e perpendicular a diretriz d;

Veértice V: Ponto de interseccdo da parabola com o eixo focal situado
exatamente no ponto médio do segmento FA, onde A =E n d;

Raio focal: Segmento de reta de extremos no foco F e num ponto P qualquer
da parabola;

Parametro: é a distancia p do foco F a diretriz d;

Excentricidade: Define-se como excentricidade e da parabola, a razdo entre as
distancias de um ponto arbitrario P da curva ao foco F e de P a diretriz d.
Neste caso, sempre e = 1.
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Observacdo 14: Deve-se considerar o fato de que F & d, pois, caso contrario, a parabola se

degeneraria numa reta.
5.3.2 Equacdo da Paradbola com Vertice na Origem do Sistema Cartesiano e

Concavidade Para Cima.

Seja P(x, y) um ponto qualquer da paradbola apresentada na Figura 23, cujo foco esta

localizado no ponto F(0, 7p). Conforme defini¢do tem-se: d(P, F) = d(P, P’) onde P’ ¢ a

projecdo ortogonal de P sobre a diretriz d.

‘v
A Poy)
s
- p :
F
B [ @ 7/ 1
2 ! %
L -
B [ ¥ '
2
= I- d
A e, =2
Pix, 5)

Figura 23: Pardbola com centro na origem do sistema cartesiano e concavidade
voltada para cima.

Como por definicdo a parabola é formada peld conjunto de pontos que satisfaz a
equacdo d(P, F) = d(P, P’), ao substituir os pontos em destaque pelas suas respectivas
coordenadas, tem-se:

d(P,F)=d(P,P') =

\/(X0)2+(ygjz = (X—x)2+(y+§j2 -
(X—O)ZW{Y—E})JZ = (X—x)2+(y+g)2 -

P\’ p)’
x2+y2—yp+(5j = y2+yp+(EJ =

x% = 2py
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A equacdo resultante ¢ definida como equacdo reduzida da parabola e constitui a
forma padrdo da equacdo da parabola cujo vértice estd na origem do sistema cartesiano e 0

eixo focal coincide com o eixo coordenado y.

Observacdo 15: Através da equacdo reduzida da parabola, pode-se afirmar que o termo 2py
ser4 sempre positivo ou nulo, j& que o mesmo é igual a x>> 0. Com isto, 0s
termos y e p, terdo sempre sinais iguais e consequentemente, se p >0 a
parabola tera concavidade voltada para cima e caso p < 0 a parabola tera

concavidade voltada para baixo.

5.3.3 Equacédo da Parabola com Vértice na Origem Sistema Cartesiano e Concavidade

Para a Direita.
Seja P(x, y) um ponto qualquer da parabola apresentada na Figura 24, cujo o foco F

estd localizado no ponto F(g, 0). Sua equacéo reduzida ¢é obtida de forma anéloga ao caso

anterior, ou seja: y* = 2px.
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Figura 24: Parabola com centro na origem do sistema cartesiano e concavidade

voltada para a direita.
Considerando a Figura 24, vé-se claramente que o foco F é dado por F (7p, 0), a

diretrizd: é aretax = - g e oeixo focal Eéaretay =0.

Observacdo 16: De forma analoga, tem-se que o termo 2px serd sempre positivo ou nulo, ja
que o mesmo é igual a y>> 0. Com isto, 0s termos x e p, terdo sempre 0s
mesmos sinais e, se p >0 a parabola tera concavidade voltada para direita,

caso p <0, a mesma tera concavidade voltada para esquerda.
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5.3.4 Equacao da Parabola de Vértice Fora da Origem do Sistema Cartesiano.
5.3.4.1 Eixo focal paralelo ao eixo coordenado Oy.

Seja uma parébola de vértice V(h, k) e eixo focal paralelo ao eixo coordenado y, sendo

h e k coordenadas de V em relacéo ao sistema x0y, conforme mostra a Figura 25.

o=y |——vy— x’
k
\

Figura 25: Parabola com centro fora da origem do sistema cartesiano e eixo focal
paralelo ao eixo coordenado y.

Se P (x, y) é um ponto qualquer da parabola em relacio ao sistema x0y e x 0"y é um
novo sistema de eixos onde V coincide com 0'. Entdo, conforme a Figura 25 tem-se: x *=2py .

Como pela translagdo de eixo tem-se: x = x — h ey =y — k, entdo, fazendo as devidas
substituicBes, obtém-se a seguinte equacdo: (x - h)?> = 2p(y - k) que é definida como forma

padrdo da equacao da parabola de vértice V(h, k) e eixo paralelo ao eixo dosy.
5.3.4.2 Eixo focal paralelo ao eixo coordenado Ox.
De forma analoga ao caso anterior, tem-se: (y - k)= 2p (x - h).

Observacdo 17: Quando p > 0 a parabola terd concavidade voltada para cima ou para a
direita. Caso p <0 a pardbola tera concavidade voltada para baixo ou para a

esquerda.
5.3.4.3 Equacéo da parabola na Forma Explicita

Sabe-se que a forma padréo da equacéo da parabola com vértice em um ponto V(h, k)
qualquer do plano e eixo de simetria paralelo ao eixo y é dada por: (x - h)>=2p (y - k).

Para transformar esta equacdo padréo para a forma explicita, basta isolar o y, sendo a
mesma escrita da seguinte maneira: y = ax® + bx + ¢, onde os coeficientes a, b e ¢ sdo reais

obtidos atraves do desenvolvimento da forma padréo.
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Caso a equagéo tenha o eixo de simetria paralelo ao eixo x, deve-se entéo isolar o X,

ficando a mesma escrita da seguinte maneira: x = ay+ by + c.

Observacdo 18: Quando o eixo de simetria da pardbola nédo é paralelo a nenhum dos eixos
coordenados, a equacao se torna “mais complicada”, mas mesmo assim se
enquadra na forma geral da equacdo do 2°grau com duas varidveis que é
dada através da seguinte forma: Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0. Para
torna-la mais “acessivel” basta executar de forma correta 0 processo de
rotacdo dos eixos coordenados, assim sendo, a equacdo fica reduzida a
seguinte forma A'x? + C'»?> + D'x + E'y + F ' = 0; que facilmente serd
identificada.

36



6. CONSIDERACOES FINAIS

O processo de ensino e aprendizagem da Matematica apresenta dificuldades tanto para
os alunos quanto para os professores. Dentro deste contexto, é cada vez maior o grau de
dificuldade que docentes enfrentam, pois 0 nimero de alunos que sdo promovidos as séries
seguintes e ndo conseguem acompanhar os contetdos ora abordados, é maior todos 0s anos.

O ensino das conicas no Ensino Médio deve ser diferenciado para aumentar o interesse
dos alunos e leva-los ao entendimento deste assunto. Atraves de pesquisas realizadas em
alguns livros, foi possivel perceber que a maioria deles traz o assunto de forma analitica,
somente com a utilizagdo de formulas. Os alunos, muitas vezes, s tém contato com esse
conteddo quando vao para um curso na area de ciéncias exatas, no qual é tratado o tema
“conicas”, levando-os a uma frustracdo por ndo terem o0s pré-requisitos necessarios para este
topico.

Com o desenvolvimento deste trabalho pratico, tentou-se resgatar o interesse dos
alunos no estudo da geometria, indo alem dos métodos tradicionais, ou seja, buscando através
de aulas préaticas, com materiais manipulaveis (materiais concretos), uma participacdo mais
efetiva dos mesmos. Além de um breve relato histérico, apresentaram-se também algumas
propostas diferenciadas para o trabalho das cénicas, que ajudardo os professores de ensino
médio na elaboracéo de suas aulas, tendo a Geometria como foco principal.

Pode-se concluir também que o estudo da geometria por meio de materiais
manipulaveis em aulas préticas, além de aumentar o interesse dos alunos, melhora a
aprendizagem, pois conseguem visualizar exemplos concretos.

Embora no meio académico ocorra uma discussdo contra e a favor do uso de materiais
manipulaveis no ensino da Matematica, é preciso ressaltar que este procedimento
metodoldgico é mais um recurso didatico o qual os professores podem utilizar. Jamais se pode
preconizar que a utilizacdo deste procedimento exclua outras formalidades da Matematica,

tais como demonstracfes e outras conjecturas.
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