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Resumo

Neste trabalho, fizemos um ensaio tedrico sobre os fundamentos da definicao ax-
iomatica da probabilidade proposto por A. N. Kolmogorov e suas implicacoes ao modelo
probabilistico de um experimento binomial, explorando conceitos e elementos préprios
a Matematica discreta que se relacionam aos principios aditivo e multiplicativo, com-
binacoes simples, triangulo de Pascal e binomio de Newton. Também, estudamos a
probabilidade aplicada ao caso discreto passando pela definicao de experimentos, even-
tos e varidveis aleatérias a fim de fundamentar nossa proposta de aplicacao de um
problema sobre transmissao de informacoes entre centrais em série ao Ensino Médio.

Palavras-chave: Defini¢ao axiomética da probabilidade, Modelo Binomial, Matemética
do Ensino Médio.
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Abstract

In this work, we made a theoric essay about the foundations of probability ax-
iomatic definition, proposed by A. N. Kolmogorov and its implications in probabilistic
models of the binomial experiment, exploring concepts and elements innate from dis-
crete mathematics that is relate to the additive and multiplicative principles, simple
combinations, Pascal ‘s triangle and Newton s binomy. Also, we study the probabil-
ity applied to the discrete case throughout experiments definition, events and random
variables, so that we could substantiate our problem application proposal, about infor-
mation transmitting between central series to brazilian high school.

Keywords: probability axiomatic definition, binomial model, brazilian high school.
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1 Introducao

De acordo com Gnedenko (2008, p.11) a teoria das probabilidades tem origem no
século XVII quando alguns matematicos comecaram a canalizar seus esforgos para en-
tender os eventos do acaso. Assim, através de trabalhos e correspondéncias, matemati-
cos tais como Pascal, Fermat, Huyghens e James Bernoulli, motivados por problemas
ligados & jogos de azar e apostas abriram o caminho para formalizagao do conhecimento
e definicao daquilo que hoje conhecemos como eventos aleatdrios. Contudo, apenas mais
tarde, em meados do século XX, essa teoria comegou a ganhar um corpo mais robusto
e complexo motivada por problemas préprios ao estado democrético e a negécios de
seguros que levaram alguns matemadticos, cujos trabalhos em probabi-lidade sao con-
siderados, nos dias de hoje, fundamentais a essa teoria, a buscarem uma crescente
formalidade da matéria ligada a probabilidade.

Nesse processo a escola Russa de estudos probabilisticos ofereceu contribuicoes
chaves para o caminho da formalizacao através de cientistas bem conhecidos como
Tchebychev, Markov e Liapunov que introduziram o conceito de varidvel aleatéria e
se aproveitaram dele para apresentar solucoes aos problemas proprios da época. Essas
contribuigoes aliadas ao desenvolvimento dos métodos analiticos na teoria das probabil-
idades propostos por DeMoivre, Laplace, Gauss, Poisson e Lobachevsky possibilitaram
a Emile Borel, Alexander Khintchin e Andrei Kolmogorov entre outros, em meados de
1920, aproximarem a teoria das probabilidades & andlise funcional e teoria da medida,
o que proveu solucoes definitivas para problemas cldassidos formulados por Tchebychev.
A partir de entao a definicdo axiomatica de probabilidade conquistou, definitivamente,
seu espaco e credibilidade na comunidade cientifica e acabou por mostrar que os méto-
dos cléssicos, criados pelos matematicos do século XVII, baseados, exclusivamente, em
aritmética elementar e processos combinatérios realmente eram abordados de forma
correta. Mas, além disso, a definicao axiomédtica possibilitou o estalecimento de meios
tedricos consistentes e apropriados aos problemas modernos ligados a industria de pro-
ducao em massa, assuntos militares, fisica quantica, quimica molecular, dinAmica pop-
ulacional entre outros assuntos.

Diante disso, temos por objetivo o estudo de eventos aleatdrios, que sao objeto da
Probabilidade, propondo este ensaio tedrio para abordar os fundamentos dessa teoria
a fim de encontrar pontos de contato com a matemédtica prépria ao Ensino Médio do
modo que estd estruturado no Brasil [7]. Assim, falaremos, no primeiro capitulo, sobre

os principios de contagem, depois, no segundo capitulo, abordaremos a definicao ax-



iomética da probabilidade com énfase no caso discreto para entao, no terceiro capitulo,
discorrermos sobre varidveis binomias. Ao final, traremos, no iltimo capitulo, uma
aplicacao de modelos binomiais a problemas sobre transmissao de informagoes entre

centrais em série bem como uma adaptacao desta para o Ensino Médio.
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2 Binomio de Newton

De acordo com Morgado (1991, p.2-3)[5] "O desenvolvimento do binoémio (1 + z)"
estd entre os primeiros problemas [...] ligados & Andlise Combinatéria. O caso n = 2
ja pode ser encontrado nos Elementos de Euclides, em torno de 300 a.C."No entanto,
foi apenas em 1713 que foi desenvolvido formalmente e publicado em Ars Conjectondi

de Jaime Bernoulli a identidade objeto desta secgao:
" /n
n o__ n—i, 1
(z+y) —Z <Z)x Y.
=0
Os problemas que envolvem contagem tem na Anélise Combinatéria seu lugar de
abordagem. O que almejamos fazer aqui é um ensaio tedérico que nos conduza natu-

ralmente ao conhecido binémio de Newton. Comecaremos pelos principios que funda-

mentam essa teoria conforme (Morgado, 1991)[5] os enuncia.

Principio aditivo das partes disjuntas:

Definicao 2.1. Considere n conjuntos Ay, As, ..., A, dois a dois disjuntos, com ay, as, ...

elementos respectivamente. Entao, Ay UAyU...UA, possui ay+as—+ ...+ a, elementos.

Isto é,

Principio multiplicativo:

Definicao 2.2. Suponha que hd mi; maneiras de tomar uma decisao di sendo que
tomada essa decisdo, temos mo caminhos para uma sequnda decisao do. A sequir,
tomadas as decisoes dy e dy temos msz caminhos para uma terceira decisao ds, todas in-
dependentes da primeira e seqgunda escolha. E assim sucessivamente até chegar a uma
decisao d,, onde hd m,, caminhos para escolher o modo a tomar a decisao, independente
das n — 1 primeiras escolhas. Entao, ao tomar as n decisoes juntas temos mims...my,

possibilidades.

Agora vamos a seguinte questao: possuindo n objetos distintos desejamos retirar k
objetos entre eles. Quantos modos existem de fazé-lo?
O primeiro passo para a resposta é escolher um primeiro objeto, depois um segundo,

terceiro até o k-ésimo objeto que formard, ao final, um grupo de k& objetos.

15
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Para a primeira escolha dispomos de n objetos. Na escolha do segundo, podemos
optar por n — 1 objetos, pois um ja foi escolhido. Para o terceiro sao n — 2 esco-
lhas e, repetindo-se o processo até a k-ésima escolha vamos dispor de n — (k — 1) =
n — k 4+ 1 objetos. Usando o principio multiplicativo podemos ordenar esses k objetos
den(n—1)(n—2)...(n—k+ 1) modos. No entanto, dessa forma vérios grupos que
possuem os mesmos objetos foram contados repetidas vezes. Na verdade, um mesmo
grupo foi contado k! vezes. Observe, como referéncia, o grupo formado pelos elementos
{a1,a2,a3 ._ax}. Quando escolhemos o grupo {as a; as,. ax} escolhemos um grupo com
os mesmo objetos do anterior. Ou seja, um mesmo grupo foi contado novamente, pois
neste caso a ordem dos elementos nao é importante nessa contagem. Entao para retirar
as repetigoes na contagem devemos responder quantas vezes o grupo {a; as as . ax} foi
contado durante a contagem inicial cujo resultado foi n(n —1) (n —2)...(n —k+1).

A pergunta é simples de ser respondida, basta pensarmos nela da seguinte forma:
De quantas maneiras podemos reordenar um grupo com k objetos?

Ora, escolhendo um objeto de cada vez para definir sua ordem, fazendo um processo
similiar & contagem inicial e aplicando, novamente, o principio multiplicativo obteremos
k(k—1)(k—2)...(k—(k—2))(k— (k—1)) = k! Aplicando raciocinio anslogo para
os demais grupos percebemos que todos os grupos obtidos foram contados k! vezes, o

que nos permite concluir que os modos pelos quais podemos retirar k£ objetos entre n
n(n—1)(n—2)...(n—k+1)
! :

objetos distintos totalizam

Definicao 2.3. Considere n,k € N tais que k < n. Definimos, combinagcao simples
Chi como Cp, = k,(%k),

n n
Observe que C), , = < k) Entao, a partir dessa definicao usamos a notagao ( i

para nos referir & quantidade de modos existentes de escolher k objetos numa colegao

de n. Isto porque

nn—1)mn—-2)..(n—k+1) nn—1)mn—-2)...(n—k+1)(n—k)!
k! k! (n — k)!
n!

El'(n —k)!

- ()
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2.1 Tridngulo de Pascal

n
O triangulo de Pascal reune todos os elementos do tipo < k) . Chamamos a seguinte

estrutura de tridngulo de Pascal:

(26

Que numericamente é:

4
10 10 5t 1
15 20 15 6 1

e e e
S O = W N =

A primeira caracteristica curiosa desse tridngulo de nimeros é a igualdade entre o
elemento que estd na k-ésima posicao da direita para esquerda numa dada linha e o
k-ésimo elemento da esquerda para direita da mesma linha. A seguir a afirmacgao é

demonstrada.

Proposicao 2.1. Considere n,k € N tais que k < n. Entao, (Z) = ( " k:)
/rL P—

17



Demonstragao: Da definigao 2.3 temos,

(1) = wem

A chamada relacao de Stifel também auxilia em muito na construgao de triangulos
de Pascal com um niimero grande de linhas, em resolucao de problemas e em demons-
tragoes por inducao que envolvam combinagoes simples. Pois, através deste resultado

se estabeleceu uma relacao dos elementos da n-ésima linha aos da linha anterior.

Proposicgao 2.2. (Relacao de Stifel) Considere n, k € N tais que k < n. Entdo, (Z) +

Demonstragao: Note que,

(Z) * (k Z 1) Tk (nn!— Z!— k—1)!

T K-k —1'( k+1))
T K-k —1'(k+1+Z;1))
T Kn—k —1'( 1+Z+1))
B (n+1)!

G+ ) (n—k)

(n+1)!
(k—|— ) (n—l—l—(k:-i—l))

() () = G

O préximo resultado nos oferece uma forma muito econdémica para o cédlculo da

soma entre elementos de uma mesma linha. Veja:

18



Proposicao 2.3. Sendo n,k € N tais que k < n. Entao, E (n) = 2"
i
i=0

Demonstragao: Seja L,, a soma de todos os termos da n-ésima linha do tridngulo

de Pascal. Entao,

g>+< )*i{(n 11) (nzl)] (Relagio de Stifel)
)“f(iff) ()

i=1 i=0
n—1 n—1
= 2 ; (Ajustand d
;( ; ), (Ajustando os indices)
L, = 2L, ;.

Isto nos diz que a soma das linhas do Tridngulos de Pascal formam uma sequéncia

L

de razao constante ¢ = IS = 2. Sendo assim, como o primeiro termo dessa progressao

geométrica é Lo = 1 concluimos que L, = Log"™ = 2".

A seguir, vamos demonstrar um resultado relativo ao Tridngulo de Pascal que tam-
bém é conhecido como Teorema das Colunas, pois através dele podemos, sempre que
precisar, somar os elementos de uma determinada coluna até certa linha para obter o

elemento da proxima linha que estd na coluna adjacente a direita da coluna inicial.

Proposigao 2.4. (Teorema das Colunas)Seja ¢ correspondente & c-ésima coluna do

. . c—2+1
triangulo de Pascal e n o nimero de elementos a serem somados. Entao Z ( )

i=1 c—1
c—1+n
. .

19



Demonstragéio Usaremos o método de inducao para demonstrar. Para n = 1

-2 —1 —1+1
temosz ¢ T (€ =1= ¢ + ; constata-se a igualdade.
c—1 c—1 c

Suponha que seja valida para algum n — 1 > 2. Isto é,

nz_l c—2+1 B c—2+n
— c—1 a c '

L) - D))

i=1

-2 -2
= (C * n) + (C TTL), (Hipétese de indugao)
c c—

— 241 -1
Z <C —1H) = (C * n); (Relagao de Stifel)
: c— c

m
. = : 4 ‘ "~ (d+i
Proposicao 2.5. (Teorema das Diagonais) Seja D, = Z com d,n € N.
0
i=0
d 1
FEntao D,, = ( Tt )
n

Demonstragao: Utilizando o método indutivo, temos para n = 0 que D, =

(1) (@) -1 ()

Suponha que haja algum n € N tal que,

io(d:rz> _ (d+z+1)

Assim,

n+1 .
Z d + 1

_ D, <d+n+1)
n—+1

1 d 1
_ < +n+ ) ( +j——; )5 (Hip6tese de indugao)
n

1)+1
Dy = < Zil * ); (Relagao de Stifel)

20



m
O resultado central desta secao serd anunciado a seguir e serd evocado sempre que

necessario nas provas posteriores.

2.2 Teorema Binomial

Proposi¢ao 2.6. (Teorema Binomial) Se z,y € R e n € N, entio (y+x)" =

k=0

Demonstragao: Usaremos inducao. Note que,

2. /0 0
S ()etsrr= (§)erwre ==
k=0
De fato, a identidade ¢ vélida para n = 0.

Suponha,

Para n + 1 temos,

1
" Z >:L’ky"+1k + 2" (Relagao de Stifel)

n n k, n+l—k n+1
(o) + (i) e

n . . - n
x]+1 n=j 4 mk n+1—k_'_l,n+1
j) i Z(,{) !
n—1 n n n
_ n+1 J,n—j k, n—k n+1
= - . - +
B () o (e

7=0 k=1
n n—1
n n . .
=y y+2(k)y o ()y+ &)
k=1 7=0 J

21



n+1 n "

1 ) .

2 (”Z )Iky”“’“ = ¥y, (Z> ATAETDY (?) 'y"™; (HipStese de indugao)
k=0

=0
= yly+x)" +x(y+a)

n+1
1
32 (" e = ey

O
Este resultado, ttil aos mais diversos ramos da Matematica, serd utilizado neste

trabalho nos estudos relativos a teoria da probabilidade e suas aplicacoes.
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3 Probabilidade: o caso discreto

3.1 Experimentos Aleatdrios

A Matemética sempre foi a ciéncia da certeza e exatidao, daquilo que é sempre
valido para toda uma classe de elementos, em teoremas e proposicoes que evocando
um certo conjunto de hipéteses garantem uma tese proposta pelo enunciado e isso, tem
influenciado a filosofia das demais ciéncias. No entanto, héd longo tempo a sociedade ja
se deparava com algo um tanto quanto curioso e inusitado para a ciéncia das certezas.
Os jogos de azar com cartas e dados foram um dos primeiros fendémenos permeados por
incertezas registrados por estudiosos da Matemadtica. E esta é a diferenca fundamental
entre a Probabilidade e as demais dreas da Matemadtica: a incerteza. Muitos dos
fendmenos da natureza e da sociedade tém como caracteristica principal a incerteza e a
Ciéncia, sobretudo a Matemadtica tem tido crescente interesse no estudo e modelagem
desses fenomenos. Diante disso, de acordo com Gnedenko (2008, p.20)[6], os eventos
podem ser classificados, quanto & sua ocorréncia, como:

i) eventos certos, aqueles cuja ocorréncia é inevitavel sempre que esta estabelecido
um mesmo conjunto de condicoes .

ii) eventos impossiveis, eventos que nunca ocorrem quando se estabelece o conjunto
de condicgoes .

iii) eventos aleatérios, que podem ou nao ocorrer mediante a realizacao de todas as
condigoes que compoem ¢, isto é, eventos cuja ocorréncia é incerta.

Este ensaio tedrico, tem por objetivo o estudo destes tltimos, que sao objeto da
Probabilidade. Assim, podemos dizer que um experimento, realizado sob as mesmas
condicoes, ¢é aleatério quando seus resuldados determinam um conjunto com pelo menos

dois elementos. Formalmente,

Definicao 3.1. Experimentos Aleatérios sao experimentos que ao serem repetidos,
obedecendo um mesmo conjunto de condigoes ¢, podem nao produzir 0os mesmos resul-

tados.

As comunidades cientificas de vérias ep6cas e campos do conhecimento cujos traba-
lhos se concentravam em experimentos aleatérios percorriam diversos caminhos para a

definicao da probabilidade. De modo que, por muito tempo nao houve consenso sobre

Lacontecimentos observados na realizacio de um experimento cientifico desenvolvimento de acordo

com um conjunto de condigoes pré-definidas
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a fundamentagdo da teoria das probabilidades. Gnedenko (2008, p.24)[6] divide, de
forma geral, as diversas defini¢coes de probabilidade defendidas nos seguintes grupos:

A) Definigoes de probabilidade concebidas como uma medida quantitativa do "grau
de certeza'"do observador;

B) Definigoes que reduzem a conceito de probabilidade a no¢ao mais primitiva de
"verossimilhanca"(a chamada defini¢ao cléssica);

C) Definigoes que tomam como ponto de partida a "frequéncia relativa"de ocorrén-
cia do evento num grande nimero de testes (definicao "estatistica")

Este autor critica severamente as definicoes do grupo A, pois eventos aleatorios,
probabilisticamente falando, nao tem sua chance de ocorréncia baseada no olhar subje-
tivo de quem observa. Se assim fosse, o mundo externo e as leis naturais que regem feno-
menos aleatérios (como as relacionadas ao clima) nao seriam, de fato, leis, porquanto
estariam condicionadas a um observador. No entanto, o que se percebe nesses feno-
menos é que eles ocorrem, independentemente, da interpretacao subjetiva mensurada,

quatitativamente, como "grau de certeza'"do observador. Além disso,

"se assumimos que a avaliacao da probabilidade depende s6 do estado do
observador, entao todas as conclugoes baseadas em julgamentos probabilis-
ticos [...] sdo deprovidas do significado objetivo que elas tém, independe-
mente do observador" (Gnedenko, 2008, p.25) [6]

Este primeiro grupo, como podemos perceber, nao expressam em seus conceitos a
objetividade inerente & Matematica em todos os seus sélidos ramos de desenvolvimento
tedrico-axiomaticos. Ao contrario, se concentra em estados psiquicos de divida situados
entre a aceitacao e a negacao absoluta emitida por alguém que se utiliza de uma gama
de aspectos subjetivos para emitir tal opinido. Deste modo, Gnedenko (2008, p.27)
[6] conclui dizendo, "por mais interessante que possa parecer de um ponto de vista
psicolégico, [isso] nos levaria muito além do campo de nosso problema bésico de explicar
o significado das leis probabilisticas que tém valor cientifico objetivo".

As defini¢oes pertencentes ao grupo B residem em fundamentos e concepgoes an-
teriores a construcao axiomética da teoria da probabilidade e tém poder de alcance
muito limitado na modelagem de fenémenos aleatérios, uma vez que partem do pres-
suposto de que todos os eventos de um conjunto de eventos aleatérios inerentes a um
dado experimento possuem probabilidades iguais de ocorréncia, o que nao se constata
em varios experimentos aleatérios. Assim, apesar de se desviar da subjetividade do

grupo A, sendo até certo ponto frutifera, a definicao cldssica de probabilidade nao
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consegue suprir todas as demandas modernas de modelagem de fendmenos aleatérios.
Para isso, entao varios matematicos contribuiram para a criacao do modelo axiomatico
de probalidade.

O problema da construgao axiomaética da probabilidade foi inicialmente colocada e
resolvida em 1917, por S. N. Bernstein (renomado matemsético), seu trabalho se baseou
na comparacao qualitativa de eventos aleatérios de acordo com sua maior ou menor
probabilidade. Contudo, existe outro enfoque proposto por A. N. Kolmogorov. Este
relaciona intimamente a teoria da probabilidade com a teoria dos conjuntos e utiliza
os aspectos tedricos modernos da medida na teoria das funcoes de uma varidvel real.
(Gnedenko, 2008, p.67-68)]6]

Nosso trabalho seguird o caminho proposto por Kolmogorov.

3.2 Modelo Probabilistico

De maneira geral, o tratamento axiomético das fungoes da teoria da probabilidade
advém de um arcabougo de conhecimentos desenvolvidos a partir de propriedades fun-
damentais constatadas pela experimentacao e da filosofia matemadtica intrinseca aos
grupos B e C. Assim, Gnedenko (2008, p.67)[6] explica que "a definigdo axiomatica
de probabilidade inclui como um caso especial ambas as defini¢oes: cldssica [grupo B|
e estatistica [grupo C] e ultrapassa as limitigoes de cada uma delas."Além disso, os
modelos probabilisticos, que definiremos logo a diante, permitem o estudo de experi-
mentos aleatérios que se vinculam ao caso continuo e discreto. No entanto, ainda que
o modelo probabilistico se aplique a esses dois casos, a partir de certo ponto, o leitor
perceberd que abandonamos o primeiro para nos focar no segundo: o caso discreto.

Vamos as definigoes.

Definicao 3.2. Seja ) o conjunto dos possiveis resultados de um experimento aleatdrio.

Uma classe de eventos aleatorios F é um conjunto tal que
i) Qe F.
ii) Seja A C . Se A € F, entao A° € F.

iii) Se Ay, Ay, ..., Ay, .. € F, entdo | | A, € F.
k=1

Definicao 3.3. Seja o espago amostral ) de um experimento aleatério e F uma classe

de eventos aleatorios. Se A € F entdo, A é um evento aleatério.
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Desta defini¢ao, naturalmente, concluimos que o préprio 2 e o conjunto vazio &
sao eventos vinculados a um experimento aleatério e, ainda, podemos dizer que 2 é
o evento certo ao passo que @ é o evento impossivel. A partir daqui chamaremos o

conjunto €2 de espaco amostral.

Definicao 3.4. A fun¢io P : F — [0,1] é chamada funcdo de probabilidade e é

regida pelos sequintes ariomas:

AXIOMA 1: Se A€ F,entao 0 < P(A) < 1.
AXIOMA 2: P(Q) = 1.
AXIOMA 3: Se Ay, Ay, ..., Ay, .. € Fe A;NA; = & sempre que @ # j, entao

Definicao 3.5. Dado €2 definimos modelo probabilistico como um espaco de trés co-

ordenadas (2, F, P) onde F é uma classe de eventos aleatdrios de 2 e P é uma fungdo

de probabilidade.

A seguir, daremos um exemplo de uma clase de eventos F muito adequado ao caso

discreto que é o conjunto das partes de 2.
Proposigao 3.1. Se | Q |=n finito e F o conjunto das partes de 2, entio | F |= 2".

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que o conjunto das partes de €2

é uma classe de eventos. Seja A um conjunto formado por elementos de 2. Entao,

Q— A= A° C Q o que significa que A° é formado por elementos de €) e, portanto,

compoe o conjunto da partes. Considere os conjuntos A;, As, ..., A,,.. C €2, entao A; €
o0

F conjunto das partes V i € N e, além disso, U A C §, por isso pertence a F. Logo,

k=1
F & uma classes de eventos de 2. Agora basta contar os subconjuntos de 2. Notamos

n n
que existe (O) = 1 subconjunto de €2 vazio, (1> = n subconjuntos de 2 unitérios,

5 subconjuntos de €2 com dois elementos e assim por diante. Genericamente, os

n
subconjuntos de 2 com k elementos totalizam ( k) Como F é o conjunto das partes

de €2 segue que,
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=) () )

| Fl= Z <n>7 (Teorema Binomial, p.21)

k
k=0
| Fl=@1+1)"
| Fl=2n

]

A Definicao 3.3 é fundamental para o estudo da probabilidade, proposto por Kol-
mogorov, pois ela faz a ponte que nos permite utilizar varias implicacoes da Teoria de
Conjuntos em nossos estudos. Assim, nosso préximo passo serd trazer alguns conheci-

mentos dessa Teoria e aplicd-los & eventos aleatoérios.
Lema 3.1. Considere os eventos aleatorios A, B,C € F. Entao,

a) (AuB)NC =(AnC)U(BnC).
b) (ANB)UC =(AuC)N(BUC).
c) (AN B)" = A°U B
d) (AU B)" = A°n B
Demonstracao:
a) De fato, pois w € (ANC)U(BNC) <= w e (ANC)ouw € (BNC) <
weCewe AUB <= we (AUB)NC.
[
b) Agora suponha w € (AUC)N(BUC) <= w € (AUC) ew € (BUC) <
weCouwe ANB+<=we (ANB)UC.
[
c) De fato, poisw € AUB° <= w ¢ Aouw ¢ B<= w ¢ ANB < w €
(AN B)°.
[
d) De fato, poisw € A‘NB* <= w ¢ Aew ¢ B <= w ¢ AUB < w € (AU B)°.
O]

Proposicao 3.2. Sejam A, B € F, entaio AUB e F e ANB € F.
Demonstracgao: Tome A = A, B= Ay e A, = & paran > 3. Entao, Ay, As, ..., A, €
F. Logo, U A € F. Mas U Ar = AU B. Portanto, AUB € F.

k=1 k=1
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Note também que AN B = (A°U B°)°. Como A € F e B € F segue que A° € F e
B¢ e F. Assim, A°U B¢ € F e com isso, pela definicao 3.2, se completa o resultado
(AUB)"=ANBeF.

Os itens ¢) e d) do lema 3.1 s@o bastante tteis e vamos generalizé-los para um

nimero qualquer de eventos.

Lema 3.2. (Leis de DeMorgan) Sejam os eventos Ay, As, ..., A,, ... € F. Entao, sdo

validas:
i) (UAk> = (A"
k=1 k=1
ii) (ﬂ/@) = J@w (2)
Demontracao:

Comecemos por i). Para w arbitdrio temos,

w € [)(A)<=w¢A ¥V keN
k=1

— w¢DAk<:>we(DAk> .

k=1 k=1

Para a prova de ii) considere w € [(4;)]" <= w ¢ (A1) <= w € Ay, assim,
[(AR)]° = Ag. Agora, por i) temos

= ([T

]
Todos esses resultados, sobre eventos aleatdrios, sao de suma importdncia para

as operagoes entre eventos aleatoérios, o calculo de probabilidades e fundamentar pro-

priedades proprias a esses elementos. Ha de se mencionar que as propriedades sao
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as relacoes mais fundamentais em uma teoria, uma vez que a partir delas se estab-
elece as "regras do jogo'"num campo tedrico. Além disso, é a partir das propriedades
que podemos concluir os resultados mais avancados e abstratos. Entao, vejamos as

propriedades de uma probabilidade P.

3.3 Propriedades da probabilidade

Proposicao 3.3. Seja a tripla (0, F, P) vinculada a um experimento aleatdrio qual-

quer. Tome A, B € F e {Ay},cny em F. Entdo sao vdlidas as propriedades:
Propriedade 1: P (@) = 0.

Propriedade 2: P <U Ak> = ZP(Ak) sempre que A, N A; = & com
k=1 k=1

i .

Propriedade 3: P(A°) =1— P (A).

Propriedade 4: Se A C B, entao P (A) < P(B).

C =

Propriedade 5: P A | < Z P (Ag).
k=1

M (A

Propriedade 7: P ﬂ A | > 1— Z P[(Ax)].
k=1 k=1

e
Il
—_

Propriedade 6: P Ay | =1- P

=

E
Il
—

Propriedade 8: Se A C B, entdo P (BN A°) =P (B)— P (A).

Essas propriedades sao implicagoes imediatas da definicao axiomatica da probabil-
idade e se aplicam a qualquer tripla (2, F, P) tanto a casos continuos como discretos.
Vamos as demonstracoes:

Propriedade 1: Devemos recorrer ao Axioma 3 e considerar a igualdade entre as

probabilidades
P(Q) = PQuUoUOU..)

= P(Q)+ i P (2); (Axioma 3).
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Disto, ip(g) = P(Q) - P(Q) =0

Mas estamos falando de uma soma de termos nao-negativos, pois 0 < P (@) <1

(Axioma 1). Portanto, cada parcela deve ser zero, isto ¢, P (&) = 0.
Propriedade 2: Note que,

oAk:<0Ak>u<(’j @>

k=n+1

=o(U) (U)o (0 )

Como todos os conjuntos sao disjuntos, pelo Axioma 3 temos,

P(OAk> = Enjp(AkH > P(2)
p(0n) - Sr

Propriedade 3: E claro que

Q = AUA°
= P(AUA"); (propriedade 2)
= P(A)+ P(A%);

Para finalizar a prova basta aplica o Axioma 2, P (A) =1 — P (A°).

Propriedade 4: Como A C B vale a seguinte identidade.

B=AU(A°NB).

Como a uniao é disjunta segue que,



Por outro lado, 0 < P (A°N B) < 1. Ao somar P (A) concluimos a demonstragao
P(A)<P(A)+ P(A°NnB)=P(B).

Propriedade 5: Considere a identidade

A1UA2:A1U[A2mAﬂ

Como A; U [Ay N A§] € uma unido disjunta ao aplicar a fungdo de probabilidade

temos,

P (A1 UAy) =P (A)+ P (AN ASJ).
Mas, As N AS C Ay, entdo P (A N AJ) < P(As). O que implica em P (A; U As) <

P (A;)+P (Asz) . A tese constata-se para n = 2. Suponha, por indugao, que P (U Ak)

n

P (Ay) . Entao,

() - P

Ak> + P (An41); (Cason =2)

B
Il
—

VAN

v
T~

C =

IA

Z (Ax) + P (A,11); (Hipétese de indugao)
p

n+

- S

[

Propriedades 6: ]
Das leis de DeMorgan (p. 28) temos, U A = ﬂ (Ar)°

k=1 k=1

P (U Ak> = P ( ﬂ (Ap)| |; (Propriedade 3)
k=1 k=1
= 1-P () ()
k=1




Propriedade 7:

C

Aplicando DeMorgan segue a identidade, ﬂ Ap =

U (A

k=1
P (ﬂ Ak> = P< U (A° >; (Propriedade 3)
k=1 k=1
= 1-P U (Ap)°|; (Propriedade 5)
k=1

P(ﬁAk) > 1= 3P4

]

Propriedade 8: Fazendo B = AU (A°NB) = P(B) =P (A)+ P(A°NB) =
P(A°NB)=P(B)—P(A).

m

Apesar de haver outras propriedades importantes, decorrentes da definicao ax-

iomdtica da probabilidade, as omitiremos aqui por nao haver necessidade de utilizacao

de tais propriedades no decorrer do trabalho. Por isso, iremos a diante nos focando

na caracterizagao de varidveis aleatorias discretas. Para o leitor interessado em mais

propriedades consultar [2], [3] e [6] na segao de referéncias.

3.4 Probabilidade Condicional e Independéncia

Outro conceito muito importante no estudo de eventos aleatérios é a probabilidade
condicional. Podemos entendé-la como uma reducao do espago amostral e, ainda, usa-
la para calcular probabilidades através da particao de um espaco amostral quando

conveniente.

Definigao 3.6. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Se A, B € F e P(B) > 0,
a probabilidade condicional de A dado B, representada por P(A | B), é
P(ANB)
P(A|B)=—F—
(A]B)=—F B
Passaremos agora ao conceito probabilistico de independéncia cuja utilizacao na
teoria da probabilidade é fundamental para operacoes com probabilidades, entre even-

tos e varigveis aleatorias.
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Definicao 3.7. Os eventos aleatorios Ay, As, ..., A, sao independentes se a ocorrén-
cia de qualquer subconjunto de {Ay, Ag, ..., Ak—2, Ak_1, Agt1, Akro, ..., An} nao altera a
probabilidade P (Ay) . Isto é,

P(Ay) =P (Ax | Snx)
onde Sn,k C {Al, AQ, ceey Ak,27 Akfl, Ak+1, Ak+2, sy An}
Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 3.1. Se Ay, Ay e Az sao eventos aleatdrios independentes, entao sao vdlidas

as tgualdades:

a) P(Al | Ag) = P(A1>

b) P (A1 | A3) = P (A1)

c) P(As | A1) = P (A3)

d) P(As | Ag) = P (A3)

e) P(Az | A1) = P (A)

f) P(A2 \ A3) = P(A2>
)

h P(A2|A1HA3):P(A2)

O préximo resultado é conhecido como Teorema da Multiplicacao.

Proposicao 3.4. Num espago de probabilidade (2, F, P) em que A; € F v i =

1,2,...,n temos:
P <ﬂ A@') = P(A)P(Ay | A1) P (As | A;NMAy) .. P(A, | AiNAy N NA,_y).
k=1

Demonstracao: Faremos por indugdo. Da Definigdo 3.6 segue que P (A; N Ay) =
P (A;) P(A; | As), isto é, para n = 2 constata-se. Suponha, entdo, a identidade vale

para algum n € N.
(ﬂ Ai) NA1|; (n=2)

n+1
P (ﬂ Az’) = P
k=1 k=1
= P (ﬂ Az’) P (Anﬂ | ﬂ Ai> ; (hipétese de inducao)
k=1 k=1

= P(A)P(Ay | AP (As | AiNAg) P (Appr | AL N As N A

]

33



Corolario 3.1. Se os eventos aleatorios Ay, As, ..., A, sdo independentes, entdo

o (f0) i

coml<j<neV {i1,i2, ..,ix} C{1,2,...,n} tal que 1 < i3 < iy < ... < i <n
ek=1,2,...n.

Demonstracao: Segue imediatamente da defini¢ao 3.7 e da proposicao 3.4, pois

quando Aq, As, ..., A, sao independentes a probabilidade P ﬂ Ai | é, exatamente,
k=1
o produto das probabilidades individuais P (A;). Portanto, através deste corolédrio

podemos, quando constatada a independéncia entre eventos, calcular a probabilidade de
ocorréncia simultanea de dois, trés, quatro até n eventos aleatérios pela multiplicacao

das probabilidades de cada evento.

Exemplo 3.2. Sendo A;, Ay e Az eventos independentes as probabilidade das ocor-

réncias conjuntas sao

a) P(A1NAy) =P (A) P(As)
b) P (A1 N As) =P (A1) P (A3)
c) P(AaN A;z) = P(As) P(A3)
d) P(A;NAsNA3) =P (A;) P(Ay) P(A3)

3.5 Variaveis Aleatorias Discretas

As varidveis aleatérias, que definiremos formalmente a seguir, estao sempre pre-
sentes num experimento, e assumem valores numéricos de acordo que os critérios es-
tabelecidos ao objetivo do experimento de modo a caracterizar o fendémeno estudado.
Como estamos lidando com experimentos aleatérios essas varidveis sao capazes de as-
sumir vérios valores sob a influéncia do acaso. De modo que, é impossivel predizer
com absoluta certeza qual valor a varidvel assumird quando o experimento é realizado.
Entretanto, vimos que todo experimento aleatério define um modelo probabilistico, a
tripla (2, F, P) , e a partir dela podemos concluir como se comporta a varigvel aleatéria.
Se esta pode assumir valores de maneira continua, isto é, na vizinhanca de qualquer
ponto de um intervalo, entao trata-se de uma varidvel aleatéria continua, pois a quan-
tidade de seus possiveis valores é infinita e nao enumerdavel. Caso a varidvel possa
assumir, apenas, uma quantidade de valores finita ou infinita enumeravel, entao esta-

mos no caso discreto. Usaremos como base para esta defini¢do Ross (2010, p.157)[2].
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Definicao 3.8. Considere um experimento aleatdrio definido pelo modelo probabilistico

(Q, F, P). Una varidvel aleatéria é uma fungao X : 2 — R tal que:
{weQ: X (w) <z} e F para todo x € R.

As varidveis aleatorias discretas sao aquelas que assumem valores em um conjunto
finito ou infinito enumeravel.

A partir da Definicao 3.8 podemos dizer que uma Varidvel Aleatéria Discreta -
VAD, determina um conjunto finito ou infinito enumerdvel de valores reais para os
quais estd associada uma, probabilidade. Além disso, observe que através dela podemos
estabelecer uma relagao conveniente entre os elementos de 2 e um subconjunto de R.
Este conceito foi criado para viabilizar a andlise numérica de fendnemos aleatérios,
uma vez que dispondo apenas do conjunto F nao podemos fazé-la.

Como o leitor pode notar, a VAD nao tem sua razao de existéncia em si mesma.
Mas ¢ imprescindével para se estabelecer uma relacao entre uma probabilidade e um
nimero real. O que nos leva, naturalmente, ao conceito de Fungao de Probabilidade -
FP e Funcao de Distribuicao Acumulada -FDA:

Definicao 3.9. Seja uma Varidvel Aleatoria Discreta X. Definimos sua Fungdo de

Probabilidade como a fungdo p: R — [0, 1] obedecendo a seguinte lei de formagao

e Funcao de Distribui¢ao Acumulada F : R — [0, 1] sendo

F(z)=> p(k). (3)
k<x

Através da FP podemos analisar qual o comportamento da probabilidade para uma
dada varidvel aleatéria, ao passo que FDA nos fornece a soma das probabilidades para
valores menores ou iguais a um determinado nimero real. Essas duas fungoes sao
essenciais para a caracterizacao de uma varidvel aleatoria de modo que todo o estudo

do comportamento das varidveis discretas se baseia nessas fungoes.
Para finalizar a caracterizacao das varidveis discretas traremos aqui duas carac-
teristicas numéricas fundamentais que auxiliam a caracterizar uma varidvel. Estamos
falando do valor esperado e da variancia. De acordo com Ross (2010, p.160;168-169)[2]

segue as definigoes.
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Definigao 3.10. Seja X uma varidvel aleatoria discreta com fungdo de probabilidade

p(x). Entao o valor esperado de X representado por E [X] é definido como
Z kp (k (4)
klp(k

Sua varidncia, representada por Var [X], é dada por
Var [ X] = E [(X — p)?] onde p=E[X].

Para facilitar os célculos da variancia daremos uma férmula alternativa que decorre

de sua definicao.

Proposicao 3.5. Seja X uma varidvel aleatoria discreta com fungao de probabilidade

p(x) e uma fungdo h:R — R. Entcio, temos:

i) E[h Z h(k
klp(k)>0
ii)Var [X] = E[X?] — (E [X])2.

Demonstragao: Omitiremos a prova do item i). Da defini¢do de varidncia temos

que7

Var[X] = E|[(X —p)’] onde p= E[X]
= Z(Iz - ,U)QP(X = ;)
= Z(:c —2ux; + p)P(X = ;)
= Zm2P —2;&21:1-]3 + ZP
= E[X? - 2uF[X]+ 4 1
= E[X?] —2(E[X])* + (E[X])*

Assim,

Var [X] = B [X*] - (E[X))" (5)

Podemos entender a Var [X] como o valor esperado do quadrado da diferenga entre

a média da varidvel e seus possiveis valores ponderados por suas probabilidades. Isto

36

]



nos informa sobre a grau de concentragao dos valores da varidvel em torno da esper-
anca, sendo esse grau de concentragao inversamente proporcional a varidncia.A seguir

apresentamos trés propriedades importantes do Valor Esperado.

Defini¢ao 3.11. Considere um vetor V,, = (X1, Xa, ..., X,,) formado pelas varidveis

aleatorias X1, Xs, ..., X,,. A este vetor V,, denominamos vetor aleatério.

Em particular, se todas as variaveis X, X, ..., X,, sao discretas, entao v,, € um vetor

aleatorio discreto.

Defini¢ao 3.12. Seja um vetor aleatorio discreto V,, = (X1, Xo, ..., X,,) .Se todos os
eventos associtados a qualquer subconjunto das varidveis Xi, Xs, ..., X,, ndao altera a
probabilidade de eventos associados a varidveis fora deste subconjunto entao X1, Xo, ..., X,

sao independentes.

Proposicao 3.6. Seja V,, = (X1, Xo, ..., X,,) um vetor aleatorio discreto e uma fungao
h:R" — R, entao

Eh(V,)] = Z Z Z h(xy, T2, ooy ) p (21, T, .y Ty)

z1|p(21)>0 z2|p(x2)>0  =n|p(zn)>0

Demonstragao: Omitiremos sua demonstragao.

Proposicao 3.7. O valor esperado do produto entre um varidvel aleatoria discreta X e

um ndmero real a é igual ao valor esperado do produto aX . Ou seja, E(aX) = aE(X).

Demonstragao: Da definigdo de F (X)), temos aE(X) = az z;P(X = x;) para
i=0,1,...n

De {X = z;} < {aX = ax;} segue que P(aX = azx;) = P(X = ;).

Assim, aF(X) = ainP(X =x;) = ZaxiP(aX =az;) = E(aX).

Proposicao 3.8. Sejam X1, Xo, ..., X,, varidveis aleatorias discretas e aq,as,...,a, €
R,. O wvalor esperado de a1 X1+ as Xo+ ... +a,X,, éigual a soma dos valores esperados

de cada uma delas multiplicado pelas respectivas constantes ay, as, ..., a,. Isto é,

i=1 =1

E
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Demonstragao: Faremos por indugao. Considere o caso n = 2.

Ela1 X1 + ax Xo] = Z Z (@121 + agwa) P (X = 21, Xo = 1)

x1|p(x1)>0 x2|p(x2)>0

= Z Z CL1£E1P(X1 = {L‘l,XQ = IL‘Q) + Z Z GQIQP (Xl = ZL‘l,XQ = IL‘Q)

z1|p(1)>0 w2|p(2)>0 z1|p(1)>0 w2|p(2)>0
= a1 Z T Z P<X1:QZ1,X2:CL’2)+6L2 Z ) Z P(Xl :ZE17X2:ZL’2)
z1|p(z1)>0  z2|p(22)>0 z2lp(z2)>0  z1|p(z1)>0
= a7 Z SL’1P (X1 = xl) + a9 Z LIZ‘QP (Xg = 132)
z1|p(z1)>0 z2|p(z2)>0
Logo,

FE (G1X1 —+ G,QXQ) = alE (Xl) —+ CI,QE (XQ)

Suponha, entao, que

ElaXi+aXo+ ...+ a, 1X, 1) =1 E(Xy) + aE(X) + ... + a1 E(X, 1)
Agora considere

ElaXi+ ...+ ap1Xn1+a, X)) = Bl Xq + . + a1 Xp—1) + 0, E(X,)

e assim, pela hipétese de inducao, segue o resultado

E (CL1X1 -+ CLQXQ + ...+ an,an,l + CLan) = CL1E(X1) + CLQE(XQ) + ...+ anE(Xn)

n

=1

E

]

Proposicao 3.9. As varidveis aleatorias discretas X1, X, ..., X,, sao independentes se,

e somente se, para qualquer escolha de x1, x5, ..., x, temos que
P(Xl = ZL’I,XQ = T9, 7Xn = In) = P (Xl = Il) P (X2 = Ig) P (Xn = ZL’n)
Demonstragao: Omitida.

Proposicao 3.10. Seja as funcoes h; : R — R para i = 1,2,...,n. Se as varidveis

aleatorias discretas Xy, Xa, ..., X, sao independentes, entao

B[y (X1) b (Xa) ey (X)) = E [y (X0)] E [ha (X2)] ... [y (X,)]
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Demonstragao: Omitida.

Proposicao 3.11. Sejam X;, Xo, ..., X,, varidveis aleatorias discretas independentes e
ai, as, ..., a, € R,. A varidncia de a1 X1+as Xo+...+a,X,, € igual & soma das varidncias

de cada uma delas multiplicado pelas respectivas constantes aq, as, ..., a,. Isto é,

z": aiXi] = z”: azVar [X
i=1 i=1

Demonstragao: Usaremos indugao. Da identidade (5) temos,

Var

Var [a1X1 + (IQXQ] =F [(ale + CLQXQ)Z] — (E [a1X1 + CLQXQ])Q

Que é,
= E[a]X}+2a10:X1Xo + a3 X3] — (a1 B [X1] + a2 E [X5))°
= alE [X}] + aiE [X3] + 20102 E [X1 X5] — (af (B [X1))? + a2 (E[X3))® + 20102 E [ X1] E [ X))
= @2E[X?] - a2 (E[X)])” + a2E [X2] — a2 (E[X3))’
= o} {E[X}] - (B[X1])*} + a2 {E [XF] — (B [X2])?}
Assim,
Var[a1 X1 + a; Xo] = aiVar [X1] + a3Var [ Xo)

Suponha por inducao que

Var Z aiXi] = Z azVar [X
i=1 i=1
Logo,
n+1 [ n
Var Z a; X;| = Var Z a; X; + Gn+1Xn+1]
i i Li=1
= -
Var Z%‘X@' = Var Zal + Var[a, 1 Xni1]
| =1 i
= -
Var Z aX;| = Z aiVar [Xi| + a2 Var [ X, 1]
:n+1 - n+1
Var Z aX;| = Z azVar[X
Li=1 i i=1
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Exemplo 3.3. Uma urna possui dez bolas, oito Azuis e duas Brancas. Cinco bolas sao
retiradas uma a uma ao acaso e com reposi¢cao. Seja X = X1+ Xo + X3+ Xy + X5

onde

1, se a i-ésima bola retirada é Azul
Xi —

0, caso contrdrio.

para i =1,2,3,4,5. Entdo, E[X] =4 ¢ Var[X] = 4.

Vamos utilizar a proposicao 3.8. Para i = 1,2, 3,4, 5 é fécil ver que,

2 8
EIX;] = 0-=4+1-—
Xl 0 10+ 10
4
ElX)] = ¢
5
Agora considere,
EX] = E[X;+ X+ X3+ X4+ X;)
EX] = E[Xi|+ E[Xo] + E[Xs] + E[Xy] 4+ E [X5]
4 4 4 4 4
ElX] = -4+-4+=-+=-+<
[X] 5+5+5+5+5
E[X] = 4

Para varidncia note que,

B I R
4

E[X]] = <

Assim,

Var(X;) = E[X}] - (E[X)])
4 (4\?

Var [X;] = 5_(5)
20 16

Var [X;] = %—%

Var|X;] = %
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Aplicando a proposicao 3.11 resulta,

Var [X] = Var

Var [X] = Z Var [ X;]

Var [ X] =
Var[X] =

As proposigoes 3.6 e 3.7 oferecem um novo caminho para o célculo da esperanga e

varidncia como vemos neste exemplo.

Proposicao 3.12. Para X varidvel aleatoria discreta e t um nimero real nao nulo é

£7: ~ o kyk
vdlida a equacao 5 XL =Xt
k=0 K

Demonstracgao:

Como X assume valores reais o produto Xt = w € R. Considere, pois, a funcao
f : R — R definida como f(w) = €.

Da série de Maclaurin (Leithold, 1994, p. 678)[1] temos:

Sp(w)= 2”: ww
i=0 '

Usando S,, podemos obter uma aproximacao de e tao precisa quanto desejarmos

com erro dado por R, (w) = f((::)(f)w”“ onde ¢ € (0, w)

Em se tratando de uma funcdo exponencial temos que n € N = f" () =
f™(w) ¥V we R.Em particular, f®*9(0) = f™(0) = 1. Logo,

Sn(w):Z%.
i=0

Como R,(w) — 0 V w € R, segue que lim,,_,, S,(w) = €™.

Portanto,

Xrtr Xt
k! '

=0
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3.5.1 Funcgao Geradora de Momentos - FGM

Essa funcao é definida, para auxiliar no cdlculo de vérias caracteristicas numéricas
de uma varidvel aleatéria como, por exemplo, seu valor esperado e sua variancia. De
acordo com Stirzaker (2003, p. 245)[3],

Definicao 3.13. Considere a varidvel aleatoria discreta X tal que E [X k} <ooVke
N,. A Funcao Geradora de Momentos de X é definida como a fungio Mx : R — R

dada pela expressao:

2. E[XF*]| ¥
Mx(t) = [ k']
k=0
Conjugando Proposicao 3.7 e 3.8 concluimos que:
2B [XF] ¢
o — SIEETE
k=0
>\ Xtk
Mx(t) = E|Y_ o ]
k=0
Mx(t) = E[e¥]. (6)

Com o auxilio de M, (t) vamos calcular E (X) e Var (X). Derivando a equagao 6

em relacao a t,
OMx

W(t):E [Xe*].
Para t = 0 seque que,
OMx
ot
Derivando pela segunda vez em t,
O*Mx
0?t?

(0)=E[X].

(t)=E [X?eX'].

Fazendo t = 0 temos que,

0? My

W(O):E [X?].

Assim, um caminho alternativo para o cdlculo da variancia é 8;%;‘ (0)— [%(O)] 2
Além disso, apesar de nao ser a tonica deste trabalho, a FGM caracteriza uma va-
ridvel aleatoria, de modo que varidveis com uma mesma FGM sao idénticas e varidveis
idénticas tem uma mesma FGM. Nao iremos demonstrar esse resultado, mas ele é muito

importante em estudos tedricos mais avancados sobre probabilidade.
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Exemplo 3.4. Considere a varidqvel X cuja fung¢ao de probabilidade é dada por P (X = k) =
(Z)pk (1—p)"*. Entio E[X] = np.

De fato,

Mx(t) = E[eX]

n

= Y MP(X =k)

n=1

= zn: e <Z)p’“ (L—p)""

n=1

k
Mx(t) = (pe'+1-p)"

= > ("> (pe")* (1= p)"™*; Teorema Binomial (p.21)

n=1

Derivando Mx(t) em t, temos

oM ne
—X(t) =n(pe' +1—p) lpet
ot
Como F [X] = %(0), segue que
E[X] = n(pe’+1- p)n_1 pe’
= n(p+1-p)" 'p
= ’]’Lp

3.6 Variaveis Aleatorias Continuas

As varidveis aleatérias continuas sao aquelas cujo conjunto de valores possiveis é
nao-enumerdvel. Uma varidvel que mede o tempo de vida 1itil de uma lampada ou que
registra o momento de passagem de um veiculo num certo ponto da rodovia sao bons
exemplos disso.

A definigao de varidvel aleatéria continua é dada a seguir:

Definigao 3.14. Uma varidvel aleatéria X é continua se existe um funcio f:R — R
tal que
i)VeeD(f) = f(x) =0;
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i) 7f(m)d:p =1

Proposicao 3.13. Seja B é um conjunto de nimeros mensuravel, entdo P (x € B) =
B

Demonstracgao: Omitida.
A funcao f é chamada de fungao "densidade"da varidvel X. Veja alguns exemplos:

e para > 0.
Exemplo 3.5. A funcao f (x) = ¢ uma funcao densidade para
0; caso contrdrio.

A € RS e, por isso, estd vinculada a uma varidvel aleatdria continua.

De fato, f satisfaz os itens i) e ii) da definigdo acima. Pois,

e~ > 0 constata-se (i). Derivando —e™** em x resulta f (z) = e . Assim,

00 0 a

/f(a;) dr = lim /Odw—i— lim [ Ae dx

—oo b 0

/ f(z)dz = blim k—k+ lim —e — (—e ™)
by 1

/ f(x)de = 0— = +1

Como e%,o = 0 segue que,
/ f (z)dx = 1; constata-se (7).

Uma varidvel aleatéria X vinculada a esta funcao densidade é chamada exponencial

com parametro A. Notacao: X « exp ()).

Exemplo 3.6. Sejam as constantes reais positivas i, o e a funcao f : R — R. Entdo,

1 —(z—p)?
e 202

f(x) =

oV 21

¢ densidade associada a um tipo de varidvel aleatoria continua.
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A varidvel aleatéria continua X cuja funcao densidade é dada por esta funcao
chama-se normal com parametros p e o (notagdo: X « normal (p,0)). Para u =0 e

o =1 temos uma varidvel normal padrao. Isto é, X « normal (0,1).

% r>1
Exemplo 3.7. Seja f(x) =

/e‘yyo‘_ldy.
0

Varidveis aleatorias cuja densidade é f sao chamadas gama de parametros o e .

onde \,a € Rf e T'(a) =
0; caso contrdrio

Notagao: X « gama (o, \) .

Em particular para a € N a fun¢ao densidade da varidvel gama é dada por

—Azya—1_a—1
Ae A z - 2 1

flay=4 v

0; caso contrério

3.6.1 Caracterizacao de Varidveis Aleatérias Continuas

Definicao 3.15. A funcao de distribuicao acumulada de uwma varidvel aleatéria con-
tinua X de densidade f é dada por

F(m):P(ng):/_w f(u)du

1-— e’)‘m; z>0
Exemplo 3.8. Se X « exp () entdo F (z) =

0; caso contrdrio

Por definicao,

Fla) = /;f(u)du

F(x) = blim /Odu+//\e_’\“du

b 0

F(x) = lim (k—k)+ [—ef)‘z — (—e*)‘o)]

b——o00

F(r) = 1—e™
Para = < 0 perceba que F' (x) = 0. Portanto constata-se o enunciado.
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Exemplo 3.9. Para as varidveis continuas a funcao de distribuicao acumulada é dada

pela a integral da funcdao densidade. Para X « normal (0,1) tem-se:

1 22
e 2 dx
27

P(Xga):7\/_

Como essa integral nao tem solucao analitica, foi-se elaborada uma tabela através
de técnicas de cdlculo numérico. A tabela a seguir fornece os valores destas integrais

para alguns valores de a.
Distribuicao Normal Padrao

Fungao tabelada: ¢(z ==/ dz: para z > 0.

):%Q_W/_;e

Segunda decimal de z
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,005 0,504 0,508 0,512 0,516 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359 | 0,0
0,1]0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753 | 0,1
0,2 | 0,6793 0,5832 0,5871 0,591  0,6948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141 | 0,2
0,3 10,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,648 (0,6517 | 0,3
0,4 10,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,67 0.6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879 | 0,4
0,510,6915 0,695 06985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,719 0,7224 | 0,5
0,6 10,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549 | 0,6
0,710,758  0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852 | 0.7
0,8 10,7881 0,791  0,7939 0,7967 0,7995 08023 0,8051 0,8078 00,8106 (,8133 | 0,8
09108159 08186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,834 0,8365 0,8389 | 0,9
1,0 | 0,8413 0,8438 10,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621 | 1,0
1,1 | 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 08749 0877 0,879 0,881 0,883 | 1,1
1,2 | 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,898 0,8997 0,9015 | 1,2
1,3 10,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 0,9131 0,9147 0,9162 09177 | 1,3
1,4 10,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319 | 1,4
1,51 0,9332 09345 09357 0,937 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441 | 1,5
1,6 | 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545 | 1,6
1,71 0,9554 09564 09573 09582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633 | 1,7
1,8 | 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706 | 1,8
1,9 |0,9713 09719 0,9726 09732 0,9738 - 0,9744 0,975 0,9756 0,9761- 0,9767 | 1,9
2,0 10,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817 | 2,0
2,11 0,9821 0,9826 0,983 0,9834 0,9838 09842 0,9846 0,985 0,9854 0,9857 | 2,1
2,2 | 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 09878 0,9881 0,9884 0,9887 0,989 |22
2,3 | 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 10,9904 09906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916 | 2,3
2,4 0,9918 0,992 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936 | 2,4
2,5 10,9938 0,994 0,9941 0,9943 09945 09946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952 | 2,5
2,6 | 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,996 09961 0,9962 0,9963 0,9964 | 2,6
2,7 10,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,997 09971 0,9972 0,9973 0,9974 | 2,7
2,8 10,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 09978 0,9979 0,9979 0,998 0,9981 | 2,8
2,9 10,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986 | 2,9
3,0 10,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,998 0,999 0,999 | 3,0
3,110,999 09991 0,9991 0,9991 10,9992 0,9992 0,9992 0,9992 (,9993 0,9993 | 3,1
3,2 10,9993 0,9993 0,9994 0,9994 10,9994 09994 00,9994 0,9995 (,9995 0,9995 | 3,2
3,31 0,9995 09995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997 | 3,3
3,4 | 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998 | 3,4
3,5 0,9998 0,9998 0,9998 0.,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 (,9998 | 3,5
3,6 | 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 | 3.6
3,7 10,9999 0.9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 00,9999 0,9999 | 3,7
3,8 10,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 -0,9999 0,9999 | 3,8

391, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 3,9
Tabela 3.1. : 2 ’

Parte inteira e primeira decimal de z
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Definigao 3.16. Seja X wvaridvel aleatéria continua, com densidade f, entdo sua es-

peranga é definida por

E(X):/+ooxf(x)dx

Exemplo 3.10. Se X « exp (\) entio E (X) = 1.
De fato, basta calcularmos a integral:
+o0o
E(X) = / zf (v)dx
B 0 a
E(X) = blim /:Ude + lim [ 2Xe dx
b 0
E(X) = lim [ zXe Mdo
0
Mas,
/x/\e_mda: = —xe_)‘m—/e_’\“dx
- z 1
- e)\:r )\ez\x
= T (Az+1)
Assim,

a—oo \erd AeA0

. a ) 1 1
BX) = = lim o - S T3

B(X) = lim_—l()\a+1)—[_—1()\0+1)]

Como ambos limites tendem a zero segue que,

Para as varidveis aleatérias continuas a variancia é definida a seguir.

Definigao 3.17. Seja X uma varidvel aleatdria continua cuja densidade é f e E (X) =

. Entao, sua varidncia é

Var(x) = [ (e 0 f (a) da

o0
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Proposicao 3.14. Seja a fung¢ao h: R — R e X uma varidvel aleatdria continua com

densidade f. Entao,
+oo

E[h (X)) =/ h(@) f (2) de

o0

Demonstragao: Omitida

Exemplo 3.11. Para X « exp () temos Var (X) = 5%
Exemplo 3.12. Se X « normal (1, 02), entio E(X) = p e Var (X) = o2

Exemplo 3.13. Quando X «~ gama (o, \) temos E(X) =5 e Var(X) = 3.

23
A

3.6.2 Alguns resultados do caso continuo

Nesta secao apresentaremos os mais importantes resultados tedricos, utilizados
neste trabalho, inerentes ao caso continuo da teoria de probabilidade. Omitiremos

suas provas por nao ser a tonica deste trabalho.

Teorema 3.1. (Lei Fraca dos Grandes Numeros) Seja X1, Xo, ..., X, uma sequéncia de
varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, cada uma com média

E (X;) = p. Entao, para qualquer ¢ > 0

Xi+ X+ ..+ X
mnp(‘l+ o+ .t n_426)20

n— o0 n

Demonstragao: Ver Barry James [8]

Teorema 3.2. (Lei Forte dos Grandes Numeros) Seja X1, Xo, ..., X, uma sequéncia de
varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, cada uma com média

E (X;) = p. Entdo quando n — oo temos

Xi+Xo4 ...+ X,
P( 1+ X+ + Hu>—1

n

Demonstracao: Ver Barry James [8]
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Exemplo 3.14. Suponha uma sequéncia de tentativas independentes de um experi-
mento aleatdrio. Seja A um evento de interesse e P (A) a probabilidade de que A

ocorra em alguma tentativa particular. Entdo, P (A) pode ser estimado repetindo-se o

experimento.

1, se A ocorre na i-ésima tentativa
Defina X; =

0, caso contrdrio

Pela Lei Forte dos Grandes Niimeros com probabilidade 1,

Xi+Xo+ ...+ X,
n

— E(X,) = P(A).

Como X7+ X5 +...4+ X, é o nimero de vezes que o evento A ocorre nas n primeiras
tentativas, podemos inferir que com probabilidade 1 a proporg¢ao limite de vezes que
o evento A ocorre é exatamente P (A). Intuitivamente, quando n cresce a proporgao
de vezes que A ocorre se aproxima de P (A). Este fato pode ser usado para estimar a

probabilidade de um evento A quando o experimento pode ser replicado muitas vezes.

Teorema 3.3. (Teorema Central do Limite)Sejam varidveis aleatorias Ty, Ty, ..., T, iden-
ticamente distribuidas tais que E[T;] = p < oo e 0 < Var [T;]= 0® < co. Entdo, a
sequéncia de varidveis aleatorias

_T1+T2++Tn—n/,l/
B ov/n

converge em distribuicao para a normal padrao quando n — oo. Isto é, para a € R

Zn

temos

_ .2

T
PZ,<a) — — e 2 dx. quando n — oo.
Zaza)— o [ q

Demonstracao: Ver Barry James [§]

O teorema central do limite pode ser representado pela notacao

T1+T2+...+Tn—n,u
o\v/n

Onde d representa convergéncia em distribuicao.

< N(0,1).

Exemplo 3.15. Considere o lancamento de um dado honesto 600 vezes. Entao, a prob-

abilidade de se obter face cinco 120 wvezes pode ser aproximada através da distribui¢do

normal padrao.
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1, para "face cinco"na i-ésima jogada
Defina X; =

0, caso contrario

,¢) - Note também que as
varidveis X; com 7 = 1,2,...,600 sao independentes e identicamente distribuidas com
média p = E (X;) = ¢ e variancia 0 = Var (X;) =

_ 5
7
Pelo Teorema Central do Limite temos,

Entao, S, = X1+ Xo + ... + X, é o niimero de vezes que se obteve face cinco nos
n primeiros lancamentos. Claramente, S,, «~ binomial (n

%.

Efetuando os célculos,

Seoo — 600 - %
Zeoo = G
35 V600
—1
Zeoo = Stoo 00
104/2
Logo,

_ p Seoo — 100 < 120 — 100
10,/3 10,/2

P (Se00 < 120) = P (Zeoo < 2,2)
P (Zeoo < 2,2) =

N

&' P(7Z<2,2)

P (Sgoo < 120)

= 0,9861

Para fins préticos e nimero de repetigoes significativamente grande (n = 600) o

alcance deste ensaio.

célculo da probabilidade se torna mais econémico através da normal padrao. Dedicamos
a proxima secao inteiramente & varidveis aleatdrias binomiais, que sao o campo de
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4 Variaveis binomiais: Elementos tedricos

4.1 Ensaio de Bernoulli

Quando temos interesse na ocorréncia ou nao de um conjunto de eventos de um
determinado experimento aleatério, com espago amostral finito, estudamos seu com-
portamento associando a este experimento uma varidvel aleatéria Y que é bindria, isto
é, recebe apenas dois valores: “0” quando o evento nao ocorre e “1” quando o evento de
interesse ocorre. Um ensaio com estas caraterfsticas é chamado Ensaio de Bernoulli.

Suponha que neste experimento a probabilidade de ocorréncia do evento que se

deseja observar ¢ um ntimero real p entre 0 e 1. Entao podemos escrever que

p,sey =1
1—p,sey=0.

Considere o seguinte exemplo: Alguém lanca dois dados honestos de seis faces e
anota a soma das faces sorteadas. Suponha que estejamos interessados na ocorréncia
da soma igual a onze. Qual é a funcao de probabilidade da varidvel de interesse
associada a esse experimento aleatério?

O espago amostral para este experimento é 2 = {(4,j);4,j = 1,2,3,4,5,6}. A soma
dos dois niimeros sorteados nesse experimento resulta um nimero natural maior que
seis e menor que treze. Para a soma ser onze temos dois resultados favordveis: (5,6) e
(6,5). Como os dados sao honestos e o resultado de um dado nao influencia o resultado

1

do outro, podemos dizer que a probabilidade da soma ser onze ¢ ;5. O resultado de

interesse que permeia a questao é a ocorréncia ou nao deste evento (soma igual a onze),
entao associamos uma varidvel bindria Y ao experimento de modo que ¥ = 1 quando
o experimento resultar onze e Y = 0 caso contrario. Logo, a fungao de probabilidade -
FP de Y é dada por,

1

S
187

sey = 1;
se y = 0.

Note que o modo como definimos uma varidvel aleatéria para um determinado
experimento nao depende apenas das condicoes do experimento, mas quais conjuntos
de eventos queremos estudar o comportamento. Neste exemplo, o espago amostral é o

par ordenado (i,j) onde i = 1,2,....,6 e j = 1,2,...,6 também. E o evento de interesse
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é {(5,6);(6,5)}. E 6bvio que se o foco de nosso estudo mudasse, por exemplo, para
"soma das faces sorteadas igual a sete"entao as probabilidades seriam outras. Contudo
a varidvel ainda seria do tipo bindria, pois terfamos interesse na ocorréncia ou nao da

soma igual a dez.

4.2 Experimento binomial

A seguir trataremos de caracteristicas e condi¢oes necessdrias a um experimento
aleatério binomial. Este, como veremos, é uma extensao natural do modelo de Bernoulli.
Considere uma sequéncia de n repeticoes de ensaios de Bernoulli onde ha independéncia
entre os ensaios e cada repetigdo tem mesma probabilidade de sucesso igual p € [0, 1].
Entao, temos um experimento binomial. Note que do mesmo modo que no ensaio de
Bernoulli a nocao de sucesso ¢ relativa, pois esta depende do interesse do observador.
Vamos ilustrar o experimento binomial a partir da situacao onde se langa uma moeda
nao-honesta a fim de observar o evento "ocorre face coroa virada para cima na i-ésima

repeticao".

Exemplo 4.1. Lancar uma moeda 10 vezes sabendo-se que a probabilidade de ocorrer

" ns 12
coroa "€ .

Evidentemente, ao langarmos essa moeda 10 vezes nés temos um experimento bi-
nomial, pois para cada lancamento da moeda temos apenas duas possibilidades coroa
(sucesso) ou cara (fracasso). Além disso, cada repeti¢ao do experimento tem probabil-
idade % de sucesso e % de fracasso e constata-se independéncia entre as repetigoes,
pois constatando-se "cara"no k-ésimo lancamento a probabilidade de sair "coroa'"em
algum j-ésimo langamento, com j # k, é ;—? Isto é, a mesma probabilidade de ocorrer

"coroa"sem nenhuma informagao anterior. Matematicamente, escrevemos
P[S; | (Sk)] = P(S;) sempre que j # k

onde S; : "sucesso no j-ésimo lancamento da moeda'e j,k = 1,2, ..., 10,
Outra situacao que se enquadra nas hipéteses do modelo binomial é o langamento

de um dado. Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 4.2. Suponha que ao lancar um dado honesto de seis faces cem vezes dese-

jamos observar o evento "face 3 virada para cima”.
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Sendo o dado honesto temos as seguintes probabilidades associadas aos possiveis

resultados de cada repeticao.

Sair face 1 2 3 4 5 6
Probabilidade

11 1 1 1
6 6 6 6 6

D=

Como nosso interesse estd na ocorréncia do evento aleatério "face 3 virada para cima
no i-ésimo lancamento"podemos entendé-lo como sucesso de um ensaio de Bernoulli

e o evento "face 3 nao virada para cima'como fracasso. Deste modo, a partir da

1
6

passo que a probabilidade de fracasso é %. Além disso, como no exemplo da moeda

tabela de probabilidades a cima concluimos que nossa probabilidade de sucesso é = ao
constata-se independéncia entre todos os langcamentos de modo que o conhecimento da
ocorréncia de quaisquer eventos nao altera a probabilidade de ocorréncia de um evento
que nao pertencente ao conjunto daqueles eventos. Portanto, temos cem repeticoes
independentes de um ensaio de Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a %.
Outro tipo de problema que podemos modelar pelo experimento binomial é a reti-
rada, com reposi¢ao, de bolas azuis de uma urna onde existem bolas azuis e brancas.

Acompanhe a situacao a seguir:

Exemplo 4.3. Considere uma urna contendo dez bolas idénticas, exceto pela cor. Den-
tre as dez bolas, sete sdo azuis e trés brancas. Suponha que sdo feitas vinte retiradas
ao acaso em que retira-se uma bola em cada retirada e esta é devolvida a urna logo em

sequida e que temos interesse no evento "bola azul foi retirada”.

Das caracteristicas préprias ao experimento deduz-se facilmente que a probabilidade
3

de se retirar bola azul na i-é¢sima retirada ¢ 75 e que cada retirada ¢ um ensaio de
Bernoulli. Além disso, como as bolas retiradas sao devolvidas & urna, a ocorréncia de
algum evento aleatério anterior ou posterior nao altera a probabilidade de sucesso em
alguma retirada. Ou seja, as repeticoes sao independentes umas das outras. Portanto,
caracteriza um experimento binomial.

Em sintese, para podermos afirmar que um experimento aleatério é binomial deve-
mos mostrar que tal experimento obedece a trés hipéteses:

- H4 repeticao de ensaios de Bernoulli;

- Todas as repeticoes tem mesma probabilidade de sucesso;

- Em cada repetigao a probabilidade de sucesso independe da ocorréncia nas demais

repeticoes;
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O préximo experimento, também envolve retirar bolas de uma urna e servird como

contra-exemplo pois nao contempla todas as hipdteses acima. Veja:

Exemplo 4.4. (Contra-exemplo) Considere uma urna contendo oito bolas idénticas,
exceto pela cor. Dentre as oito bolas, quatro sao azuis e quatro brancas. Suponha que
sao feitas trés retiradas uma a uma ao acaso e sem reposi¢cao. Suponha interesse no

evento "bola branca foi retirada’.

Neste experimento, podemos perceber que temos virios ensaios de Bernoulli, pois
em cada retirada temos sucesso (bola branca) e fracasso (bola azul). No entanto, ndo
h& independéncia entre as retiradas, pois a probabilidade de se retirar bola branca na
terceira retirada sabendo-se que na primeira e segunda retiradas sairam azuis é maior
que se saissem bolas brancas nas duas primeiras retiradas. Isto porque, para o caso
de ja haverem saido duas bolas azuis teremos trés bolas brancas e um azul dentro da
urna, o que implica sucesso com probabilidade de %. No caso de haverem saido bolas
brancas terfamos probabilidade igual a }1 de se retirar a terceira bola branca. Portanto,
nao é um experimento binomial.

Agora vamos estudar o comportamento das varidveis aleatérias binomiais e como

se distribui suas probabilidades.

4.3 Variavel aleatdria binomial

Uma varidvel aleatéria definida a partir de um experimento binomial com n
repeticoes de ensaios de Bernoulli de mesma probabilidade de sucesso p pode rece-
ber apenas valores inteiros nao-negativos, pois esta varidvel registra quantos sucessos
ocorreram na execuc¢ao do experimento binomial. Sendo assim, na hipétese de n fra-
cassos a varidvel recebe zero, quando ocorre um sucesso durante o experimento ela
recebe um, para dois sucessos recebera dois etc. De modo que para k sucessos essa
varidvel aleatéria receberd k. Assim, percebemos que a varidvel recebers algum dos val-
ores do conjunto {0,1,2,...,n} ao fim desse experimento binomial. A varidvel aleatéria
associada a este experimento chamaremos Varidvel Binomial. A seguir temos uma

proposicao sobre sua distribui¢ao de probabilidade.

Proposicao 4.1. Considere um experimento binomial com n repetioes de ensaios de
Bernoulli com probabilidade p de sucesso em cada repeticdo. Seja X o nimero de suces-

sos obtidos na execugao do experimento binomial. Entao a distribuicao de probabilidade

54



de X ¢ dada por,

P(X =Fk) = <Z)pk(1 ) k=0,1,2,....n.

X ¢é chamada varidvel aleatéria binomial.
Demonstragao: Sejam os eventos A; : "sucesso na i-ésima repeticao de um ensaio

de Bernoulli com probabilidade p". Entao,

el = U (

1<d1 <ia <. <ip<n

Ai]) N ﬁ Al =

J=13¢{i1,i2,..,ix }

J=1

k
Jj=

P(X=k) = P U (

1<i1 << < <n

sl A

1 J=1l7¢{i1,i2,....ix }

= > P (ﬂ Aij> N (n] A

1<i1<i2<... <1 <n Jj=1 J=1lj¢{i1,82,...,ix }

11 P (4;)

J=13¢{i1,i2,. ik }

ﬁ P (Aij)

j=1

- ¥

1< <i2<... <1 <n

n—k

= > ﬁpH(l—p)

1<i1<ie<... <1 <n i=1 =1

(Z)p’“ (1—p)"".

n

P(X =k)= <k)pk(1—p)"_k; k=0,1,2,...,n. (7)

m
A equacao 7 é chamada de func¢ao de probabilidade da varidvel binomial X com

Portanto,

parametros n e p, ou melhor, X « binomial(n;p).

A partir dessa funcao, que associa a cada possivel valor de X uma probabilidade do
intervalo (0, 1), desenvolveremos nosso estudo e chegaremos a importantes conclusoes
a respeito dos experimentos binomiais. Uma delas segue imediatamente da proposicao

anterior e serd demonstrada conforme (Ross, 2010, p.177) [2].

Proposicao 4.2. Seja X « binomial(n;p) onde n € N, e p € RN (0,1), entdo
P(X = k) é crescente no intervalo [0,a] e descrescente em (a,n] onde a é o maior

inteiro menor ou igual a (n + 1) p.
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Demonstragao: Para k = 1,2, ....,n considere a razao

P(X = k) (Z)pk(l -
PX=k=T) (k " 1)pk‘l(l —p)r i
P

R (L P)
(n—k+D(k—-1)p

(n—k)k!(1 —p)
(n—k+1)p

k(1 —p)

Assim, quando P(X = k) é crescente, isto é, P(X = k) > P(X = k — 1) entao
(n—k+1)p > k(l —p) <= k < (n+1)p. Por outro lado, P(X = k) descrescente
< PX=k>PX=k—-1) = n—-k+1)p>k(l—p)<=k>(n+1)p.

A grifico da figura 4.1 ilustra o resultado da Proposicao 4.2. Considere nesse

exemplo X « binomial(7; 2) :

Funcao de Probabilidade da variavel aleatoéria X

03
0,25
:ﬁ\ 02
E’o,w
0.1
0,05 I
0 ‘ T -—y—_—»
0 1 2 3 4 5 6 7 k
Figura 4.1.

Neste exemplo, note que (n+ 1) p = (7+ 1) 2 = 2. O maior inteiro menor que 2 é

3. Assim, percebemos que, de fato, P(X = k) é crescente em [0, 3] atingindo seu valor

méximo em k = 3 e depois P(X = k) descresce até o parametro n = 7.
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4.4 Caracterizagao

Atualmente os esforcos de vérios estudiosos da drea de probabilidade e estatistica
tem como ponto inicial o comportamento e a caracterizacao de varidveis aleatérias
observadas no estudo da natureza, da sociedade e de estruturas cibernéticas. Assim,
nasce a necessidade da criacao de modelos probabilisticos para experimentos aleatérios
que possuem varidveis aleatorias que nao se enquadram a modelos ja conhecidos. Nosso
interesse neste trabalho nao é propor um novo modelo, mas utilizar o conhecimento a
respeito de varidveis aleatérias binomiais em situagoes-problema que podem ser mode-
ladas probabilisticamente por meio de varidveis binomiais. Deste modo, daremos a
seguir algumas caracteristicas intrinsecas a varidveis aleatérias deste tipo. Falaremos
sobre Funcao de Distribuicao Acumulada, Esperanca, Variancia e posteriormente sobre

algumas aplicagoes.

4.4.1 Funcgao de Distribuicao Acumulada - FDA

A FDA é uma funcao que associa um numero real positivo a um nimero do in-
tervalo [0, 1]. Da defini¢ao (p.35) F(z) = P(X < z) onde X é uma varfavel aleatéria.
Em se tratando de varfaveis binomiais, percebemos rapidamente que

i) se x < 0, entdo F'(z) = 0.

ii) se z > n, entad F(x) = 1.

Além disso, como as varfaveis binomiais recebem apenas valores no conjunto {0, 1, 2, ...

o grafico de sua FDA terd a forma de uma “escada” onde cada “degrau” comeca em
um ndimero natural e terminard em seu sucessor. Também o parametro n (nmimeros de
ensaios ou repeti¢oes) determinard o niumero de “degraus” de seu grafico, a saber, n +
2 “degraus”.

Para exemplificar, imagine uma varidvel aleatéria binomial X que estd associada a
um experimento de Bernoulli com trés repeticoes em que a probabilidade de sucesso
em cada repeticao igual a 2%. Entao, estamos falando sobre um X « binomial(3; 2%).
Veja o gréfico de FDA de X para este caso na figura 4.2:
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Fungé&o de Distribuicdo Acumulada de X

A

F(zx
1,0 * &)
0,8 ' '
016 I_C:)
0,4
O’2l—::)
" . - - - -
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 4.2.

Observe que, neste exemplo, temos 3 + 2 = 5 "degraus"sendo que o primeiro "de-
grau'comega em —oo e termina em zero, o préoximo comeca em 0 e termina em 1 e assim
acontece com os demais "degraus". Note, também, que para valores menores que zero
a FDA é sempre nula ao passo que a partir de zero ela segue crescendo de "degrau"em
"degrau"até chegar ao parametro n = 3 (nimero de repetigdes) onde alcanga seu valor

maximo: 1.

4.4.2 Valor Esperado

Também chamado de esperanca da variavel aleatéria X o valor esperado é definido,

no caso das varidveis binomiais, como:

E(X)=) zP(X =u). (8)

Considere uma varfavel aleatéria X binomial com pardmetros n e p. Vamos mostrar

como Ross [2] nas paginas 175-176 de seu livro calcula o valor esperado de X:

58



E(XY) = i; i* (?)p"(l —p)"
= 0 (g)ﬁ)(l -p)" "+ En:zk (?)pi(l -p)"
- Zl A nn'_il,p(l— p)"

_ Zk 1 nn—l) )'pz‘ﬂ_p)nﬂ'

1—1 n—z

1 (n—1)! ; o
- ;Z sy ey ey A S

E (Xk) =npk [(Y + l)kfl] onde Y « binomial(n — 1;p). (9)

Para k = 1 na equacao 9 temos, finalmente, que

E (X) = np. (10)

O resultado da equagao (10) néo significa que certamente teremos np sucessos para
todo experimento binomial. Na verdade, se realizarmos este experimento binomial um
grande nimero de vezes e observarmos em cada repeticao o niimero de sucessos, entao
a média aritmética do nimero de sucessos convergird com probabilidade 1 para np
(Lei Forte dos Grandes Numeros) . Também podemos calcular a esperanga da varidvel
aleatéria X, por um caminho alternativo, através da funcao geradora de momentos

(p-42) da seguinte maneira:
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Mx(t) = E[eX]

n

= Y MP(X =k)

n=1

= zn: e <Z)p’“ (L—p)""

n=1

= 3 (}) (e (1= " Teorema Binomial (p21)
n=1

Mx(t) = (pe'+1—p)"

Derivando Mx(t) em t, temos

oM n—
@—tx(t) =n (pe' +1—p) ' pe!
Como F [X] = %(0), segue que
E[X] = n(pe’+1 —p)n71p60
= n(p+1-p)"'p
= np

4.4.3 Variancia

Agora vamos analisar como se comporta outra propriedade importante no estudo
de varidveis aleatérias: a variancia. Vamos aos cédlculos: do resultado (5) da pégina
(36) deste trabalho temos,

Var(x) = B[X?] - (BIX)
= npE[Y + 1] — (np)?; recorrendo & equacio 9 para k = 2
= (B[] + B 1)) - (np)?
= npl(n—1)p+1] - (np)*
= np[np—p+1] — (np)®
= (np)* —np? +np — (np)®
= np(l—p).

Deste modo constata-se que
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Var(X) =np(1 — p). (11)

Utilizando a mesma igualdade e nossos conhecimentos sobre FGM podemos demon-

strar a variancia da varidavel binomial X assim:

O* My
ot?

Para t = 0 resulta,

() =n(n—1)(p' +1-p)"" (pe')" +n(pe' +1-p)" pe'

0?M n— n
8t2X 0) = n(n—1)(pe’+1—p) ? (peo)2 +n(pe® +1—p)" pe’
= nn-1@+1-p)" P +alp+1-p""'p

= nn—1)p*+np

o (0)

Recorrendo a = F[X? e aplicando o resultado em Var(X) = E[X?] —

(E [X])? temos

Var(X) = E[X°] - (E[X])*
= n(n—1)p*+np— (np)’
— n2p? — np® + np — n2p?
Var(X) = np(1-p)

4.5 Varidveis Aleatérias Binomiais Negativas (Pascal)

As varidveis que possuem uma distribuicao de probabilidade binomial sao tteis a
uma grande variedade de situacoes praticas, no entanto, existe um outro modelo que se
baseia em ensaios de Bernoulli diferente e fora do alcance das varidveis binomiais con-
vencionais. Trata-se da situagao em que temos repeticoes indepedentes de ensaios de
Bernoulli, com mesma probabilidade p, até haver um certo niimero r de sucessos. Ape-
sar de haver uma certa semelhanca ao caso binomial e ambas serem discretas, veremos
que as varidveis aleatérias que modelam esse experimento tem vdrias caracteristicas
diferentes das primeiras. Comecemos por demonstrar sua funcao de probabilidade.

E claro que agora o nimero de repeticoes nao é mais fixo, como acontece em exper-
imentos binomiais. Ao contrédrio, o nimero de sucessos r ¢é fixo se tornando agora um

dos parametros juntamente com p. Sendo assim, vamos definir o evento S; : "sucesso na
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i-ésima repeticao do ensaio de Bernoulli com probabilidade p” e a partir daf encontrar
sua distribuigao.
Suponha que houveram k > r ensaios onde os k — r primeiros foram fracassados e

os ultimos r bem sucedidos. Entao o evento ocorrido foi:

(ﬂ (Sz')c> N ( ﬂ Si) :

e sua probabilidade é,

k—r k k—r k
P <ﬂ(Sz)c>ﬂ< ﬂ Sz)] = HP[(S,-)C] H P (S;); (independéncia)
i=1 i=k—r+1 i=1 i—k—r+1
k—r k
= H(l —p) H p; (mesma probabilidade)
i=1 i=k—r+1
= (- pt
k—r k
P (ﬂ <s,->c>m< M s)] =y (1-p)"
i=1 i=k—r+1

Podemos dizer ainda, sob essas hipéteses, que todas as combinacoes com k — r
fracassos e r sucessos onde a ltima repeticao é, sempre, bem sucedida possui a mesma

probabilidade de ocorréncia, uma vez que o produto é cumutativo. Assim, todos os

kE—1
eventos onde sao necessdrios k repeticoes para se obter r sucessos totalizam ( I
—r
1. k—
eventos com probabilidade p" (1 —p)" " .
Agora, considere a varidvel X : "mimero de ensaios de Bernoulli até obter r suces-

sos". Logo, como todos esses eventos sao disjuntos temos,

N
. hr k—1
P(X=k) = ;p (1-p) ,ondeN:(k_r

k—1

P(X=k) = <k—7~

>pr(1—p)k_r; k=rr+1,.. (12)

Agora, vamos determinar os valores da variancia e esperanca para X « BN (r;p).
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BT = izk (2 _ i)PT (1-p)"";

i=r

_ iik_l {z’(iii)]pr(l—p)”; COIHOZC:D :TC)

1=r

= Zz ( ) " (1 —p)"; fazendo j =i+ 1

7 ; k |

> G+ ( )p’"“ (1—py Y
T

Jj=

=r+1
E[Y—lkl];ondeY BN(r + 1;p). (13)

3 ’Glﬂ

Fazendo k = 1 em (13) temos
E[X]=-. (14)

Para a variancia fazemos recorremos a equagao (5, p.36) que é,

Var(X) = E[X?] - (E[X])?
_ gE[Y_l]_(g)Q; como Y « BN(r + 1;p)
()
_ 7"2+7“—2Tp—7“2

Var(X) = T(lp—Q;). (15)
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5 Proposta de aplicacao

O seguinte problema é uma proposta de aplicacao da teoria abordada no decurso
deste trabalho, o abordaremos de forma ampla e posteriormente em uma versao adap-

tada para o Ensino Médio.

5.1 O problema sobre transmissao de informacoes

Considere uma sequéncia de centrais numeradas de 0 a n. Usaremos a terminologia
Central i para a i-ésima central mais distante da Central 0 (dizemos que esta central
é a origem). Suponha que cada central sé possa emitir informacao diretamente para
a central mais préxima a sua direita, isto é, um sistema de transmissao de informacao
em série. Assim, a Central ¢ s6 emite informacao diretamente para a Central i + 1.
Admita que no instante inicial a Central 0 deseja emitir m informagoes ao longo do
sistema com as seguintes hipéteses:

I) Cada informagao é emitida de forma independente das demais ao longo do sis-
tema;

IT) A probabilidade da Central i — 1 emitir uma informagao sem falha para a Central
1 € p;.

IIT) A probabilidade p; é particular as caracteristicas da conexao existente entre as

centrais 7+ — 1 e 7. Esta probabilidade nao depende da informagao emitida.

Teorema 5.1. Seja a varidvel aleatoria X; : "niimero de informagoes que chegam corre-
i
tamente a i-ésima central partindo da central de origem". Entdao, X; «~ binomial (m; H pk>
k=1

e sua fungao de probabilidade é

—T

P(Xi:x):@) <gpk>m<l—]£[1pk>m . 2=0,1,..,m.

Demonstragao: De fato, para que uma informacgao qualquer seja transmitida
partindo de Cy (Central de origem) até C; (Central i-ésima) devemos ter o seguinte

quadro:

Comcl ngm...mCi,l WCZ
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Isto significa que a transmissao da informagao deve ser bem sucedida em todas as

centrais anteriores. Considere o evento .S, : "sucesso na transmissao de uma informacao
i

de Cj_1 para C}". Entao, é necessdrio que o evento ﬂ Sj ocorra para que sucesso na

k=1
transmissao até C;. Logo, pelo teorema da multiplicacao temos que a probabilidade de

sucesso na transmissao de uma informagao da central Cy para a central C; é:

P (ﬂ Sk> = P(5) H P (Sk|S1NSyN...NSk_1) (Proposigao 3.4)
k=1

. . h=2
k=1 k=1

Por hipétese, a probabilidade de sucesso no envio de uma informacao da central Cy
para a central C; nao depende do tipo de informacao a ser enviada, logo percebemos
que observar o sucesso ou fracasso no envio de uma informacgao da central C, para
a central C; é, isolamente, um ensaio de Bernoulli. Além disso, cada informagao é
emitida de forma independente das demais ao longo do sistema. Entao, para cada

informacao a ser transmitida temos um ensaio de Bernoulli com mesma probabilidade
i

de sucesso dada por H i, € como existem m informacoes a serem transmitidas sao m
k=1

repeticoes. Portanto, X; «~ binomial | m; H pk> .
k=1
Recorrendo a pédgina 55 deste trabalho concluimos que a fungao de probabilidade

de Xl é:

P(X;=x) = (C’:) (ﬁpky (1 - ]f[lpk> mx; r=0,1,..,m.  (16)

O

Vamos estudar como ficaria o problema e a distribuicao de probabilidade quando

n — oo. Usaremos o termo Central Remota para designar este caso. Neste caso,
cabe algumas indagacoes tais como quais sao as condigoes sobre p; para que haja
probabilidade nao-nula de uma informagao saindo da origem chegar a Central Remota?
Contudo antes de abordarmos esta questao em si propomos um lema que auxiliara

no estudo do problema proposto.
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o0

Lema 5.1. Seja {an}neN uma sequéncia. Se a série E ar — L, entao limy_,, ap =0

k=1
e limy_, o “’;Zl =R <1.
Demonstracao: Note que,
k—1
g a; = a; + ay
i=1 k=1
k k-1
— ar = 5 a; — a;
i=1 k=1
k k—1
— lim q; = lim E a; — a;
k—o0 —00
i=1 k=1
k k—1
lima, = lim a; — lim a;
k—o0 k—o00 < k—o0
1= k=1
= L-L
= 0.

Suponha que exista n € N tal que V k>n— a’;—zl > 1. Entao, ax1 > ap > 0.
Absurdo! Pois, limj,_,. a; = 0. Portanto, limy,_, a’;—:l =R<1.
Proposicao 5.1. Considere a transmissao de uma informacao da central de origem &

Central Remota. Entao, a probabilidade de transmissao da central de origem a central

remota é nao-nula, se e somente se,

[e.e]

> (—m) <o (17)

k=1
Demonstragao: Primeiramente, suponha a probabilidade de transmissao seja nao

nula. Isto é,

0 < Hpk
k=1
= 0<]J1-@1-m)
k=1
= Z (1 —pi) < 0. veja (Junior, 2010, p.65)[4]
k=1
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(o]
Considere, agora, Z (1 — pg) finito. Logo, para um arbitrério € > 0 existe ng € N
k=1

tal que Z (1 —pg) < e. Assim,
k=ng

o0

[Ipr = J[r-—=po)

no—1 fe’e)

= H [1—(1—pg)l H [1— (1 — p)]

k=1 k=ng

[0 (- [1— ) <1—pk>]

ne—1

> [[o-0-p)l-0

k=1

H pr > O.
k=1

v

]

o0
Isto significa que p,, = 1—a;, onde E aj é uma série convergente. Agora, utilizando

k=1
o Lema 5.1, concluimos que duas condicoes necessdrias para que haja probabilidade de

sucesso na transmissao de informacoes a central remota sao:
i) pr — 1. Ou seja, para qualquer 6 € (0,1) deve existir ¢ € N tal que 1 >
p; > 6.Veja:

klimak = 0
= klim (1—pr)=0
lim 1 — li =
= Jim 1 Jim e =0

— limpy,=1lim1=1

k—o0 k—o0
ii) Além disso, a sequéncia {p;},. deve ser estritamente crescente. Isto é, ppq >

Dk v k > n € N, pois

ag+1 < Qg
— 1—ak+1>1—ak

= Dk+1 > Dk-
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Devemos ressaltar que as duas condicoes acima demonstradas apesar de necessérias
nao garantem sozinhas que haja probabilidade de sucesso na transmissao de uma in-
formacao & central remota, mas nos oferecerem caracteristicas importante sobre essa

probabilidade. Observe o seguinte exemplo:
Exemplo 5.1. Considere a probilidade pp, =1 — % para o caso da central remota.

Note que limpy = 1 € pry1 > pr. Mas,

R )

k=1
n n 1
i (op) = lm )y
k=1 k=1

oo

A série Z% diverge, pois se trata da série harmonica. Entao, a probabilidade de

k=1
alguma informacao chegar a central remota é nula.

Seguindo em frente vamos caracterizar a funcao de probabilidade que modela a
quantidade de informacoes que, partindo da central de origem, chegam corretamente a

Central Remota.

Proposigao 5.2. A funcao de probabilidade que modela a quantidade de informagoes

que, partindo da central de origem, chegam corretamente o Central Remota é

P(X =2)= <m> (lim Hpk) (1 — lim Hpk) ; xr=0,1,...,m.
X 1—00 1—00
k=1 k=1

Demonstragao: Seja a varidvel aleatéria X = lim; ., X;. Do teorema 5.1 (p.65)

temos que

— P(X =12x) :}Lnono [(ﬂ;) (Hpk> (1—1_[]0;C ; x=0,1,...,m



Onde p; segue os critérios da proposicao 5.1 V

1

Exemplo 5.2. Considere p; = 1— R

i€ N.

Vamos mostrar que p; assim definida garante

probabilidade nao-nula para o caso da central remota e determinar a distribuicao de

probabilidade para este exemplo.

Considere a probabilidade p de uma informacgao

partindo da central de origem chegar a central remota. Entao,

p o=l Hm]
L1=1
= lim 1-—
n— o0 _E ( (Z+ 1)2)]
[ (G-t
= H( (i + 1)
Li=1
24211
~ H( (i+1)° >
L:=1
, " i+ 2)
B nh—{go H((i+1)2
L1=1
ITiTIG+2
i 1 =1 =1
- 111 n n
[Te+v]JG+1
| =1 1=
— i i
T oatw | (nt Dl (n+ 1)
I n—+ 2
= 1m
n—oo 2 (n + 1)
I
N n—oo 2 (14 1)
1
=5

Para este exemplo, onde p = limiﬁooHpk =

k=1
varidgvel X estd assim distribuida:
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F«X—x)—(z><%>m; r=0,1,..m.

Uma outra questao interessante relativa a este problema é como se comporta o
nimero de informagoes transmitidas entre centrais vizinhas, entendendo este termo

como aquelas centrais que nao possuem alguma central entre elas.

Proposicao 5.3. A Caracteriza¢do da Distribuicao de Probabilidade da varidvel aleatoria
Y1, 1 "nimero de informagoes transmitidas entre a centraln—1 e a central n"é dada

por

an T —x
P(Y,1n=2) = ( - 1) (pn)” (1 — pn)Xn_l ; r=0,1,..., X, 1.
onde X,,_1 é o nimero de informagoes que chegam & central n — 1.

Demonstragao: Sejam X, _; :"o nimero de informacoes que chegaram a central
n—1"eY, 1, : "o nimero de informacoes que passam da central n — 1 para a central
n". Entao Y,_; , ¢ uma varidvel binomial com pardmetros X, e p,. Aqui, percebemos

que o nimero de repeticoes de ensaios de bernoulli é aleatério. Portanto,

Xn_ T —-1—
P(Yn_l,n:@:( " ) ) (1= )™ =01, X,

O
Sabemos que os fendmenos aleatérios nao podem ser preditos com absoluta certeza,
mas podemos inferir com certo grau de certeza condicoes necessdrias a ocorréncia de

certo evento. Assim, imaginemos a seguinte situagao.

Exemplo 5.3. Suponha que a central da origem deseja enviar cem informacoes a
ultima central. Vamos apresentar condi¢des sobre p; para que todas essas cem infor-
magoes sejam emitidas a m-ésima central com probabilidade prézima a 95% de um

actimulo de fracassos menor que 10% ¢

Neste caso, podemos utilizar a uma varidvel binomial negativa X :"numero de
tentativas de emissao de informagao da central de origem & n-ésima central até ocorrer

100 sucessos". Assim, sob as hipdteses do enunciado, segue que X «~ BN (100;p")

n
onde p = 7| H pi. Recorrendo & equacao 12 nosso problema se resume a:
i=1

110
k—1 .
g ") (1= p") T .

k=100

Veja o gréfico de simulagoes da figura 5.1:
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Funcdo Distribuicdo Acumulada

0,965
.. n
X~BN(100;p")
0,96
0,955
0,95
0,945
0,94
0,935 -
093 -
0,925 - : , , , "
Figura 5.1. 0,941 0,942 0,943 0,944 0945 P

Percebemos através da simulacao que, com aproximacgao de trés casas decimais,

p" = 0,943. Considere, entao,
p" > 0,943
p > 1/0,943.

A titulo de exemplo vamos observar o comportamento da média geométrica p em

funcao de n quando colocado em progressao geométrica de primeiro termo 8 e razao 2.

n = 8 16 32 64 128

p> 09927 0,9963 0,9982 0,9990 0,9995

Diante da tendéncia observada, constatamos que uma margem segura as condigoes
do problema ¢ atrelar as probabilidades {p;},.y a0 nimero méximo de centrais que o
sistema terd. Fazendo a sequéncia de probabilidade tao préxima de um quanto maior
seja o nimero de centrais do sistema. Para o caso da Central Remota, deve-se exigir
0s mesmos critérios expostos na Proposicao 5.1.

Também ha questoes pertinentes ao problema relativas ao comportamento do tempo
de transmissao dessas informagoes que podemos abordar com o auxilio da teoria da
probabilidade. No entanto, como o tempo de transmissao é uma varidvel aleatéria

continua, para isso faremos uso de resultados relativos ao caso continuo.
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Teorema 5.2. Suponha que V,, ; é o evento "sucesso na chegada da j-ésima informagao
a m-ésima central”.  Admita que o tempo de emissao da j-ésima informacdao entre
duas centrais consecutivas - Centais i — 1 e i, é uma varidvel aleatoria T;; tal que
E[T;;|Vi;] <00 e0< VarlT;,;|Vij] < oo. Definida S, ; =T1; +Ts; + ...+ 1, como

o tempo que uma informagao j leva para chegar até a n-ésima central. Entdo,

Sng | Vag =B [T | Vgl a (0:1).
\/nVar [Tl’j | Vn,j] 7

Demonstracao: Seja T;; o tempo gasto para transmissao da j-ésima informacao
da central 7 — 1 para a central 7. Entao, S,; =11 + 15, + ... + T, ¢ o tempo até o
informacao j chegar a n-ésima central.

Assim, considere os eventos aleatérios V,, ; :"a informacao j chega a n-ésima central"j =
1,2,...,m.

Supondo V i,k € N T;; e T} ; sao identicamente distribuidas, entao, pelo
Teorema Central do Limite (Ross, 2010, p.463)[2], se considerarmos a varidvel S, ;
cuja distribuicao ¢é idéntica a de S, ; | V,,; para n — oo, a fungdo de distribuicdo de
probabilidade de

Sui—E 3]
— N (0;1). (18)

Var [gn]}
Mas, E |Su;| = ElSns | Vasl = iE[Tk,j [ Vas] = B[y | Vo] = nE |1,
k=1

onde Tt ;e Ty | V,; sdo identicamente distribuidas. Também, Var [S‘/M} =Var([S,; | Va;l =

ZVar Ty i | Vil =nVar [Ty | Vi, =nVar [ﬁ,j] :
k=1

Logo,

Spj —nk [fl,j] a4 0:1).

nVar [Tm}

Coroldrio 5.1. Se Tl,j « exp(A). Entao,
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Demonstracao: Como Tm « exp(A), entdo E |:j:17j:| = % e Var [fl,j] = %

Consequentemente, F [gny] =%t eVar [gn]] = % Assim,

P(Sy;<s|Vu;) = P (gn,j < §>

~ n — n
P(Sn;<s|Vaj) = P(Sn,j_XSS—X)
5

g 1
P(S,, <s|V,:) = P < Al
( ,J—S‘ 7]) (%\/ﬁ —% n)

-3
ivm
~ » 1 _g2
P(Swﬁs):— e 2 dx.
2m

Neste caso, S, ; < s | V,,; v~ gama (n; \) .

m
Note que o Corolério 5.1 nos dd uma aproximagao da distribui¢ao gama pela normal.

Exemplo 5.4. Sendo o tempo medido em horas e Tl,j « exp(20) temos que o tempo
gasto para a informacoes j chegar a centésima central satisfaz
2

_ 1 25-10
P(S <§§>:—/ e~z dx.
100,j Vo)

Nosso trabalho neste exemplo se restinge a ajustar o limite de integragao

~ n As—n
ST _
WV i
B AsS—n A
N n
AS—n

Fazendo n = 100 e A = 20 temos

S5 510
i
Logo, _ 1 25-10
P (SIOO,j < g) = \/_2_71- . e 2 dx



Em particular,

~ 1 0 —a2?
P(Slgo,j§5> ha) E/_ooe 2 dx
P <§100,j S 5) bl 0,5
Isto significa que a informagao j tem aproximadamente 50% de chance de chegar a

centésima central num perfodo de, no méximo, 5 horas.

5.1.1 Questoes para o Ensino Médio

Para adaptar o problema sobre transmissao de informagoes ao nivel médio de en-
sino, utilizamos critérios que visam adequar o problema e relacioné-lo ao conhecimento
matemadtico de um aluno que cursou pelo menos o primeiro ano do Ensino Médio
brasileiro. Também, decidimos alterar o nivel de linguagem procurando acrescentar
uma pitada de "ludismo"e bom-humor. Além de requerer do aluno respostas mais
simples ao problema inicial. Pensamos entao em relacionar a situagao-problema inicial
a brincadeira popular conhecida como "telefone-sem-fio"a fim de levar o problema em
uma linguagem mais acessivel ao alunado. Acrescentamos a hipétese de probabilidade
constante na transmissao da informacao a fim de criar uma relagao entre probabili-
dade, equacoes exponenciais e progressoes geométricas através do problema e, por fim,
adaptamos as questoes de interesse ao contexto do Ensino Médio. Os nimeros fixados

podem ser alterados livremente sem descaracterizar o problema.

Problema do telefone-sem-fio Um grupo de 12 amigos esta brincando de "telefone-
sem-fio". Ou seja, a primeira pessoa passa uma informacao a segunda que repassa a
terceira, e assim por diante. A probabilidade de sucesso na transmissao da informacao
de uma pessoa qualquer ao seu vizinho é constante igual a 80%. A transmissao da
informagao de pessoa para pessoa ¢ independente.

Questoes de interesse:

a) Qual a probabilidade da quinta pessoa receber a informagao corretamente?

b) O jogo é considerado bem sucedido quando a informacao emitida pelo primeiro
jogador chega corretamente ao iltimo. Qual a probabilidade do jogo ser bem sucedido
exatamente uma vez se for repetido 5 vezes?

c) Considere agora que n pessoas estao jogando. Qual o valor de n para que a

probabilidade de sucesso do jogo seja préxima a 10%? Considere log 8 = 0, 903.
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A questao a), como o leitor pode observar, pode ser facilmente solucionada através
da férmula geral do termo de uma P.G uma vez que a transmissao da informagao de
pessoa para pessoa é independente. Optamos por fazer uma solucao genérica.Vamos a
solugao:

Seja S; : "sucesso na transmissao de uma informacao do i-ésimo jogador para seu
vizinho da direita"e p; € RN (0,1) a probabilidade de ocorrer S;. De fato, para que
uma informacao qualquer seja transmitida partindo da primeiro jogador até a i-ésimo

jogador temos o seguinte quadro:

Jlmjgm...mji_lmJi

Para que a i-ésima pessoa receba corretamente a informagao que partiu da primeira

é necessdrio que a transmissao da informacao seja bem sucedida entre todos os jogadores
i

anteriores a esta pessoa. Isto significa que o evento ﬂ Sk deve ocorrer. Logo, pelo

k=1
teorema da multiplicagao temos que a probabilidade de sucesso na transmissao de uma

informacao da central Cy para a central C; é:

i—1 i—1
P<ﬂSk) = P(S)]]P (SIS NSan...nSiy)
k=1

k=2

) - i

k=1
(i)
— o r Y
0
k=1

Acrescentando a hipétese p1 = ps = ... =p; =p \4 1 € N,, temos

(0%)

o)

Entao, o que temos é uma progressao geométrica de razao p. Deste modo, podemos

Note, que

calcular a probabilidade da i-ésima pessoa receber a informacao corretamente utilizando
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a férmulas

i—1
a; =P .

Em particular, para arrematar a questao a) basta fazer i = 5 e p = 0, 8 resultando
as = 0,4096 que ¢, aproximadamente, 41%.

O item b) poderia ser facilmente solucionado pela defini¢do da varidvel aleatéria
X :"niimero de jogo bem sucedidos em 5 tentativas'"e a posterior prova de que X é
uma varidvel aleatéria binomial com parametros n =5 e p = 0,8, ou ainda, definindo
X como "nimero de tentativas até que se obtenha o primeiro sucesso"o que faria de
X uma varidvel binomial negativa. Para o primeiro caso, bastaria calcular P (X = 1)
ao passo que para X « BN (1;0,8) a resposta seria P (X =5). No entanto, esses
elementos nao pertencem ao curriculo préprio ao Ensino Médio o que nos exige um
caminho alternativo. Iremos, entao, utilizar conceitos e propriedades mais bdsicas,
acessiveis ao estudante do nivel médio.

Sabemos que a probabilidade do jogo entre n jogadores ser bem sucedido é p™~!.
Logo, serd mal sucedido com probabilidade 1 — p"~!. Para k tentativas deseja-se a

acertos (jogos bem sucedidos). Assim, pelo conhecimento sobre combinagoes simples
- [k . : : :
sabemos que sao maneiras de a jogos serem bem sucedidos. Mas para que isso
a

aconteca é necessario que haja k — a tentativas mal sucedidas. Logo, a probabilidade

de a rodadas entre k serem bem sucedidas & (p"~1)* (1 — p"1)*™*. Como nio existe
k
apenas uma maneira disso ocorrer devemos multiplicar essa probabilidade por ( > o
a
que resulta,

(5) ey

a
Agora fazendo k =5, a=1,n=12e p = 0,8 e com o auxilio de uma calculadora

simples segue a resposta do item:

(i’) (07 812—1)1 (1 —0, 812—1)5—1
= 5(0,0859) (0,9141)*
= 5-0,0859-0,69819
= 0,29985
0,3.

IS

Concluimos, através dos célculos, que quando o jogo é repetido cinco vezes pelo grupo
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nas mesma condigoes descritas no enunciado que a probabilidade de haver uma rodada
bem sucedida ¢é de, aproximadamente, 30%.
Para responder o tltimo item também disporemos de ferramentas matemdticas
acessiveis ao Ensino Médio em coeréncia aos itens anteriores. Abaixo estd sua solugao.
Do item a) temos que a probabilidade de sucesso do jogo com n jogadores é a, =
p" . E exigido que essa probabilidade seja a mais préxima possivel de po. Assim, basta

fazer

n

—1 o
p = Po-
Temos, entao, uma equacao exponencial para resolver e faremos aplicando a fungao

logarftma & igualdade.

log (p" ') = log (po)
(n—1)log(p) = log(po)
log (po)
log (p) !

Assumindo p = 80% e pg = 10% a resposta especifica & questao é

log(0,1) ., _ log(3)
log (0, 8) log( )
log (1) — log(10)
log (8) — log(10)
0
0,903 — 1
= 10,30928 + 1

= 11,30928.

+1

+1

Como n é um nimero natural concluimos que n = 11 visto que o resultado de

log(0,1)
log(0,8)

jogo serd proxima a 10% quando 11 pessoas estiverem jogando.

+ 1 estd mais proximo de 11 que de 12. Isto significa que a probabilidade do

5.1.2 Na sala de aula

O problema proposto para o ensino médio, apesar de ser uma versao bem simples
sobre probabilidade aplicada a sistemas de transmissao de dados pode nao ser tao trivial
para o aluno do Ensino Médio tendo em vista que para apresentar uma solucao correta
as questoes de interesse é necessario ter o dominio de contelidos como logaritmo, pro-

gressao geométrica, andlise combinatdria, além dos assuntos préprios a probabilidade
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como sua defini¢ao e o conceito de independéncia entre mais de dois eventos aleatérios.
Por isso, defendemos a idéia de trabalhar dez aulas preliminares antes de apresentar
o problema proposto aos alunos a fim de proporcionar-lhes contetido bésico relativo a
nimeros binomiais, definicao cldssica da probabilidade e independéncia entre eventos.
Depois de revisar esses contetidos com os alunos passariamos ao problema proposto em
si.

No periodo inicial da aula disporfamos os alunos em circulo explicando a brincadeira
"telefone-sem-fio"e depois toda a sala brincaria. Apés o momento da brincadeira é im-
portante estimuléd-los ao didlogo a respeito da brincadeira para fazermos ponderacoes de
cunho qualitativo a respeito da matematica intrinseca ao jogo. Perguntas do tipo: "Se
acrescentdssemos mais uma pessoa & brincadeira o que aconteceria com a probabilidade
do jogo ser bem-sucedido? E se uma pessoa sai da brincadeira, o que acontece?"Quando
h& poucas pessoas brincando a chance de sucesso do jogo ¢ maior ou menor que quando
ha muitas?". Ao fazer essas perguntas esperariamos a reagao da turma e as suas visoes
do fenémeno florecer. Depois, fechariamos o didlogo explicando que a cada pessoa que
entra na roda a incerteza de transmissao da informagao entre a primeira e a tltima
pessoa aumenta. Isto porque a pessoa que entrou no jogo pode ser aquela que nao ird
passar a informacao correta a diante e, também, porque é necessario uma transmissao
a mais para finalizar o jogo. Também poderiamos levd-los a pensar na seguinte situ-
acao: imagine que alguém na roda tem problema de dicgao ou audigao, nesse caso a
probabilidade de sucesso aumentaria ou diminuiria? Através de perguntas como essas
temos a intencao de estimular o aluno a perceber aspectos qualitativos relacionados a
situacao. Dai em diante proporidmos o problema do telefone-sem-fio ao alunos com
suas questoes de interesse e deixarfamos os alunos, em duplas ou trios, construirem as
solugoes a partir dos conceitos ja internalizados por eles. Entao, no préximo encontro
proporiamos uma solugao nesses termos:

a) Qual a probabilidade da quinta pessoa receber a informagao corretamente?

Para que a quinta pessoa receba a informacao é necessdrio a informacao seja trans-

mitida corretamente 4 vezes.

Jlf\'Jgf\ngJZLWJg)

Sabemos que a probabilidade de sucesso na transmissao da informagao entre os
jogadores é sempre de 80%. Pelo teorema da multiplicacao basta multiplicar as prob-
abilidades (0,8)* v 40%.
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b) Qual a probabilidade do jogo ser bem sucedido exatamente uma vez se for
repetido 5 vezes?

Como doze pessoas estao jogando, a probabilidade de sucesso e fracasso sao, re-
spectivamente, (0, 8)11 e 1— (0, 8)11 . A questao exige que haja exatamente um sucesso

em cinco rodadas e cada uma é independente das demais. Entao basta calcular

(i) (0,8)" [1—(0,8)"]"
= 5-0,0858993 1 — 0,0858993]"
— 10,4295 (0,9141)"
v 30%.

c) Considere agora que n pessoas estao jogando. Qual o valor de n para que a
probabilidade de sucesso do jogo seja proxima a 10%? Considere log8 = 0, 903.
Neste item, ¢é interesse deixar os alunos generalizarem a probabilidade de sucesso.

Talvez nesse momento alguém perceba que se trata de uma PG de razao 1%. De todo

8\ 1
10 10
1
1 _
o (19)

modo, cairfamos na equagao
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0
(n—1) [log (8) —log (10)] = log(1) — log (10)
n—1 = _0-1
0,903 -1
n < 11,30928
n = 11

Na etapa final da aula poderiamos interpretar os resultados numéricos dizendo que a
probabilidade da quinta pessoa receber a informagcao corretamente é aproximadamente
a metade da probabilidade da segunda pessoa recebé-la, ao passo que a probabilidade do
décimo primeiro jogador receber a informacao correta é % da probabilidade de sucesso
entre dois jogadores. Com isso, ligarfamos os nimeros as indagacoes da aula anterior
mostrando que as respostas numéricas confirmam os aspectos qualitativos discutidos

acerca da situacao.
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6 Consideracoes finais

Sem duvida precisamos buscar recursos intelectuais para, através de situacoes
de aprendizagem, proporcionar aos nossos alunos meios significativos para o desen-
volvimento de suas competéncias e habilidades cognitivas, sociais e de intervencao em
situagoes-problema. Apds a publicacao dos Parametros Curriculares Nacionais do En-
sino Médio - PCNEM, se estabeleceu de maneira formal o foco da agao pegagdgica no
desenvolvimento das competéncias pessoais dos estudantes. Assim, temos caminhado
baseados em eixos norteadores da acao educacional que podem ser descritos como
capacidades de: I) Compreensao e expressao: Uso de diversas linguagens para a com-
preensao e expressao daquilo que vivenciamos das mais variadas formas que o ato de
viver nos proporciona; II) Argumentacao e decisao: Diz respeito a persuadir, analisar e
tomar decisoes complexas articulando informagoes, estabelecendo relagoes 16gicas entre
objetos de discussao e estudo para, entao, expor pontos de vistas e tirar conclusoes;
IIT) Abstragao e contextualizagao: O desenvolvimento de vdrios ramos do conhecimento
se dd por meio de "idas"e "vindas"entre teoria e pritica. Onde a teoria transforma
a pratica que reformula a teoria que novamente influi na pratica num processo de
mudangas de paradigmas cientificos. A capacidade de abstracao aponta para a consid-
eracao de situagoes ideiais que se comunicam com a realidade através da criatividade
e imaginacao do contexto em que estamos inseridos fazendo esse viés entre teoria e
pratica na vivéncia dos alunos. Deste modo, apropriar-se de conhecimentos matemati-
cos contextualizando-os 4 realidade ¢ capacidade importante presente nos PCNEM.[7].
O que procuramos fazer através deste trabalho foi encadear o caso discreto da Teoria
das Probabilidades as diretrizes nacionais para o Ensino Médio.

Percebendo a necessidade de explorar os contelidos matematicos e contextualiza-
los aos alunos, visando o desenvolvimento das competéncias e exercicio da cidadéania,
realizamos a transposicao didética, através do problema "telefone-sem-fio", de modo a
contemplar essas diretrizes. Além disso, o caso mais geral apresentado pelo problema
das centrais em série objeto deste trabalho nos mostra o quanto a teoria das probabili-
dades oferece ferramentas eficazes para diversos problemas praticos préprios ao século
XXI. E que apesar de ser uma teoria relativamente nova terd um caminho promissor
através das novas demandas da sociedade em fendmenos aleatérios. Deste modo, es-
peramos contribuir ao desenvolvimento dessa disciplina como um forte componente na

formacao intelectual da juventude moderna brasileira.
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8 Apéndices
Teorema Central do Limite (evocado na p.72)

Sejam varidveis aleatérias 17, Ty, ..., T,, identicamente distribuidas tais que F [T;] <

o0 e 0 < Var|[T;] < co. Entao, de acordo com Ross (2010, p.463)[2], se n — oc:

Ti+Tot . 4T —E[T+Ty+ ...+ T, 1T e
p (Tt Tet .t L+T+ . +T) ﬁ_/ezdx, (19)
VVar [Ty +To+ ... + T,,] V2r

Proposicao utilizada na pagina 66

Seja a sequéncia {ax} tal que 0 < a; < 1 \ k € N. Entao,

H(l—ak)>0<:>2ak<oo (20)
k=0 k=0
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PLANO DE AULA 1

Autor: Dorgival Fidellis de Souza
Tempo de execucao: 3 hora-aula.
Conteido
Ntmeros binomiais
Pré-requisitos
Definicao de fatorial e principios de andlise combinatéria.
Objetivos
Entender situacoes de aplicagao de niimeros binomiais;
Entender notagao de ntimeros binomiais;
Resolver questoes simples sobre o tema;
Metodologia
Aula expositiva-dialogada.
Recursos
Quadro e giz;
Procedimentos
Propor exemplo sobre principio multiplicativo;
Explicar as situacgoes de utilizagao do nimero binomial em contagem
Propor situacoes-problema.
Propor a discussao das questoes de interesse entre os alunos.
Avaliagao
Participagao durante a aula;
Solugoes apresentadas;
Referéncias Bibliograficas
SOUZA, Dorgival Fidellis. Modelos Binomiais: caracterizacao e aplicagoes. Tese
de Mestrado - Goids : UFG, 2014.

83



PLANO DE AULA 2

Autor: Dorgival Fidellis de Souza

Tempo de execucao: 4 hora-aula.

Conteido

Eventos aleatérios e cédlculo de suas probabilidades.

Pré-requisitos

Operagoes com fracao.

Objetivos
Diferencgiar evento certo, impossivel e aleatério;
Entender definicao cldssica da probabilidade e exemplos;
Calcular probabilidades;

Metodologia

Aula expositiva-dialogada.

Recursos

Quadro e giz;

Procedimentos

Exemplificar e depois definir evento certo, impossivel e aleatério.

Apresentar a definicao classica de probabilidade

Propor e resolver exemplos.

Propor exercicios.

Avaliagao

Participagao durante a aula;

Referéncias Bibliograficas

SOUZA, Dorgival Fidellis. Modelos Binomiais: caracterizacao e aplicagoes. Tese

de Mestrado - Goids : UFG, 2014.
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PLANO DE AULA 3

Autor: Dorgival Fidellis de Souza
Tempo de execucao: 3 hora-aula.
Conteido
Probabilidade - teorema da multiplicagao e independéncia entre eventos aleatérios
Pré-requisitos
Definicao de probabilidade
Objetivos
Compreender definicao de probabilidade condicional;
Entender o teorema da multiplicacao;
Entender a definicao de independéncia entre dois ou mais eventos aleatorios;
Propor solugoes corretas a situagoes-problema aplicando o teorema da multi-
plicagao e o conceito de independéncia;
Metodologia
Aula expositiva-dialogada.
Recursos
Quadro e giz;
Procedimentos
Explicar e exemplificar probabilidades condicionais
Apresentar o teorema da multiplicacao;
Explicar o conceito de independéncia entre eventos aleatérios através de exemplos;
Propor e resolver exemplos.
Propor exercicios sobre o contetido.
Avaliagao
Participagao durante a aula;
Solugoes apresentadas;
Referéncias Bibliograficas
SOUZA, Dorgival Fidellis. Modelos Binomiais: caracterizacao e aplicagoes. Tese
de Mestrado - Goids : UFG, 2014.
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PLANO DE AULA 4

Autor: Dorgival Fidellis de Souza
Tempo de execucao: 3 hora-aula.
Conteido
Probabilidade
Pré-requisitos
Nimeros binomiais, progressao geométrica, logaritmo, teorema da multiplicacao e
independéncia entre mais de dois eventos.
Objetivos
Propor solugoes ao problema proposto utilizando o teorema da multiplicagao;
Encontrar resposta numérica ao problema;
Perceber a ligacao entre teoria da probabilidade e suas aplicagoes em situacoes
praticas;
Metodologia
Aula expositiva-dialogada.
Recursos
Quadro e giz;
Procedimentos
Revisar as hipoteses de uso do teorema da multiplicagao e niimeros binomias através
da resolucao de questoes elementares de aplicagao imediata da teoria.
Colocar os alunos em circulo, explicar-lhes a brincadeira popular."telefone-sem-fio"e
iniciar a brincadeira.
Fazer observagoes qualitativas a respeito dos conceitos que estao por detrds da
brincadeira.
Apresentar o problema "Telefone-sem-fio".
Propor a discussao das questoes de interesse entre os alunos.
Avaliagao
Participagao durante a aula;
Solugoes apresentadas;
Referéncias Bibliograficas
SOUZA, Dorgival Fidellis. Modelos Binomiais: caracterizacao e aplicagoes. Tese
de Mestrado - Goids : UFG, 2014.
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