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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo dos Nimeros de Fibonacci. Apresenta-
se inicialmente um breve relato sobre a historia de Leonardo Fibonacci, desde sua
obra mais famosa, O Liber Abaci, até a relacao com outros campos da Matematica.
Em seguida, apresenta-se algumas propriedades dos Nimeros de Fibonacci, a For-
mula de Binet, os Nimeros de Lucas e a relacao com a Sequéncia de Fibonacci e
uma importante propriedade observada por Fermat. Dentro das relagoes com outras
areas da Matemética, destacamos a relagao com as Matrizes, com a Trigonometria,
com a Geometria. Apresenta-se também a Elipse e a Hipérbole de Ouro. Conclui-
mos com os Numeros Tribonacci e algumas propriedades que regem esses niimeros.
Realizamos algumas generalizagoes sobre Matrizes e Polinomios Tribonacci.

Palavras-chave Leonardo Fibonacci, Nimeros de Fibonacci, Nimeros de Lucas,
Propriedades, Formula de Binet, Razao Aurea, Numeros Tribonacci.



Abstract

This work is about research done Fibonacci’s Numbers. Initially it presents a
brief account of the history of Leonardo Fibonacci, from his most famous work, The
Liber Abaci, to the relationship with other fields of Mathematics. Then we will
introduce some properties of Fibonacci’s Numbers, Binet’s Form, Lucas’ Numbers
and the relationship with Fibonacci’s Sequence and an important property observed
by Fermat. Within relationships with other areas of Mathematics, we show the re-
lationship Matrices, Trigonometry and Geometry. Also presents the Golden Ellipse
and the Golden Hyperbola. We conclude with Tribonacci’s Numbers and some pro-
perties that govern these numbers. Made some generalizations about Matrices and
Polynomials Tribonacci.

Keywords: Leonardo Finonacci, Fibonacci’s Numbers, Lucas’ Numbers, Proper-
ties, Binet’s Form, Golden Ratio, Tribonacci’s Numbers.
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Introducao

Leonardo de Pisa ou Leonardo Fibonacci nasceu em Pisa, na Italia. Acompa-
nhando sua familia, muito cedo foi para a Argélia e l4, recebeu sua educacao com
professores mugulmanos, tendo contato com a matematica indo-arabica. Fez varias
viagens pelo mediterraneo e ficou convencido da superioridade do sistema decimal
indo-arabico. Ao voltar para a Italia, escreveu o Liber Abaci.

O Liber Abaci foi o primeiro livro escrito por Fibonacci, nele, Fibonacci apresen-
tou Europa o sistema de numeracao indo-arabe e alguns problemas com conversoes
monetarias, calculo de juros e o seu mais famoso, o Problema da Reproducao dos
Coelhos. A solucao desse problema é exatamente a conhecida Sequéncia de Fibo-
nacci.

Este trabalho trata das propriedades e generalizacoes dos Numeros de Fibo-
nacci, apresenta-se um pouco da historia desse notoério matematico, sua obra mais
importante: O Liber Abaci e a contribuicao para o desenvolvimento da Teotia dos
Numeros.

Realiza-se também um importante estudo sobre a relagao dos Numeros de Fi-
bonacci e os Nimeros de Lucas, as principais generalizacoes e relagoes com outras
areas da Matematica. Destacando a relagao com a trigonometria, com a geometria
e com as matrizes.

Trazemos aqui uma breve apresentacao dos nimeros Tribonacci, provamos algu-
mas propriedades e generalizamos as Matrizes e os Polinomios Tribonacci.
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Capitulo 1

Historia e Obra de Leonardo
Fibonacci

Estudaremos neste capitulo a historia e a obra de Leonardo Fibonacci. Ressal-
taremos sua obra mais conhecida, o Liber Abaci e o Problema da Reproducao dos
Coelhos, destacado no Capitulo 12 do Liber Abaci e que deu origem a Sequéncia de
Fibonacci ou Numeros de Fibonacci.

1.1 Histoéria e Obra

Leonardo de Pisa ou Leonardo Pisano, nasceu em Pisa na Toscania (Italia) por
volta de 1.170. Ficou conhecido como Leonardo Fibonacci, Fibonacci significa filho
de Bonaccio. Seu pai Guglielmo Bonacci era um grande mercador e fora nomeado
coletor das Alfandegas na Argélia, cidade de Bugia (agora Bougie). Ele levou Leo-
nardo para aprender a arte de calcular.

Em Bougie, Leonardo recebeu sua educacao de um professor mugulmano, que
o apresentou ao sistema de numaracao e as técnicas de célculo indo-arabicos. Foi
al também que Fibonacci teve acesso ao livro de algebra do mateméatico persa al-
khowarizmi.

Jé& adulto, Fibonacci fez vérias viagens pelo Egito, Siria, Grécia, Franca e Cons-
tantinopla, onde estudou diversos sistemas de numeragao. Por volta de 1200, voltou
para Pisa. Convencido da superioridade e praticidade do Sistema de Numeracao
indo-arabe, em 1202, publica seu primeiro trabalho, o Liber Abaci (O livro do Cal-
culo).

Fibonacci também escreveu trés outros livros importantes. Practica de Geome-
triae (Pratica da geometria), escrito em 1220, apresenta geometria e trigonometria

1



Histéria e Obra CariTULO 1

com rigor euclidiano a alguma originalidade. Nesse livro, Fibonacci emprega algebra
para resolver problemas geométricos e geometria para resolver problemas algébricos,
uma abordagem avancada para a Europa de sua época.

Flos, escrito em 1225, apresenta a solucao de trés problemas que foram colocados
para Fibonacci por Joao de Palermo, um membro da Corte do Imperador Frederico
IT.

Liber Quadratorum, também publicado em 1225, é considerado o maior livro que
Fibonacci escreveu, no qual aproxima raizes ctibicas, obtendo resultados corretos até
a nona casa decimal.

1.1.1 O Liber Abaci

Foi escrito por Fibonacci em 1202, baseado em seus estudos realizados no periodo
das viagens pelo Mediterraneo. Apos realizar uma revisao, publicou-o novamente
em 1228.

Organizado em 15 capitulos, o livro tem uma forte influéncia arabe, apresenta a
leitura e a escrita dos niimeros no sistema decimal indo-arabe, traz regras de calculo,
diversos problemas que incluem questoes de calculo de juros, conversoes monetarias
e medidas. HA& uma grande colecao de problemas, dentre os quais o que deu ori-
gem & sequéncia de Fibonacci: O Problema da Reproducao dos Coelhos, também
considerado o mais famoso dos problemas de Leonardo. Apresenta também, raizes
quadradas e raizes cubicas.

1.1.2 O Problema da Reproducao dos Coelhos

No Capitulo 12 do Liber Abaci, Leonardo apresenta o problema da reproducao
dos Coelhos. O qual traz uma situacao hipotética descrita a seguir:

Uma pessoa tem um par de coelhos recém nascidos, num lugar cercado por todos
os lados por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse
par em um ano se, supostamente, todo més cada par da a luz a um novo par, que é
fértil a partir do segundo meés.

Esse problema, aparentemente de solucao simples, esta relacionado a uma das
mais importantes descobertas da matemaética.

Iniciamos com um par jovem, ap0s o primeiro més, esse par ja estd adulto e
fértil. No segundo més, esse primeiro par da a luz a um outro, ficando com 2 pares.
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No terceiro més, o par adulto d4 a luz a outro par jovem, enquanto o par de
filhotes torna-se fértil, ficando agora com 3 pares.

No quarto més cada um dos dois pares adultos da a luz a um par jovem e o
terceiro par torna-se adulto e fértil.

A tabela a seguir mostra a reproducao dos coelhos até o décimo segundo més.

Numero de | Namero de | Namero to-
pares de co- | pares de co- | tal de pares
elhos recém | elhos adul- | de coelhos
nascidos tos
Inicio 1 0 1
Um més depois 0 1 1
Dois meses depois | 1 1 2
Trés meses depois | 1 2 3
Quatro meses depois | 2 3 5}
Cinco meses depois | 3 5 8
Seis meses depois | 5 8 13
Sete meses depois | 8 13 21
Oito meses depois | 13 21 34
Nove meses depois | 21 34 55
Dez meses depois | 34 5] 89
Onze meses depois | 55 89 144
Doze meses depois | 89 144 233

A solucao do problema nos da a sequéncia: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,21, 34, 55,89,144,233.

Podemos examinar somente o niimero de pares de coelhos adultos em um deter-
minado més, e podemos observar que esse numero é formado pela soma dos pares
adultos dos 2 meses anteriores, e a mesma experiéncia vale para os pares jovens.

No século XIX essa sequéncia foi chamada de Sequéncia de Fibonacci pelo ma-
teméatico francés Edouard Lucas (1842-1891).



Capitulo 2

Propriedades dos Niimeros de
Fibonacci

Estudaremos agora a definicao de sequéncias recursivas e algumas proprieda-
des dos Numeros de Fibonacci. Este capitulo estd organizado em cinco se¢oes. A
primeira apresenta a definicao de sequéncias recursivas; na segunda, apresentamos
algumas propriedades relacionadas ao mdc e a soma de ntimeros da sequéncia. Na
terceira, a Formula de Binet; na quarta, a relacao com as identidades de Lucas e
finalizando o capitulo, na quinta secao, apresentaremos uma fascinante propriedade
observada por Fermat.

2.1 Definicao de Sequéncia Recursiva

Ao observarmos a sequéncia de Fibonacci, verificamos que cada termo, a partir
do terceiro é igual a soma de dois termos anteriores. As sequéncias que sao definidas
dessa forma sao chamadas de Sequéncias Recursivas.

Sabendo dessa propriedade, podemos determinar a sequéncia de Fibonacci conside-
rando:

1. Fy =0,F, =1 (Condicao inicial)
2. F,=F, 1+ F,_2,n>2 (Relagdo de Recorréncia)

Vejamos:
Fo=F+FkK=14+0=1
Fs=kK+F=1+1=2
Fy=F+FK=2+1=3
Fs=F,+F;=3+2=5
Fe=F+F,=5+3=28
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Dai, obtemos a sequéncia: 0,1,1,2,3,5,8, ...

A Sequéncia de Fibonacci foi uma das primeiras sequéncias recursivas conhecida
na Europa.

2.2 Propriedades

Os ntameros de Fibonacci apresentam vérias propriedades e muitas delas foram

estudadas por varios matemaéticos ao longo dos anos. Aqui apresentamos algumas
delas.
Ao se observar dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, verifica-se que
o méaximo divisor comum entre eles é igual a 1. Considere o Fy =8 e o0 F; =13 e 0
(8,13) = 1. Isso porque os divisores positivos de Fz = 8 sao 1,2,4,8 e os divisores
positivos de F; = 13 sao 1,13. Observando outros termos consecutivos, percebemos
que h& uma regularidade. E dai podemos enunciar a primeira propriedade dos nu-
meros de Fibonacci. Denotaremos mdc(Fg, F7) por (Fg, Fr).

Propriedade 2.2.1 Dois termos consecutivos da Sequéncia de Fibonacci sao
primos entre si.

PROVA Mostraremos, por indu¢do matematica, que (F,i1,F,) = 1. De fato,
para n = 1, temos que:

(Fy, 1) = (1,1) = 1.

Suponhamos que o resultado seja vélido para algum n, isto é, (F,.1,F,) = 1.
Temos, pelo algoritmo de Euclides, que:

(Fn+2a Fn-I—l) - (Fn+2 - Fn-i—lu Fn+1) - (Fm Fn—H) =1,
provando, assim, o resultado.
Propriedade 2.2.2 A soma de seis niimeros consecutivos de Fibonacci é divisivel

por 4.
Vejamos, para n > 0 (com n fixo)

5
ZFn—l—r:Fn+Fn+1+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5:4Fn+4
r=0
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Prova Para n > 0, temos:

5
ZFn+r = Fn+Fn+1+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5
r=0

= (Fn+Fn+1)+Fn+2+Fn+3+Fn+4+(Fn+3+Fn+4)
= 2F, o+ 2F, 3+ 2F,.4

= 2(Foy2 + Fuys) +2F,14

= 4F, 14

Propriedade 2.2.3 A soma de quaisquer dez ntimeros consecutivos de Fibonacci
é divisivel por 11.
De fato, para n > 0 (com n fixo), temos:

9
> Fupr =11F,.

r=0

Prova Para n > 0, temos:

9
ZFTL+T = Fn+Fn+1+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5+Fn+6+Fn+7+Fn+8+Fn+9
r=0

(Fo+ Fosr + Fopo+ Foys + Fua + Foys) + Foge + Fgr + Foys + (Fogr + Frgs)
= 4F, 4+ Fope + 287 +2F, 48
= (4Fpa+4F,5) + TFe
— 4F,,+ TFoss

1F, ¢

Propriedade 2.2.4 Para n > 0, Z F.=F, -1

r=0
Esta propriedade foi descoberta por Edouard Lucas em 1876. Vejamos as seguintes

so1mmas:

Fo+F+F,=2=3-1=F —1
F+H+F+F3=4=5-1=F—-1
F0+F1+F2+F3—|—F4:7:8—1:F6—1

Esses resultados apontam para uma generalizagao. Entao vejamos:
Prova Para provar esta propriedade, vamos utilizar a definicao recursiva dos niime-
ros de Fibonacci. Considere:
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Fo=F,— F
FIZFB_FZ

Fo=Fy— I}

Fn—len—I—l_Fn
Fn: n+2_Fn+1

Ao somarmos as n + 1 equagoes, obtemos:

ZFr = (B—F)+ (F—F)+ o+ (Fopr — ) + (Fave — Faga)
r=0

- _F1+(F2_F2>+(F3_F3)++(Fn_Fn)+(Fn+1_Fn+1)+Fn+2
- Fn+2_F1
= Fn+2_1

Propriedade 2.2.5 Para n > 0, Z Ff =F, F.
r=0
Utilizaremos Inducao Matemaética para provar esta propriedade. De fato, para n = 0,

temos;

0
ZFE = F02 - 02 =0=0 1:F0 'F1 == FO 'F0+1
r=0
que a propriedade é verdadeira.

Suponha que seja verdadeira para algum n = k, (k > 0), com n fixo e arbitrario.
k

Dai, temos: Z F? = F,F,y1. Voltando para o caso em que n = k + 1(> 1), temos:
r=0

k+1 k
Y P = (Z Ff) + Fipy
r=0 r=0

(FiFis) + Fi
= Fop1(Fi + Figa)
= Fpi1Fiio.

Consequentemente, o resultado verdadeiro para n = k 4+ 1 decorre de n = k. Dali,
pelo Principio da inducao matematica, o resultado é verdadeiro para todo n > 0.

Propriedade 2.2.6 A soma dos ntmeros de Fibonacci de ordem impar é igual
a an.
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Paran > 1, ZFQT—l =F+ 54+ Fyyq = By,
r=1

Prova Para provar esta propriedade, vamos utilizar a definicao de sequéncia recur-
siva:

F =F
Fs=Fy— Fy
Fs =I5 — Fy

F2n71 - F2n - F2n72

Somando as equagoOes obtidas, teremos:

Fi+F+- +Fyy = (Fo—Fy)+ (Fy—Fy) + (Fs— Fo) + - + (Fapo — Fopo) + Foy,

Y Pt = B

r=1

n
Propriedade 2.2.7 Paran > 1, Z ., =F+Fy+---+ Fy. = Fy,yp — 1.
r=1
Prova Para provar esta propriedade, utilizaremos os resultados encontrados nas

Propriedades 2.2.4 e 2.2.6. Vejamos:

Pela Propriedade 2.2.4, temos que a soma de todos os nimeros de Fibonacci até a
ordem 2n é:

Fi+F4 s+ 4 Fopy + Fopy = Foyo — 1 (i)

e pela Propriedade 2.2.6, a soma dos niimeros de ordem fmpar até 2n — 1 é:
F1+F3+F5—|—"'+F2n_1 :an (11)

Fazendo (i)-(ii), temos:

Fo+ Fy+ Fs+ Fg+ -+ Fo = Fopyo — Fop, — 1 (iii)
Como Fy, 9 = Fy, i1 + Fyy, substituimos em (iii), obtemos:
ZFQT' = F2n+1 -1
r=1

Propriedade 2.2.8 Paran > 1,F, 1F,;1 — F?=(—-1)".
Esta propriedade é conhecida como féormula de Cassini.
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Prova Provaremos por Inducao Matematica. De fato, para n = 1, temos:
FOF2 - F12 - 01 - 12 - —1
Suponhamos que seja valida para algum n > 1. Provemos que também é valida para
n—+ 1.

FoFpig—F2, = Fu(Fup+ F,) — F2,,
= Fy(F,— Foy) + F?
= Fo(—F, 1)+ F?
= —(Fu1Fop1 — F))

= (-1 = (-1

2.3 Formula de Binet

J& vimos que é possivel encontrar a sequéncia formada pelos ntimeros de Fibo-
nacci, utilizando a relacao de recorréncia, dada a condicao inicial:

Fy =0, F; =1 (Condigao inicial)
F,=F, 1+ F,_2,n > 2 (Relagdo de Recorréncia)

Agora, queremos encontrar um termo qualquer da sequéncia sem, necessaria-
mente, calcular todos os termos anteriores, ou seja, queremos uma foérmula para
determinar o termo geral da sequéncia de Fibonacci em funcao do F;,. Para isso,
utilizaremos a definicao de recorréncia.

Para constantes reais Cy, C1,Cy, -+ ,Cy, com Cy # 0 e Cf # 0, uma expressao
da forma:

Coan + C’lan—l + 02(177,—2 + e+ Okan—k = 07 onde n,

é chamado o k-ésimo termo da relacao de recorréncia homogénea linear com coefi-
cientes constantes.

Considere o caso em que k = 2,Cy =1 e Cy # 0. Por exemplo:

a,, — da,_1 + 6a,_o = 0,ou ainda,
A, = day_1 — 6a,_2,

obtemos ai, uma relacao de recorréncia linear homogénea, com coeficientes constan-
tes.
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Seja a, = Ar"™, uma progressao geométrica, onde A e r sao constantes diferentes de
zero. Substituindo na relacao de recorréncia encontrada, temos:

Ar™ = 5Ar" T — 6Ar" 2

Dividindo por Ar"~2, temos:
=5 —6<1 -5 +6=0 (2.1)

uma equacao do segundo grau em r. Esta equacao é chamada de equacao carac-
teristica. Para a equagdo r° — 5r + 6 = 0, as rafzes sdo r = 2 e r = 3 (raizes
caracteristicas).

Uma solucao geral para

ap = 5ap—1 — 6ay_2
tem a forma
a, = 12" + 3",

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias. Substituindo a solucao geral na relacao de
recorréncia a, — 5a,_1 + 6a,_o = 0, nés encontramos:

(12" 4+ ¢23™) = 5(c12" 1+ 3" ) +6(c12" 2+ 3" ) =0

= 12"7%(2% — 5(2) 4+ 6) + 23" *(3* — 5(3) + 6)
=12"7%(0) + 23" 7%(0) = 0

Verificamos diretamente que a,, = 12" + 23" é de fato uma solugao geral. Mos-
traremos o valor de a, para dois valores especificos de ag e a;, com esses valores
podemos determinar ¢, e cs.

Tomemos como exemplo ag =0 e a; = 4.

1:a026120+0230201+62
4131 = 0121 + 0231 = 201 + 302,

Resolvendo o sistema encontrado, obtemos ¢; = —1 e ¢, = 2. Entao,
a, = (=1)2"+2.3",n >0,
é solugao (tinica) da equagao inicial:

Qp — DAp_1 +6a,_0=0,n>2,a0=1,a1 = 4.

10
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Também é solucao (tnica) da equagao equivalente:
Qpyo — Opty1 +6a, =0,n > 2,00 =1,a; = 4.

Para resolver a recorréncia, é necessario que a equagao do segundo grau obtida em
r possua duas raizes reais distintas.

Considere agora a recorréncia de segunda ordem:
Fn = 1'p_ +Fn_2,n Z 2,F0 = O,Fl =1.

Utilizando o mesmo raciocinio para o primeiro caso que mostramos, vamos substituir
F, = Ar", A 0,r # 0. Substituindo na relagdo de recorréncia encontramos:

Arm = Arn=l 4 Apn2
Dividindo por Ar"~2, encontramos a equacgio caracteristica
r’—r—1=0.
Resolvendo a equagao do segundo grau, obtemos as raizes caracteristicas:

_ =(=EDEV (D)2 (=) 1405

2(1) 2

As raizes caracteristicas obtidas da equacao do segundo grau sao:

o= %5 e = %5
Consequentemente,
F,=ca”+cp"n >0,
com
0=Fy=ci+c
e

l=F=aa+ef=q (%) + 2 (%);

Segue-se que ¢, = —= € ¢y = \_/—é Dai, podemos expressar F;, por:

S

_ 1 _n_ 1 on
Fn—TgO‘ \/BB,nZO.

Entre as muitas propriedades satisfeitas por « e (3, temos:

11
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Como a — 8 = /5, podemos reescrever a formula para F, da seguinte maneira:

F, = aajg .n > 0.

Esta representacao para F, é chamada de Formula de Binet para os nimeros de
Fibonacci.

Utilizando a féormula de Binet, vejamos duas propriedades envolvendo os nimeros
de Fibonacci.

Propriedade 2.3.1
FnJrl

Prova Sendo a = (1 ++/5)/2 e 8 = (1 — /5)/2, segue-se que
|IB/al = ‘(1 —VB)/(1+ \/5)‘ < 1. Consequentemente, como n — 00, temos
|B/a|™ — 0 e (8/a)* — 0. Portanto:

F,41 (@ =g/ (a-p)
Jm —p— = im, (0" — B /(a—B)  noe an— Bn
_ o= B(B/e)"  a—pB(0)
R Y e e

n+1l _ An+l
o B

Propriedade 2.3.2

- n
( k ) F, = F,
k=0

Observe que essa propriedade envolve niimeros binomiais, por isso, antes de provar
esta propriedade, faremos uma breve revisao: Para as variaveis z,y reais e n, um

12
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inteiro nao negativo, temos:

n n 0. n n 1 n—1 . n n—1,1 n n, 0
(x4+y)" = (0)$y +<1>:L'y -+ +<n_1)x y—|—<n>xy
. n)kn—k
= [L"y
ko(k

Onde,

n n!
(k) kl(n — k)’ 0

Prova Para provar esta propriedade considere a formula de Binet e as seguintes
relagoes:

ad=a+le
20+1=(a+1)+a=a’+a=ala+1)=ala?) =a.
Da mesma forma, 23 + 1 = 3. Voltando a propriedade, temos:

(1) - (1) (5=5)

k=0 k=0
B 1 - n k ok 1 - n k ok
B oz—ﬁ,;(’f>2a O‘_ﬁko(k>2ﬁ
B (e
k=0 k=0
1 n 1 n
= O{__B(205+‘1 - 57:7§(25-+:U
1 n 1 n
- e -
a?m
= 53” 3n

2.4 Fibonacci e a Sequéncia de Lucas

Utilizando a relacao de recorréncia para os ntimeros de Fibonacci e diferentes
condigoes iniciais, podemos encontrar novas sequéncia numéricas. Considere L, o
n-ésimo termo de uma sequéncia, com L; =1,Lys =3, e L, = L, 1+ L,,_o,n > 3.

13
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Ly=1+4+3=4

Os resultados obtidos 1,3,4,7,11,... correspondem aos termos da Sequéncia de
Lucas.

Os nimeros de Lucas podem ser dados por:
L,= n+1 +Fn717n > 1.

Podemos dizer que essa é a primeira propriedades dos niimeros de Lucas. Observe
que h& uma relacao dos nimeros de Lucas com os nimeros de Fibonacci.

Vejamos algumas propriedades que relacionam os nimeros de Fibonacci e os
numeros de Lucas.

Propriedade 2.4.1 Definicao recursiva dos Niumeros de Lucas
L, = n+1 +Fn717n > 1.
Propriedade 2.4.2 L,, = F,, .o — F,,_9,n > 2.

Utilizando a Propriedade 2.4.1 temos que L, = F, 11 + F,,_1, e pela sequéncia
de Fibonacci sabemos que F, 1 = F,,.o — F, e F,,_1 = F,, — F},_5, substituindo na
Propriedade 2.4.1, temos:

Ln - Fn+1+Fn—1
= (Fn+2_Fn>+(Fn_an2>
= Fn+2_Fn—27n22-

Propriedade 2.4.3 F,, + L, = 2F,,, para n > 0.

Para provar esta propriedade utilizaremos a definicao recursiva dos Numeros de
Fibonacci e a Propriedade 2.4.1. Vejamos:

Fn"_Ln:(Fn+1_Fn—1)+(Fn+1+Fn—l):2Fn+1

Propriedade 2.4.4 2L,y — L, =5F,,n > 0.

Utilizando a propriedade 2.4.3, L,, = 2F, 1 — F,, e L,y = 2F, o — F,11, dali,
podemos determinar:

14
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2Ln+1 - L, = 2<2Fn+2 - FnJrl) - (2Fn+1 - Fn)
= 4Fn+2_2Fn+1_2Fn+1+Fn
= 4<Fn+2_Fn+1)+Fn
4F, + F, = 5F,

Propriedade 2.4.5
L? —5F? =4(—1)", para n>0

Provaremos esta propriedade utilizando as Propriedades 2.4.1 e 2.4.3 e a Formula
de Cassini.

Entao vejamos:

Fn—an—&-l_FZ = (_1)n

N R

(5] (255 5 - o

<L;F> (F;L) _p o 1y

Teorema 2.4.1 Para n > 0,

F, +/5F2 +4(—1)" I L, ++/5[L2 +4(—1)"]
e
2

Fn+1 = n+l — 9

Prova Da Propriedade 2.4.3 ja sabemos que
F,+ L, = 2F, 1, logo 2F,.y — F,, = L,. Substituindo na Propriedade 2.4.5
obtemos:

15
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(2F, 11 — F,)? —5F? = 4(-1)"
(2F, 1 — F,)? = 5E>+4(-1)"
2F, 1 — F, = £/5F2+4(-1)"

F, £ /5F2 + 4(—1)
2

Fn+1 -

Como F,, > 0, teremos:

F,+\/5FZ+ 4(—1)"
2

Fn+1 -

Provamos assim a primeira parte do teorema. Vejamos a segunda parte:

Da Propriedade 2.4.4 sabemos que: 2L, .1 — L, = 5F},, entao F), = %

Substituindo na Propriedade 2.4.5, obtemos:

21 — L\ 2
o (emb)

Li . (2Ln+15_ Ln)2 _ 4(_1)n
(2Ln+1 - Ln)2 = 5[L12v, + 4(_1)n]
2Lny1 = Lyp+ +/5[L2 +4(=1)"]
L+ /5[L2 + 4(—1)"]
2

LnJrl -

Teorema 2.4.2 Generalizacao da Identidade de Cassini
Paran >r > 0,

FirFpy — F2 = (=1)ntr+1 2

n

Antes de generalizar a formula de Cassini, vamos utilizar a formula de Binet para
os nimeros de Lucas.

Para n > 0, temos:

Li — (an+ﬁn)2:a2n+52n+2<a6>n
= Lo, +2(—1)", desde que af = -1

16
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Da Propriedade 2.4.5, temos
S5FZ= L2 —4(—1)" = [Ly, + 2(—1)
ou HEZ2+2(—1)" = Ly,

" — 4(=1)" = Ly, — 2(—1)"

Prova Usando a Formula de Binet para os Nimeros de Fibonacci e substituindo
no primeiro membro da Identidade de Cassini:

Fn—l—an—r _Fs

an—i—r _ Bn—i—r an—rﬁn—r an _ ﬁn 2
a—p a—B ( a—p )
B OdZn . an«H"ﬂnfr - anfrﬁnJrr + BZn B a2n - 2(a6)n + 6271
B (o= B)? (o= pB)?
Como (a — B)? = (V5)? = 5, e (aff) = —1, temos que a1 = —3,571 = —a.

Fazendo uso dessas relacoes, temos

_(a/ﬂ)narﬁ—r _

(ap)" ™" +2(—1)"

nar

—(=1

5

(B = (=)"(a” )" B +2(=1)"

nar

—(=1)

5

(=) = (=D)"(=p)"B" + 2(=1)"

5

— (=)= B+ 2(-1)"

5

(_1)n+r+1[a2r+ﬁ2r]_|_2(_1>n

5

(_1)n+7‘+1L2T + 2(_1)n

5)
(_1)n+7‘+1 [5Fr2 +

2(=1T+2(=1)"

5

(_1)n+r+1FTQ 4 (

(_1)%+7‘+1FT2 4 (

(_1)n+r+1F2

) eyt
) e ]

17
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2.5 Fermat e Fibonacci

O matematico francés Pierre de Fermat observou que os niimeros 1, 3, 8,120 tém
uma interessante propriedade.

Um mais o produto de quaisquer dois deles € um quadrado perfeito

14+13=22
1+ 1.8-32
1+1.120=112
1+3.8=52
1+3.120=19
1+8.120=312

Em 1969, Alan Baker e Harold Davenport do Trinity College, em Cambridge
provaram que se os numeros 1,3,8, e x tém essa propriedade, entao x deve ser
120. Curiosamente, observe que 1 = Fy,3 = F;,8 = Fy e 120 = 4.2.3.5 = 4F3F, F.
Assim, oito anos mais tarde, V. Hoggatt, Jr., e GE Bergum do Sul Universidade
Estadual de Dakota, a partir dessa observacao, estabeleceram a seguinte generaliza-
Gao:

Teorema 2.5.1 Os numeros Fb,, Foni0, Foniq € 4F5, 1 Foni0Fy, 3 tém a propri-
edade de um mais o produto de quaisquer dois deles é um quadrado perfeito.

Prova Pela formula de Cassini temos que 1 + Fy,Fh,,10 = FQQnH. Da mesma
forma, 1+ F2n+1F2n+3 = F22n+2 el+ F2n+2F2n+4 = F22n+3'

Em seguida, temos:

1+ Fon(4F2n 11 Fony2Fonys)

= 14+ 4(FonFont2) (Font1Fonts)

= 1+ 4(Fy,. — 1)(Fy,,o + 1)pela formula de Cassini

= AF,  Fo o — MF 0 — F5pp) =3

= 4F3,  Fo o — 4(FonysF,) — 3

- 4F22n+1F22n+2 — 4P 13(Fonte — Fong1) — 3

= AF3 \F3 0 — AFo 3Foy o0+ 4Fy 1 Fonys — 3

= AFy \Fy o —4AF 3F 0+ 4(Fy s +1) =3
AFS, (F3 o — 4Fonyo(Fonts — Fopgo) + 1

= 4F22n+1F22n+2 - 4F2n+1F2n+2+1
= (2Fui1Fonie — 1)

18



Capitulo 3

Relacao dos Numeros de Fibonacci
com outras areas da Matematica

Estudaremos agora a relagao dos Numeros de Fibonacci com outras areas da
Matematica, entre elas, destacamos a Trigonometria, as Matrizes e a Geometria.
Abordaremos a Elipse e a Hipérbole de ouro. Faremos também uma apresentacao
dos nimeros Tribonacci e algumas de suas propriedades

3.1 Fibonacci e a Trigonometria

A partir de algumas identidades trigonométricas e a féormula de Binet, é possivel
determinar a férmula trigonométrica para os niimeros de Fibonacci.

Essa formula foi estabelecida por W. Hope-Jones em 1921.

Considere as identidades trigonométricas:

1. sin20 = 2sinf cos
2. c0s20 = cos?fh —sin®f = 2cos? 0 — 1
3. cos 30 = cos(20 4 0) = cos 26 cos § — sin 20 sin ¢

Considerando as identidades e (1) e (2) em (3), obtemos:

cos30 = cosf((2cos*0 — 1) — (2sinfcosf)sinf
2 cos® ) — cos ) — 2 cos f sin? 0

2cos? 0 — cos ) — 2cos O(1 — cos? )
2cos® 0 — cosf) + 2cos® @ — 2 cos

= 4cos’h — 3cosb
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Agora, considere § = 7w/10. Temos;

T — 50 = 26 + 30.

Dai, temos que 26 e 360 sao angulos complementares e, sin 260 = cos36.

2sin 0 cosf = sin 20 =

Dividindo por cos# (com cosf # 0),0bte

2sind
2sinf
2sinf
4sin®f 4 2sinf — 1

uma equacao do segundo grau em sin 6.

cos30 = 4cos®f — 3cosh
mos;

4cos’6 —3

4(1 — sin*0) — 3
—4sin?6+1 e,

0,

Resolvendo a equagao obtida, encontramos as raizes:

—2+

22-4(4)(-1)

sinf = 500

_ —24v20 _ —1+5
8 - 4

Como 6 = 7/10 um arco do primeiro quadrante, temos que o sinf > 0, temos que:

sin = =sind

_(1)5:

2

((

Desde que aff = —1.
Calcularemos agora o cos 26.
Como 6 = (7/10), (7/5) =260 e

COS —

— C1VE)
1

-(3) (%2

) -

«

1

2a°

1

2

) (=

cos 260
cos? 6 — sin? 6
1 —2sin%0
2
9 (i)
2a
1

202
202 —1
202

20
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Multiplicando ambos os termos por /32, obtemos

B (2042)ﬁ2
- 20&2ﬁ2
202 2
B %(mra aff =—-1,82=p+1)
= % = %.(desde que o+ =1)

Dai, encontramos cos(m/5) = o/2). Calculando o cos 2Z, temos,

3T 5 ( T )
cos— = cos3|(—
5 5

T T
= 400535 — 3cos —

A 5(3)

1, 3

Como a? + 2 =3 — a? — 3 = — 32, temos que,

3T
cos — =
5

37
Como «aff = —1, temos que : cos 5 =

)
=)

o

(

p

N~ N~ DN

Ja encontramos que cos(m/5) = a/2, entdao o = 2 cos(m/5) e cos(37/5) = (1/2)p.
Logo 8 = 2cos(37/5).

Substituindo as relagoes encontradas na Formula de Binet, podemos determinar
a formula trigonométrica para os Nimeros de Fibonacci. Vejamos:
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3.2 Fibonacci e as Matrizes

Agora, considere as propriedades e operagOes com matrizes.

a” —B”_

an_/@n

a—pf
(2cos(m/5))"

NG

— (2¢

0s(3m/5))"

1

\/_

g

V5
(5

) o

3

) e

A partir delas,

vamos relacionar os Numeros de Fibonacci a uma matriz especial, que foi estudada
por Charles H. King, em sua Tese de Mestrado em 1960, Califérnia. Ele a chamou

1

—_ O~ O~ O

Tt DD W N

2 1
11

W = N =

de Matriz Q.

11
o= |1 ]
Observe os resultados a seguir:

1 1|1

2 _
@ = 1 0|1
3 2 1
Q=@ =|,
4 3 1
Q=@ =|,
5 4 1
@ =QQ" =|,

0

3

1

Gt 00 W Ut N W

W ot NW ~ N

A partir das matrizes obtidas, vamos escrever cada uma delas substituindo os
termos pelos Numeros de Fibonacci:

F, F F.
o~ pm] e=h

Fs F F
Q4:{Fi Fi} Q5:{F§

Teorema 3.2.1 Para a matriz

11
@= 10
n o__ FnJrl Fn
Q _’ Fn Fn—l

|
|

e n > 1, temos que:

22
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Partindo desse resultado, foi estabelecido o seguinte teorema:

Fy
Fy

Fy
Fy
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Provemos o teorema por Inducao Matematica. Vejamos:
F F 11
o Fy 10

Suponha que a igualdade seja verdadeira para algum n inteiro positivo. Provemos
que é valida para n + 1.

Para n =1, temos: ) = que é verdade.

Por hipotese, temos Q" = ' F;,H FF" . Calculando Q™*!, encontramos:
n n—1
ntl — ).Q" = 11 Foy  Fy _ Fn+1+4+F, F,+F,1
‘ Lo Fn Fn—l Fn+1 Fn
_ Fn+2 Fn+1
Fn+1 Fn
Provamos, assim, a veracidade de Q" = ' Fupr Fy
Fn Fn—l

para todo inteiro n > 1.

Podemos provar a Formula de Cassini utilizando a relagao dos Niumeros de Fi-
bonacci com as matrizes e determinantes. Para isso, faremos uma breve revisao de
trés propriedades dos determinantes.

Vejamos:

1. det(AB)=det(A).det(B)

2. det(A") = [det(A)]"

3. det(A™") = det(A™A") = det(A™)det(A™)

Calculemos o determinante da Matriz Q:

| R |11 B
Q= R |1 o0 =(1.0-11)= -1
Agora, considere a matriz Q" e seu determinante:
Fn+1 Fn 2
"= =L Fn+ F
Q Fn Fn—l 1 +1

E, utilizando a Propriedade (2) dos determinantes, temos que:
d@t(Q) =—-1— det(Qn) = [d€t<Q)}n = (_1)717 lOgO, Fn—an—H + Fg - (_1)n.
Agora, vamos considerar uma Matriz M. Essa matriz foi estudada por Sam Mo-

ore do Colégio Comunidade de Allegheny County na Pensilvania. M = [ i ; }

Podemos verificar pelo Principio da Inducao Matematica que:
Fanl F2n

M" =
{ Fon  Fana

} onde n > 1.
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Ainda podemos escrever:

1 Fop
M™ _ F2n—1
Fono1 | _fon P

Fopn—1 Fan—a
Sendo limy,_, % = q, segue-se que:

un {1 a}: 1 «

lim = =
0 Fona a ao? a l+a

Dessa forma, temos que a sequéncia (M"™/Fy, 1) das matrizes de Fibonacci com
entrada um converge para a matriz

1 a
a l+a
Enquanto que a sequéncia (Q"/Fy,_1) converge para a matriz:
[1+a o
a 1

3.3 Fibonacci e a Geometria Euclidiana

3.3.1 O Numero de Ouro

O nimero de ouro é um nimero irracional representado pela letra grega ¢. Sim-
bolo da proporcionalidade, aparece na natureza, na musica, na arte e na arquitetura.
A divisao de um segmento segundo essa proporcionalidade é denominada divisao au-
rea. Euclides a chamou de divisao em média e extrema razao.

Vejamos a conexao do nimero de ouro ou razao aurea com a sequéncia de Fibo-
nacci.

. N . F ~ N .
Considere a sequéncia r, = ===, n > 1, em que os F, sao termos da sequéncia de
n

Fibonacci. Essa sequéncia representa a taxa de crescimento do niimero de coelhos
entre o (n + 1)-ésimo e o n-ésimo més. Tal sequéncia é dada por:

12358

17172735

Teorema 3.3.1 Tem-se que (r,),n > 1, é dada recursivamente por

rn=1ce rn:ﬁ+1,n22.

. Al - F, . .
PrROVA Considerando a sequéncia dada por r, = —%, e da defini¢ao recursiva

dos nimeros de Fibonacci F, 1 = F), + F},_1, segue-se que:

_Fn+1_Fn+anl_& anl_ 1 _ 1
™W="F — "R BT R 1t =1ltgo

Fp—1
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Utilizando a equagao anterior, nota-se que o limite da sequéncia (r,), caso exista,
é solucao da equacao r> —r — 1 = 0, que tem uma tnica raiz positiva.

De fato, do Teorema anterior sabe-se que

=1 +1
Tn—1
Logo,
1imn—>oo Tn = hmn—)oo < 1 + 1)7
ou seja,
r=141,

em que

r’—r—1=0.

Segue-se, pois, que
r= %5 = 1.618033988749895...

onde 7 é o numero de ouro. A sequéncia r, é convergente, entao seu limite é

1+v5

5 -

r =

Para justificar a passagem ao limite na expressao

Tn = 1 +1>

Tn—1
deve-se mostrar que 7, é uma sequéncia convergente.
Inicialmente, observa-se que

rp=2— —1 n > 3.

rn—2+17

Consideremos as subsequéncias (72,) € (re,—1) de (r,), ou seja, as subsequéncias
de indices pares e impares, respectivamente. Mostraremos por induc¢ao que (rg,) é

decrescente e (r3,_1) é crescente. De fato, temos que:
(i) ro=2>ry=2.
(ii) Suponha valido para n = k, isto é,

25



Fibonacci e a Geometria Euclidiana CAPITULO 3

Tok > Tokt2

Como a funcao

é crescente, temos que

Tokto < Tor = f(rapse) < f(ra) =

1
= 2 rogy2+1 <2 rop+12k+4 < T2k+2:

Com isso, mostramos que (79,) é decrescente. De forma anéloga, prova-se que (19,_1)
¢ crescente. As duas sequéncias sdo convergentes e satisfazem a mesma relagao de
recorréncia

1

rn - 2 o Tn72+1,

Concluimos entao que seus limites sdo iguais e, consequentemente, (r,) converge
para esse mesmo limite, que ja foi encontrado anteriormente.

3.3.2 O Retangulo Aureo

Um retangulo ABC'D é dureo quando apresenta a seguinte propriedade: se dele
retira-se um quadrado ABEF, o retangulo CDEF restante serd semelhante ao
retangulo original.

Observe as figuras a seguir:

E a F
A a E b D ® @
b
4 @
B F € D C
Figura 3.1: O Retangulo ABC'D Figura 3.2: Retangulo Aureo
Ou seja,
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A construgao de um retangulo aureo pode ser feita a partir dos seguintes pas-
SOS:

1. Constroi-se um quadrado ABF'E de lado a e divide-se um dos lados desse
quadrado ao meio. Nomeie de M o ponto que intercepta o lado AE do qua-
drado.

2. Em seguida, traca-se a diagonal que liga o ponto M ao seu vértice oposto, ou
seja, o ponto F'.

3. Com o compasso fixado no ponto M, traca-se o arco de comprimento M I até
que ele encontre o prolongamento da base. O ponto de interseccao do arco
com o prolongamento serd o ponto D.

4. A partir do ponto D, traca-se um segmento de reta perpendicular a base
do quadrado. Depois, prolonga-se o lado superior até que este encontre o
segmento de reta. O retangulo é exatamente o Retangulo Aureo, como mostra
a figura 3.3.

Figura 3.3: Retangulo Aureo

Para comprovar que o retangulo ABCD é de fato dureo, basta observar que
MF =MD =0b+ %

Aplicando o Teorema de Pitégoras ao triangulo M E'F, obtém-se

(b+2)" =a*+(2)",

_a_

_b
at+b T a

Ou seja, b? + ab = a?, que é equivalente a
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3.3.3 Divisao Aurea

Dado um segmento AB, diz-se que um ponto C pertencente ao segmento AB
divide este segmento em média e extrema razao se

AC _ OB
AB — AC

Considere AC' = a e CB = b. Substituindo na relagao anterior, temos:

an— b S pab=a (2)

Considere o nimero m = ¥, ao dividir os membros da equagao (2) por b2, obtemos:

m? =m+1
m?>—m—1=0

Resolvendo a equagao do segundo grau obtemos uma raiz positiva:

1+v5

m = 2

Para se dividir um segmento em média e extrema razao pode-se seguir os pas-
SOs:

1. Utilizando o compasso, pode-se obter o ponto médio M do segmento AB.

2. Em seguida, traca-se uma reta perpendiculat ao segmento AB, passando por
B.

3. Com o compasso fixado no ponto B, traga-se um arco de comprimento M B
até que este cruze a reta perpendicular ao segmento AB. Obtem-se, assim,
um segmento BD medindo exatamente a metade do segmento AB.

4. Unindo o ponto D ao ponto A, constroi-se o triangulo ABD.

5. Com o compasso fixado no ponto D, traca-se um arco de comprimento DB
até que ele cruze a hipotenusa AD do triangulo, obtendo o ponto E.

6. Com o compasso fixado em A, traca-se um arco de comprimento F A até que
este encontre o segmento AB. Chega-se ao ponto C, que divide o segmento
AB em média e extrema razao.

Se AC'=a e C'B = b, entao, da construgao anterior, segue-se que

AB=a+b,AE =a,ED = BD = “* ou seja, b(a + b) = a?

2
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C B

) !
Figura 3.4: Divisao Aurea

3.3.4 Exemplos

Abordaremos alguns exemplos relacionando os Nimeros de Fibonacci e a Geo-
metria Buclidiana.

Exemplo 3.3.1 Este primeiro exemplo foi proposto por J.A.H. Hunter em
1963.

Determine os pontos P e () em dois lados adjacentes do retangulo ABCD, de

acordo com a Figura 3.5, de modo que as éareas dos triangulos APQ, BQC,CDP
sejam iguais.

Figura 3.5:

Solucao Pela Figura, temos que AQ = x,QB =y, AP = w e PD = z. Como
as areas dos triangulos APQ,QBC e CDP devem ser iguais, temos que:

z(z+y) y(w+z) Tw

2 2 2
2(z+y) =ylw+2) = 2w

Resolvendo as equagoes duas a duas, temos z(x +y) = y(w + 2) — 2z = yw e

z/y = w/z. Da equagdo zw = z(x + y), temos que w/z = (x + y)/x, dai, pode
concluir que:
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Substituindo x/y = ¢, encontramos a equagao t* =t + 1. Como z/y > 0, a solugao
da equacao que satisfaz é:

Exemplo 3.3.2 Em 1964, H.E. Huntley de Somerset, na Inglaterra, realizou
ainda mais estudos com o problema do Exemplo 3.3.1 e enunciou e provou o seguinte
problema: Se ABC'D é um retangulo aureo, entao PQC é um triangulo retangulo
isosceles, com angulo reto em Q.

Solugao Sendo ABC'D um retangulo aureo,

AB _ zty __
BC — w+z Q
Do exemplo 3.3.1, z = ya e w = zq,
_ y(tae) _
= ita) = QY = 2

Mas za = w, entao y = w. E AP = BQ.

Sabemos que z = ya = (za)a = za? = z(a+1) = za+2z = w+2; dai, AQ = BC.
Pelo caso lado-angulo-lado (LAL), os triangulos APQ e BQC sao congruentes, logo
PQ = QC, entao o triangulo PQC é isosceles de base PC.

Como AAPQ = ABQC, /AQP = /BCQ.
Mas Z/BCQ + /BQC = 90°. Dai, ZAQP + /BQC = 90°, entio /PQC = 90°.
Logo APQC é um triangulo retangulo isosceles de base PC. (Veja a Figura 3.6).

A x m Q y 8
t

t \/v

Figura 3.6:

Como ZCPQ = 45° temos que = 45°. Logo PQ||BD
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Podemos encontrar uma féormula para a drea do PQC"

1

= %\/AP2 + AQ?.\/BQ? + BC?

1

= 5\/w2 +x2.\/y2 + (w + 2)?
1

= 5\/562 + Y2V y? A+

1
= 5(1'2 +y°)

3.4 A Elipse e a Hipérbole de Ouro

3.4.1 A Elipse de ouro

O conceito de uma elipse de ouro foi introduzido em 1964 por H.E. Huntley da
Inglaterra. Além disso, realizou estudos de suas propriedades.

Numa elipse de ouro (Figura 3.7), a razao do eixo maior para o eixo menor é a
razao aurea.

Denote 2a a medida do eixo maior e 2b a medida do eixo menor. Sabe-se que
b* = a*(1 — €?). Para a elipse de ouro, temos:

b2 2 _ 1 _ 2
m=l-e=5=0

Portanto,

¢ =1-p=—p

Dessa forma se define a excentricidade de uma elipse de ouro, ¢ = /—/. Conse-
quentemente, a metade do eixo menor é dado por b* = a%3?, entao b = alf|.

Se inscrevermos uma elipse de ouro em um retagulo com os seus lados parelelos
aos eixos, esse retangulo sera aureo.

Sejam os focos da elipse de ouro dados por F' e F’. Segue-se que OF = ae =

a/v/a=a/—p e BF = /b + a’e? = a.
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—
Considere = 0. Temos secl = BF/OB = a/b = « Considere a reta ON e ¢é
perpendicular a diretriz ?@ Entdao ON = a/e = ay/a.

FN=ON-OF = aya—=
[0
_ala—1)
=~
a
— __B:a|ﬁ|3/2

Ja

/
p
E_F ] F AN

Figura 3.7:

Em qualquer elipse, o semi-eixo menor é média geométrica do semi-eixo maior pela
distancia do centro ao foco, ou seja b> = al. Entao, na elipse de ouro, temos:

PQ=1=£p(2) =

b
mas,a:b:l:ba:b:b/a:azlzl/aazazzazl.

Note que:
ON avo
FN —ajya @
e?
OF _ _a/Jao 1

FN — ala-Dva a1 @
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Entao, o foco F', divide o segmento ON na razao aurea.

Considere P(Q) um segmento perpendicular ao eixo maior passando pelo foco F.
Temos que,

a? b2
OP? = OF*4+FP°=—+ —
) 0]
b2
= b2oz + —2
0]
v*(a3 + 1)
Cy2
b?(2c + 2
a2
= 2?
OP = V2b

Uma elipse tem a propriedade de que a tangente em P passa por N e a cot = e.
Desde que cot = OB/OF = b/ae, segue-se, no caso particular da elipse de ouro,
que:

-1 _ /—
cot = 7= =/ J6;

cot ) = i = \/La =0
Entao ZFPN = 0. Visto que M PF'B é um paralelogramo entao M P = BF = a.
Ainda podemos verificar que AOMN ~ AFPN, entao

MN
PN
MP

—+1
PN+

MP
PN

Dai, P divide M N na Razao Aurea.

ON

FN

ON—l—l
FN

—_— =

FN

Observe que OP intersecta a diretriz N D no ponto D. Como AOND ~ AOFP,

temos que:

OD _ ON _

OoP —

Entao P divide OD na Razao Aurea.
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3.4.2 A Hipérbole de Ouro

A Hipérbole de Ouro (Figura 3.8) também foi estudada por Huntley, apresenta
um extenso estudo das propriedades em seu livro A Divina Propor¢ao.

y=x(-V-B)

Figura 3.8:

A excentricidade da Hipérbole de Ouro é definida por e? = a. Dai, temos que:

v = a*(e* —1)

= a*(a—1)
= —ad?B
:>% = Vo
b = a\/—p

As assintotas da Hipérbole de Ouro sao dadas por y = +(b/a)z, ou ainda,

y = +v/—fx.

3.5 Numeros Tribonacci

Vimos que na Sequéncia de Fibonacci e na de Lucas, dados os dois primeiros
termos, podemos determinar os termos seguintes a partir da defini¢cao recursiva.
Agora, suponha que seja dada uma condi¢ao inicial com os trés primeiros termos, e
para determinar o sucessor imediato basta somar os trés primeiros, para calcular o
segundo sucessor, somar os trés antecessores imediatos. Essa sequéncia ¢ chamada
de Sequéncia Tribonacci. Essa sequéncia foi estudado inicialmente em 1963 por M.
Feinberg quando ele era um jovem de 14 anos, cursando a nona série na Susquehanna
Township High School, na Pensilvania.
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3.5.1 Os Numeros Tribonacci

Os Numeros Tribonacci sao definidos pela relacao de recorréncia

Tn=T, 1+ Ty 2+T,3

Emque Ty =1=1T,15 =2, com n > 4.

Os primeiros Nimeros Tribonacci sao:

1,1,2,4,7,13,24, 44,81, 149, 274, 504, ...

Assim, como a sequéncia das razoes entre dois niimeros consecutivos de Fibonacci
converge para a razao aurea, a sequéncia formada pela razao de dois Numeros Tribo-
nacci consecutivos também converge para um nimero irracional 1.83928675521416...

3.5.2 Matrizes Tribonacci

Podemos obter os varios Ntiimeros Tribonacci calculando as somas dos elementos
das diagonais crescentes de uma matriz triangular, uma Matriz Tribonacci. Cada
elemento ¢(m,n) da matriz é definido da seguinte maneira, com m,n > 0:

t(m,n) =0, se m>n ou n<0
t(mmn)=1, t(mn)=t(m-1,n-1)+t(m-1,n)+t(m-2,n-1), se m>2

Usando a relacao de recorréncia, podemos determinar todos os elementos da
matriz adicionando os elementos vizinhos dos dois conjuntos anteriores. A piramide
a seguir mostra a matriz resultante. Note que os nimeros do centro da matriz sao
mesmo Numeros Tribonacci.

Existe ainda uma outra matriz triangular que também produz os varios Nimeros
Tribonacci. Para construir essa matriz, primeiro vamos desenvolver os trinémios
para valores de n > 0:

1+z+2?)"=1
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(
(
(
(

l+x4x?)! =1+ + 2?

14+x+x%)? =1+ 2z + 3% 4 22° + 2*

1+x+x%)3 = 1+ 3z + 62% + 72 + 62 + 32° + 2
T+x+x2)t = 1+ 4o + 1022 4 1623 + 192* + 162° + 1025 + 427 + 28

Agora,vamos organizar uma matriz com os coeficientes do desenvolvimento dos
trinémios e verificar que os niimeros obtidos também correspondem a uma sequéncia
de Ntmeros Tribonacci.

1

— = = = e

1 1

2 3 2

3 6 6 3 1

4 10 16 19 16 10 4 1

5o 15 30 45 51 45 30 15 5 1

6 21 50 90 126 141 126 90 50 21

Cada linha é simétrica, com excecao das duas primeiras.

6 1

Cada linha pode ser obtida a partir da soma dos elementos da linha precedente,
repetindo o primeiro e ultimo termo, que é igual a 1.

A soma dos elementos das diagonais crescentes é um Numero Tribonacci.

3.5.3 Compondo Somas com 1, 2 e 3.

Agora vamos compor nimeros inteiros utilizando as somas com 1, 2 e 3. Ob-
servemos a quantidade de composicoes encontradas em cada caso, de acordo com a
tabela a seguir:

n | Composicoes de n usando 1, 2 e 3. Cp

171 1

211+1,2 2

3| 1+1+1, 142, 2+1, 3 4

4 | 1+14+141, 14142, 14241, 241+1,242, 143, 1+3 7

5| 1+141+41+1, 1+1+142, 1+1+3, 1+1+42+1, | 13
14+24+1+1, 2+1+1+1, 1+3+1, 3+1+1, 2+3, 3+2,
14242, 2+1+2, 2+2+1

Nessa tabela, encontramos a composicao dos inteiros de 1 a 5. Observando os re-
sultados, verificamos que os niimeros que representam a quantidade de composigoes
sao Numeros Tribonacci. Verifica-se ainda, que C,, = T},;1, onde n > 1.

Algoritmo Recursivo
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Usando a defini¢ao recursiva de T}, podemos desenvolver um algoritmo recur-
sivo para calcular 7). Esse algoritmo compode os primeiros Numeros Tribonacci,
utilizando a definicao recursiva, onde n > 4

T1:T2:1,T3:2
T, =T +T,2o+T;—3, comi<n
vamos explorar uma férmula para o nimero de adicoes a,, necesséarias para calcular

T, de forma recursiva. Por exemplo, leva duas adicoes para calcular o T}, isto é,
ay — 2.

Usando a relacao de recorréncia T,, = T,,_1 + T,,_o + T,_3, podemos definir a,
recursivamente:

Ap = 0p—1+ ap2+ap_3+ 27

comn >4, e a =ay =az=0. Suponha b, =a, +1= a, =b, — 1. Substituindo
na relacao a, = a,_1 + a,_s + a,_3 + 2, encontramos:

bn_l - bn—1+bn—2+bn—3_3+2
by, = bp_1+by_2+b,3

com by = by = b3 = 1. Os doze primeiros termos da sequéncia b, sao
1,1,2,3,5,9,17,31,57,105, 193, 355.

Teorema 3.1.5 Seja a, o numero de adi¢oes necessarias para calcular T}, de
forma recursiva. Com a,, =T, +1,,_3 — 1, em que n > 4.

Prova Provemos por Inducao.

ParaT34+71—1=2+1—1=2 = a4 a formula é verdadeira com n = 4. Agora,
suponha verdadeira para todo inteiro positivo k, com k > 4. Vejamos:
Tn+1 =T+ T +Th

Entao

Api1 = A+ Gpoq+ Apo+2

(Thia+Ths =)+ (Lo + Ty — 1)+ T s+ 15— 1) +2
(T + T+ T 3)+ (Ths+Ths+T,5) —1

= T,+T,2—1

Assim, pelo Principio da Inducao matematica, a férmula é valida para todo n > 4.
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3.5.4 Fungao Geradora para T,

Usando a defini¢ao recursiva, podemos desenvolver uma fungao geradora para o
os Niumeros Tribonacci. Para isto, considere,

g(x) = ZTnx”, desde que Tj = 0.
0

Segue-se que (1 —z — 22 — 23)g(x) = Tyz

Dai, temos
_ T
9(T) = s
Assim
o0
T _ n
l—x—z2—23 2 :TnZL‘
0
Desde que

1 n
=
0
Segue-se que
x4+ 2%+ 223 4+ dat - -

- T _ =
l—z—z2—23

Os Numeros Tribonacci aparecem como coeficientes do polinomio do segundo mem-
bro.

3.5.5 Polin6mios Tribonacci

Em 1973, V.E. Hoggatt e M. Bicknell generalizaram os Polinomios Fibonacci
para Polinomios Tribonacci ¢, (z). Esses polinomios sao definidos por

to(x) = 2%ty_1(2) + xtp_o(x) + t,_3(z)
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Onde, to(z) = 0,t;(z) = 1 e to(x) = 22 Note que t,(1) = T},, 0 n-ésimo Ntmero
Tribonacci.

A seguir, apresentamos uma relagao com os dez primeiros Polinomios Tribonacci.

ti(x) = 1

to(z) = 2°

ts(z) = 2*+x

ty(z) = 2°+22° +1

ts(r) = a®+ 32 + 327

to(r) = 2% +42" 4+ 62" + 22

tr(z) = 22 +527 +102° +72% +1

tg(r) = 2"+ 62" + 152° + 162° + 62°

to(z) = 2+ 72 +212'° 4+ 302" + 192" + 32

tio(z) = o'+ 82" + 282" + 5027 + 452° + 162° + 1

J& vimos na subseccao das Matrizes Tribonacci que a soma de elementos da
matriz produzem Numeros Tribonacci. Mostraremos na tabela a seguir, elementos
de uma diagonal correspondentes aos coeficientes de um Polinémio Tribonacci.

Consedere que T'(n,7) denota o elemento em linha n e coluna j da matriz, em
que n > j > 0 e satisfaz a relacao de recorréncia

Tn,j)=Tn—1,7)+T(n—2,j—1)+T(n—3,J—2)

onde n > 4. Veja a tabela a seguir:

n/j Soma
1 |1 1
2 |1 1
311 1 2
4 |1 2 1 4
5 |1 3 3 7
6 |1 4N, 6 2 13
701 5 10N, 7 1 24
§ |1 6 15 16 6 44

1
9 /1 7 21 30 19 3 81
101 8 28 50 45 16 1 149

Uma Foérmula para os Polin6mios Tribonacci
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Uma férmula para os Polinémios Tribonacci ¢, (z) é dada por

[(2n=2)/3] |
ta(2) = Y T(nja*¥"

J=0

Por exemplo,

2
ts(z) = Y T(5,4)2""
0
T(5,0)2° + T(5,1)2° + T(5, 2)2?
= 284 32% + 322

Polinémios Tribonacci e a Matriz Q

Podemos generalizar os Polindmios Tribonacci utilizando a Matriz Q

22 1 0
Q=1 x~ 01
1 00
Usando o Principio da Inducao Matematica, podemos mostrar que
b (2) ta(2) b ()
Q" = | xty(v) +tpa(x) wty_1+tno(x) zt, o(x)+t,_3(x)
tn(2) ty1(x) ty—o(x)
Como |Q| = 1, segue-se que |Q"| = 1; isto é,
tny1() tn(z) tn-1(z)
b (z) + tho1(x) wtpq +tho(z) xtyo(x)+t,s(z) =1
tn() tn—1(z) tn—a(x)

Agora, multiplicando a linha 1 por 2?2 e adicionando linha 2, em seguida alterna-
se as posicoes das linhas 1 e 2. Dessa forma obtemos uma Identidade de Polinémio
Tribonacci:
tni2(®) tor1(x)  ta(2)
tn+1 (ZL’) tz tn—l(x) =-1

to(z)  tho1(x) th_o(x)
Em particular, para z = 1, obtemos a seguinte Identidade Tribonacci:
Thte T Ty
Ty T, T,1|=1

T, Th1 Tho
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