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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma aplicacdo dos niimeros complexos na
Educagao Profissional Técnica de Nivel Médio, em particular aos cursos Técnicos em Fle-
troeletronica, Eletronica e Eletrotécnica, basicamente dando énfase ao estudo da analise
de circuitos elétricos com corrente alternada com enfoque na utilizagdo de fasores para
resolucdo de circuitos lineares de corrente alternada. O referido trabalho é de cardter
bibliografico e foi produzido a partir de uma pesquisa literdria sobre o tema baseado em
uma literatura ja consolidada. Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi feito um
resgate dos principais pontos sobre o corpo ordenado dos ntimeros reais, servindo de base
para o estudo do corpo dos nimeros complexos. Foi utilizada a estrutura do corpo dos
numeros complexos como ferramenta para analise de circuitos de corrente alternada mos-
trando as grandezas, propriedades e caracteristicas dos sinais alternados, bem como a
aplicagao de um método que utiliza um vetor girante denominado de fasor, na resolucéo
dos referidos circuitos lineares. O fasor gira em sentido anti-horario em torno da origem
do plano complexo e plota sua amplitude no sistema de coordenadas com o objetivo de re-
presentar sinais senoidais de forma simples e compacta, facilitando assim, a analise de tais
sinais. No contexto das aplicacoes, abordaremos algumas situagoes praticas existentes na
literatura para ilustrar a aplicacio dos fasores na determinagio dos sinais senoidais e suas
propriedades. Por fim, ¢é feita uma descricio das vantagens da aplicacio desta sistemética

com a utilizagdo dos fasores na analise de circuitos elétricos de corrente alternada.

Palavras-chaves: Niimeros Complexos; Corrente; Tensao; Fasor.




Abstract

This work aims to present an application of complex numbers in Technical Education
Middle Level, in particular the Technical courses in Electrical and Electronics, Electronics
and Electrical, basically emphasizing the study of the analysis of electrical circuits with
alternating current with a focus on using phasors for solving linear alternating current
circuits. Such work is of bibliographical and was produced from a literature search on
the topic based on a consolidated literature. During the development of this work, we
made a rescue of the key points on the body of real numbers ordered, providing the
basis for the study of the field of complex numbers. We used the body structure of the
complex numbers as a tool for analyzing AC circuits showing the magnitudes properties
and characteristics of the AC signals, as well as the application of a method that uses a
rotating phasor vector termed the resolution of said circuits linear. The phasor rotates
counterclockwise around the origin of the complex plane and plots your amplitude on the
coordinate system in order to represent sinusoidal signals in a simple and compact form,
thus facilitating the analysis of such signals. In the context of applications, we discuss
some practical situations existing in the literature to illustrate the application of phasors
in the determination of sinusoidal signals and their properties. Finally, a description is
given of the advantages of the application of this systematic using phasor analysis of AC

electrical circuits.

Keywords: Complex Numbers; current; tension; phasor.
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1 Introducao

Neste trabalho, iremos apresentar um método de analise de circuitos que faz
correspondéncia direta entre as Fungoes Temporais Senoidais (corrente e tensio alter-
nadas ambas aplicadas em um mesmo circuito elétrico linear) e o Corpo dos Nimeros
Complexos combinados com as Leis Elétricas mais utilizadas no estudo de circuito de

corrente alternada, esse método recebe o nome de Anslise Fasorial.

Partindo desse pressuposto transcreveremos o artigo 36 da Lei de Diretrizes
Bases da Educacio Nacional que apresenta a forma, de funcionamento da Educagio Pro-

fissional Técnica para melhor compreensio do tema a ser analisado.

De acordo com [7], a Lei de Diretrizes ¢ Bases da Educacio Nacional pela

Secdo IV-A Da Educagio Profissional Técnica de Nivel Médio:

Art.36 - B. A educaciio profissional técnica de nivel médio serd desenvolvida nas

seguintes formas:

I - articulada com o ensino médio;

IT - subsequente, em cursos destinados a quem ja tenha concluido o ensino médio.

Paragrifo wnico. A educacio profissional técnica de nivel médio deverd observar:

I - os objetivos e definigdes contidos nas diretrizes curriculares nacionais estabelecidas

pelo Conselho Nacional de Educacio:
II - as normas complementares dos respectivos sistemas de ensino;

II - as exigéncias de cada instituicdo de ensino, nos termos de seu projeto pedagégico.

Art.36 - C. A educagio profissional técnica de nivel médio articulada, prevista no inciso

I do caput do art. 36 - B desta lei, serd desenvolvida de forma:

I - integrada, oferecida somente a quem j& tenha concluido o ensino fundamental,

sendo o curso planejado de modo a conduzir o aluno & habilitagio profissional técnica




1 Introdugao 12

de nivel médio, na mesma instituicao de ensino, efetuando - se matricula tGnica para

cada aluno.

Segundo [8], Define Diretrizes Curriculares Nacionais para a Educacido Pro-
fissional Técnica de Nivel Médio, pelo Art. 8°, §1° Os cursos assim desenvolvidos, com
projetos pedagdgicos unificados, devem visar simultaneamente aos objetivos da Educacio
Bésica e, especificamente, do Ensino Médio e também da Educagédo Profissional e Tec-
nolodgica, atendendo tanto a estas Diretrizes, quanto &s Diretrizes Curriculares Nacionais
para. 0 Ensino Médio, assim como as Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a
Educagio Basica e as diretrizes complementares definidas pelos respectivos sistemas de

ensino.

Como exemplo, temos, o Instituto Federal de Educacio, Ciéncia e Tecnologia
do Maranhéo - IFMA, Campus Timon, onde sdo oferecidos os Cursos Técnicos em: Ad-
ministracdo, Edificactes, Eletroeletronica e Eletromecénica todos integrados ao Ensino

Médio com duragao igual a 3 anos.

Os Cursos Técnicos oferecidos pelo Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e
Tecnologia do Maranhéo - IFMA, Campus Timon sdo divididos por médulos, onde, cada
ano ¢ cursado dois médulos, um em cada semestre dentro do ano, as disciplinas do niicleo
comum (Ensino Médio) sdo distribuidas dentro do curso técnico conforme as necessidades
de pré-requisitos dentro das disciplinas da drea Técnica. De acordo com [8], no inciso ITT
caput do art.13. Os conhecimentos e as habilidades nas dreas de linguagens e cédigos,
Ciéncias Humanas, Matemética e Ciéncias da. Natureza, vinculados & Educacio Bésica
deverdo permear o curriculo dos cursos técnicos de nivel médio, de acordo com as espe-
cificidades dos mesmos, como elementos essenciais para a formagio e o desenvolvimento

profissional do cidadéo.

Como exemplo dessa pratica, temos, a disciplina de Matematica II de carga
horéria igual a 80 horas - aulas que séo oferecidas no segundo modulo (1* série do En-
sino Médio) do Curso Técnico em Eletroeletronica que possui como base tecnolégica os
seguintes contelidos: Fung¢io Modular, Funcéo Exponencial, Fun¢do Logaritmica, Trigo-
nometria no Tridngulo e no Ciclo e Nimeros Complexos. Observamos que a Matematica
sofreu uma antecipagio de conteddos, no caso os Niimeros Complexos, que geralmente

cstéd disposto nos livros de Matemdtica do Programa Nacional do Livro Didatico - PNLD
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somente nos volumes do terceiro ano do Ensino Médio.

Isso se deve pelo fato que no terceiro médulo (2* série do Ensino Médio) do
Curso Técnico em Eletroeletrénica hd uma disciplina: Anélise de Circuito de Corrente
Continua e Corrente Alternada que deve ter como pré-requisito os Nimeros Complexos
para entendimento do aluno dentro dos estudos dessa &rea que é a Elétrica. Pois, de
acordo com o pensamento de Bruner (1960), Psicologo estadunidense, estudioso da érea
do processo de ensino - aprendizagem, que afirma: “é possivel ensinar tudo aos alunos
deste que se utilizem procedimentos adaptados aos estilos cognitivos e is necessidades
dos alunos.”Nas entrelinhas Bruner defende que podemos adequar métodos de ensino de

acordo com a necessidade de cada aluno.

Assim, o objetivo desse trabalho é sugerir uma abordagem diferenciada do
estudo dos Nimeros Complexos de modo que possamos trabalhar esse contéudo em tur-
mas de primeira e segunda séries da Educacio Profissional Técnica de Nivel Médio usando
como base conceitual os Niimeros Reais e Pares Ordenados, bem como mostrar os Niimeros
Complexos combinando com a Teoria de Fasores como um Método de resolucao de Cir-

cuitos RLC (Resisténcia-Indutor-Capacitor) com alimentacio com Corrente Alternada.

No capitulo 2, apresentamos o conjunto dos niimeros reais como um Corpo
Ordenado. No capitulo 3, apresentamos o Corpo dos Numeros Complexos, enfatizando
a Trigonometria dos Niimeros Complexos que servird de suporte para o desenvolvimento
da parte principal deste trabalho. No capitulo 4 fazemos um breve desenvolvimento
sobre fungiio Seno. No capitulo 5, apresentamos as operagoes basicas que utilizaremos
com vetores. No capitulo 6 é esplanado os elementos bésicos que compoem um circuito
elétrico de corrente alternada. No capitulo 7, introduzimos a nocéo de Fasor. No capitulo
8 é trabalhado a anélise fasorial em circuitos com corrente alternada, e no capitulo 9

apresentamos as consideracoes finais.
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2 Os Ntimeros Reais R

Definicao 2.0.1. O corpo dos nimeros reais é o conjunto R, munido das operacdes adicio

e multiplicagio, representadas simbolicamente como segue:

+: RxR — R - RxR — R

(@,b) — a+b (a,b) — a-b
satisfazendo aos seguintes axiomas:

2.1 Axiomas da Adicao de niimeros reais

Axioma 2.1.1. Comutatividade:
a+b=b+a Va,beR
Axioma 2.1.2. Associatividade:
(a+b)+c=a+(b+c) VabceR
Axioma 2.1.3. Elemento Neutro:
a+0=0+a=a VacR

Axioma 2.1.4. Elemento Simetrico: Para cada nimero real a existe, elemento simétrico

de a, denotado por (—a), para os quais vale:

2.2  Axiomas da Multiplicacao de ntdmeros reais

Axioma 2.2.1. Comutatividade:
a-b=b-a Va,beR
Axioma 2.2.2. Associatividade:

(@-b)-c=a-(b-c) Va,bceR
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Axioma 2.2.3. Elemento Neutro:
l-a=a VaeR

Axioma 2.2.4. Elemento Inverso Multiplicativo: Para cada nimero real a # 0 existe o

inverso multiplicativo de a, denotado por a1, para 08 quais vale:

Axioma 2.2.5. Distributividade:

a-(b+c)=a-b+a-c Va,bceR
A titulo de motivagio tem-se algumas aplicacoes dos axiomas citados acima.

Q.1 . Mostre que a-0 = 0.

Demonstracao.
Vejamos o desenvolvimento da expressio a + a - 0:

*29 0 (140) g1

2908

a+a-02i3a-1+a-0 a=a+a-0=a. . a-0=0 01

Q.2 . Mostre que (—1)-(—1) =1

Demonstracao.

Vejamos o desenvolvimento da expressio (—1) - (—=1) + (=1):

(=D (D+ED) = (1) (=D 4(-1)-1 %29 (1) (1) 4+ 1) 2 (-1)0 Lo
= (=1)- (—-1)+ (-1) = 0.

Somando (+1) a ambos os membros, teremos:

(0 ED+EDIH () = 0+ (#1) 225 (1) (<1) + (- 1)+ (+1)] = 1 224

= (-1)-(-D+0=1%2 (~1). (-1) = 1. O

2.3 Relacao de ordem em R

Definicao 2.3.1. O nimero real z é menor que o numero real y, quando y—z for positivo,

simbolicamente, z < y <y — z > 0.

Valem as seguintes propriedades para a relacdo de ordem z < y em R:
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Propriedade 2.3.1. Tricotomia: Dados dois nimeros reais z e Yy, temos:
ou r<y ou T=y ou y<=zx
Propriedade 2.3.2. Transitividade: Se x < yey<z, entidoxr < z.

Propriedade 2.3.3. Monotonicidade da adicao: Se x <y, entdo x + 2 < y+ z,Vz € R.

Propriedade 2.3.4. Monotonicidade da multiplicagdo: Se z < y, entdo -z < Yy-z,Vz >

0. B,z-z>y-2Vz<0.

2.4 Mobdulo de um nimero Real

Definicao 2.4.1. Dado um nimero real z, o valor absoluto de x, indicado por |z|, é
definido como segue:

z, se 20
|z] =
-z, se z<0
Propriedade 2.4.1.

1. |z| = 0,Vz € R. A igualdade ocorre somente se z = 0.
2. |z| = mdz{—=z,2},Vz € R
3. —lz| <z < |z|,¥z eR
4. |z =|—2z|,vz eR
5. Vz?=|z|,Vr e R

6. |z-y| = |z|-|y|,Vz,y € R.
Hi
Y

=%!,Vw,y€R e y#0.

8 lz|<a = —a<z<a,Va20.

9. |z 2a <= z< - ou z>=o,VacR.

10. (Desigualdade Triangular) Vz,y € R, tem-se que: |z +y| < |z + |y
Demonstragao.

L Bex=0,entio |gl=520
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e Sex <0, entdo |z| = —z > 0.

Desse modo, |z| = 0.

2. e Sex >0, entdo max{—=z,z} = z. B, por definicio de modulo, |z| = z. Logo,

|z| = max{—z, z}.
® Se x < 0, entdo mix{—=,z} = —z. E, por definicio de médulo, o] = =
Logo, |#| = mix = {—z, z}.
3. |zl = méx{-z,2} = -z <|z| e < |z = —lz] € z < |z|,Vz €R.
4. | - 2| = méx{—~(~1x), —z} = mix{z, —z} = |z| = |z| = | — z|

5. e Sex >0, entdo vz? = z. E, por definicio de médulo, z = |z|.
e Sez <0, entdo va? = —z. E, por definicio de modulo, —z = |z|.

Logo, vz? = |z

6. Pela propriedade 2.4.1.5, tem-se:

-yl = V(@ y)2 =22 2 = Va2 /i = |z |y|

7. Pela propriedade 2.4.1.5, tem-se:

zl (m)Q_ .
vV \y vV
8.
|9:|ga:>\/:52§a:‘x2\<\a2¢x2ﬁa2€O=>(:r:—a)-(x+a)§O=>—agxga
9.

|| 2a=>\/ﬁza.=>a:2>a2¢x2—a220=>(w—a)-(m+a)>Oz>m§—a ou T =a
10. Pela propriedade 3, temos:
—lelsz<lzl e —Jyl<y<yl
Somando membro a membro, teremos:

—(el+ ) Sz +y <(zl+1y) = |z +y| < |z] + ||
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3 Corpo dos Niimeros Complexos

Definigdo 3.0.2. O conjunto dos niimeros complexos, representado por C, é o conjunto
dos pares ordenados (a, b), com a e b nimeros reais, no qual sdo consideradas as seguintes
operagées internas:

(@,6) + (c,d) = (a+c,b+d)

(a,b) - (e,;d) = (ac—bd,ad + be)

No nimero complexo z = (a, b), as coordenadas cartesianas a e b sio chamadas

de parte real e parte imagindria do niimero complexo z, respectivamente.

Proposigao 3.0.1. As operacées de adigao e multiplicacdo de nimeros complezos, defi-

nidas acima, gozam das sequintes propriedades:
Comutativa:

ntm=mtzn e =z

Associativa:
(ntzm)tm=n+(ntzn) e (n c29) 23 =21 (2 23)
Distributiva:
2 (zm+2z)=21 20+ 21 - 23

Elemento Neutro:

A2 =(0,0)eCiz4+2z=2+2=2Y2€C

Jzn =(1;,0)€C;2- 2, =2 - 2=2,Vz € C
Elemento Oposto:

Para cada z = (a,b) € C, eziste o elemento oposto de z, a saber, o nimero complezxo

—z = (—a,=b), no qual z + (—2) = —z2+4 z = 2.

Elemento Inverso:
Para cada nimero complezo ndo nulo z = (a,b) eziste o elemento inverso de z, represen-

tado por 2 € C tal que z- 27" = 2,,, a saber,

1 a —b
& - aQ—I-bQ’a.z—i—bQ ¥
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O conjunto dos niimeros complexos C, com as duas operactes consideradas
acima, satisfazendo todas as propriedades da proposicao 3.0.1, é chamado de Corpo dos
Nimeros Complexos. Em simbolos, o corpo dos niimeros complexos é representado

pela terna: (C, +,-).

3.1 Representagcao Geométrica

No conjunto dos ntimeros complexos C, o plano Cartesiano R? recebe o nome
de plano de Argand-Gauss onde o eixo das abscissas é o eixo real (Re) e o eixo das
ordenadas é eixo imagindrio (Im). Cada ponto do plano (a;b) é imagem ou afixo do

numero complexo z = (a, b).

A y{eivo imagindric)

x{eine real)

Figura 3.1: Plano de Argand - Gauss

3.2 Mbodulo de um niimero complexo

Definigao 3.2.1. O médulo de um nimero complexo z = (a,b), é a distancia do afixo

(0;0) ao afixo (a;b) do plano de Argand-Gauss.

Imi
b ‘(aab)
|=|
(0,0) ¢ Re

Figura 3.2: Médulo de z
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|2] = Va® + 12

Proposicao 3.2.1. Para todo z1,2,,23 € C en € Z, temos que:

1 gl =0

2. |z12a] = |21] - |22

g |2 :@, com zs # 0
z2| |zl

4. 12" = |2|",Vn € N*

&

- |21+ 20| < 21| + | 22| (Desigualdade Triangular)

3.3 Numeros Complexos na forma algébrica

Considere a fungio f definida por:
f:Rx{0} —R
(2;0) — f(2;0) ==
A fungdo f ¢ bijetora, assim, Vz,y € R, tem-se:
() F((2:0) + (5;0)) = fz +4;04+0) = f(z +4;0) = z +y;
(i) f((2:0)- (5:0)) = flz-y—0-0;2-0+0-y) = flzy — 0;0+0) = f(wy;0) = zy.

Pode-se observar que as operagdes com o0s numeros reais sio similares As
operagoes com os pares ordenados de R x {0}, portanto, pela bijecdo de f, pode-se iden-

tificar o par ordenado com o nimero real.
(0)=a,Ya eR
Considerando-se o nimero complexo z = (a; b), onde pode-se escrever:

z = (a;b) = (a;0) + (0;b)
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Nesse caso pode-se observar que o par ordenado (0;0) néo estd definido pela
funciio f, entdo escrever-se o par ordenado (0;6) em funcdo de (b;0), assim, deve-se

determinar os valores de o e 5 segundo a igualdade:
(036) = (5:0) - (@ 8) = (b-a=0-5;8-b+0-0) = (a-b; -b) = (0;b) = (- b; B - b)
= a-b=0 e f-b=b.,
e a-b=0=a=0 ou b=0
*5-b=b=83-0-b=0=b-(B—-1)=0=b=0 ou F=1l=0=28=1
Logo, (a; 8) = (0;1).
Com isso, z = (a;b) = (a;0) + (0;b) = (a;0) + (6;0) - (0;1).

Definicao 3.3.1. Define-se como unidade imaginaria o nimero complexo (0;1). Indica-se

por ¢ = (0; 1).
Desse modo, tem-se:
z=(a;0) = (a;0) + (b;0) - (0; 1) = a+bi -, 2 = a + bi

Em relacdo a unidade imaginéria i = (0;1), pela multiplicaciio de pares orde-

nados pode-se determinar a poténcia i2, temos:

i2=i-i=(0;1)-(0;1)= (0-0-1-1;0-1+1-0) = (0-1,040)=(-1;0)= -1
s =1
Sendo assim, todo e qualquer ntmero complexo z = (a;b), possui forma
algébrica tnica, z =a+ bi,a,beR e 2= —1..

Em notagéo de conjunto:
C={a+bila,beR,i®=—1}
Sejam z; = a + bi, zy = ¢ + di, onde nimeros complexos na forma algébrica:

1. Igualdade de mimeros complexos:

atbi=cH+di = a=c e b=d
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2. Adigao:

(a+bi) + (c+di) = (a+c)+ (b+d)i

3. Multiplicacio:
(@ +bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i

Definigao 3.3.2 {Conjugado do nimero complexo). Dado o nimero complexo z = z+yi,

o conjugado do niimero complexo z, denotado por Z, € definido como segue:
Z=x -yt

Proposicao 3.3.1. Seja o nimero complero z = x + yi e seu conjugado 7 = = — yi.

Entao tem-se:

. Z2=x%

o

2+Z =2 Re(z) =2z
3. w—F=2+-Im(z) = 2
4. 2=Z < z€R

5. z-Z=2+yt = |2

6. 21 +2=2+7%

Co
Y
|
N
[
IE
A
e
(e

Proposicao 3.3.2 (Divisdo entre mimeros complexos). Sejam os nimeros complezos

. ; % 21 Z1 " 29
z1=a+bi e 2o =c+di. Entdo temos: == = =, eom-e® L 0,
2 | z2]
Demonstragao.
De fato,

21 21+ 29 21 29

Z9 29t 2o ‘Zz|2
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3.4 A Trigonometria dos Niimeros Complexos

Na representagio geométrica de um niimero complexo sempre pode-se cons-

truir um tridngulo retdngulo, considere o niimero complexo z = x -+ yi, com a seguinte

representacao.
I'm,j ( )
€Ty
y - ..........ﬂ ‘y
e
ol
Pl e
el
(0 0) © Re

Figura 3.3: Argumento

do complexo z

3.4.1 Argumento do niimero complexo

O angulo 6 é formado pelo eixo real e o vetor do afixo (z;y) no sentido anti-

horério é chamado de argumento do ntimero complexo z, indica-se por § = arg(z), a sua

medida estd definida segundo o intervalo: 0 < arg(z) < 2.

Pela trigonometria no tridngulo retdngulo(figura 3.3), pode-se afirmar que:

=

Exemplo 3.4.1. Determine o médulo, a representacao geomeétrica e o argumento do

numero complexo z = 2 — 2/3;.

Solugao:

1. Médulo

2| =

2. Representacao Geométrica

24+ (—2v32=V16=4 - |z| = 4
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Im 4

_2\/3 | s hY

3. Argumento 0

—2v3
2

tga = | ——— :|—\/§J=\/§$tga:\/§.'_a:grad
L =3 =/ T e b ()VSWmd
0g0, =AW — = 2m 3—3_arg‘.ﬁ3

3.4.2 Forma Trigonométrica dos Nimeros Complexos

Considera~-se um niimero complexo z = x + yi # 0, com a seguinte repre-

sentacao geométrica:

Im 4
B
Yy o L4
|z
' 7 A
CA i
0 @ Re

Figura 3.4: Representacao Geométrica
Pelas relagoes trigonométricas no tridngulo retangulo, tem-se:

Y €T
— e cosf=—

senfl =
|2| |2]

Com isso, teremos:

y=|z|-senf e x=|z|-cosh
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Pode-se, entao escrever:
z=a+yi= |z cosl + (|2| - senf)i = |z|(cosl + isend) .. z = |z|(cosh + isend)

Definicao 3.4.1. Dado um nimero complexo z = z + yi,z,y € R, a sua forma tri-
gonométrica serd z = |z|(cos# + isenf)), onde |z| e § sdo respectivamente o médulo e o

argumento do nimero complexo z.

Exemplo 3.4.2. Escreva na forma trigonométrica o ntimero complexo z = 2 — 24/3i.

Solucao:
Conforme calculado nos itens 1 ¢ 3 do exemplo 3.4.1., temos: |2| = 4 e arg(z) = a%r

Logo, a forma trigonométrica ser:

4 %0 g ﬂ57r
z = cos— + isen—
3 3

3.5 Operacoes com Niimeros Complexos na Forma

Trigonométrica
Com os nimeros complexos na forma trigonométrica tem-se a vantagem de

simplificar o trabalho com os cdlculos de potenciagio e de radiciacio de niimeros comple-

x0s. Para isso tem-se os seguintes Teoremas:

Teorema 3.5.1.

1. Se z = |z1|(costy + isend) e 22 = |z5|(cosbs + isenbs), entdo o produto serd igual

21 - 29 = |21| - || [cos(6y + 62) + isen(6; + 6,)].

2. Se z1 = |z1|(costy + isendy) e zo = |z|(costy + isendy), entdo a divisdo serd iqual a

Z @
o . u - [cos(By — 03) + isen(8; — 65)].
29 |32|

Demonstracao.

z1 - 2o = || - |2](cost + isenby) - (cosfy + isendsy) =
= |z122|[cos01cos0s — senbysends + i(coshysendy + senbdycosty)] =

= |2122|[cos(0y + O3) + isen(B) + 62)] = 2 - 22 = |z120|[cos(6h + b2) + isen(d) + 6,)]
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2
Z 210 Z  |al(costh +isend) - |z](cosls — isends)
=l |22?
= ;—Zl—i - [(cosBicosty + sendy senby) + i(senbcosly — senbacoshy)] =
Z2
|21] ; a_lal -
= -— - [cos(8) — 03) + isen(d, — ;)] = = = - [cos(6y — 62) + isen(f; — 6)]
!Z2| Z2 \ZQI

[

Teorema 3.5.2 (Potenciacio - Primeira férmula de Moivre).

Se z = |z|(cosb + isen) e Vn € Z, entdio 2" = |z

"[cos(nd) + isen(nd)).

Demonstragdo. Vamos dividir a demonstracio em duas partes:

I'n >0

Por Inducao:

Para n = 0, tem-se: 2° =1 = |2|°[cos(0 - 8) + isen(0 - 0)]

Paran = 1, tem-se: 2" = |2|(cost + isend) = |z|'[cos(1 - 0) + isen(1 - §)]

Para n = 2, tem-se:

2% = [|z|(cost + isend))* = [|2|(cost + isend)] - [|z|(cosh + isenf)] Teods L1

Teo.3.5.1.1

2| - |2|[cos(8 + 8) + isen(6 + 0)] = |2|*(cos20 + isen26)

Para n = 3, tem-se:

2* = [|z|(cos0 + isend)]® = [|2|(cost + isend)]? - [|2](cosl + isenf)] =

'Ico.3:.5.1,1 ‘

= [|2*(cos26 + isen20)] - [|2|(cosb + isend)] z|* - |z|[cos(20 + 0) +isen(20 4 0)] =

= [2]* - (cos30 + isen30)

Com isso, para n = k, tem-se:

2% = |z|*(cosk® + isenkf) (Hipétese de Indugao)

Entao, para n = k + 1, teremos:

2 = |2|" cos(k + 1)8 + isen(k + 1)6] (Tese de Inducio)

De fato,

1 = k2 B 1215 (coskO + isenkd)] - [|2|(cos + isend)] o

TOEELL | b [cos(k + 1)0 + isen(k + 1)6)]
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INn <0

Temos que: 2" = -X, onde —n > 0, por I, teremos:

. I 1 B 1 - (cos0 + isen0) B
oz 2 [cos(=n)0 +isen(—n)0] 2] - [cos(—nf) + isen(—nd)]

Teo.3.5.1.2 1

P {cos[0 — (—nB)] + isen[0 — (—nb)]} = |2|™ - [cos(nd) + isen(nd)] .-.
2" = |2"[cos(nb) + isen(nf)] ]

Definicao 3.5.1. Sejam z e w nimeros complexos e n € Z' , tal que: w™ = z. Nessas

condicoes, o nimero w é uma raiz n-ésima de z.

Teorema 3.5.3 (Radiciagio - Segunda férmula de Moivre).
Dados o mimero complexo z = |z|(cos@+isenf) en € N, entdo existem n raizes enésimas

de z que sdo dadas por:

0+ k-27 0+k-2
wy = /2| (C()S; + isenji—fz) O<k<nkekZ
% - ,

n
Demonstracdo.
Determinemos todos os complexos wy, tais que wy = /z = z = w} (%)

Considere z = |z|(cos0+isend) e wy = p(cosw +isenw), pela primeira férmula

de Moivre, temos: wy = p"[cos(nw) + isen(nw)], pela (x), tem-se:

cosf) = cos(nw)

p" - [cos(nw) + isen(nw)] = |z - (cosf + isend) = p" = |z| e
senfl = sen(nw)
f+k-2
=nw=0+k 2n=>w= —+-—J, onde 0 < 8 < 27, vamos determinar o valor de w.
n
E=0= Wy = "B-
?914“ 27
k=1= wi=
n
f+2-(2
k=2 = Wy = g3 ( ﬂ-)
n
0+ (n—-1)2
lﬁ:n—lwwn_lzﬁ_—“(n )2
n

onde os n valores de w nédo sdo congruentes, pois, pertencem a [0, 27).

. 0+mn- 27 6
Veja que para k = n, tem-se: w, = ———— = w, = — + 27, onde para
T T
k = n pode-se descatar, pois é congruente a k = 0. Entdo para obtermos wy, é suficiente

fazer k=0,1,2,--- ,n—1. O
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3.6 Formula de Euler

Sabe-se do cdlculo diferencial que a expressio em série infinita das fungoes

reais seno, cosseno e exponencial sao:

e, 5 T o 2n-+1
0 T £ T
SEH el = el = T e —1)n
’ 3T T HZZO( oy
12 ot 75 o n:vZ'n
Cosx:l_i*ﬂ”ﬁ*":;(” 2n)!
3?2 £L"3 o0 P
m_ e — » el e _—_—
& —1+$+2!+3!—!— _Zn!

n=0

Considerando, em particular, que este desenvolvimento em série permanece

vélido quando = = i, temos, particularmente para a funcao exponencial, que:

Q0P , P, o

-Le fivnirind ; - —_— CEEE
e” =1+ (i) + 51 + 3l 4 oy %4
fazendo a expansao, tem-se:
2 3 4 5 6 7
ei0=1+(zf§?)ue——z?—+0—+?ﬂi—ﬁ—?—+
21 3t 4l 51 6! 7!
0

Com isso, temos:

e = cosh + isent)

As passagens para a obtengdo da formula de Euler, podem ser, num contexto

de Andlise Matematica, justificadas nas reféncias [3], [5], [11] e [18].

De uma forma geral considerando o nédmero complexo z = z + iy, definimos

e = ea:Jriy = % . eiy — e”"(cosy il iseny)
Propriedade 3.6.1.

1. e® - e*2 = e""2 parg todo 21,2, € C
2. e¥#£ 0, parg todo z € C

_ 1
8. e =—, para todo z € C

ez

4. (e5)" = €™, para todo z € C,n € Z

5. |e*| = @ para todo » € C

b. =1 < z=2kmkecZ
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4 Funcao Trigonomeétrica

4.1 Funcao Seno

Fungao f: R — R, definida por f(x) = senx que possui como representacao

o seguinte grafico.

0 ™2 3m2 21T

Figura 4.1: Representagio grafica da funcao seno

Essa representacao grafica recebe o nome de senotde.

Onde pode-se ter as seguintes informacoes:
i) Periodo: P =27
17) Imagem: [—1,1]
#44) Amplitude do gréfico: amp =1
Vejamos o seguinte caso.
Dada a fungdo f : R — R, definida por f(z) = a-sen(bx+c), com a,b, ¢ € R. Determine:
(a) O periodo da fungdo; (b) O ponto inicial do gréfico; (¢) O conjunto imagem; (d) A

amplitude; (e) O grafico da fungao.

Resolucao:

O arco bz + ¢ pertence ao intervalo [0, 27], ou seja:

=0 —g 2
—c
O ponto inicial do grafico em relagao ao eixo das abscissas é: zp = Tgl— Logo,

2w
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O perfodo é o tamanho percorrido pelo grifico da fungao no sentido da hori-
27r) . p 27

Tl = &) = —.

6] 0]

A fungao seno tem como imagem o conjunto [—1, 1], logo:

zontal: P = (zg+

—l1<sen(bz+c)<1= —a<a-sen(bz+c)<a= —a< f(z)<a

Define-se amplitude de uma senoide como sendo:

o la—(=d)| 7
amp = Téampfa
Com isso, tem-se:
27 =G

(@) P = 55 () 70 = 75 (0) F'm = [~a,als (@) amp = o
(e) Os gréficos da funcio podem ser:

y 4 g

al——==- a

il —e/[b] +2x/[b
0| —¢/lb] x 7l
s s
@ |- = - —

Fi 1.3 P - > ()
Figura 4.2: Parac < () 1gura ara c
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5 Vetores

Definicao 5.0.1. Vetor é o ente matemético que caracteriza direcdo, sentido e médulo

>

-

de uma grandeza.

Figura 5.1: Vetor

5.1 Adicao entre Vetores

A adigao entre vetores é realizada ligando-se origem com extremidade. O vetor
soma € o que tem origem na origem do 1° vetor e sua extremidade na extremidade do

iltimo vetor.

Vejamos a seguinte situacao.

I

/

=/

[
N —
_b’ o
a \

Figura 5.2: Adig¢do de Vetores
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5.1.1 Regra do Paralelogramo

Pode-se adotar a regra do paralelogramo, que consiste em tomar os vetores @
e b com a mesma origem conforme a figura abaixo, onde a diagonal do paralelogramo

. —
representa a adicio dos vetores @ e b .

Figura 5.3: Adicéo pela regra do paralelogramo

5.2 Propriedades da Adicao entre Vetores

Temos as seguintes propriedades da adicao entre vetores:

Propriedade 5.2.1. Associativa: (@ + ?) + =7+ (“b“> £, T, 3}, 7 e R?

Figura 5.4: Associativa

— —
Propriedade 5.2.2. Comutativa: @ + b = ? +d, d,beR

Figura 5.5: Comutativa
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Propriedade 5.2.3. Elemento Neutro: @ + W= 4, Va eR?

Propriedade 5.2.4. Elemento Oposto: Dado o vetor @ € R?, existe um tnico vetor

(—@) € R, de modo que: @ + (-d)=-T+7d= K

Sl

Figura 5.6: Elemento Neutro
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6 Elementos Basicos que compoem um

Circuito Elétrico de Corrente Alternada

6.1 Corrente Elétrica e Tensao Elétrica

Definicao 6.1.1. Corrente Elétrica é o movimento ordenado de carga elétrica.

Definicao 6.1.2. Tensdo Elétrica é a diferenga de potencial elétrico entre dois pontos de

um circuito elétrico.

6.2 Gerador Elétrico

E um dispositivo capaz de transformar em energia elétrica outra modalidade

de energia. Os geradores mais comuns sio os quimicos e os mecanicos.

Figura 6.1: Gerador quimico

Figura 6.2: Gerador mecanico
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Os geradores sao representados no circuitos por dois tracos paralelos entre si

de tamanhos diferentes.

Figura 6.3: Representagio de gerador

6.3 Resistor

Definigao 6.3.1. Sao dispositivos destinados, em geral, a limitar a intensidade de corrente

elétrica.

H4 resistores que transformam grande parte da energia elétrica que recebem

em calor. Como exemplo, tem-se:

Figura 6.4: Chuveiro elétrico

Figura 6.5: Ferro elétrico

Os simbolos convencionais para representar um resistor sio:

R R
'—-m | S |

Figura 6.6: Representagio de resisténcia
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No presente trabalho vamos usar como representacao de uma resisténcia o

seguinte simbolo:

Figura 6.7: Resisténcia usual

6.4 Dispositivos de Controle

Sao utilizados nos circuitos para medir a intensidade da corrente elétrica e a
tensao entre dois pontos, ou, simplesmente, para encontra-las. Os mais comuns sio o

amperimetro e o voltimetro.

6.4.1 Amperimetro

Definicao 6.4.1. Amperimetro é um aparelho que serve para medir a intensidade da

corrente elétrica.

Figura 6.8: Amperimetro

Representacao do amperimetro em um circuito elétrico.
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Figura 6.9: Representacio do amperimetro
6.4.2 Voltimetro

Definigao 6.4.2. Voltimetro é um aparelho utilizado para medir a tensio entre dois

pontos de um circuito elétrico.

Figura 6.10: Voltimetro

Representacio do voltimetro em um circuito elétrico.

(v)
s

Figura 6.11: Representacao do voltimetro

6.5 Circuito Elétrico

Definicao 6.5.1. Um circuito elétrico é a ligagao de elementos elétricos, tais como resis-
tores, indutores, capacitores e fonte de tensao, de modo ativo e passivo que formem pelo

menos um caminho fechado para corrente elétrica.
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R4 L1
L] AN
Resistor Indutor

Ny C1
Capacitor s

Figura 6.12: Exemplo de circuito elétrico RLC

6.6 NoO, Ramo e Malha

6.6.1 No

Definigao 6.6.1. N6 é qualquer ponto do circuito em que dois ou mais terminais de

elementos de circuito se conectam.

6.6.2 Ramo

Definicao 6.6.2. Ramo é o tinico caminho entre dois nés consecutivos.

6.6.3 DMalha

Defini¢ao 6.6.3. Malha é qualquer caminho fechado seguido sobre ramo de um circuito.

Exemplo de Malha
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Figura 6.13: N6, Ramo e Malha
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No circuito temos os nés A, B, C, D, Ee F.
Os ramos AB, CD, BE e AF.

As malhas ABEFA, BCDEB e ABCDEFA

6.7 Leis Elétricas

A seguir enunciaremos as duas leis elétricas mais comumente utilizadas em

andlise e resolugao de problemas envolvendo circuitos lineares de corrente elétrica:

1. Leis de Kirchhoff
(a) 1* Lei de Kirchhoff: Em um ndé, a soma das intensidades das correntes elétricas
que chegam é igual 4 soma das intensidades das correntes que saem.
(b) 2 Lei de Kirchhoff: Percorrendo-se uma malha em um certo sentido, partindo-

se e chegando-se ao mesmo ponto, a soma algébrica das tensoes é nula.

2. Lei de Ohm: O quociente da ddp nos ter