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Toda educacdo cientifica que ndo se inicia com a
Matematica €, naturalmente, imperfeita na sua base.

(Augusto Conte)



RESUMO

A matematica, do ponto de vista de grande maioria dos discentes, é considerada uma
disciplina extremamente dificil, que trabalha com conceitos abstratos e, em alguns casos, de
dificil compreensédo e, portanto, de facil antipatia. Assim, criar e aplicar estratégias capazes de
provocar mudancas de paradigmas na forma como esses discentes veem a matematica e seu
ensino é de fundamental importancia: é um desafio para os docentes. Dessa maneira, estudar e
entender os logaritmos tornou-se uma tarefa necessaria para a compreensao de inimeros
fendmenos naturais e financeiros, tais como: o decaimento radioativo, o resfriamento de um
corpo, o célculo e aplicacGes financeiras entre outras.Este trabalho foi elaborado visando as
turmas de 1° ano do ensino médio e seguindo orientacfes estabelecidas nos Parametros
Curriculares Nacionais.Também conta com um complemento sobre logaritmico e célculo
diferencial integral que servira de apoio e motivacdo para professores e alunos. E composto
por contexto histérico, principais conceitos e propriedades, seguidas de suas respectivas
demonstracdes e algumas aplicacGes. Esperamos contribuir de forma positiva para o
aprimoramento de professores no assunto descrito e, principalmente, para a motivacdo dos
alunos em estudar e compreender melhor a importancia dos logaritmos no desenvolvimento

das Ciéncias.

Palavra chave: Ensino,Parametros Curriculares Nacionais, logaritmo.



ABSTRACT

Mathematics, from the viewpoint of most students is considered an extremely difficult
discipline that works with abstract in some cases difficult to understand concepts and
therefore easy to dislike, and create and implement strategies capable of causing paradigm
shifts in how these students see mathematics and its teaching is of paramount importance and
a challenge for teachers. Study and understand the logarithms has become a necessary task for
understanding many natural and financial phenomena, such as radioactive decay, cooling of a
body, the calculation and financial investments among others. This work was targeted classes
of 1st year of high school and following guidelines established in the National Curriculum
Guidelines. It also has a complement of logarithmic differential and integral calculus that will
support and motivation for teachers and students. The same consists of the historical context,
key concepts and properties followed by their respective statements and some applications.
We hope to contribute positively to a better improvement of teachers on the subject described

and especially we can motivate students to study mathematics.

Keyword: Teaching, National Curriculum Guidelines, logarithm.
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1 INTRODUCAO

Muitos fendmenos que conhecemos hoje podem ser representados por modelos
matematicos envolvendo logaritmo, tais como: o decaimento radioativo, o resfriamento de um
corpo, o calculo de aplicacdes financeiras,entre outras,dai a grande importancia desse tema
para a compreensdo do mundo em que vivemos. Mostrar esses conceitos e suas aplicagdes
para nossos alunos €, de certa forma, mostrar o quanto a matematica é importante para a vida
do homem. Apartir desse estudo, das fundamentacdes e formas de aplicacdes objetivamos
contribuir ndo apenas no aprofundamento desse tema, mas, principalmente, na aprendizagem
significativa dos alunos.

O ensino de matematica sofreu uma distor¢do ao longo do tempo. Hoje se valorizam
mais aspectos instrumentais do que a compreensdo relacional. Isso impede que o aluno
desenvolva habilidades e competéncias necessarias ao seu desenvolvimento reflexivo. Para
que o ensino da matematica proporcione ao aluno habilidades e conhecimentos, € necessario 0
professor utilizar uma metodologia que parta do concreto para o abstrato (Mendes, 2006) e
elaborar uma proposta didatico-pedagdgica que promova situacdes investigativas em sala de
aula, tornando o aluno um ser ativo e critico e com capacidade de generalizar o conhecimento
matematico nas diversas situacdes do seu cotidiano.Assim, esse trabalho tem como objetivos
contribuir para o aprofundamento conceitual de logaritmo pelos professores que atuam no 1°
ano do Ensino Médio e sugerir uma abordagem com aplicacbes e contexto historico,que
possam motivar os alunos a compreender de forma eficaz e ativa os conceitos, as propriedades
e as aplicagdes de logaritmos.

A ideia de elaborar essa investigacdo surgiu devido a minha experiéncia como
professor de matematica em turmas de 1° ano do Ensino Médio da rede Publica de Ensino do
Estado da Para. Ao trabalhar com algumas colecdes de livros didaticos utilizados em escolas
publicas brasileiras, percebemos que o tema logaritmos é tratado de forma mecéanica, pois leva
os alunos a aprenderem suas principais propriedades, sem mostrar a real importancia de seu
ensino para o entendimento de diversas ciéncias.

Este trabalho, primeiramente, mostra um pouco do contexto historico concernente ao
desenvolvimento do conceito de logaritmo. Posteriormente, fala sobre defini¢Oes e principais
propriedades do termo e exibe aplicagcGes. Finalmente,demonstra algumas aplicacfes de

logaritmos, mostrando sua importancia para o desenvolvimento de ciéncias.
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2 CONTEXTO HISTORICO

No fim do século XVI, o desenvolvimento da Astronomia e da Navegacdo exigia
longos e laboriosos célculos aritméticos. Um auxilio precioso fora obtido com a invencdo das
fracOes decimais, embora ndo suficientemente difundida. Praticamente no fim do século
XVl,apareciam identidades trigonométricas de varios tipos em todas as partes da Europa.
Entre essas identidades trigonomeétricas, havia um grupo de formulas conhecidas como regra
de prostaférese, que transformava um produto de fungGes em soma ou diferenca(nome
originado do gregoprosthaphaeresis, que significa adi¢do e subtracao).

Naquela época, por exemplo, a identidade

cos(a+b)+cos(a—b)
2

cosa.cosb =

transformava o produto de dois nimeros entre 0 e 1 em soma (com o auxilio de uma tabua de
fungBes trigonometrica, muito comum no periodo).

Uma das desvantagens do método da prostaférese € a dificuldade em aplica-lo para
problemas de mais de trés fatores e a sua inutilidade para calculos de poténcia e raiz. Achar
um método que permitisse efetuar com presteza multiplicacdo, divisao, potenciacdo e extracao
de raizes, nos anos proximos a 1600 era um problema fundamental. Tal problema motivou
inimeros matematicos do século XVI e a solucdo foi descoberta por Jost Birgi’ e John
Napier?, cada um deles desconhecendo inteiramente o trabalho do outro.

O termo logaritmo foi criado por Napier: de logos e arithmos, que significava,
respectivamente, “razdo” e ‘“ntimero”. Em 1614 apresentou sua descoberta, cujo titulo
éMirifice logarithmorum canonis descriptio(Uma descricdo maravilhosa da regra dos
logaritmos).Nela, Napier explica a natureza dos logaritmos segundo sua concepcao.

Napier prop0s sua primeira analise a respeito do logaritmo partindo de uma

experiéncia pratica. Ele concebeu os seus logaritmos da seguinte maneira:

! Jost Biirgi (Lichtensteig — Suica, 1522, 31 de janeiro de 1632 em Kassel, agora Alemanha) foi 0 homem mais
habil e o mais famoso que trabalhou com relégios na sua época. Também fez instrumentos cientificos
importantes. Blrgi se interessou por matematica, parece ter sido Kepler que persuadiu Biirgi a escrever o seu
trabalho original e interessante em logaritmos. (FUNCOES, 2013)

2John Napier (Edimburgo, 1550,4 de abril de 1617) foi um matemético, fisico, astronomo e te6logo escocés.
Originario de uma familia rica, ingressou aos 13 anos na Universidade de St Andews e interessou-se por
teologia e aritmética. Foi como matematico, porém, que Napier mais se destacou. Sua mais notavel realizagao
foia descoberta dos logaritmos. (FUNCOES,2013)
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Imaginemos os pontos C e F percorrendo respectivamente o segmento AB e a

semirreta DX (como mostra a figura a seguir):

A c  x B
@ & &
D y F X
[ ] ® -

Partindo-se ao mesmo tempo do ponto A e do ponto D, com a mesma velocidade
inicial, admitamos ainda que, numericamente, a velocidade de C seja dada sempre pela
medida de CB e que a velocidade de F seja constante. Nessas condicGes, Napier definiu
como logaritmo de Xx=CB o nimero y=DF. Assim, explicitamente, nesse conceito ndo
intervém a ideia de base. Esse conceito de logaritmo apresentado por Napier o fez se
interessar cada vez mais pelo estudo significativo desse instrumento de célculo. A analise
dessa pratica ndo nos convém ser demonstrada, pois ela funciona como suporte teérico para
representar o significado do logaritmo. Essa analise construtiva o levou adiante na primeira

ideia do que fosse o logaritmo neperiano e, no século XVIII, fosse demonstrada por Leonard

(1+ L j =e.
10"

Mais recentemente, os logaritmos de base dois desempenharam importante papel em

Euler® a seguinte relacio:

ciéncia computacional, uma vez que surgem naturalmente em sistema numérico binario.
Porém, os logaritmos mais largamente usados nas aplicacGes sdo logaritmos naturais, 0s quais
tem uma base natural denotada pela letra e em homenagem ao matematico suico Leonard
Euler, que primeiro sugeriu. Observa-se que surge como assintota horizontal ao grafico da

funcdo: f(x) = [1+ %)

3Leonard Euler (Basileia-Suica, 1707 - Sao Petersburgo-1783) foi um grande matemético e fisico suico de lingua
alemd que passou a maior parte de sua vida na Russia e na Alemanha.

Euler fez importantes descobertas, em especial para a analise matematica, como a nocdo de uma fungdo
matemética. Além disso, tornou-se célebre por seus trabalhos em mecanica, optica, e astronomia. (FUNCOES,
2013)
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&Y
10
9 X X
] f(x)= (1+ %)
! 1 2
y 10 2 593742
] 100 2704814
4 1000 2,716924
@8 e e e e e e e e e e eeeemneoocanssssesissassiezerressiicioieoiaies.. 10000 2718146
2 100000 2718268
1 / >< 1000000 | 2,718280
0 1 7 1 4 § B 7 8 3 1'0:

Created with a trial version of Advanced Grapher - http:/ fwwiw, alenturn, com, agrapher/

Os logaritmos propostos por Napier foram desvendados numa associacdo entre

progressdes aritméticas e geométricas, que eram conhecidas como relacao de Stifel®.

Vejamos:
2,4,8,16,32,64,128, 256,512,1024 (Progressao Geomeétrica)

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 (Progressdo Aritmética)
Por exemplo:

Para multiplicarmos dois termos da progressdo geometrica, Supomos 16 x 64, bastaria
somarmos 0S Seus correspondentes na progressao aritmeética, no caso 4+6=10¢e ver qual é 0
termo da progressao geomeétrica que corresponde a essa soma, neste caso 1024.

A sua primeira observacdo apontou que o produto de dois termos da primeira
progressao esta associado com a soma dos dois termos correspondente da segunda progressao.
Para manter 0s termos da progressdo geométrica suficientemente préximos, de modo que se
possa usar interpolacdo para preencher as lacunas entre os termos, deve-se escolher um
namero proximo de 1. Esse nimero fixado por Napier caracterizou os logaritmos Neperianos,

conforme vimos anteriormente. Reescrevendo essa ideia temos:

2t,2%,2°,2%,2°,2°,27,2° 2° (Progressdo Geométrica)

1,2,3,4,5,6,7,8,9 (Progressdo Aritmética)

*Michael Stifel, (Esslingen, 1487 - Jena, 19 de Abril de 1567) foi um matematico alemdo. Descobriu
o logaritmo e inventou uma breve tabela logaritmica décadas antes de John Napier. Seu trabalho mais famoso é

“Aritmética na integra”. Também criou uma regra para o bindmio de Newton. Essa regra ficou conhecida como
Relacéo de Stifel. (FUNCOES, 2013)
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Observando essa ideia, deparamo-nos com o conceito de logaritmos proposto por
Napier através de seu dispositivo pratico, isto é: os elementos postos sobre a progressdo
geométrica sdo 0s que saem com velocidade variada, enquanto os da progressdo aritmetica
sdo os que partem com velocidade constante. Em outras palavras, 0s termos da progressao

aritmética sdo os respectivos logaritmos da progressdo geométrica.

Observe:
2t=2
22 =4
2° =512

O valor 2 é uma constante que eleva os valoresl, 2,3,4,..9. Essa constante 2

denominaremos de base do logaritmo. O valor do resultado de cada potenciacdo

2,4,8,16,...512 denominaremos de logaritmando. Desta forma, os logaritmos sdo 0s

respectivos valores que acompanham os termos de uma progressdo aritmética.

Por exemplo:

log, 64 =6 = 2° =64

Reescrevendo de forma geral, temos:

b,b?,b°........... b™.....b" (Progressdo Geométrica)

12,3, m.....n ( Progresséo aritmética )

Dizemos b™ =a e, reescrevendo na forma de logaritmo, teremoslog, b=m. Assim,

m é o logaritmo de b na base a, ondea>0 e a=1e b>0para quaisquer que sejama,be m

reais.
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A progressdo aritmética e geométrica € um dos meios mais importantes para
compreender os logaritmos. Observa-se que na ideia fundamentada por Napier ainda faltava
certa clareza para explicar o logaritmo de 1 em qualquer base.

Em 1615, Henry Briggs® visitou Napier em sua casa na Escécia e 14, eles discutiram
possiveis modificacBes no método dos logaritmos. Briggs propds o uso de poténcias de dez, e
Napier disse que tinha pensado nisso e concordava.

Napier ja propusera uma tabela usando logl=0 elogl0=1(para evitar fracbes). Os

dois finalmente concordaram que o logaritmo de um deveria ser zero e que o logaritmo de dez
deveria ser um.

Mas Napier ja ndo tinha energia suficiente para por em préatica essas ideias. Ele morreu
em 1617.

O segundo de seus classicos tratados sobre logaritmos, o Mirificilogarithmorum
canonis constructio, em que fazia uma exposicdo completa dos métodos que usava para
construir suas tabelas, apareceu postumamente em 1619. Por isso, recaiu sobre Briggs a tarefa
de construir a primeira tabela de logaritmos comuns, ou Briggsianos.

Em vez de tomar as poténcias de um numero proximo de um, como fizera Napier,

Briggs comecou com log10 =1e depois achou outros logaritmos tomando raizes sucessivas.

5 Henry Briggs(Yorkshire- Inglaterra-1561, Oxford 26 de Janeiro de 1630) graduou-se em medicina em
1581. Tornou-se palestrante de matematica em 1592. Por volta de 1615 engajou-se completamente no
estudo, calculo e ensino dos logaritmos. Encontrou-se com Napier e propds melhorias para o sistema
logaritmico desenvolvido por ele. Briggs ajudou a publicar algumas obras de Napier e em 1617
escreveu Logarithmorum chilias prima. Arithmetica logarithmica, escrito em 1624, foi sua principal obra.
(FUNCOES, 2013)
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3 A CONSTRUCAO DA PRIMEIRA TABUA DE LOGARITMOS DECIMAIS
POR BRIGGS

Vamos lembrar que a tabela que Briggs construiu apresentava os logaritmos dos
numeros inteiros de 1 a 1000, com precisdo ateé a 142 casa decimal. Porém, a grande maioria
desses logaritmos foi obtida recorrendo-se a outros anteriores calculados. Mas isso néo tira o
mérito de suas construcoes.

Vejamos como calcular o log 7 utilizando as mesmas ideias que Briggs utilizou para

calcular o log3:
Seja log,, 7 = x .Assim, temos que 10" =7
Vamos inicialmente situar o nimero 7 entre duas poténcias de 10, a, e a,com

expoentes inteiros e sucessivos tomamos a ;=1 e a ,=10 de modo que:

1<7<10=10°<10" <10'=0<x<1=0<log,, 7 <1.

Esquematicamente teremos uma primeira aproximagao para o log,, 7 pois:

0<x<1=0<log,7<1.

Sendo a,a media geométrica entre a, ea,temos:

a, = Jal.a? =410°10" =10°° = 3,1622

Assim, conseguimos uma melhor aproximagao paralog/,, pois:

0,5<x<1=0,5<log,, 7 <1.

v

a =1a,=31622 7a, =10

Observa-se que a escolha por Briggs de utilizar media geométrica entre a, e a, e ndo
a media aritmética. Se esta utilizasse, encontraria a, =5,5 e ndo conseguiria transformar em

poténcia de 10, o que prejudicaria o processo de solucéo.
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Continuamos, portanto, o processo. Tomando agora a média geometrica entre a,e a,, temos:

a, = \[a,a, =+/10.10°° =10°™ =5,6234

Analogamente, podemos prosseguir as aproximacoes e encontramos:

8 = \[2,:2, = 10°10°" =10°*" —7,4984

8 = \Ja, 8 = \10°7.10°%" =10°%% — 6,4938
a, = \Jag.a, =+10°7°.10°* =10°**" = 6,9775
8, = \[ag.a, =/10°7"%.10"%7 =10°%% =7,2326

ag — fa7 aﬁ — ¢100,8437.100,8593 :100,8515 — 7,1039
alo — {a7a9 — é 00,8437.100,8515 :100,8476 — 7'0404

aﬂ — éa7-a10 — 00,8437.100,8476 =100,8456 — 7, 0080
a12 — ?araﬂ — ’100,8437.100,8456 =100,8446 — 6,991
a13 — !au.aiz — ;100,8456.100,8446 :100,8451 — 7, 0003

Veja que conseguimos uma satisfatdria precisdo de quatro casas decimais para olog7.

Dessa forma, temos:

log,, 7 =0,8451

Lembramos novamente que podemos construir uma tabela de logaritmos seguindo as
ideias de Briggs, recorrendo a outros logaritmos anteriores calculados.

Considerando que log2=0,30103, vejamos como calcular o log4 utilizando as

mesmas ideias que Briggs utilizou.
Assim vem:
4 — 22 - (100,30103)2
Entéo, temos:

4=10"%"" = log4 = 0,60203.
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4 FUNCAO LOGARITMICA

Vamos definir o logaritmo de um numero real x de dois modos:

As defini¢Bes tradicionais vistas na maioria dos livros didaticos utilizados no ensino
médio abordam o logaritmo do seguinte modo:
Definicdo 1:
Dado um namero real a> 0, o logaritmo de um nimero X >0 na base a é o expoente
y aque se deve elevar a de tal modo que a’ =x.
Escreve-se:
y =log, X

Ié-se y é o logaritmo de x na base a.

Podemos escrever entdo:

log, x=y=a’=x

A definicdo vista no livro colecdo do professor de matematica trata o logaritmo da

seguinte maneira:

Definigéo 2:
Uma funcdo real L:R™ — R,cujo dominio é o conjunto R*dos nimeros reais

positivos, chama-se uma funcdo logaritmica ou sistema de logaritmo quando tem as seguintes

propriedades:

a) L é uma funcdo crescente ,isto €, X<y = L(X) < L(y)

b) L(x.y)=L(x)+L(y) paraqualquer x,y e R"
Paratodo x € R", o nimero L(X)chama-se o logaritmo de x.

Faremos agora uma lista de propriedades das funcgdes logaritmicas, isto &,

propriedades que sdo consequéncias da definicao:
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1%Propriedade:
Sendo a;bnameros reais positivosa =1, temos:

log,a" =b
Este resultado pode ser visto facilmente utilizando a definicao.
Supomos que log, a” = x isto é a” = a° pela injetividade da funcdo exponencial segue

que X=Db o que mostra o resultado.

2%Propriedade:
Sendo a;be ¢ numeros reais positivos, a =1, temos:

log, (b,c)=log, b+log, c
Demonstracéo:
Sejam
x=log,b=b=a"

y=log,c=c=a’

Fazendo bxc,temos:
bc=a".a’ = h.c=a"" (propriedade de poténcia),
aplicando o logaritmo na base aem ambos 0os membros da equacéo, temos:
log, (b.c) =log, a*** = log, (b.c) = x+ y (propriedadel).
Comox=1Ilog,bey=1log, c, implica:

log,(b.c)=log, b+log, c

3% Propriedade:
Sendo a;be ¢ nimeros reais positivos, a =1, vemos:
Ioga(g) =log,b—log,c.
Demonstracéo:
Sejam
x=log,b=b=a"

y=log,c=c=a’
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Fazendo E temos:
c

b a
c a’
aplicando o logaritmo na base aem ambos os membros da equacao, temos:

= P a*” (propriedade de poténcia),

b — (x=y) b —
IOga(E) =log,a™" = IOga(E) =X=Y (propriedadel).
Comox=1log,bey=log, cimplica:

09, (2) = log, b—log, ¢

48 Propriedade:

Sendo a;be ¢ numeros reais positivos, b =1e ¢ =1, vemos:

Demonstracéo:
Sejam
x=log,a=a=Db"
y=log.a=a=c’

z=log.b=b=c’

Vemos que a=b*e a=c’implica queb* =c’comob=c* =b* =c** = ¢’ =c**pela
injetividade da fungdo exponencial segue que y=z.x.Comoy=Ilog.a,z=Ilog.bex=1Ilog, a.
Temos:

log, a
log. b’

log. a=log_b.log, a = log, a=

5% Propriedade:

Sendo a;b ndmeros reais positivos, a =1, temos:

a Iogab: b
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Demonstracéo:
Seja log,b=x=b=a*Agora fagamos,a'" =a'%®) = a*(propriedade 1)isto
implica que:

a‘Iogél b — b

62 Propriedade:
Sendo b e ¢ ndmeros reais positivos, comc =1 € m um namero natural, temos:

log.b™ =m.log, b

Observacéo: Esta propriedade supde m um namero natural, mas nossa demonstragdo

considera m um numero racional e é dividida em trés partes:

12 Parte:
Temos que a propriedade log, (b.c) =log, b+log, c se estende para o produto de mais
nameros, isto é:

log. b™ =log, bbb........ b=1log,b+log ,b+log b+...... log, b= log, b™ =m.log. b

Portanto, a propriedade vale para m natural.

Se ndo consideramos 0 um ndmero natural, a propriedade 6 também se verifica, pois:
se m=0, temos b’ =1,logo:

log, b® =log,1=0=0.log_b

22 Parte:
Consideremos agora 0 caso em que m=-—n, cOm n pertencente ao conjunto dos nimeros

naturais, isto €, m sendo um inteiro negativo. Entdo, para todob > 0, temos:

b"b™ =1.
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Comao,
log.1=0=log,(b".b™) =log b"+log.b™ =0=log ,b™ =—log b" =—n.log. b
Assim vem:

log.b™ =—n.log b

3?2 Parte:

O caso geral em que m= P onde p é um ndmero inteiro e g um nimero natural.
q

Facamos:
P
O™ =»)*=b"” =log,(b™)* =log,(b") = qg.log, (b™) =log, (b") =

g.log, (b™) = p.log, b => log, (b™) = 2.log, b.
q

Comom =P resulta que:
q

log.b™ =m.log, b

N&o consideramosm um numero irracional, pelo fato de sabermos apenas definir

poténcia com expoente racional.
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5 O LOGARITMO EXPRESSO COMO AREA DE UMA FAIXA DE
HIPERBOLE

O padre jesuita belga Gregory Saint Vincent®, em 1647, e o cientista Isaac Newton, em
1660, reconheceram uma relacéo estreita entre a area de uma faixa de hipérbole e o logaritmo
— embora nenhum dos dois tenha identificado realmente essa &rea com os logaritmos
naturais,nem tenham reconhecido o numero e. Foi Alphonse Antbnio de Sarasa que
primeiramente conectou essa proposta em 1649,mostrando que a &rea da hipérbole equilatera
média eram os logaritmos dos numeros que formavam as abcissas. Tomando a iniciativa da
verdade estabelecida por Sarasa, concluimos que as abcissas cresciam em progressao
geomeétrica e suas respectivas areas, em progressao aritmética.

Para fazermos a identificacdo da area da faixa da hipérbole e o logaritmo
natural,entendamos o que é uma faixa de hipérbole.

Uma faixa hipérbole H é obtida quando fixamos dois nimeros reais positivos a,b com

a<b, e tomamos a regido do plano limitado pelas duas retas verticais x=a e x =b pelo eixo

das abscissas e pela hipérbole H .

Identificamos essa regido pelo simbolo: H?.

Se H? éo ramo positivo do gréfico da fungdoy ==, entdo H?é o subconjunto do

plano constituido pelos pontos da forma(x,l) onde X>0. Em simbolos:
X

H? ={(x, ¥);x>0, y=§}

Geometricamente, H? é o ramo da hipérbole y = 1 que esta contido no primeiro
X
quadrante.
Vejamos, a representacdo grafica da faixa de hipérbole yzicompreendida
X

pelasretasx=a e x=b:

®Grégoire de Saint-Vincent (Bruges, 1584 -Gante ,5 de Junho de 1667) foi um jesuita flamengo e matematico.
Descobriu que a area sob uma hipérbole no intervalo [@,b] é a mesma que um intervalo [C, d] desde que a/b

sejaigual a C/d . (FUNGOES, 2013)
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Para calcular a &rea desta faixa, poderiamos, numa primeira tentativa, aproxima-la pela

soma das areas de retdngulos nela inscritos, como mostra o seguinte exemplo:

Decomponha o intervalo[1,2] em cinco partes iguais e calcule uma aproximacao

inferior para a area da faixa de hipérbole y = 2 :
X

Created with a trial version of Advanced Grapher - http: /A, alentumn.com/agrapher/

A soma das areas dos retangulos é igual a 1,68

X 2 Area
X
1,0 2,00 0,40
1,2 1,66 0,33
1,4 1,42 0,28
1,6 1,25 0,25
1,8 1,11 0,22
- % 2,0 1,00 0,20
U 02040608 1 12141618 2 2224 2628 3 323436 358 4 42 44 46 458 5
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Observe como esta aproximag¢do melhora quando aumentamos o numero e retangulos de

cinco para dez:

X 2 Area
X
1,00 2,00 0,200
1,10 1,81 0,181
1,20 1,66 0,166
1,30 1,53 0,153
1,40 1,42 0,142
1,50 1,33 0,133
1,60 1,25 0,125
1,70 1,17 0,117
- 5 11,80 1,11 0,111
El:;:fjvj;.:ﬂtlizlﬂ.\:;:f;i;;;!j ;:a::]j- il.;:fﬁv':iw:i]ni:;:mi:a.:j 829331323 436373839 441424 M 44464748495 1 , 90 1 ’ 05 O , 105
2,00 1,00 0,100

A soma das areas dos retangulos é igual a: 1,533

Como podemos observar pelo grafico e a tabela acima, a soma destas dez areas é uma
aproximacdo melhor para a &rea da faixa de hipérbole que se deseja calcular.Continuando
com o0 processo de considerar mais e mais retdngulos inscritos na faixa hiperbdlica,

subdividindo-a cada vez mais, obtemos aproximacdes cada vez melhores para a area que

1 . . .
queremos calcular. De modo geral, suponhamos que f(x) == seja continua e positiva em um
X
intervalo [a,b]. Dividimos este intervalo em n sub-intervalos de comprimentos iguais, ou
seja, de comprimento Ax :b;na’ de modo quea=a, <a <a, <...a,=b. Seja x; um ponto

qualquer no sub-intervalo [a,_,a ] k=12,....n.Construimos em cada um desses sub-
intervalos retangulos com base AXe altura f(x;).A soma das areas dos n retangulos

construidos é dada pelo somatorio das areas de cada um deles,

A?etangulos = [i f (Xj )]AX
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Intuitivamente é possivel admitir que a medida que n cresce, AXxdiminui, e

consequentemente o0 somatorio anterior converge para a 4rea A da regido limitada pelo

graficode f(x)= 1 pelasretas y=0, x=a e x=b. Portanto, a &rea desta regido é dada por:
X

A =lim [Zn: f(x;)]Ax

n—-oo

Mas este limite é exatamente igual & definicdo de integral definida’ e com isso

observamos que a area da regido do plano limitada pelo gréfico da fungdo f(x)= 1 , pelo eixo
X

das abscissas e pelas retasx =ae x=b é a interpretacdo geometricamente de integral definida

em[a,b] de uma funcdo positiva.

Logo :

b
Area(H?) = J'ldx
) X

¥

0 a b

Created with a trial verzion of Advanced Grapher - http:/ A, alentum. com.agrapher

"Integral definida: seja f uma fungéo continua no intervalo [a,b].Suponha que este intervalo seja dividido em

npartes iguais de largura AX = e seja X; um nimero pertencente ao j -ésimo intervalo, para

j‘ f(x)dx = lim [Zn: f(x;)]1Ax.
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6 LOGARITMOS NATURAIS

Sejax um numero real positivo. Definimos o logaritmo natural dex como a area da

. X . e N . . .
faixa H1 Assim, por definicdo, quandox >0, escrevemosInx para indicar o logaritmo

natural de x ,temos :

Inx = Area(H)) = [ =dt.

P C— <
—~ =

Lembramos que a conversio de tomarmos Area(H))<Oquando O<x<1 serd sempre

adotada. Em particular, quando x =1, H, reduz-se a um segmento de reta, portanto tem area

igual a zero. Podemos entéo escrever.

In1=0;
Inx>0 se x>1;
Inx<0se 0<x<1.

Nao esté definido In x quando x <O.
Para demonstrar as propriedades de logaritmos utilizando a integral precisamos do

seguinte teorema:

Teoremal: Seja qual for o numero real, k >0, as faixas H e H,® tem a mesma area.

Demonstracéo:
Observe primeiramente o seguinte fato. Dado um retangulo inscrito em H, cujo base é o

segmento[c,d] do eixo das abcissas, 0 retangulo inscrito em He com base no segmento
[ck, dk]tem mesma area que o anterior .Com efeito , a area do primeiro é igual a

1 c
d-C)x—==1——,
( )><OI r

enguanto a area do segundo é

(dk—ck)xd—lkzl—g.
Consideremos agora um poligono P, inscrito em H?. Se multiplicarmos por K cada um das
abcissas dos pontos de subdivisdo de [a,b],determinados por P, obtemos uma subdivisdo do
intervalo[ak,bk]e portanto um poligono retangulo P, inscrito na faixa H,?.

Cada um dos retangulos que compdemP’tem a mesma area que o0 retangulo

correspondente em P. Logoaédreade P’ éigualade P.
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Concluimos assim que para cada poligono retangulo inscrito H?, existe um inscrito em

H/,® com a mesma érea. Analogamente (dividindo abcissas por K) veriamos que, para cada

a

poligono retangulo Q inscrito em H,?, existe outro Q, de mesma area, inscrito em H_.Isto

significa que as é&reas dessas duas faixas s&0 numeros que possuem exatamente as mesmas

aproximag0es inferiores , e portanto s&o iguais.
Uma consequéncia deste teorema € que podemos restringir nossas consideracdes as areas

das faixas da forma H;, pois
Area(H") = Area(H?*) = Area(H?),c =b/a.
Quando a<b<c, otemos que
Area(H?) + Area(H’) = Area(H?).
A fim de manter a validez da igualdade acima para qualquer a,b,c reais,
convencionaremos que
Area(H?)=0 e Area(H?) =-Area(H?).
Esta Gltima convencdo implica em consideramos areas negativas. Isso contraria a tradi¢cdo
mas, em compensacdo, a igualdade
Area(H>) + Area(H{) = Area(H¢)

torna-se valida sem restrig&o.
Por exemplo, se c<a<b, temos

Area(H?) = Area(H?) + Area(H>).

Dai segue:
Area(H?) — Area(H>) = —Area(H?).

Ou seja,
Area(H?) + Area(H’) = Area(H?).

Com a definicdo de logaritmo natural e usando o Teorema 1 acima, podemos provar as

seguintes propriedades :



12 Propriedade:
In(x.y)=Inx+Iny.

Demonstracéo:
Sejam xe y numeros reais positivo. Assim, por definicéo, escrevemos
Xy

Inx.y = Area(H,”) = .[%dt

1

Desta forma temos

Xy

Inxy= I :j'%dt+].y%dt,
1 X

como
1
dt= Edt (Teorema 1) .

- —

X C—y &S
— | =

Temos:
xy

1. 1
Inx.y = j j¥dt+jtdt:|nx+|ny.
1 1

l
2% Propriedade:
m1=—mx
X

Demonstracéo:
Sejam x um namero real positivo. Assim, por definicdo, escrevemos

1
In l—Area(H *) = j}dt
X -t

Desta forma temos

1 .

1 X1 ¢l

I—dt =I —dt =_[—dt (Teorema 1),

lt X t xt
como

X 1
Area(H;) = —Area(H:) = | %dt | %dt .
1 X

30
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Temos:

3% Propriedade:

Demonstracéo:
A demonstragdo desta propriedade sera feita com base nas propriedades anteriores.

Pela propriedadeltemos
In(x.2) =Inx+Inz.

1
Fazendo Z = ;obtemos:

In(x.i):ln x+|n£.
y y

Como

1 .
In(;) =—Iny (propriedade 2).

Temos

In(x.l) =Inx-Iny= In(ﬁ) =Inx-Iny.
y

42 Propriedade:
Inx™ =mlnx

Demonstragéo:

A demonstracdo desta propriedade sera feita com base nas propriedades anteriores e

utilizando o principio da indug&o finita.

Primeiramente, considerem e N . A propriedade se verifica para m=2, pois:

Inx>=Inxx=Inx+Inx=2.Inx.
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Agora supomos por hipoteses que a propriedade se verifica para todome N ,isto é:

Inx" =m.Inx.

Provaremos que a propriedade também se verifica para m+1. Logo temos:

m+1

INX™ =Inx".x=Inx"+Inx=m.Inx+Inx=(m+1).InXx.

Logo, pelo Principio da Inducdo Finita, a propriedade se verifica para todome N .

Notamos que a propriedade também se verifica se m<0, pois:

L(-m) _

INX" =Inx ™ =Inx" ~LInx ™ =-1.(-m).Inx=m.Inx.

Agora, provaremos que a propriedade também se verifica para todo m racional:

m:E com q=0.

Inicialmente, observe:

ol 1 1oy 1
Inx=Inx *=qg.Inx* = Inx=qg.Inx? = =Inx=Inx".

Obtemos:

» oL Lo
Inx?=Inx *=p.Inx" ==Inx.

Considere, ainda, que exista uma sequéncia de racionais (m_) tal que:

lim(m,)=m
n—o0
Por outro lado vemos que:
m lim(m, ) : m, : m, m H m H
Inx™ =Inx~  =Inlimx™ =limInx™ = Inx" =limInx™ =limm_.Inx =m.In X
n—oo n—oo N—o0 N—o0

Concluimos que a propriedade vale para todom real.
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De modo geral, podemos relacionar os logaritmos decimais e os logaritmos naturais.
De posse de um uma tabua de logaritmos decimais, podemos obter uma tabua de logaritmos
naturais atraves da relacao:

Inx =log,, x.In10.

Esta relacdo é facilmente verificada atraves de uma mudanca de base.
In x
log,, x=——=1Inx=1In10.log,, x .
glO |n10 glO

Se ndo tivermos o logaritmo natural de 10(In10=2,3025), basta lembrarmos que:

InlO:L

loge
Verificamos, também, que loge=1log2,7182 pode ser identificado pelo uso de uma

tabua de logaritmos decimais.

Vejamos como calcular oIn2 utilizando a relacdo acima.Temos:
Inx=logx.In10=1n2=1og2.In10 = In2 =0,3010.2,3025 =0, 6930
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7 O NUMERO €

No século X V111, o matematico suico Jacques Bernoulli® prop6s a seguinte questéo:

Como cresceria um deposito bancéario ao longo do tempo se os juros, ao inves de
serem creditados anualmente ou semestralmente, o fossem em intervalos de tempo cada vez
menores, até que 0s acréscimos pudessem ser considerados instantdneos e sobre eles,
imediatamente, também incidissem as mesmas taxas de juros?

Esta situacdo poderia ser compreendida mais facilmente da seguinte forma:

Imagine que um banco pague juros de 100% ao ano. Apds um ano, teriamos o
montante de R$ 2,00 para cada R$ 1,00 aplicado.

Se juros fossem creditados semestralmente, apds um ano, teriamos o0 montante de R$
2,25 para cada R$ 1,00 aplicado.

Se fosse crédito trimestral, ap6s um ano, teriamos o montante de R$ 2,44141 para cada
R$ 1,00 aplicado.

O modelo matematico para esse calculo é o seguinte:
1
M=@1+>)".
n

Vejamos alguns resultados para diversos valores de n na tabela abaixo.

1 2

2 2,25
3 2,37037
4 2,44141
5 2,48832
10 2,59374
50 2,69159
100 2,70481
1.000 2,71692
10.000 2,71815

8JacquesBernoulli (Basileia 1654 - Basileia, 16 de Agosto de1705) foi o primeiro matematico a desenvolver
o calculo infinitesimal. Publicou a primeira integracdo de uma equacdo diferencial.E considerado o pai
do célculo exponencial. (FUNCOES, 2013)
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Com base na tabela acima podemos de forma intuitiva observamos que a funcéo

M =1+ E)“é crescente. Poderiamos, assim, pensar que temos um capital tdo grande quanto
n

queiramos, mas isso ndo € verdade: para calcular quanto seria o resultado para o crédito

instantaneo, ou seja, com ntendendo ao infinito deveriamos calcular o limite da funcéo, isto

n—o0

T 1 , . . .
é:lim(1+=)" = e.Esse numero e é a base dos logaritmos naturais.
n

Uma outra maneira de ver o numero e foi proposto em 1.667 pelo matematico
escocés, James Gregory’, que mostrou como calcular logaritmos achando &reas de
paralelogramos entre uma hipérbole e suas assintotas, levando assim a expressdo logaritmos
hiperbolicos.

Com esta nova defini¢do de logaritmos atraves de area, 0 nimero e pode ser definido

como sendo o valor da abscissa X, tal que a &rea da regido limitada pelo eixoOX , areta x=1,

a hipérbole y = 1 eareta x=X,sejaigual a 1.
X

F N

A1
|

¥’

0 1 2 e 3 4 5

Created with a trial version of Advanced Grapher - http:/ v, alentum. com/agrapher)

Utilizando a ideia da area de uma faixa de hipérbole, podemos verificar,

intuitivamente, que o numero e é irracional, pois sabemos que toda funcdo logaritmica €

%James Gregory (Drumoak, 1638 — Edimburgo, outubro de 1675)foi um matematico e astronomo escocés. Em
1660, publicou a Optica Promota, na qual descreveu o telescopio de reflexdo, conhecido como telescopio
gregoriano. Em matematica, é conhecido pela primeira demonstracao do teorema fundamental do célculo e pela
descoberta das séries de Taylor (anos antes de Taylor). (FUNCOES,2013)
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subjetiva,isto é,dado qualquer nimero real ¢ (supomos C=1), existe sempre um Unico
namero real x tal queInx=c, ou seja, INXx=1 se e somente se x=e.

Do ponto de vista geométrico,vemos que a faixa da hipérbole H? tem &rea menor que
1, enquanto a faixa H,’ tem &rea maior que 1. Isso significa que:

INn2<1<In3=1In2<Ine<In3=2<e<3,
Ou seja: que 0 numero e esta entre 2 e 3 e, portanto, e € irracional; fato este que também pode

ser verificado utilizando o binbmio de Newton:

@y —tanzen {8 2 DD Gy By
n n n

Observando o lado direito da expressao, ja podemos notar que e é maior que 1, pois
as duas primeiras parcelas sdo iguais a 1 e as demais sdo todas positivas. Se rearranjarmos de

uma maneira bastante especial, veremos também que e <3 pois:

1n -1 n-2 1
1+ ) =1+1+ ?—(1——) ——(1——) (1——) ——(1— ).(1— . )...(1—5):>
(1+l)n <1+1+i+£+ i<1+1+1+ 1 +. .i_l<3

n 2! 3! n! 2 2° 2"

- 1 1
Nesta Gltima soma, 1+=+—+... os termos a partir do segundo formam uma

PYER

progressdo geométrica com razdo 1/2. O somatério desta progresséo é:

2 1
=2.(1-—-)<2.
( 2n)
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8 APLICACOES DE LOGARITMOS

Esta unidade tem como principal objetivo motivar os alunos e mostrar a fundamental
importancia do estudo do logaritmo ndo apenas como elemento de calculo, mas como
elemento de fundamental importancia para a compreensdao e desenvolvimentos das diversas

areas das ciéncias. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (2001):

E importante que se estimule o aluno a buscar explicacdes e finalidade para
as coisas, discutindo questbes relativas a unidade da matematica, como ela
foi construida, como pode construir para a solucdo tanto de problemas do
cotidiano como de problemas ligados & investigacdo cientifica.Desse modo,
0 aluno pode identificar os conhecimentos matematicos com meio que 0
auxiliam a compreender e atuar no mundo.

8.1  Juros compostos

O regime de juros compostos é 0 mais comum no sistema financeiro e,portanto, o mais
atil para calculos de problemas do dia-a-dia.Os juros gerados a cada periodo sao incorporados
ao principal para o célculo dos juros do periodo seguinte. O montante é igual ao capital mais
0s juros gerados no periodo. Assim, supomos que um capital C seja aplicado a uma taxa i
apos certo tempot e apds t meses de capitalizagdo, temos:

Para o 0° més:

M=C
Para 0 1° més :
M=C+Ci=M=C.(1+1i)
Para 0 2° més:
M =C.(1+1)+i.C.A+i)=>M=C.(1+i)*
Para 0 3° més:

M =C.(1+i)? +i.C.(1+i)? =M =C.(1+i)’

Se continuarmos este processo por um periodo de t meses teremos a seguinte
sequéncia:

(C,C.(L+i),C.L+1)%, C.(L+0)%...) = C(L (L+i), (L+0)%, L+i)%..)

Chegamos a uma progressao geométrica de razdo (1+1i)e tem(t+1), pois para t=0,

temos o capital inicial C .
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Assim, o termo de ordem (t+1)serd expresso pela forma do termo geral de uma
progressdo geometrica, logo:
a, =a.q9 " =a =1001+i)""=a =@1+i)
Como

M =C.a =M =C.(L+i)'

Questdo 1 (UERJ-2003)Jorge quer vender seu carro por R$ 40.000,00. Pedro, para
compré-lo, dispde de R$ 5.000,00, e aplica esse valor em um investimento que rende juros
composto a uma taxa de 28% a cada dois anos. Considere que a desvalorizacdo do carro de
Jorge seja de 19% a cada dois anos, calculada sobre o valor do carro no periodo de dois anos
imediatamente anterior.Calcule o tempo minimo em que Pedro terd dinheiro suficiente para
comprar o carro de Jorge. Utilize, em seus calculos, log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48.

Solucao:

Devemos calcular o montante utilizando a valorizacdo do dinheiro aplicado e a

desvalorizacdo do carro. Devemos descobrir quanto tempo levara para que 0s montantes

sejam iguais; para isso, facamos entdo o calculo de cada montante.

Dinheiro aplicado

t
M, =5000.(1+0, 28)2

Desvalorizacdo do carro

t
M, =40000.(1-0,19)2.

Note que na expressdo do montante referente a desvalorizacdo do carro o sinal é
negativo, pois o carro ird desvalorizar 19% a cada dois anos.Como queremos encontrar o

tempo em que 0s montantes serdo iguais, devemos igualar os montantes. Com isso, teremos:

M, =M,

t t
5000.(1, 28)2 = 40000.(0,81)2

(285 _ 40000

0,81 5000
t

L2 g

0,81
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Aplicaremos logaritmos dos dois lados da igualdade:

1,28 L
log(=—)2 =log8.
9(0’81) g

Lembrando a relagdo que o enunciado apresentou, teremos como informacao apenas o
log2 e o log3. Portanto, devemos organizar os logaritmos para que Sejam escritos como

poténcias dos nimeros 2 e 3. Logo:

1,28 128 2

== 8=2"
081 81 3

Sendo assim, voltemos a expressao a ser calculada.

7t

Iog(§—4)2 =log 2°

Aplicando as propriedades de logaritmo.

loga" =h.loga
Iog% =loga—loghb

Temos que:
2" 5 3 t 7 4
Iog(3—4)2 =log2 :E(Iogz —log3")=3log2 =
B 6.log 2
7.1og2-4.log3
3 6.0,3 _18
7.0,3-4.0,48 1.8

10.

Concluimos que apenas depois de 10 anos Pedro teria dinheiro para comprar o carro

de Jorge.
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8.2 Decaimento radioativo

O homem, na tentativa de melhor compreender os mistérios da vida, sempre langou
mao de seus conhecimentos cientificos e/ou religiosos.

A datacdo por carbono 14 é um belo exemplo da preocupacdo do homem em atribuir
idade aos objetos e datar 0s acontecimentos.

Em 1946, a Quimica forneceu as bases cientificas para a datacdo de artefatos
arqueolégicos, usando o *C. Esse is6topo é produzido na atmosfera pela acdo da radiacéo
cosmica sobre o nitrogénio, sendo posteriormente transformado em dioxido de carbono. Os
vegetais absorvem o diéxido de carbono e, através da cadeia alimentar, a proporcdo de **C
nos organismos vivos mantém-se constante. Quando o organismo morre, a proporcdo de **C

nele presente diminui, j& que, em fungdo do tempo, se transforma novamente em nitrogénio.

Questao2(Lima,1991)Na caverna Lascaux, na Franca, famosa pelas notaveis pinturas
feitas em suas paredes por homens pré-histéricos, foram encontrados pedacos de carvao
vegetal, nos quais a radioatividade do C “era0,144 vezes a radioatividade normal num pedago
de carvéo feito hoje. Assim, podemos afirmar que a idade do carvdo encontrada na caverna e
a estimativa para a época em gue as pinturas foram feitas sdo:

Solucao:

Considere que a massa radioativa de carvdo feito hoje seja M, entdo a massa
radioativa de carvdo encontrado na caverna sera de 0,144 M .

Sabendo que a cada periodo de 5730 anos a quantidade de *C reduz-se & metade,

considere log2=0,3010 e log3=0,4771.

Usaremos a formula de juros composto para determinar a idade da amostra de carvédo
encontrada.

Assim para a meia vida do carbono 14 vamos determinar a constante (1-i) =K.
Observe que o sinal negativo provéem do fato que essa massa radioativa esta diminuindo do

decorrer do tempo. Logo temos:



Para a amostra de carvéao encontrado na caverna,temos:

M =C.(L—i)'

=Ck'

N O

1

0,144C = c:.[(%)fﬂ%]t

1.4
0,144.= (5)5730.

Aplicando o logaritmo em ambos 0os membros, temos:

t
log 0,144 = Iog(%)mo =

log0,144 = L.Iog%:

5730
. _5730.0g0,144 _ 5730.(-0,8418)
log ; (-0,3010)

t =16024,9anos.

Pois:

log 0,144 = log % =log144 —10g1000 = log 2*.3* — log10® =

log0,144 = 4.1og 2 + 2.10g3—3.10g 10 = 4.(0,3010) + 2.(0,4771) —3.1=—0,8418

Iog% =log1-log2 =0-0,3010 = —0,3010.

41



42

8.3 Lei de resfriamento de Newton

Além das contribuicdes para a Fisica, Newton também deixou algumas contribuicdes
para a Matematica.Uma delas refere-se a conducéo de calor entre corpos,um modelo simples,
mas real, que trata da troca de calor de um corpo com 0 meio ambiente, com as seguintes

hipoteses:

1. A temperatura T =T(t) depende apenas do tempo t é a mesma em todos os pontos do
corpo

2. A temperatura do meio T, é constante.

3. A lei de resfriamento de Newton: a taxa de variacdo temporal da temperaturaT =T (t) de
um corpo é proporcional a diferenca entre T e a temperatura T, (constante) do ambiente em

volta. Isto é,
dT

i —k.(T-T,,)
Temos:
SeT>T,, entéo(:j—-lt- <0, de modo que a temperatura T =T (t) € decrescente. Logo, se
a temperatura do corpo € maior que a do ambiente o corpo esta se resfriando.
Se T<T,, entéoc(ij—-[ >0, de modo que a temperatura T =T (t) é crescente. Logo, se a
temperatura do corpo € menor que a do ambiente o corpo esta esquentando.

SeT =T,, entéo(ij—-lt-:o, de modo que a temperatura T é constante, e K é uma

constante que depende do material em que o corpo foi construido.
Como a equacdo diferencial acima € separavel, pode ser transformada em:

dT
T-T,

=—k.dt

Integrando ambos os membros em relagéo a variavel tempo,temos:
In(T-T,,) =—-k.t+Kk,.
Aplicando a fungdo exponencial a ambos os membros e tomando as constantes
embutidas em uma so, obtemos:

IN(T-T,)=—k.t+k, =>T@)-T, =™ "™ = Tt)-T, = e =T@{t) =T, +Ce ™
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Questdo30 corpo de uma vitima de acidente foi descoberto as 23 horas. O médico da
policia chegou as 23h30 e imediatamente tomou a temperatura do cadaver, que era de 34,8°.
Uma hora mais tarde, ele tomou a temperatura outra vez e encontrou 34,1°.A temperatura do
quarto era mantida constante a 20°.Admita que a temperatura normal de uma pessoa viva é de
36,5°. Determine a hora em que se deu a morte.

Solucao:

Para um melhor entendimento do problema, vamos colocar os dados em uma tabela.

Assim temos:
Tempo Hora Temperatura Temperatura Diferenca de
Do corpo Do quarto Temperatura
T Morte 36,5° 20° 16,5°
0 23:30 34,8° 20° 14,8°
1 24:30 34,1° 20° 14,1°

Agora, vamos utilizar a lei de resfriamento de Newton.

Parat=0:
TA) =T, + Ce™t
TO)=T,+ Ce*®
C=T(0)-T,
C =14,8.
Parat=1:

Tt)=T +Ce™
TA)=T,+14,8e™*!
TM-T, =14,8e"
14,1=14,8¢"

141

— =€

14,8
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Para a hora da morte:

TH) =T, +Ce™

14,1
T@H)-T =14,8.(—)"
®-T, (14,8)
16,5 (14,1)t
14,8 '14,8"

Aplicando o logaritmo em ambos os membros, temos:

16,5 14,1, log165-1log148
log——=log(——) =>t=
14,8 14,8 log141—log148

Agora, com o auxilio de uma tabua de logaritmos, temos:

(o22-2alr o 004 4 o0min
214217 003 3

Portanto, a pessoa morreu as 21 h e 40min.

Uma boa aplicacdo da lei de resfriamento de Newton pode ser vista no exame de
qualificacdo 2012-1. PROFMAT.

Questdo4(PROFMAT-2012-1)Um corpo esta contido num ambiente de temperatura
constante. Decorrido o tempo em minutos, seja D(t) a diferenca entre a temperatura do corpo
e do ambiente. Segundo a Lei do Resfriamento de Newton, D(t) é uma funcdo decrescente de
t, com a propriedade de que um decréscimo relativo

D(t)- D(t +h)
D(t)

no intervalo de tempo[t,t+h] depende apenas da duracdoh desse intervalo (mas ndo do

momento em que essa observagdo se iniciou). Isto posto, responda a seguinte pergunta:

Num certo dia, a temperatura ambiente era de 30°. A &gua, que fervia a 100° numa
panela,cinco minutos depois de apagado o fogo ficou com a temperatura de 60°. Qual era a
temperatura da 4gua 15 minutos apos apagado o fogo?
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Esta questéo encontra-se resolvida da seguinte forma no site:

Solucao:
Pela Lei do Resfriamento de Newton, a funcdo D(t), emt =0 que é o momento em
que o fogo foi apagado, cumpre as hipoteses do Teorema de Caracterizacdo das fungdes de

tipo exponencial. Logo, existe uma constantea, com0 < a <1, tal que:

D(t)=D, .a',
onde
D° = D(0) .
Temos:
D(0)=100-30=70.
Logo

D(t)=D,.a' = D(t)=70.a".

O problema nos diz que:
D(5)=60-30=230.

Portanto
D(t)=D,.a'
702> =30
e dai vem
g 30_3
70 7
Segue-se que
a.15 (a5)3 (§)3
7
e que
D(t)=D,.a'

D(15) =70.a" = 70.(%)3 =5,5.

Portanto, 15 minutos apés o fogo ser apagado, a temperatura da agua € de

aproximadamente; 30+5,5=35,5°.



Agora, vamos utilizar a lei de resfriamento de Newton para resolver estd questao.

Solucao:

Parat=0:

Parat =5:

Parat =15:

Tt =T +Ce™
T@O)=T, +Ce™*°
100=30+C.1

C =70.

TH)=T +Ce™
T(G)=T,+Ce™®

60-30=70.e"¢
o _30_3
70 7

T{)=T,+Ce™
T@5)=T,+Ce™"®
T(15) =30+ 70.(e %)

T(15) =30+ 70.(;)3

27

T(15) =30+ 70.(=2
15) (343)

T(15) =30+5,5 = 35,5.

46

Portanto, 15 minutos ap6s o fogo ser apagado, a temperatura da agua é de

aproximadamente; 35,5°.
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8.4  Aescala de magnitude de momento
A escala de Richter ndo permite avaliar a intensidade sismica de um sismo num local
determinado e em particular em zonas urbanas. Para tal, utilizam-se escalas de intensidade tais

como MMS.

A escala de magnitude de momento (abreviada como MMS e denotada como M),

introduzida em 1979 por Thomas C. Haks e Hiroo Kanamori, substituiu a Escala de Richter
para medir a magnitude dos terremotos em termos de energia liberada. Menos conhecida pelo
publico, a MMS €, no entanto, a escala usada para estimar as magnitudes de todos os grandes
terremotos da atualidade.

Assim como a escala Richter, a MMS ¢é uma escala logaritmica. Embora as férmulas
sejam diferentes, a nova escala manteve os valores de magnitude definidos pela antiga.

Para calcular a magnitude do momento sismico, utiliza-se a equagdo construida
por Hiroo Kanamori no Laboratdrio de Sismologia do Califérnia Institute of Technology, em

Pasadena. O simbolo daescala de magnitude do momento é M, onde w significa trabalho

mecanico realizado.

M, é um numero adimensional definido por

MO

—2 .91
N.m )

2
Mw = g'(loglo

Onde :

M, é o momento sismico em dina centimetro (IN.m =10"dyn.cm).Desta forma como

M, esté escrito Newton metro (N.m) precisamos estabelecer a seguinte relacéo.
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; (Iogm M, -9,1)
M, =§(|0910 107(’;‘%-9,1)
= %(Ioglo dy'\r:IOm 107 -9,1)
§(I 00,y ——— dync Ioglolo‘ -9,1)
M, =3 (0g, e 701
My g( a0 dyMcm -169)
M, = §|0910 %.16,1
2

M, :g.logmMo—loj

Questdo 50 terremoto de Kobe, acontecido no dia 17 de janeiro de 1995, foi um dos
terremotos que causaram maior impacto no Japao e na comunidade cientifica internacional.
Teve magnitude M, =7,3.

U.S. GEOLOGICAL SURVEY. Historic Earthquakes.
Disponivel em: http://earthquake.usgs.gov.
De acordo com a informacdo acima, qual foi o0 momento sismico My do terremoto de
Kobe (em dina - cm)?
Solucéo:
Sabendo-se que 0 momento sismico € uma quantidade usada pelos sismélogos para

medir a magnitude de um terremoto e no terremoto de Kobe a magnitude M foi de7,3,

podemos determinar M, através da equacéo de Hiroo Kanamori . Logo temos:

M, =3|og|v|0—10,7
3
JdogM,-10,7=7,3

JdogM, =18

Wi wiN

logM, =27
M, =107,
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8.5 A escala Richter

Em 1935, para comparar os tamanhos relativos dos sismos, Charles F. Richter,
sismologo americano, formulou uma escala de magnitude baseada na amplitude dos registros
das estacOes sismograficas.

O principio bésico da escala € que as magnitudes sejam expressas na escala
logaritmica, de maneira que cada ponto na escala corresponda a um fator de 10 vezes na
amplitude das vibragdes. Por isso € usado o logaritmo de base 10, em que ele classifica cada

grau da escala em 1,2,3,... em vez de falar 10,100,1000,... o que dificultaria mais o processo

para o calculo. No entanto, o modo de classifica-lo atraves da escala usada é bem facil de
trabalhar, compreendendo assim que, se houver um abalo de magnitude 4, ele sera dez vezes
maior que o de magnitude 3, cem vezes maior que a 2,mil vezes maior que a 1.

E importante relatar que cada ponto na escala de magnitude corresponde a uma
diferenca da ordem de 30 vezes na energia liberada. Assim, um abalo de magnitude 4 libera
30 vezes mais energia que o de magnitude 3.

A magnitude (graus) é o logaritmo da medida das amplitudes (medida por aparelhos
denominados sismdgrafos) das ondas produzidas pela liberacdo de energia do terremoto.

A férmula utilizada é a seguinte:
M =log A—log A,.

Onde:
M : magnitude,
A: amplitude maxima,
A, : amplitude de referéncia.
Podemos utilizar a férmula para comparar as magnitudes de dois terremotos. Para

calcular a energia liberada por um terremoto, usamos a seguinte formula:

2 E
| =—.log—
3 E,

Onde:
| :variade0a?9,

E : energia liberada em K w/h

Eo: 7x 10°Kw/h.
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Vejamos a seguinte noticia:

Hoje foi no Haiti7°na escala Richter.Virédo outros?

Terremotos de 7° causa grande destruicdo no Haiti.Epicentro do terremoto foi em

Carrefour, préximo a capital,Brasil tem cerca de 1.300 soldados no pais.

Um terremoto de grandes proporgdes atingiu o Haiti nesta terga-feira, 12. O tremor de
sete graus na escala Richter foi detectado as 19h53 (hora de Brasilia). Minutos depois, duas
réplicas de 5,9 e 555 graus atingiram o Montana — onde mora o general brasileiro que
comanda o braco militar da missdo — e o Cristopher, utilizado como sede da Missdo das

Nacdes Unidas para Estabilizacdo no Haiti (Minustah) estdo destruidos.

Questdo 6: De acordo com o texto acima,podemos afirmar que o terremoto que
atingiu o Haiti liberou quantas vezes mais energia que suas réplicas.
Solucao:

Para calcularmos o terremoto que atingiu o Haiti devemos utilizar a expressao:
I =2.Iog£:> 7 :g.logE: Iog£:10,535:101°'5 = E =E,.10°°,
3 3 E E E

EO 0 0 0

Agora,para calcularmos as réplicas, devemos utilizar a mesma expressao.

I-Para 1= 5,9. Temos:

I =E.Iog£:5,9:3.log£:>logi=8,85:>£=108'85 = E =E,.10°%.
3 VE, 3 VE, E, E,
I1- Para | = 5,5 Temos:
I =3.Iog£:>5,5:3.log£:>IogE:8,25:E:10&25 = E =E,.10°®.
3V, 37 VE, E, E,

Agora, devemos comparar 0 terremoto que atingiu o Haiti com as suas réplicas.
Assim,temos:
Para a réplica I:

 E,.10°°

= gE T R =10T =R =446,
”

De maneira geral, podemos dizer que o terremoto que atingiu o Haiti em relacdo a

réplica | foi 44,6 vezes mais forte.
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Agora, comparando o terremoto que atingiu o Haiti com a réplica Il. Temos:

_ E,.10°

= gE = R =10?® = R, =177,82.
N

De maneira geral, podemos dizer que o terremoto que atingiu o Haiti em relagdo a
replica Il foi 177,82 vezes mais forte.

8.6 O modelo populacional

Em 1798, o economista inglés Thomas Malthus, no trabalho “An Essayon the Principle of
Population” formulou um modelo para descrever a populacdo presente em um ambiente em
fungéo do tempo.

Considerou N = N(t) o nimero de individuos de uma populacéo, sendo N, esta populacéo
no instante t =0.

Considerou a hipotese que 0s nascimentos e mortes naquele ambiente eram proporcionais
a populacdo presente e que a variacdo da populacdo era conhecida entre dois periodos, num
lapso de tempo At.

Se AP ¢ avariacdo da populacdo, temos:

AP =aP(t).At—b.P(t).At
onde :
i) a.P(t).At é o numero de nascimentos
i) b.P(t).Até o nUmero de mortes no periodo.
Dessa forma. Temos:
AP =a.P(t).At—b.P(t).At= AP =(a—Db).P(t).At

Fazendo, r=a—-b vem:
AP =r.P()At = i—i’ ~r.P(t)

Tomando o limite quando At — 0 , obtemos:
ap _
dt

Que é a EDO para o modelo populacional do ponto de vista de Malthus.

r.P,
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Para resolver esta EDO, devemos usar 0 método das varidveis separdveis. Logo temos:

d—Pzr.P:>d—P=r.dt:>'[d—p=jr.dt:>InP:r.t+c:> P=e"™"=P=Ce".
dt P P

Agora, considerandot =0, temos que C seré a populagdo inicial P,. Desta forma, o
modelo populacional do ponto de vista de Malthus sera expresso por:

P(t)=P,e".

Este modelo estudado supde que o meio ambiente tenha pouca ou nenhuma influéncia
sobre a populagdo. Logo, ele funciona melhor como um indicador do potencial de
sobrevivéncia e de crescimento de certa espécie de populacdo do que como um modelo para

mostrar o que realmente ocorre.

Questdo 7(EsPCEx-2009) Um bidlogo, que estudava uma cultura de bactérias,
observou que 8 h ap6s o inicio do experimento a populacéo era de 8000 individuos e que 2 h
depois dessa observacdo, a populacao era de 16000 individuos.Podemos afirmar que a
populacdo inicial de bactérias era de:

Solucéo:
Considerando modelo populacional de Thomas Malthus, visto acima. Temos:
1- Parat=8
P(t)=P,e" = P(8) =P,.e" = P,.e" =8000.
2- Parat=10
P(t)=P,e" = P(10)=P,e"’ = P,.e"™ =16000.

Dividindo a segunda equacao pela primeira, obtemos:

e 16000
=———=2=e"=2=¢" =42
e’ 8000 V2

Substituindo na primeira equacao, obtemos:

P " =8000= P, (+/2)* =8000 =16.P, =8000 = P, = % — P, =500.

Portanto, a populagéo inicial era de 500 bactérias
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CONSIDERACOES FINAIS

Se compararmos as provas de matemaética dos vestibulares atuais com as de décadas
passadas, verificaremos uma grande diferenca no modelo das questbes. As da década passada
priorizavam a resolucdo de equacdes sem levar em consideracdo o contexto que motivava tais
equacoes.

Hoje temos outro contexto. A sociedade atual exige conhecimento solido de
matematica para que os individuos consigam tomar decisbes de forma rapida, precisa e
inteligente. Diante desse cenério, devemos buscar metodologias que possam levar os alunos a
compreender 0s conceitos matematicos, necessarios para uma formacao sélida e efetiva. O
logaritmo é, sem davida, um tema que contribui para esta formacdo, pois esta presente em
diversos ramos das ciéncias. Compreender suas defini¢fes e propriedades é fundamental para
um raciocinio légico e preciso.

Muitos docentes sentem dificuldades em ensinar logaritmo no 1° ano do Ensino
Meédio. Os motivos séo Varios, dentre eles destacamos o fato da maioria dos livros didaticos
mais utilizados no nosso pais ainda se basearem na década passada, priorizando apenas as
resolucdo de equacbes com pouco ou nenhum contexto deixando alunos e professores
desmotivados sem se quer saber a finalidade de ensinar e aprender logaritmo.

A matematica constitui um desafio para todos os educadores. Muito precisa ser feito
no sentido de transformar a matematica da escola em uma matematica da vida. E uma
disciplina que provoca sensacdes contrarias, tanto por parte dos educandos quanto por parte
dos educadores.Ao mesmo tempo em que é considerada uma disciplina importante, existe a
insatisfacdo frente a resultados negativos obtidos com frequéncia na realidade escolar: o aluno
cria aversdo a disciplina, ndo vé utilidade no que é ensinado e ndo desenvolve de maneira
coesa sua capacidade de resolver célculos matematicos. Dessa maneira, cada professor é
responsavel pelo procedimento de suas aulas e pelo desenvolvimento dos conceitos
matematicos.

Nos, enquanto educadores, exercemos a funcdo de mediadores do processo de ensino-
aprendizagem, desenvolvendo o senso critico dos alunos. Para isso, necessitamos, além de
criar situagcbes apropriadas para o desenvolvimento dos conceitos matematicos, estar
preparados cientificamente, isto é, precisamos conhecer o que ensinamos, dominando o
conteudo a ser trabalhado, para que, assim, possamos conquistar o reconhecimento dos

alunos.
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Nessa perspectiva, cabe ao professor proporcionar situacdes reais de ensino, nas quais
o0s alunos possam interagir com o objetivo de estudo e, acima de tudo, agir sobre as coisas, a
fim de que eles possam elaborar as abstrac6es requeridas pela matematica. Essas experiéncias
pedagdgicas serdo facilitadas se o professor e os alunos tiverem atitudes positivas com relacéo
a disciplina, pois, somente os professores com tais atitudes é que encorajam 0s seus alunos a
independéncia, gerando a autonomia na construcdo de um saber critico e reflexivo,
favorecendo as transformacdes produtivas no ensino-aprendizagem da matematica.
Diante disso, procuramos elaborar de maneira didatica uma abordagem sobre o tema,
conceituando logaritmos, destacando o seu desenvolvimento historico e suas aplicagdes a
problemas do cotidiano e fendbmenos naturais. Esperamos que este trabalho possa ser aplicado
em turmas de 1° ano do Ensino Médio e que sirva de motivacao para professores em busca de
uma melhor maneira de desenvolver o processo de ensino e aprendizagem.
Por fim, esperamos que esse trabalho seja apenas o comeco de um estudo sélido e continuo,
sendo util para outros docentes que pretendem oferecer um ensino publico de qualidade.
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