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Resumo

Esta dissertacao discorre sobre o calculo de distancias com a ajuda de um instrumento
niutico, a Balestilha. Por volta dos séculos XV e XVIII, ele servia para a orientacao dos
navegantes europeus na determinagado da posi¢ao dos navios em alto mar (latitude), na
altura de uma torre inimiga ou na observacao da distancia entre duas estrelas, também
chamada de distancia angular. O objetivo principal deste estudo estd na construcao,
na graduacao e na utilizacao da Balestilha como ferramenta de ensino na vida real e
em atividades que envolvem, principalmente, a relacao trigonométrica da tangente ou de
semelhangas de triangulos na determinagao de distancias. Nesse processo de aprendizagem
é apresentado e elaborado uma sequéncia de assuntos interligados em situagoes problemas
que incentivam os alunos a intervirem no mundo com o auxilio da Balestilha.

Palavras—Chave: Balestilha, Altura, Angulos, Triangulos e distancias inacessiveis.
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Abstract

This paper discusses the calculation of distances with the help of a nautical instrument,
the Balestilha. By the fifteenth and eighteenth centuries, it served to guide the European
navigators in determining the position of vessels on the high seas (latitude), at the time
an enemy tower or observation of the distance between two stars, also called angular
distance. The main objective of this study is to build, at the undergraduate and utilization
Balestilha as a teaching tool in real life and in activities involving mainly the relationship
trigonometric tangent or similarities of triangles in the distance determination. In this
learning process is presented and prepared a sequence of interrelated issues in problem
situations that encourage students to intervene in the world with the help of Balestilha.

Keywords: Balestilha, height, angles, triangles and inaccessible distances
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Capitulo 1

Introducao

Os anos transcorrem e a matematica revela o quanto esta ligada nas acoes do planeta,
e até mesmo da galaxia através de seus conceitos, investigacoes, formulagoes e resolugoes
de problemas. Convém salientar que tanto o aluno quanto o professor nao sao meros
observadores de um mundo com problemas que exigem conhecimentos politicos, sociais,
econdmicos etc.

Na verdade sabe-se que os problemas viram universais, sendo impostos para todas
as pessoas que as possibilitem de articular e organizar tais informacoes necessarias a
sobrevivéncia humana. E para isso, é necessario que o pensamento seja reformulado
apontando as reais causas, assim complementando o pensamento que separa com outros
que une.

O objetivo do ensino da matematica estd em coordenar os diferentes pontos de vista
confrontando e estabelecendo relagoes entre o individuo e tudo que o cerca. Na aplicacao
da formacao dos conceitos da disciplina e nas resolucoes dos problemas da vida cotidiana,
o respeito devera ser incorporado no contexto da sala de aula através da arte e do corpo
desse ensino, pois tais acoes conduzem ao desenvolvimento da capacidade de lidar com
a incerteza e a diversidade. Destarte, o desenvolvimento leva & autonomia intelectual e
moral, interagindo a matematica com a complexidade e a vida. "O professor nao ensina,
mas arranja modos de a propria crianga descobrir. Criar situagoes problemas (PIAGET,
1982,p304)".

O ensino tende a buscar um apontamento para as resolucées dos problemas, constru-
¢Oes e planejamentos dos projetos. Agir sobre o meio sociocultural é predominante para o

desenvolvimento logico-matemaético, uma vez que ele é desenvolvido por meio de abstra-
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cao reflexiva das acoes. Respeitar, coordenar, confrontar e posicionar diferentes opinides,
relacoes e pontos de vista leva ao desenvolvimento natural da inteligéncia, produzindo a
autonomia moral e intelectual, fator predominante que ocasiona a efetiva apropriacao de
resolucoes de problemas da vida cotidiana. O confronto de opinides, no dominio logico-
matematico, proporciona um raciocinio cada vez mais elevado, direcionado na formacao
de pessoas independentes que possam pensar por si mesmas em qualquer situacao do
dia-a-dia, surgindo assim o pensamento auténomo.

Em certas situagoes, o pessimismo do aluno é demonstrado no estudo da Matemética,
considerando-a muita complexa por nao gostar ou nao se identificar com a disciplina. O
discente precisa perceber que a Matemética nao é uma ciéncia fechada, imével, abstrata ou
desligada das agoes do mundo, mas esta ligada as varias necessidades do homem ajudando-
lhe a intervir em questdes do conhecimento de mundo. E valido citar um exemplo em que
um determinado aluno consegue pensar e enxergar uma situagao-problema, entretanto
na pratica nao consegue sequer as informacgoes necessarias para chegar a resposta. Se ele
passa proximo a um estadio de futebol e deseja calcular a altura do local no momento, por
meios humanos considerara improvavel tal calculo. O mais adequado é buscar informacoes
a cerca de alguns dos assuntos estudados em sala de aula (Teorema de Pitdgoras ou
Trigonometria) que o ajude a resolver tal problema.

Ao tentar, ele percebe que nao ira conseguir por semelhanca de triangulos devido a
certeza que somente com a altura nao ird encontrar a resposta desejada. Sabe-se que pelo
teorema de Pitagoras iria faltar a medida da hipotenusa, ja que, obrigatoriamente, um
dos catetos é a altura. Mas também, que pela relacao trigonométrica da tangente nao
poderia usé-la pela falta da medida do angulo de visao do pé ao ponto mais alto do estadio.
Diante de tal situacao, era necessaria uma pesquisa a respeito do tipo de instrumento que
o ajudasse a resolver o problema, ja que nem com uma trena ou transferidor iria chegar
a resposta correta.

Em um livro do 6° ano do ensino fundamental relata um tipo de instrumento usado nas
grandes navegacoes chamado Balestilha que serviria, exatamente, na medigao da altura do
estadio sem precisar saber grandes medidas e que se quisesse medir a distancia das estrelas
também serviria. Entao foi feito um trabalho desenvolvido na aplicacao da Balestilha,
que pode ser aplicado dentro e consequentemente fora da sala de aula.

Esta dissertagao esta dividida em 6 capitulos que envolvem os estudos de angulos dos
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triangulos, principalmente do triangulo retangulo, da histéria da Balestilha, da construgao
desse instrumento, de atividades abordadas dentro e fora da sala de aula e das conclu-
soes dos alunos através das experiéncias de criacao e manuseio do instrumento, que foi
usado durantes as grandes navegacoes com suspeitas de ter ajudado os portugueses no
descobrimento do Brasil.

Através de suas representacoes de linguagem, a Geometria e suas propriedades é um
conhecimento fundamental que auxilia na argumentacao e na busca de solucoes que mini-
mizam o abuso das expressoes algébricas na Trigonometria. A exploracao visual, a partir
das linguagens geométricas, torna-se um grande aliado aos processos de construcoes de

novos conceitos e da aprendizagem significativa.



Capitulo 2
Angulo

Os angulos tem uma relacao quase direta com conceitos ligados de maneira interna e
externa a ciéncia. Comparando com os conceitos internos, estao os inseridos no curriculo
da matematica nos assuntos que envolvem figuras planas ou espaciais, semelhanca de
triangulos, relagoes trigonométricas de um triangulo retangulo, enquanto que os de forma
externa estao envolvidos na Astronomia, Geografia, Biologia e outros.

Nesse capitulo sera abordado angulo tanto da forma algébrica e geométrica sendo uma
regiao semilimitada e ndao s6 como abertura entre duas semiretas existente nas definicoes
de [2] e [4]. Também serdao estudadas as medidas de um angulos e suas relagoes entre

angulos.

Definicao 1. Chama-se de dngulo a regidgo que envolve a abertura entre duas semiretas
— —
AB e AC que partem do mesma origem A.

>~

— —
O ponto A chamado de vértice do angulo e as semiretas AB e AC sao chamados de

lados. Representaremos esse angulo por:

CKB ou B}A\C ou A

4
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<
Seja o semiplano « determinado pela reta AB e pelo ponto C, e o semiplano 3 deter-

>
minado pela reta AC e passando pelo ponto B observado pela Figura 2.1:

Figura 2.1: De roxo esta o setor angular ou angulo convexo

Na interseccao desses semiplanos « e p obtém-se o interior do angulo BAC. Nessa
regiao dizemos que o angulo é convexo, e os pontos no seu interior sao chamados de
pontos internos do angulo. E a reuniao do angulo com seu interior sao conhecidos como
setor angular ou angulo convexo.

Para o conjunto de objetos em que os pontos que ndo pertencem ao angulo BAC e
nem o seu interior é o exterior de BAC ou angulo concavo de BAC. Um angulo também
pode ser representado por letra grega mintscula «, (3,v, 0, 7. Sera considerado apenas o

angulo convexo, salvo menc¢ao contraria.

2.1 Angulos consecutivos

Definicao 2. Dois dngulos sao considerados consecutivos se possui um lado e um vértice

e comurm.

~ ~ —
Figura 2.2: Os angulos BAC e BAD sao consecutivos por possui a semireta AB em comum
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2.2 Angulos adjacentes

Definicao 3. Dois dngulos sao adjacentes quando eles sao consecutivos e nao possuem

pontos internos em comum.

Figura 2.3: Os angulos BAC e CAD sio adjacentes por possuirem o mesmo vértice e nio

terem pontos internos em comum.

2.3 Medida de um angulo ou amplitude

Figura 2.4: A medida de BAC ¢é escrita com m(BAC)

Querendo medir o angulo BAC tem-se que sua medida ou amplitude ¢ um numero
real positivo associado por uma razao entre os valores do angulo a ser medido e angulo
tomado de unidade. A medida do angulo BAC ¢ escrita como m(BAC) e deve satisfazer

as seguintes propriedades:

1. Angulos congruentes possuem medidas iguais e reciprocamente angulos que possuem

medidas iguais sao congruentes.

A

AOB = DEF & m(AOB) = m(DEF)
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2. Se um angulo é maior do que outro é porque sua medida é maior do que a medida

deste outro.

AOB > DEF & m(AOB) > m(DEF)

3. Dado dois angulos, podemos obter um terceiro angulo, cuja medida corresponde a
soma das medidas dos angulos dados. Se m(AOB) ¢ a medida de AOB e m(BOC)
¢ a medida de BOC, entdo;

AOC = AOB + BOC < m(AOC) = m(AOB) + m(BOC)

Uma das unidades de medidas mais utilizadas é o grau (°), apesar de que a unidade no
SI(Sistema Internacional) é o radiano (rad). O grau é gerado pela divisao da circunferéncia

em 360 partes iguais, ou seja,

o 1
360

Com relagao ao radiano, « rad é a razao entre o comprimento do arco AOB =1le o

raio r dessa circunferéncia o« = —.
T

Figura 2.5: Circunferéncia de raio r e arco AB

E para valer 1 rad é quando o comprimento do arco é igual do raio.
Levando como base a unidade do grau, as medidas dos angulos sao classificadas dando

como referéncia a medida do angulo de 90°;

e Angulo reto ¢ equivalente a medida de 90°;
o Angulo obtuso é uma medida maior que 90°
e Angulo agudo é uma medida menor que 90°;

e Angulo raso é equivalente a soma de da medida de dois angulos retos adjacentes;
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2.4 Angulos complementares

Definicao 4. Dois dngulos sao complementares quando a soma das medidas de seus

angulos equivale a 90°.

Figura 2.6: m(BAC) = m(BAD) + m(DAC) = 90°

Exemplo 1. Qual é o complemento do dngulo de 32°%
Solugao:
Chamando de x o complemento do angulo de 32°,
X+ 32° = 90°
x = 90° — 32°

x = H&°

2.5 Angulos suplementares

Definicao 5. Dois dngulos sao suplementares quando a soma das medidas de seus dngulos

equivale a 180°.

Figura 2.7: m(CAB) — m(CAD) + m(BAD) — 180°
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Exemplo 2. Encontre o valor do x na figura abaizo:

8x + 20°

X + 25°

Solugao:

m(AOB) + m(COB) = 180°
(8x +20°) + (x + 25°) = 180°

9x +45° = 180°

9x = 180° — 45°
9x = 135°
‘= 135° _ 150
x = 15°

2.6 Bissetriz de um angulo

Definicao 6. Chama-se de Bissetriz a semireta interna ao dngulo partindo do vértice e

que divide esse dngulo em duas partes congruentes.

Figura 2.8: m(BAC) = m(CAD) = %
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Exemplo 3. Sabendo que AD ¢ bissetriz do dngulo BKC, qual € a medida do dngulo
DAC:

Solucao:

A

Como BAD = DAC entdo m(BAD) = m(DAC);

2x — 10° = x 4 40°
2x —x = 40° 4+ 10°
x = 50°

Logo a medida de DAC = x +40° = 50° + 40° = 90°.



Capitulo 3
Triangulo

Tudo que estd ao nosso redor tem uma partir em formato de tridangulo, ou entao
podemos transformar esse objeto em triangulo. A partir dessa ideia iremos conhecer
melhor um tridngulo, os seus elementos, os tipos e também como saber utilizar as relacoes

de semelhangas. Algumas secoes do capitulos foram colaboradas por assuntos de [8] e |7].

Definicdo 7. Dado trés pontos nio colineares A, B e C, e reunindo os segmentos AB,

AC e BC cria-se um poligono convezo chamado de tridngulo.

Figura 3.1: A ABC

Usaremos a notagao do tridangulo ABC por: AABC.

3.1 Elementos de um triangulo

Um triangulo possui trés elementos que sao os vértices, lados e angulos e comparando
com a figura anterior identifica-se que:

Vértices: sao os pontos A, B e C;

11
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Lados: sdo os segmentos AB, AC e BC;
Angulos: séo A= B/X\C, B=ABCeC = AGB;
E que os lados AB, AC e BC sio opostos dos angulos /X, BeC.

3.2 Classificacao do triangulo

Todo triangulo pode ser classificado de acordo com as medidas dos lados ou de acordo
com as medidas dos angulos internos.

Com relacao aos lados, o triangulo ele pode ser equilétero, isésceles ou escaleno.

e Se todos os lados sao iguais é chamado de triangulo equilatero;
e Se tiver dois lados iguais é chamado de triangulo isésceles;

e Se tiver a medida de todos os lados diferentes é chamado de equilatero;

A , C E G H . J
AB = BC = AC EF = FG HI % 1J = HJ

Figura 3.2: O AABC ¢é equilatero, enquanto o AEFG é is6sceles e o AHIJ é escaleno.

Quanto aos angulos internos, o triangulo pode ser retangulo, acutangulo ou obtusan-

gulo.

e Se tiver um angulo de 90° é chamado de triangulo retangulo;
e Se tiver todos os angulos menores que 90° é chamado de triangulo acutangulo;

e Se tiver um angulo maior que 90° é chamado de triangulo obtusangulo;
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Figura 3.3: O AABC ¢é retangulo pois o A= 90°, o ADEF é acutangulo pelo fato de todos

os angulos serem menores que 90° e AGHI é obtusangulo porque o B é maior que 90°.

3.3 Angulo externo de um triangulo

Definicao 8. Dado um AABC, os suplementos de seus dngulos internos sao chamados

de dngulos externos.

Teorema 1. Em todo triingulo, qualquer angulo externo € igual a soma de dois dngulos

ternos nao adjacentes a ele.

> ¢
(@)
m

Demonstracio. Pelo AABC é tracado o segmento CD paralelo ao lado AB. Dai tem que
o DCE=« por serem correspondentes, e DCB = [3 de serem alternos internos, logo 8 =

o+ p.
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Exemplo 4. Encontre o valor de x na figura abaizo:

80°

% 150°

Solugao:
O angulo x ¢ externo ao ABCD, logo x= 80° + BDC, ¢ BDC e 150° sdo suplementares,
ou seja, m(BDC) + 150° = 180° = m(BDC) = 180° - 150° = 30° = m(BDC) = 30°.
Portanto x = 80° + BDC = x = 80° + 30° = x = 110°

3.4 Soma dos angulos internos de um triangulo

Teorema 2. Em qualquer triangulo a soma dos dngulos internos € igual a 180°.

Demonstracao. Pela figura abaixo, o angulo externo(6) do AABC e adjacente ao dngulo

C=vy.

>
(@]

Pelo Teorema 1, 8 = o+ 3 e suplementar a vy, ou seja, 0 + vy = 180°. Logo ax+ +v
= 180°.
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Exemplo 5. Qual o valor de cada dngulo do tridngulo?

2X

x +20°

Solucao: Os angulos informados sdo internos, ou seja, a soma de todos vale 180°.

o

160
2x + (x + 20°) + x = 180° = 4x + 20° = 180° = 4x— 160° = x— 1 = x= 40°
E os valores de cada angulo sao 2.40° = 80°, 40° + 20° = 60° e 40°.

3.5 Semelhanca de triangulos

Conceito de Semelhanca estd muito presente na vida cotidiana pois tem uma relagao
entre ampliacao e reducao de figuras geométricas. Uma situacao pratica ligada a Se-
melhanca de Triangulos estd no calculo distancias inacessiveis. Para alguns especialistas
como topografos, cartografos, gedgrafos, engenheiros etc., a semelhanca é utilizada quando
é preciso medir uma distancia muito longa ou com algum obstaculo. Hoje, existem até
mesmo instrumentos que medem os angulos em situacoes como essas, a Balestilha, que

serd mostrada nos proximos capitulos dessa dissertacao.

Definicao 9. Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem 0s trés angulos

ordenadamente congruentes e os lados homdlogos proporcionais.

n

AABC ~ ADEF < A=D.B

93
[y

Il
™
o)
Il
o
=l
Il
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Dois lados sao homologos (homo = mesmo e logos = lugar) quando um deles esta em
um dos triangulos e sdo opostos a angulos congruentes. Como eles sao proporcionais a

um valor real K, esse valor é chamado de razao de semelhanca de triangulos.

AB_AC_BC_,
DE DF EF

Caso o K = 1, temos que os tridngulos sao congruentes.

3.6 Casos de semelhancas

Mostrar que triangulos sao semelhantes, nao necessita conhecer todas as medidas dos
lados e angulos. Por isso é usado critérios ou casos de semelhangas para ter a certeza
que os triangulos sao semelhantes. Os critérios ou casos de semelhancas sao AA (Angulo,
Angulo), LAL (Lado, Angulo, Lado) e LLL(Lado, Lado, Lado).

1° Caso: AA

Dois triangulos que possuirem cada um dois angulos ordenadamente congruentes serao

semelhantes.

SIS

Figura 3.4: A=E,B=D = AABC ~ ADEF ¢ === =

Exemplo 6. Pela figura abaizo, encontre o valor de x:
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Solugao:
Comparando os AABC e AABD tem que BAC =

BAD e BCA = ABD = «, portando

AABC ~ AABD pelo caso AA, assim;

AB AD BC
AC AB BD
10 X E

x2 4+ 21x =100 = x> + 21x — 100 = 0

x'=—250ux" =4

Como x é uma medida, o resultado de x = 4.

2° Caso: LAL

Dois triangulos que tiverem dois lados proporcionais aos homologos do outros triangu-

los e os angulos compreendidos entre esses dois lados sao congruentes, entao os triangulos

sao semelhantes.

b ~ = AB AC BC
¢ KeAEportantoAABC~ADEFeﬁ:E:C::C:K.

-
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Exemplo 7. Pela figura abaizo qual é o valor de x:

21 18

‘

DE // Gl

m

Solugao:

Os AGIH ~ ADEF pelo caso LAL, pois EDF= IGH e % = % por DE//GI e DF//GH.
2118
14 X
21x = 252
(202
21
x =12

3° Caso: LLL

Dois triangulos que tiverem os lados proporcionais aos homoélogos, entao os triangulos

sao semelhantes.

Exemplo 8. Calcule x:
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Solugao
Os AADE e AAHI sao semelhantes pois seus lados homologos sao paralelos e por fim sao

proporcionais pelo caso LLL.

AE DE 6 «x

::::>—:—
Al HI 12 16
12x =96
96
12

X =



Capitulo 4
Triangulo retangulo

As abordagens informadas por [8], [2] sdo que os triangulos considerado retangulo
muito usado na matemaética, no calculo de distancias, espaco e no célculo algébrico. Temos
que as medidas de dois lados ou a medida de um lado mais a medida de um angulo agudo,
é possivel calcular a medida dos demais lados e angulos por semelhancas. A area de um
triangulo retangulo é dada pela metade do produto dos menores lados. A relacao entre

os lados e angulos de um triangulo retangulo ¢ a base da trigonométria.

Definicao 10. Seja 0o AABC retingulo. Chama-se de hipotenusa o lado do tridngulo

oposto ao dngulo reto e os outros sao chamados de catetos.

hipotenusa

cateto

cateto

Por essa figura é conhecida a relacao mais importante da matematica que é o famoso

Teorema de Pitagoras.

Teorema 3. Pitdgoras O quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos

20



Capitulo 4. Triangulo retangulo 21

catetos, 1sto €:

AC' =AB +BC
Demonstracio. No AABC, seja BD perpendicular a AC;

A

[

I) Observando o AABC e AADB; eles sdo semelhantes pelo caso AA pois A=Ae

B =D = 90°, assim temos;

AC_AB L AR - ACAD
AB AD

IT) Para o AABC e ABDC, também sido semelhantes pelo caso AA pois C

I
o)
@]

B=D= 90°, assim temos;
AC
BC
IIT) E somando I) e IT) temos

I
3
4
A
I
A
@)
3
S

AB +BC =AC.AD +AC.DC

AB’+BC =AC.(AD + DC)

Pelo AABC, AC = AD + DC portanto,

AB’ +BC =AC.(AC)
AB +BC =AC

AC =AB +BC

onde AC é a hipotenusa e, AB e BC sdo os catetos do AABC.
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13

Exemplo 9. Determine o valor de x:

Solugao:
O triangulo acima ¢é retangulo de hipotenusa 13 e catetos iguais a x e 5, utilizando o

teorema de Pitagoras temos que;

13> =x*+5°
169 = x* + 25
x* =169 — 25
x? =144
x = +1/144
X = +12

Sendo x uma medida de comprimento, ou seja, um nimero real positivo, logo x = 12.

4.1 Aplicacoes do teorema de Pitagoras

Problema 1. Dado um quadrado ABCD de lado L, serd utilizado o teorema de Pitdgoras

no AABC (retingulo em B) para determinar a diagonal d em funcdo do lado L.

A L B
L]

=12+ @=2=d=V202=d=1V2
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Problema 2. Para AABC isdsceles serd mostrado a altura h em func¢ao do lado L. O
ACDB retingulo em D possui hipotenusa igual a L e catetos iquais a h e %, logo utilizando

o Teorema de Pitdgoras temos;

L h L
D B
| ! L |
L L2 L2 [2 L
L2:h2+(§)2$h2:1_2—z:>h2:37:>h: %jh:%g

4.2 Relacoes trigonométricas do tridngulo retangulo

A relacao trigonométrica no triangulo retangulo sao razoes existentes entre os lados
conhecidos do triangulo com a finalidade de determinar o angulo. Existem trés razoes
fundamentais no tridngulo retangulo que sao o seno(sin), cosseno(cos) e a tangente(tan).
Antes de partir para as relagoes trigonométricas é importante saber que no triangulo
retangulo os catetos sao diferenciados pela posicdo do angulo x. E chamado de cateto

oposto a x, o cateto que nao forma o angulo x e o outro de cateto adjacente a x.

hipotenusa hipotenusa

cateto adjacente a X
cateto oposto a X

cateto oposto a X cateto adjacente a X
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cateto oposto a x

e Sin X = -
hipotenusa
cateto adjacente & x
® COS X = -
hipotenusa
cateto oposto a x
e tan x —

cateto adjacente a x

Exemplo 10. Pelo AABC de dngulo «, determine o seno, o cosseno e a tangente desse
angulo.
4
2
[l
Solucao:

Como nao tem a medida do cateto CB, usamos o Teorema de Pitagoras;

(AC)* = (AB)* + (BC)* = (4)* = (2)* + (BC)* =

(BC)>=16—4=12=BC =112 = BC=2V3

E utilizando as trés relagoes trigonométricas;

, BC 2v3 V3
1.SHIOL:::—:—
AC 4 2
) o AB 2 1
. COS = — e
AC 4 2
BC 2V3
3otan X = — — Y2 — /3
pa=se= =3

4.3 Aplicacao das relagoes trigonométricas

O objetivo é calcular medidas de comprimento ou angulos que interligados as situacgoes
cotidianas serao relacionadas a modelos geométricos semelhantes a tridngulos retangulos.

Podendo ser utilizado o Teorema de Pitagoras ou as relagoes trigonométricas.
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Problema 3. Descobrindo as relagoes trigonométricas do angulos notdveis 30°, 45° e 60°
que sao chamados assim porque sao considerados dngulo simples e faceis de encontrar os

valores do seno, cosseno e a tangente.

Para um quadrado de lado L e diagonal L/2, a diagonal é bissetriz do angulo reto no

quadrado formando dois angulos de 45°;

A L )
450 |_
45°
Lv/2
L L
o 45° ]
(&
L
sin 450 _ cateto oposto a 45° L 1 1 V2 V2
e sin — _ 1 _1V2 2
hipotenusa L\/§ \/5 \/§ \/5 5
cos 45° cateto adjacente a 45° L 1 1 V2 V2
) N - —_ === = —
hipotenusa L\/§ \/§ \/§ \/5 5

cateto oposto a 45° L
e tan 45° = : N =—-=1
cateto adjacente a 45° L

Agora considerando um AABC equildtero de lado L e altura %g Como os lados
sao iguais e possui trés angulos iguais a 60°, a sua altura que passa pelos pontos C e D
funciona como mediatriz da base do AABC, formando dois dngulos de 30°. Assim pelas

razoes trigonométricas do seno, cosseno e a tangente de 30° e 60°.

L3

Primeiramente ira ser utilizado o angulo de 30°.
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L
130° 3 1
o sin 30° — cateto' oposto a 30 21
hipotenusa L 2
cateto adjacente a 30° %g V3
e cos 30° = - = = —
hipotenusa L 2
L 1
cateto oposto a 30° 9 9 1 V3
e tan 30° = - - = = - X<
cateto adjacente a 30° V3 V3 V3 3
2 2

E agora do angulo de 60°;

cateto oposto a 60°

in 60° — — S
* hipotenusa 2
L
o cos 60° — cateto %Ldjacente a 60° B z _ 1
hipotenusa L 2
Lv3 V3
cateto oposto a 60°
e tan 60° = =

2

2
cateto adjacente a 60° L
2

Problema 4. No intuito de medir a altura de uma torre, um topdgrafo utilizando um

teodolito esquematizou a sequinte situacao:

Encontre a altura da torre sabendo que no ponto A o dngulo do observador é de 60°.
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Solugao:
Considerando o lado BC = h a altura a encontra, serd usado a relagao da tangente pois

o AABC nao é informado a hipotenusa;

cateto oposto a 60° h h
tan 60° = = —=V3=—=h=50v3
anl cateto adjacente a 60° 50 V3 50 V3

Problema 5. (Unisinos-RS) Um avido levanta voo sob um dngulo constante de 20°. Apds
percorrer 2 000 metros em linha reta, qual serd a altura atingida pelo aviao, aproximada-

mente? (Utilize: sin 20° = 0,342; cos 20° = 0,94 e tan 20° = 0,364)

Solugao:
Considerando o lado BC = h a altura a encontra, serd usado a relacdo do seno pois o

AABC nao é informado o cateto adjacente a 20°;

2000m h

tet toa20° h h
cateto oposto a = 0,342 = —— = h = 0, 342.2000

sin 20° = - =
hipotenusa 2000 2000

h =684m

4.4 Secante, Cossecante e cotangente

Existem outras relagoes trigonométricas que sdo a secante(sec x), cossecante (csc x) e

a cotangente (cot x).
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1
® secx =
CcoSX
1
® (CSCX = —
sin X
e cotx =
tan x

4.5 Relacgoes inversas trigonometricas

Nessa secao serd tratado sobre as inversas das relacoes trigonométricas ja vista como
seno, cosseno, tangente, secante, cossecantes e cotangente em relagao ao triangulo retan-

gulo. Elas serao chamadas de arcos.

1. Funcao arco seno

Para cada angulo 0 < x < 90° estd associado um ntimero real positivo 0 <y < 1
tal que

Yy =sinx
Nestas condicoes para cada y em relagao ao x, é denominado a expressao
X = arcsiny
que lé-se: x é o arco seno de y.

Exemplo 11.

.o , .1
a) sin — = —, assim arcsin —
6 2 2

Tt
6
b) sin7 = 0, assim arcsin 0 = 7

¢) sin0 = 0, assim arcsin 0 = 0

Analogamente serd definido as funcoes arco cosseno, arco tangente, arco secante,

arco cotangente e cossecante.

2. Funcao arco cosseno

Yy =cosx & arccosy = x, parad <y <le0<y<90°

Exemplo 12.

1 1
60° = - & - = 60°.
cos 5 & 8rccos 5
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3. Funcao arco tangente

y = tanx < arctan y = x, para 0 < x < 90° ey € R%.

2
Exemplo 13. Calcule y = tan (arcsin 5)

Solucao:

2 2
Seja p = arcsin 3 Escrevendo sin p = 3 devemos encontrar o cos p utilizando a

relacao fundamental da trigonometria:

sen’p +cos’p =1

9 2
(§> +cos’p =1

3
cos’p=1——-=—

99
5)
cosp = i£

3
Como p = arcsin 3 em 0 <y < 90°, teremos o cosseno positivo. Logo cosp =

Temos entao:

2
y:tan(arcsing):tan :sinp 3 izﬁzﬁ
3 R VAV WA
3
2v/5
UZT'

4. Funcao arco secante

y = secx & arcsec y = x, para 0 <x < 90° ey € R

Exemplo 14.

sec 60° = 2 < arcsec 2 — 60°.

5. Funcao arco cossecante

y = cscx & arcescy = x, para 0 <x <90° ey € RY

V5
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Exemplo 15.

2
csc 60° = TB & arccsc TB — 60°.

6. Funcao arco cotangente

y = cotx & arccotgy =x, para 0 <x < 90° ey € R7.

Exemplo 16.

cot 30° = /3 < arcescyV/3 = 30°.



Capitulo 5

A Balestilha

Este capitulo é baseado, em maior parte, nas informagoes contidas em [1], publicada
em Lisboa no ano de 1988 pelo historiador portugués e Doutor em matemaética, Luis
Guilherme Mendonca de Albuquerque (1917 -1992), em comemora¢ao aos Descobrimentos
Portugueses.

Apesar dos comentarios existentes em uma obra portuguesa, a Balestilha teve grande
importancia durante as grandes navegacoes europeias entre os séculos XV e XVIII, quando

entrou em decadéncia.

Figura 5.1: Situacoes envolvendo a Balestilha

1

thttp://www.ccvalg.pt /astronomia/historia/idade media.htm

31
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5.1 A historia da Balestilha

Nao se tem certeza do surgimento da Balestilha, mas algumas informacoes sao en-
contradas a partir de documentos da Idade Média e do Renascimento. Esse instrumento
tinha finalidade astronomica e nautica, e até hoje é buscado a relacao com o Baculo de
Jacob, utilizado por agrimensores daquela época.

O significado da palavra Balestilha ha quem informe que vem de origem castelhana de
vocabulo ballesta (besta), ou do arabe balisti que quer dizer altura.

Na histéria das grandes navegacdes do século XVI, a Balestilha foi usada pelos nave-
gadores do Indico. Por esses navegadores, ndo se sabe se o conhecimento da Balestilha foi
repassado para os navegadores portugueses, ou se tem sido por influéncia dos navegado-
res europeus que os pilotos arabes e guzerates passaram a usar a Balestilha com nitidas
vantagens sobre o kamal, o qual foi utilizado por varias geragoes de navegadores, antes do
século XVI.

No comego da primeira metade do século XVI é encontrada uma referéncia da Ba-
lestilha nas navegacoes, sendo utilizada nas observagoes solares [14]. Em torno de 1529
existiam Balestilhas em alguns navios portugueses; Comecando em janeiro daquele ano,
foi assaltado o navio pesqueiro de Joao Gomes, de onde levaram o Astrolabio e a Balesti-
lha utilizados na embarcagao pelos os corsarios franceses Dumenille e Belleville ao largo
da costa da Guiné.

Na segunda metade do século XVI o uso da Balestilha aumentou, e foi logo derrubando
outro instrumento o Astrolabio. O Baculo de Jacob é confundido com a Balestilha,
mas o primeiro destes instrumentos ficou destacado na Europa pelo tratado que o judeu
catalao David Ben Gerson, redigido em 1342, e publicado na lingua latina. E descrito
esse instrumento e mostra como utiliza-lo em operacoes de campo, e especialmente as com
objetivos militares. Podendo tambem ser utilizado na avaliacao de distancias e alturas
inacessiveis.

Com o Baculo de Jacob vem se determinar a distancia entre dois pontos inacessiveis
e afastados do observador que se devia assim proceder:

Fixada a soalha numa das divisdes do virote, o observador aproximava-se ou afastava-se
da distancia a medir até que, visando por uma das extremidades dessa vara (extremidade
a que depois se chamou o c6s do instrumento), pudesse apontar os pontos extremos

da distancia que desejava conhecer pelas extremidades da soalha; marcada no terreno a
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Figura 5.2: O Baculo de Jacob

2

posicao entao ocupada, o observador deveria passar a soalha a divisao imediata do virote,
e deslocar-se até uma nova estacao de onde pudesse repetir a pontaria; a medida do
comprimento que separava os dois pontos ocupados nas observacoes, seria a da distancia

que se pretendia obter.

Altura XY

distancia AA' o —:'_',':;. Y

Figura 5.3: O baculo de Jacob no calculo da distancia

3

Utilizando o Baculo de Jacob dessa maneira, poderia encontrar alturas ou, cinco ou
sete angulos de duas direcoes, conforme o virote estivesse dividido em seis ou oito partes

iguais; esses angulos seriam:

2Fonte: http://www.nnre.ru/istorija/istorija_ geograficheskih kart/p9.php
3Fonte: Figura gerada de punho do autor da pesquisa
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Tomando n ={1,...,5} ou entdo n ={1, ..., 7}.

Onde n é o ntimero de incisoes marcadas na vara comecando pelo cos até a divisao
ocupada pela soalha. Esta é a diferenca primordial existente entre o Baculo de Jacob e
da Balestilha, pois, este tltimo instrumento era construido para medir aqueles angulos de
grau em grau, dentro de certos limites.

O manuseio pratico do Baculo de Jacob servia apenas na resolucao de questoes da
natureza a largura de um rio, uma altura inacessivel, etc. No que se tratava nos livros do
século XVI, é que se omitia qualquer alusao a utilizacao astronémica do baculo de Jacob
e que quando se citava os dois instrumentos, era importante distinguir-los.

Ja para a Balestilha sao anotados os varios usos astrondémicos, destacando o célculo
de distancias angulares de dois astros ou da grandeza de um eclipse, como também da
observacao da altura do Sol ou de uma estrela acima do horizonte. Na Biblioteca Geral da
Universidade de Coimbra existe um manuscrito portugués desconhecido do final do século
XVI ou do inicio do século XVII, definindo essa diferenca entre a Balestilha e Baculo de
Jacob. Neste manuscrito a Balestilha iria servir para observacoes de alturas da Estrela
Polar e por consequéncia imediata poderia calcular a latitudes, mas ainda é descrevido
sobre o Baculo Mensoris e demostra como seria desenvolvido o problema de altimetria .
E a partir desse momento de sua historia, a Balestilha usada nas aplicagoes nautica, terd
um tratamento exclusivo.

Nao foi possivel até o momento saber do surgimento exato da Balestilha pelos relatos
das grandes navegagoes do século XVI, mas suas descri¢oes sao proximas de 1529. A im-
portancia dada para a Balestilha nao importou para os cosmografos, pilotos e construtores
de instrumentos portugueses, que estavam mais diretamente interessados no assunto. A
graduacao do virote pela solucao grafica , exposta por Joao Werner nos dois livros publi-
cados em 1514 e 1524; nao foi possivel consultar o primeiro, mas o segundo aproxima-se
muito das instrugoes que a tal respeito dao algumas obras portuguesas e espanholas para
o ensino de pilotos, nomeadamente a Chronografia de Manuel de Figueiredo.

As referéncias sobre o uso nautico da Balestilha em castelhano sao posteriores aos
encontrados em documentos portugueses. Surgiram comentarios das observacoes notur-
nas da Balestilha pela primeira vez em um documento espanhol [15]; e através da obra
Regimiento de Navegacion (1552) é exposta um gravura de um marinheiro em atitude de

visar a Ursa Menor com o auxilio da Balestilha.
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Figura 5.4: Observacao da Estrela Polar com a Balestilha

4

5.2 A construcao da Balestilha

Figura 5.5: A Balestilha com duas soalhas

5

Os mais antigos livros nduticos conhecidos explicando toda a construgao corrente da

Balestilha foram dos espanhois. No livro de Martin Cortez, Breue Compendio de la Sphera

“Fonte: http://www.novomilenio.inf.br/santos/h0058m.htm
SFonte: Foto retirada pelo autor durante a pesquisa
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y de la arte de navegar de 1551, é descrito a fabricacao da Balestilha, onde é encontrado
a solugao grafica de Werner e difundido com maior parte dos cosmografos que também
trataram do assunto para a graduacao do virote. Mas na obra de Andre Garcia de
Cespedes em Regimiento de Navegacion de 1606, é lhe acrescentado a Balestilha diversas
soalhas inseridas em um virote. Ele assim descreve “Parte da vara da Balestilha possui

da mesma a metade dos 100 transversarios ".

5.3 A utilizacao da Balestilha

Em Portugal apareceu um impresso com descricoes detalhadas da Balestilha e do
processo de Werner, bem antes da obra nautica de Cespedes: a em Chronographia do
cosmografo Manuel de Figueiredo, em 1603.

No capitulo XVIII, do livro de em Arte de Navegar, foi citado que o Pe. Francisco
da Costa mostrava para os seus alunos do Colégio de Santo Antao, de Lisboa, sobre a
metodologia da construcao grafica da graduacao do virote que nao havia dificuldades de

se fazer.

VIROTE | O R

15° | dse | a3k 45° H
‘ ‘ PR
T

Figura 5.6: Escala do virote feita de 5° em 5° de uma Balestilha pelo modelo de Manuel

de Figueiredo em Chronografia

6Fonte: figura gerada de punho do autor da pesquisa
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Uma régua de pau brasil ou cedro é construida com o comprimento EF e seccao qua-
drada, transcrevendo as graduacdes dessa régua no virote da Balestilha. A soalha que
deve possuir largura aproximadamente trés vezes do virote, seria do tamanho da linha

GE, fazendo um buraco quadrado no centro.

[...|Para se construir uma Balestilha se devia tomar uma tabua plana ou lisa de cedro
ou pereiro, onde se desenharia um quarto de circulo BDC de centro A, cujo arco BD,
de 45°, deveria ser decomposto em 90 partes iguais. Se o comprimento da soalha (ou
em pinacidio, como diz Figueiredo, de acordo com Werner) fosse GAE, sendo A o
ponto médio deste segmento, se tragaria por E uma paralela EF a AB; os pontos onde
os raios da divisao do semiquadrante interceptassem EF corresponderiam as divisoes

do virote com este comprimento.(FIGUEIREDO, 1603,p89)

\S l a !
N S
X
g «
2|2

Figura 5.7: Construcao geométrica da escala do virote de uma Balestilha
7

A graduacao da Balestilha retirada da relacao do triangulo retangulo OAS, onde 21
¢ o comprimento da soalha SS’, O é o c6s do virote OO’ e x a distancia do ponto O ao
ponto onde devia ser escrito o valor da altura observada para a posicao da Balestilha.

Um método que consistia em determinar graficamente os valores de x em funcgao de 1,
uma vez conhecido o comprimento 1 da semi-soalha e proposto graduagoes lineares para
o virote e a soalha na construcao da Balestilhas.

Tendo como valor fixo do comprimento da semi-soalha 1, e x a distancia do ponto
da posicao no virote ao c6s do instrumento; considerada a existéncia de uma tabela das

tangentes, dessa maneira, com o valor de x no virote e o valor na consulta a tabela

"Fonte: www.cienciaviva.pt/latlong/balestilha/doc/balestilhafinal.pdf



Capitulo 5. A Balestilha 38

refletiram a semidistancia angular dos dois astros a que designada pela Balestilha, obtém-

x ‘ 1
— = arc —
2 & X

Da existéncia da variedade de tabelas por possuir diferentes medidas de um virote, nao

se:

aconselhava a utilizacao de Balestilhas nas orientacoes das navegacoes com graduacoes
lineares no virote apesar de que ajuda na construcao dos instrumentos, e que nos livros
escritos por cosmoégrafos nao existe qualquer tipo de Balestilhas preparadas.

REGO|20] citou que algumas tabelas das semi-tangentes de alturas foram usadas na
graduacao dos virotes em unidades sexagesimais. No entanto os astronomos achavam
vantagem usar as Balestilhas apenas para encontrar distancias angulares de dois astros.
Manuel de Figueiredo segue o exemplo: no capitulo intitulado.

Na obra Do uso do radio astrondémico onde sao citados problemas da distancia an-
gular de duas estrelas, sao dadas apenas no final do texto, observacoes de alturas que
importavam & nautica, mas sem indicacao pratica desse caso. Por todos os escritores
portugueses, as indicacoes que se referem no emprego da Balestilha foram omitidas, mas
se encontravam em manuscrito anéonimo da Biblioteca Geral da Universidade de Coimbra.
Existem alguns passos obscuros e errados no texto, no entanto a maneira como indica é
clara que, para se obter a altura de uma estrela com a Balestilha, os olhos do observador
devia aproximar do c6s do virote, e depois mover a soalha até que por uma das extremi-
dades ficasse em direcao ao horizonte e pela outra o astro; a coordenada logo era vista
pela leitura no virote da nautica.

Esse instrumento também foi desde cedo usado na observacao das alturas meridianas
do Sol, pois o [14] ja descreve uma regras de como usar o sol com a Balestilha. Como a luz
do sol cegaria o observador se ele procurasse visar o ponto médio do astro diretamente, os
livros de instrugoes para os pilotos aconselhavam duas maneiras de proceder que evitariam

tal inconveniente:

a) ou apontar de modo que a soalha encobrisse o Sol, como se diz no regimento de Joao
de Lisboa, onde se aconselha o leitor a apontar ao astro por cima; neste caso era
necessario diminuir a altura observada o semi-diametro aparente do Sol, avaliado

em 157,

b) ou observar de costas voltadas para o astro - procedimento a que os navegadores cha-

maram observacao de revés, introduzindo junto ao c¢6s da Balestilha um dispositivo
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de reflexao dotado de uma fenda, através da qual se visaria o horizonte, e fazendo

as pontarias aproximando a vista do extremo do virote oposto ao seu cos.

Figura 5.8: Observacao da altura do Sol com a balestilha de costas

8

5.4 A decadéncia do instrumento

Durante o século XVII, comecou uma decadéncia do uso da Balestilha para a nautica.
A utilizacao do instrumento em observagoes de alturas e influenciando outros navegadores
que nao gostavam da Balestilha.

Os inconvenientes da Balestilha na pratica nautica [13] sao dados por dois motivos:
por mau consegui fazer a dupla mirada que o seu uso exija e que durante a noite em nao
distinguir o horizonte. Outros ja expressavam que as observacoes das estrelas deveriam ser
feitas com a utilizacao do quadrante, pois com a Balestilha de que os navegantes usavam,
haveriam erros de importancia, que na razao de sua fabricacao e uso nao tocamos coisa
alguma, desejando que nao use ela.

Os cosmogrofos achavam que a Balestilha deveria sofrer uma reforma mas que na
pratica ela nao conduzia as observacgoes corretas, por varias razoes: o balanco do mar;

a impossibilidade da vista poder, sem movimento, fazer as duas miradas dirigidas pelos

8Fonte: http://www.museutec.org.br/previewmuseologico/a_balestilha.htm



Capitulo 5. A Balestilha 40

extremos da soalha e, pela dificuldade de localizar & linha do horizonte, em virtude da
neblina que frequentemente cobria o mar.

A partir de 1614, iniciado por Manuel de Figueiredo os motivos dos quais as Balestilhas
eram postas de lado é o fato de serem feitas de madeira, o que nao permitia inscrever
nos virotes graduagoes rigorosas. Ja opiniao negativa de Pedro Nunes torna uma grande
influéncia nos cosmografos portugueses; o que é percebido contrario na Espanha onde
quase todos indicavam o uso e a construcao do instrumento.

Os néuticos em geral, tornaram indiferentes as criticas dos cosmografos portugueses,
mesmo que esses tentaram durante tempo, insistir nos reparos da Balestilha. Para outros
que encaravam as navegacoes com o auxilio da Balestilha, foi uma forma de encorajar
os pilotos a continuarem usando, apesar dos técnicos ainda desaprovarem seu uso. Uma
opiniao sobre dessas correcoes consistiu em ter uma graduacao que se indica a altura, e
outra em distancia zenital para as observacoes em direcao do sol quando se buscava o
horizonte. Cada uma em faces opostas do virote. Em 1673 Serrdo Pimentel [19] cita a

Balestilha com essa adaptacao de duas graduacoes, mas descontente com o que ver:

[...]Por abuso de alguns matematicos, se introduziram na Balestilha duas contas, uma
em que se poe o carater do Sol, para se conhecer, e outro com o carater de estrela; a
primeira mostra as distancias do zénite para baixo, até o horizonte [quer dizer: distan-
cias zenitais|; a segunda as alturas do horizonte para cima, até o zénite.(PIMENTEL,
1960, p20)

Proxima a data de 1606, diz respeito a maneira de graduar o virote no Regimiento de
Navegacion de Garcia de Cespedes, deixando de lado o processo grafico onde era utilizados
de tabuas de tangentes e de cotangentes.

O modo de graduar o virote nao foi deixou de ser abordado por [11] e [20]. No entanto,
foi o cosmografo portugués Pedro Nunes que demostrou isso antes, embora a tivesse que
aproveitar para outro sentido. Arbitrariamente & semi-soalha um comprimento de 1000
unidades, e marcou as distancias do c6s da Balestilha aos pontos em que a soalha devia
ser colocada no virote para se observarem os angulos de altura; assim, por exemplo, a
altura de 60° a igualdade anterior faz corresponder x = 1000 e tg 60° = 1732, que mais é
do que o nimero existente na tabua do angulo de 60°. Os valores indicados por Manuel
Pimentel s6 diferem no por menor de ter tabelado as distancias que, em cada caso, deviam

separar a soalha do extremo do virote oposto ao cos da Balestilha.
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COTANGENTE | GRAU | COTANGENTE | GRAU | COTANGENTE

57290 31° 1664 61° 554
28636 32° 1600 62 532
15081 33° 1540 63° 510
14301 34- 1432 61 483
11430 35° 1428 65" 466
8514 36° 1376 66 445
8144 E Vi 1347 67T 424
7115 8- 1280 68" 404
5314 35° 1235 659 384
5671 A0 1192 ¥ 364
5145 A1 1150 I 344
4705 A2 1111 Tr 350
4331 a3 1072 FE 3 306
4011 Ly 1036 ir 287
3732 A5° 1000 75 270
3437 L =1 7E° 245
3271 a7 933 ir 231
3078 43" 900 78 213
2904 A49° 865 7o 154
2747 50° 235 a0 176
2605 51° 810 a1° 153
2475 52* 781 ar 141
2356 53° 754 a3° 123
2246 54° 727 a4 105
2145 55* 700 a5° 7

2060 56* 675 36" 70
1562 57* 649 ar 52

1831 5a- 625 28" 35

12304 55* 601 a5 17

1732 60" 577 =0 o

Figura 5.9: Tabua para a graduacao do virote de uma Balestilha, suposta a soalha de

1000 unidades

x = 1- cotg (%)

Por cada grau de altura, o produto de 1000 unidades com a cotangente da semialtura,
ou seja, a distancia que devia separar a soalha da ocular do virote, para se ter a altura L.

Os primeiros observadores a usar esse instrumento perceberam logo as graduacoes
situadas nas proximidades do extremo ocular do virote eram impossiveis de serem feitas ao
utilizar as duas pontas da soalha, ou seja, estivesse muito proxima aos olhos do observador;
e com isso os construtores tiveram que graduar os virotes s6 até uma distancia do cés que
tornasse viavel a dupla mirada; limitando o campo visual, adotaram entao uma solugao

de construir para a mesma Balestilha, soalhas de dimensoes diferentes, inserindo a escala

9Fonte: Figura gerada de punho do autor
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a ser usada com cada uma delas nas varias faces do virote. Garcia de Cespedes ja no
seu tratado de 1606 [6] se refere a Balestilha com dois transversarios (um seria duplo do
outro); mas esse niimero aumentou depois para quatro (tantos quantas as faces disponiveis

da flecha), que segundo Manuel Pimentel teria comprimentos proporcionais a 1, 2, 4 e 8.

B A

Oe
o
m
T

Figura 5.10: Explicacao da medida de uma das soalhas correspondente a medida do virote

10

Manuel Pimentel justifica as suas indicagoes pelo célculo na experiéncia que os pilotos
fazem para saber que soalha serve em alguma das quatro faces da vara: a soalha inteira
que se ajuntasse entre os nimeros 30°, 60° e 75° do virote era a que correspondia aquela

face.

Demonstracio. Sejam BC a semi-soalha e CF a linha do virote onde marcamos grafica-
mente os pontos de divisio D,E e F correspondentes as alturas de CBD = 30°, CBE = 60°
e CBF = 75°; a afirmacdo de Pimentel exige a verificacio da igualdade EF = 2BC; ora
na figura o ABCE tem B = 60° = cosB = % = % = % = BE = 2BC. Para o ABCF
com B=75° e seu complemento F, fazendo F = 90° - 75° = 15° e EBF = CBF - CBF

= 75° - 60° = 15° mostrando que o ABCF ¢ isosceles com EF = BE = 2BC. Portanto

EF = 2BC. O

Os pilotos em alto mar eram observados pelos cosmografos, e percebia se que estavam
acima do plano do horizonte, e os angulos medidos com a Balestilha tornavam errados
por excesso ou por defeito, nao importando se a observacao feita fosse de face voltada ao

astro ou de revés no caso da observacio direta. O erro cometido, dado por h/ —h = ACO,

OFonte: http://www.ufrgs.br/igeo/ig/multisites/multisites/m.topografia/index.php?option=com _remository

&Itemid=216&func=fileinfo&id—=4
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onde dependia da distancia OT do observador a superficie do mar, podendo ser calculado

em funcao da distancia a partir do AOAC, fixando o valor do raio da terra R.

Figura 5.11: Erro cometido na altura observada com a Balestilha, proveniente do obser-

vador se encontrar acima do horizonte

11

oT
h/ —h = arcsec (% + 1)

Demonstragio. O AHOC é retangulo em O como também o AOAC éem A (OA é tangente

~

a circunferéncia). Dessa formas como C é comum aos dois triangulos, logo AHOC ~

AOAC pelo caso de AA, portanto HOE =h/ —h = ACO_.Veriﬁcasse também que o lado

_ . AC OT+R
AC:ReOC:OT+Reutilizandoocos(h’—h):ﬁécos(h’—h): R+ =
1 OT +R OT+R OT R OT

= h/—h) = =—+-—=—+1 h/ —h) =
@(h'—h) = :>sec(_ ) = 2 +R = + 1 = sec( )
g+1:>h/—h:aTCS€C(g+1).
R R

]

HFonte: www.cienciaviva.pt/latlong/balestilha/doc/balestilhafinal.pdf
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Esta igualdade podia ser utilizada para tabelar as diferencas h’ — h em funcao das
alturas OT, e assim fez Xavier do Rego[20] na p223, um quadro com os indices seguintes

(as alturas sobre o mar sao dadas em pés, e as diferencas h' —h em minutos arco):

Altura sobre o mar | h'—h
01 01
05 02
10 03
17 04
25 05
40 06
50 07
60 08
70 09
80 10

Tabela 5.1: A diferenga h' —h em fungao da altura sobre o mar

12

Tendo essa tabela como referencia, temos que o erro era insignificante na utilizacao da
Balestilha para os pilotos quando estavam na altura normal do convés de um navio. A
maneira como foi lidada na impossibilidade de visarem o horizonte, quer nas observacoes
de estrelas durante a noite, quer nas observacoes do Sol, quando se verificasse a interposi-
¢ao da terra com que os marinheiros depararam ao usar a Balestilha. MEDINA|15] expoe
uma solucao que demostrava ao tomar uma vara da altura de um homem e terminada por
uma cruz, que um auxiliar devia manter em posicao perpendicular ao plano do horizonte,
na frente do piloto e no plano da vertical do astro; a observagao devia entao ser feita de
modo que pelo extremo inferior da soalha o observador visasse a aresta superior da cruz,
visto esta linha de pontaria ser paralela ao horizonte; no caso de se operar em noite muito
escura, colocar-se-ia no ponta da vara sinal de fogo, o que permitia fazer mais facilmente

esta ultima pontaria.

12Fonte: www.cienciaviva.pt/latlong/balestilha/doc/balestilhafinal.pdf
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A Balestilha e a trigonometria dentro e

fora da sala de aula

A Matematica tem sido alvo de muitas criticas por parte dos alunos do Ensino Médio,
ao considerar dificil o seu entendimento e, por vezes, questionam a respeito de sua aplica-
bilidade no cotidiano. A abordagem deste trabalho esta baseado em atividades didaticas
desenvolvidas na turma do 2° ano da manha do Ensino Médio da Unidade Escolar Anisio
de Abreu, situada no endereco Avenida Campo Sales, n® 2329, Bairro Por Enquanto no
municipio de Teresina. Esta escola é regida pelo estado do Piaui e coordenada pela 4*
GRE (Geréncia Regional de Educagao). A pesquisa foi realizada durante todo o més de
junho de 2013 e deteve-se no ensino da trigonometria por meio da utilizacao de materi-
ais concretos (no caso a Balestilha) no processo de ensino-aprendizagem dos alunos. Os
assuntos abordados dentro da trigonometria foram: as razoes trigonométricas (tangente),

arcos e angulos junto ao triangulo retangulo .

[...]O estudante s6 adquire aversdo & matemética quando nédo se sente ativo no pro-
cesso de ensino aprendizagem e quando o professor ndo observa o estudante como
sujeito ativo na producao do conhecimento matematico, considerando as formas par-

ticulares de aprender e pensar de cada aluno. (MUNIZ apud MORBACH, 2010,
p.15).

Baseando-se nesta proposicao de Muniz juntamente com a pesquisa realizada, os alunos

indicaram que as aulas praticas de matematica ficaram mais atrativas e compreensiveis.

45
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6.1 A metodologia de construcao da Balestilha

Foram indicados para os alunos que a construcao da Balestilha seria em madeira
seguindo todos os passos descritos pelo texto de Manuel de Figueiredo. Comecando pelo

comprimento do virote e logo em seguida o das soalhas.

6.1.1 Virote

Seguindo proxima a modelagem do virote usada nos tempos do Descobrimento do
Brasil, foi feito essa parte de comprimento superior a 86 cm (no caso é de 92 cm) e uma
seccao quadrada de 2,3 cm de lado. Essa diferenca no comprimento influencia o tamanho

das soalhas.

Figura 6.1: Virote com comprimento de 92 cm

13

6.1.2 Soalhas

Numa melhor medicao das alturas, precisa-se de tamanhos distintos de vérias soalhas
no mesmo virote. Para a Balestilha em construcao foram feitas 2 soalhas. Manuel de
Figueiredo indica que as soalhas devem ter um furo quadrado, no centro, de modo a
poderem deslizar pelo virote, e em cada soalha corresponde a graduacao numa das faces
do virote. Vé-se assim que o méaximo numero de soalhas é quatro. No nosso caso das

1 1

duas soalhas, elas tém comprimentos iguais a 3 e 1 do comprimento de 80 cm do virote

desconsiderando o tamanho do furo da sec¢ao quadrada. Assim, os seus comprimentos

B Fonte: Foto retirada pelo autor durante a pesquisa
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sao de 42,3 e 22,3 cm, respectivamente. O mais importante com relacao a soalha é que

elas se mantenham perpendiculares ao virote.

Figura 6.2: Soalhas medindo 22,3 cm e 42,3 cm

14

6.2 A graduacao da Balestilha

Seguindo o método de Manuel de Figueiredo, foi construido com o auxilio do programa
GeoGebra uma figura que contem um quarto da circunferéncia centrado na origem do
plano cartesiano. Nesse quarto da circunferéncia sao tracadas retas partindo da origem e

a dividindo em noventa partes iguais.

Figura 6.3: O arco de 90° dividido em 90 partes iguais com o auxilio do GeoGebra

Com duas cartolinas de dimensoes 50 cm x 65 ¢cm justapostas sao tracadas um seg-

mento no tamanho do virote e outro perpendicular no inicio do primeiro como se fosse

4 Fonte: Foto retirada pelo autor durante a pesquisa
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o zero. E colado no pé da perpendicular a figura feita no GeoGebra e desenhado mais
dois segmentos paralelos ao comprimento do virote, sendo o primeiro a uma distancia de
10 cm e o outro a 20 cm. As retas que partem da origem dividindo a figura em 90 partes

iguais foram alongadas para que interceptassem os segmentos paralelos.

Figura 6.4: Graduacao do virote sendo feita na cartolina através do arco de 90° dividido

em 90 partes iguais

Marcando os pontos de interseccao em duas retas situadas nas faces laterais e opostas
do virote, temos entao que uma face é a graduacao angular da soalha menor e na outra

da soalha maior.

Figura 6.5: Transcrevendo as medidas referente a soalha menor e maior dispostas em uma

cartolina para o virote

15

5Fonte: Foto retirada pelo autor durante a pesquisa
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Atividades abordadas com o uso da

Balestilha

Com a Balestilha construida e graduada de acordo com o tamanho de cada soalha,
algumas atividades poderao ser abordadas com o objetivo de interagir com o estudo da

trigonometria e, até mesmo, da Astronomia, como era utilizada antigamente.

7.1 Alturas de construcoes

A primeira atividade proposta deste trabalho estd em calcular a altura do mirante
da Ponte Estaiada Mestre Joao Isidoro Franca que, atualmente, é considerada uma das
mais belas construcoes turisticas de Teresina e que esté situada sobre o rio Poty ligando
as avenidas Alameda Parnaiba e Dom Severino. Esta obra foi inaugurada em 2010 em

comemoracao ao sesquicentenario de Teresina.

Figura 7.1: Ponte Estaiada Joao Isidoro Franca

49
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Para medir a altura exata do mirante da Ponte Estaiada foi necessario o auxilio da
calculadora cientifica, de uma trena e da Balestilha graduada. O aluno é posicionado a
certa distancia do pé do mirante, e apontando a Balestilha, de tal forma que as partes

menor e maior da soalha indiquem o tamanho relativo do mirante.

Figura 7.2: Aluno calculando o angulo equivalente ao pé da Ponte Estaiada até o ponto

mais alto do mirante.

Medindo a distancia do aluno & ponte, com a trena, foi dada de 93 m e o angulo
aproximadamente de o« = 27° eentao temos que a altura sera calculada assim;
X
93
x = 93-tg(54°)

tg(2-27°) =

x = 93-1,376382

x = 128 m.

As informacoes retiradas sobre a altura consta que sua medida é, na verdade, de 95m,
contando a partir da parte onde se encontra o elevador, pois existe uma diferenga de onde

o elevador inicia com o estacionamento de veiculos, de 33m aproximadamente.
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7.2 Latitude local

A segunda atividade proposta é calcular a latitude local com a Balestilha. Para isso

devemos conhecer alguns elementos necesséarios a aquisicao desta informacao:
e O melhor horario das observacoes é durante a noite;
e Apontar a Balestilha para o céu na direcao ao Cruzeiro do Sul;

e Estender em 4,5 vezes o braco maior da cruz situando na sua ponta o polo sul

celeste;

e Inclinar a Balestilha em uma das pontas da soalha em 90° com o horizonte do

observador, chama-se esta norma de zénite;

e Nesses dois tltimos momentos, um lado da soalha esta apontando para o zénite e o

outro para o polo sul celeste;

A latitude local é o complemento do angulo encontrado pela Balestilha.

LATITUDE LOLAL

Figura 7.3: Calculando a latitude local pelo Cruzeiro do Sul

16

Utilizou-se também o local da Ponte Estaiada Joao Isidoro Franga para a medicao.

16Fonte: snea2011.vitis.uspnet.usp.br/sites/default /files/SNEA2011_TCO14.pdf?
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|}
Cruzeiro do !ul._

Polo :-.ul Celeste

Figura 7.4: Observando o cruzeiro do sul durante a noite para encontra a latitude local.

De acordo com as medidas obtém-se o angulo formado entre o zénite e o Polo Sul
Celeste, que foi de aproximadamente 84°. Assim a latitude local é dada pela expressao

90° — 84° = 6°.

7.3 Semelhanca de tridngulos

Nesse tipo de atividade foi utilizada uma comparacao entre triangulos:

As medidas utilizadas e descritas estao na figura abaixo:

1. A distancia do pé do mirante ao aluno que foi de 99 m.

2. A distancia da soalha ao olho do observador que foi de 32,7 cm.
3. O tamanho da soalha de 42,3 cm.

4. A altura do mirante é denominada de d.

Observando os triangulos ABC e ADE, eles sao semelhantes pelo caso angulo, angulo,
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Figura 7.5: Aluno encontrando a distancia da solha ao c6s do virote para determinar
através de semelhanca de triangulos a altura do mirante da Ponte Estaiada.

c

Figura 7.6: Comparativo usando semelhanca de tridngulos entre a distancia da soalha
com o cos do virote (AE), do observador ao pé do mirante (AB), altura da soalha (DE)

e do mirante (CD).

angulo (AA). Entao seus lados estao sao proporcionais as razoes;

AB  BC
AE  DE
9  d
32,7 42,3

32,7-d = 99-42,3
d

IIe

128,06 m

Portanto o valor da altura do mirante ficou muito préximo a resultado encontrado na
primeira atividade com diferenca de 0,06 m equivalente a um erro de aproximacao de

0,05%.

Esse tipo de técnica pode ser usado nas series iniciais do ensino fundamental.



Resultados Obtidos

No presente trabalho buscou-se enriquecer as atividades que envolvem distancias com
uma ferramenta didatica chamada Balestilha. Nesse momento da-se um contexto histo-
rico datado do tempo das grandes navegacgoes europeias, principalmente, portuguesas, e
também de sua utilizacao.

Ao questionar aos alunos sobre a utilizacdo como agente facilitador da aprendizagem
abordou-se os seguintes aspectos: Manuseio, Interacao com o objeto de observagao, Me-

dicao e Resultado.

Manuseio Quantidade de alunos
Facil 20
Bom 4
Complicado 1

Tabela 7.1: Manuseio da Balestilha
17

Os alunos nao sentiram dificuldades em manusear a Balestilha de peso préximo a 500g.

Interacao com o objeto de observacao Quantidade de alunos
Nenhuma | Pouca Muita
Dificuldade em utilizar as soalhas 10 12 3
Localizar o objeto 13 10 2
Posicao do observador 11 11 3

Tabela 7.2: Interagao existente entre observador e o objeto a ser medido.

18

"Tabela gerada pelas informada pelos alunos para o autor da pesquisa
8 Tabela gerada pelas informada pelos alunos para o autor da pesquisa

o4



Capitulo 7. Atividades abordadas com o uso da Balestilha 55

Os principais problemas na utilizacao deste instrumento comecaram a surgir a partir
de sua interacao entre o observador e o objeto. A maioria dos alunos apontou como
obstaculo no calculo, o modo de se posicionar em relacao ao objeto e a utilizacao da

soalha no requisito de associar sua parte baixa e alta com o pé e a ponta alta do objeto,

respectivamente.
Medicoes Quantidade de alunos
Facil Dificil
Angulos 12 13
Distancia do cés ao pé da soalha 23 2
Distancia do observador ao pé do objeto 18 7

Tabela 7.3: Medicoes de angulos e distancia

19

Para as medicoes de angulos, os alunos sentiram dificuldade em encontrar na Balestilha
valores menores que 40°, j& que no proprio instrumento tais medidas nao eram relativa-
mente proporcionais, e a diferenca de cada unidade em graus aumenta gradativamente sua
distancia quando se aproximava de 0°. As medicoes feitas & distancia em comprimento

eram faceis de determinar com a ajuda de uma trena de 30m utilizada na pesquisa.

Resultado Quantidade de alunos
Alcancado 20
Aproximado 4
Inacessivel 1

Tabela 7.4: Resultado dos alunos

20

Por fim, relatou-se que, apesar das dificuldades encontradas em relagao ao observador,
o objeto e as medigoes, o resultado alcancado foi de 80% dos alunos. E que, sem o auxilio
da Balestilha acrescida da trena, régua e da calculadora eles nao teriam conseguido e nao

tinham espertado seu raciocinio.

¥Tabela gerada pelas informada pelos alunos para o autor da pesquisa
20Tabela gerada pelas informada pelos alunos para o autor da pesquisa



Consideracoes Finais

Recomenda-se ao professor ministrar uma aula, nao s6 discursiva e expositiva, mas
também exibir situacoes que partem da construcao, graduacao e utilizacao desse instru-
mento.

No processo de aprendizagem espera-se que o aluno, durante o uso das operagoes e
raciocinios, retire as dificuldades criadas acerca do contetido e que seja capaz de compre-
ender as nogoes geométricas durante uma interdicisplinaridade criada entre a Matematica
e a Astronomia.

Com relacao aos alunos das séries finais do Ensino Fundamental, a Balestilha podera
entrar em sala de aula ja construida, abordando os conceitos histéricos, astronoémicos e
matematicos.

Destarte, a atividade proposta mostra o papel ativo do professor e do aluno diante do

conhecimento veiculado ativamente por materiais didaticos.
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