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RESUMO

Os fendmenos que ocorrem na natureza sao essencialmente néo lineares e a
teoria de sistemas dinamicos tem como objetivo obter um modelo matematico que
represente melhor os sistemas fisicos reais, entdo nada mais coerentes que a
descricdo ou analise desses fendbmenos naturais usando modelos e técnicas nao
lineares. Nesta dissertacdo, foi utilizada a técnica da expansdo direta para o
desenvolvimento de equacdes diferenciais de ordem dois para resolugcdo de uma
equacdo ndo linear e na determinacdo aproximada de raizes de equacdes
algébricas de ordem maior ou igual a dois. Com esse intuito, mostrou-se,
inicialmente, o desenvolvimento de uma equacéo diferencial do movimento sujeito a
um amortecimento nédo linear, que é representado pela equagédo de Duffing — Van
der Pol. Geralmente, ndo é facil obter uma solucédo analitica aproximada para esse
tipo de equacado, porém, este estudo é feito com a finalidade de ilustrar a técnica
empregada no trabalho, resolvendo um tipo de problema no qual essas técnicas sédo
corriqueiramente utilizadas para obter uma solucdo. Visando a aplicabilidade no
ensino béasico, apresenta-se uma forma de se obter as raizes aproximadas de
equacbes do segundo e terceiro graus usando a técnica da expansdo direta para
efeito de comparacdo uma vez que existem formulas resolutivas para isso, provou-
se que é possivel determinar as raizes de equacdes de ordem maior por meio da

mesma técnica.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos nao lineares, Método da expanséo, Equacgdes

algébricas, Raizes de equacdes.



ABSTRACT

Phenomenon that occur in the nature are essentially nonlinear and the
dynamical systems theory aims to obtain a mathematical model that best represents
the real physical systems, then nothing more coherent than the description or
analysis of these natural phenomenon using models and techniques. In this
dissertation, the technique of direct expansion for the development of two differential
equations order to solve a nonlinear equation and the approximate determination of
the roots of order algebraic equation higher or equal to two, was used. For this
purpose, it was initially shown the development of a differential equation of motion
subjected to a nonlinear damping, which is represented by the equation of Duffing —
Van der Pol. Generally, it's not easy to obtain an approximated analytical solution for
this type equation, but this study was done with the purpouse of illustrating the
technique used in the work, solving type solving a problem in which these techniques
are routinely used to obtain a solution. Studied for application in basic education, it
presents a way to obtain the approximate roots of equations of second and third
degrees, using the technique of direct expansion for the sake of comparison. Since
there are formulas for resolving this, It was proved that is possible to determine the
roots of high-order equations by using the same technique.

Keywords: Nonlinear Dynamical Systems, Expansion Method, Algebraic Equations,

Roots of Equations.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Na natureza a maioria dos fendmenos sdo essencialmente nado lineares,
entdo nada é mais correto que a descricdo ou analise desses fendbmenos naturais
através de modelos ou técnicas nao lineares uma vez que serdo mais efetivos do
gue os modelos ou técnicas lineares (SAVI, 2003).

Um sistema fisico pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados
por alguma interacdo, de modo que existam relagcbes de causa e efeito nos
fendmenos que ocorrem com o0s elementos desse conjunto.

Contudo, as dificuldades inerentes ao estudo dos problemas nao lineares, e 0
sucesso do estudo dos problemas lineares, incentivaram cada vez mais o estudo de
modelos lineares bem comportados.

Na engenharia moderna, com o continuo refinamento da precisdo da
instrumentacdo e do aumento da capacidade computacional, a teoria de sistemas
ndo lineares vem ganhando mais significado préatico. Aplicacbes da teoria de
oscilagBes néo lineares sdo encontradas ndo apenas na mecanica classica, mas
também na eletrbnica, eletrotécnica, comunicacdes, mecanica quantica, biologia e
em varios outros ramos da ciéncia (HAGERDON, 1984).

Os sistemas lineares e nao lineares, divergem entre si na sua relagédo de
causa e efeito. Na primeira, a resposta a um disturbio € diretamente proporcional a
intensidade deste, jA na segunda a resposta ndo € necessariamente proporcional a
intensidade do mesmo, e € essa categoria de sistema que serve de objeto de estudo
nos sistemas dindmicos nao lineares.

Esta teoria estuda o comportamento aleatério e imprevisivel dos sistemas,
mostrando onde poderdo ocorrer irregularidades na uniformidade da natureza do
sistema como um todo. Isso ocorre a partir de pequenas alteragdes que
aparentemente nada tém a ver com o evento futuro, alterando toda uma previséo
fisica dita precisa.

O estudo de problemas néo lineares possui duas abordagens distintas. Uma

abordagem é qualitativa e tem como principal objetivo entender o comportamento
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global de um dado sistema dindmico. A outra é quantitativa e procura analisar a
evolucao do sistema no tempo (SAVI, 2003).

Neste trabalho sera feita a andlise de um sistema representado por uma
equacao de Duffing — Van der Pol para contribuir com os estudos sobre sistemas
nao lineares de uma maneira geral.

O trabalho foi dividido em seis capitulos. No capitulo 2, sera apresentado um
resumo dos principais topicos da teoria de sistemas dinamicos. Ja no capitulo 3,
tem-se algumas equacdes ndo lineares. O capitulo 4 apresenta um sistema nao
linear, utilizando o método da expansdo e a equacdo analisada neste trabalho
buscando uma solugéo aproximada empregando a teoria de perturbacéo através do
método da expansao.

No capitulo 5 apresenta-se uma aplicacdo para a educacdo basica de como o
método da expansdo pode auxiliar na determinacdo de raizes de uma equacéo de
segundo e terceiro graus, sendo que nesses casos existem férmulas definidas para
efeitos de comparacéo de resultados.

Finalmente, no capitulo 6 fazem-se as consideracdes finais sobre o trabalho
desenvolvido e sugestbes para trabalhos futuros, e a seguir, sdo apresentadas as

referéncias bibliograficas utilizadas.
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CAPITULO Il

2. INTRODUCAO AOS FENOMENOS NAO LINEARES

O estudo de problemas néo lineares possui duas abordagens distintas, sendo
uma abordagem qualitativa que tem como objetivo entender o comportamento global
de um dado sistema fisico através de mapas e espacos de fases e suas topologias.
A outra é quantitativa e procura analisar a evolugdo de um sistema fisico no tempo.

O objetivo deste capitulo é introduzir os conceitos basicos para uma analise

qualitativa de um sistema dindmico, essenciais para a analise quantitativa.

2.1 Sistemas Dinamicos

Considere um sistema dinamico cujo movimento é descrito por um sistema de
equacdes diferenciais do tipo:

x=f(x),xeR" (2.1)

Esse sistema pode ser entendido como a evolugéo do campo vetorial x, que
€ continuamente transformado pela funcéo f(x). Esse sistema pode ser escrito em
forma discreta no tempo, sendo chamado de mapeamentos ou mapas (SAVI,2003).

X F(X),XeR"

X, F(X,), X eR’

n+1

(2.2)

Um mapa descreve a evolugdo no tempo de um sistema dinamico
expressando o seu estado a partir do instante anterior, movendo-se, portanto, de

forma discreta.

Tanto em sistemas dindmicos continuos quanto em mapas, a funcdo f(x)

(ou F (X )) define as suas caracteristicas. Dentre as caracteristicas fundamentais de

um sistema dinamico esta o fato dele ser linear ou n&o linear.

A definicdo de linearidade pressup&e o principio da superposicdo de efeitos,
ou seja, estabelece que um dado efeito possa ser avaliado através da superposicao
de efeitos decorrentes de vérias causas. De um modo geral, isto ndo pode ser

16



considerado em sistemas nao lineares. A definicdo formal das condicbes de
linearidade de um sistema pode ser estabelecida se as seguintes condi¢gbes forem
satisfeitas (SAVI,2003):
f(x+y)=f(x)+f(y); x,yeR" 2.3)
f(ux)=pf(x); xeR", ueR®
Um sistema é dito autbnomo quando ndo depende explicitamente do tempo.
Por outro lado, o sistema é dito ndo autbnomo quando existe uma dependéncia
explicita do tempo. A equacéo (2.1) mostra um sistema auténomo de dimensao n.

O sistema que se segue é dito ndo auténomo.

x=f(xt); xeR",teR (2.4)

Este sistema ndo autbnomo pode ser visto como:

f:U->RUcCR"xR (2.5)
onde U é um conjunto aberto (GONCALVES, 2007).

Um sistema dindmico ndo autdbnomo pode ser transformado em um sistema
autbnomo desde que se aumente de 1 (um) a dimenséo do espaco, introduzindo-se

para isso uma variavel a mais, associada ao tempo. Desta forma, considere o

seguinte sistema ndo autbnomo de dimensdo n escrita em termos de suas

componentes,

X = fl(x’t)

X, = f,(xt) (2.6)
X, = f,(x1)

Introduzindo a variavel x , =t, reescreve-se o sistema ndo autdnomo n-dimensional

como um sistema autbnomo de dimenséo n+1, conforme mostrado a seguir:

x=f(x); xeR™ (2.7)
ou seja

X = fl(X’t)

%, = f,(xt)

: (2.8)
%, = f,(x1)

Xn+1 =t

17



2.1.1 Existéncia e unicidade de solugdes

Uma consideracdo importante do ponto de vista de solugbes de equacgbes
diferenciais € a existéncia e unicidade de uma determinada solugdo. Isto é
particularmente verdade, quando se fala de um sistema que possui um
comportamento imprevisivel. De fato, vale destacar que a imprevisibilidade
associada a sistemas nao lineares ndo esta associada a uma multiplicidade de
solucdes. Nesse contexto, vale apresentar o teorema da existéncia e unicidade de
solucdes, associado a sistemas dinamicos.

Considere um sistema dinamico ndo autbnomo, supondo que f é C" em um
conjunto U. Isto é, f é r vezes diferenciavel e continuo em U. Suponha os seguintes
conjuntos (SAVI, 2003):

I, ={teR/ty—g <t<ty+s}
I, ={teR/ty—¢, <t<ty+&,}
Considere também que ¢ ou ¢ representem uma solu¢cdo do sistema

dindmico e que (Xo,to) eU seja uma condic¢éo inicial. Com isso temos que:

Teorema: Existéncia e unicidade de solucdes
¢ :1, >R, onde ¢ (t,) = X,

Existem as solugdes:
¢, .1, >R, onde ¢, (t,) = X,

Entdo, ¢ (t)=¢,(t)vtel,, onde, I,={teR/t,—¢, <t<t,+¢,} onde & =min(g,¢,)

2.2 Espago de fase

O Espaco de Fase de um sistema dindmico é definido como um espaco
formado pelas varidveis dependentes de um sistema dinamico (x).

De um modo geral, o espaco de fase forma um conjunto aberto do R".
Todavia, em alguns casos a topologia do espaco pode estar restrita a uma superficie
de alguma forma geometricamente particular. Alguns exemplos tipicos destas figuras
sao o cilindro e o toro (SAVI, 2003).

Algumas definicbes importantes devem ser feitas para um dado espaco de
fase. Para isso, considere o seguinte sistema de dimensao 2-dim (SAVI, 2003):

18



x=f,(xy)

y=1,(xy); x,yeR (29)

a partir do qual séo apresentadas algumas definigdes.

a) Trajetdria — E o percurso que a solugéo ¢ (Xo,to) percorre no espaco de fase

Figura 2.1 — Trajetdria no espaco de fase

b) Curva Integral — E a solugéo ¢, (X,,t,) evoluindo no tempo

{(xt)eR"xR/x=¢(X,.t,),tel}

Figura 2.2 — Curva Integral

c) Orbita — E o lugar geométrico no espaco de fase, para uma dada condi¢io

inicial, (Xo,to), por onde a solugéo passa na medida em que o tempo t evolui.

{(X)eR"xR/x=¢ (Xpt,) tel]

Y
|/
Figura 2.3 — Orbita no espaco de fase
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d) Fluxo ou Retrato de Fase (Phase Portrait) — E a totalidade das 6rbitas

representando todas as solugdes possiveis ¢ ( X,,t,).

\

]
II
! X

Figura 2.4 — Fluxo no espaco de fase

2.2.1 Tipos de Topologia de um Espacgo de Fase

A sequir, apresentam-se alguns tipos de topologia especiais que ocorrem em
espacos de fase em sistemas dindmicos. Para cada um desses sistemas dinamicos

as Orbitas evoluem na superficie do espaco de estado (SAVI, 2003).

a) Circunferéncia
Considere o seguinte sistema dinamico:

6=0,0¢(0,27],0>0 (2.10)

O espaco de fase é uma circunferéncia de comprimento 2z, definido pelo

angulo 4. Diz-se que o espaco é de dimenséo 1.

Figura 2.5 — Espaco de fase circunferencial

b) Cilindro

Considere o sistema que representa 0 movimento de um péndulo.

20



X=y 211
y =-sen(x) (2.11)
O espaco de fase pode ser visto como uma superficie de um cilindro obtido

através do produto de uma circunferéncia e uma reta (S xR) . Observe que no R* os

pontos +z e —z sao idénticos, pois representam a mesma posi¢cao do péndulo.

Figura 2.6 — Espaco de fase cilindrico

c) Toro

Considere o sistema,

0,=w

Lo (2.12)
6, =,,6,,0, (0,27 ];0,0,>0

O espagco de fase pode ser obtido a partir do produto entre duas

circunferéncias (Slx st :Tz). Com esse produto, obtém-se a superficie de um toro.

Figura 2.7 — Espaco de fase toroidal

2.3 Estabilidade
O conceito de estabilidade € fundamental no estudo de sistemas dinamicos. A
estabilidade estd associada a caracteristica de uma dada solugdo do sistema e,

pode-se considera-la em termos de alguma perturbacdo no sistema. Se essa
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perturbacdo ndo afetar significativamente uma dada solucdo, entdo ela é estavel. Do
contrario, é instavel.

A figura 2.8 ilustra o conceito de estabilidade, mostrando trés situacdes:

Figura 2.8 — Estabilidade

1. Equilibrio meta-estdvel — Apds uma pequena perturbacdo, o corpo retorna a
configuracdo inicial. Entretanto existe uma posicdo mais estavel (3) que
dependendo da intensidade da perturbacdo, o sistema busca atingir esta
solucao.

2. Equilibrio instavel — Apds a perturbacdo, o corpo ndo retorna a configuracao
inicial, assumindo uma nova posic¢éo distante da original.

3. Equilibrio estavel — Ap6s uma perturbacdo, 0 corpo sempre retorna a

configuragéo inicial.
Vale destacar ainda uma situacao ndo apresentada na figura:

Equilibrio neutro ou indiferente — Apds a perturbagdo, o corpo tende a

permanecer na sua nova configuracao.

Em termo de sistemas dinadmicos, a estabilidade de uma dada solucéo pode ser

definida a partir do critério de Lyapunov.
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2.3.1 Estabilidade de Lyapunov

As definicdes sobre estabilidade de Lyapunov de uma dada solugcéo dizem
gue uma trajetéria que se inicia proOxima a outra, permanece proxima a ela
indefinidamente se ela for Lyapunov estavel. Da mesma forma, uma trajetéria € dita
assintéticamente estavel se iniciar-se proxima a outra trajetdria, tendendo a
convergir para esta a trajetoria original na medida em que t — o (Figura 2.9). As

definicbes formais séo apresentadas a seguir (SAVI, 2003).

e Solucao Lyapunov Estéavel
A solugéao ¢(t) € dita Lyapunov Estavel se, dado um ¢ >0, pode-se encontrar um
§=05(¢)>0 tal que para qualquer outra solugdo y (t) com |y (t,)-4(t,)|< 5 tem-se
v (t)-g(t)| <&, vte[t, ).

e Solucado Assintéticamente Estavel

A solugdo ¢(t) é dita Assintéticamente Estavel se ela for Lyapunov Estavel e se

existir um & >0 tal que |w (t,) - ¢(t,)|< 5 , entdo lim|y (t)—g(t)|=0,Vt e[t ).

tow

Solugdo Lyapunov estavel Solugéio assintoticamente estavel

Figura 2.9 — Estabilidade de Lyapunov
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2.4 Linearizacao

Um procedimento bastante instrutivo para avaliar a dinamica de um sistema,
em particular para avaliar a estabilidade de uma dada solucdo € a linearizacdo do
sistema dinamico em torno de uma solugéo conhecida (SAVI, 2003).

Nesse contexto, considere a seguinte mudanca de coordenadas, a partir da
qual é possivel estudar a evolugéo do sistema nas vizinhangas da solucao ¢(t) :

x=¢(t)+nx,neR" (2.13)
onde n é uma pequena variacdo da solucéo.
Série de Taylor: defini¢do

Seja f uma funcdo com derivadas de todas as ordens em algum intervalo
contendo a como um ponto interior. Entdo a série de Taylor gerada por f em x=a
é:

f -

3 )fa)(x_a)k:f(a)+f-(a)(x_a)+f"(a)(x_a)z+,_,+
k!

o 2! n!

Utilizando a série de Taylor para escrever a funcao f (x) tem-se:

F()=1(#(t)+n)=1(4(t))+Df (4(1))

Tomando-se apenas a parte linear da série e retornando a equacgdo do

/AN (2.14)

movimento do sistema dinamico, temos que:
X=4(t)+7=1(x)= T (4(t))+Df (4(1))

Mas como ¢(t) € uma solucao do sistema, vé-se que,

7 (2.15)

n=0

p(t)=f =(g(1)) (2.16)
E, portanto, chega-se ao segundo sistema linearizado,
n=Df (4(1))| 7 (2.17)

Deve-se observar que, quando =0, tem-se que a solugdo correspondente é
n=0. Isso indica que, se a situagdo n =0 for estavel, a solugdo x :¢(t) também o

€. Com isso, deve-se avaliar o seguinte procedimento;
® Determinar a estabilidade da solugdo do problema linear quando r =0.
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(i) Concluir que a estabilidade da solugcéo linear para =0 corresponde a

estabilidade da solug&o do problema néo linearn =0.

Esse procedimento s6 pode ser considerado se a solucao x :¢(t) nao varia

com o tempo. Vé-se entdo que,

x:¢(t)=7 (2.18)
evolui no tempo, mas sua posicdo permanece a mesma. Trata-se de um ponto de
equilibrio do sistema dindmico. Desta forma, para tratar o problema da estabilidade

de uma solucéo deve-se linearizar o sistema em torno de um ponto especial que € o

ponto de equilibrio do sistema.

2.5 Ponto de Equilibrio

Define-se um ponto de equilibrio ou ponto fixo de um sistema dindmico como
sendo o ponto em que o sistema pode permanecer estacionario na medida em que o
tempo evolui. Assim sendo, um ponto de equilibrio € um ponto onde a solugdo ndo
varia com o tempo (SAVI, 2003).

Se X eR" for um ponto de equilibrio ou ponto fixo de um sistema dinamico do tipo

Xx=f (x); xeR", a seguinte condicdo deve ser satisfeita:
f(X)=0 (2.19)

De maneira andloga, o ponto de equilibrio X eR" de um mapeamento do tipo

X1 =F(X,);X eR", deve satisfazer a seguinte condicao;

X =F(X) (2.20)

2.6 Linearizacdo em torno de um ponto de equilibrio

Considere um ponto de equilibrio, tal que em um exemplo que se deseja
estudar a estabilidade de uma dada solucdo, nas vizinhancas desse ponto de
equilibrio. Para isso, lineariza-se o0 sistema em torno desse ponto, repetindo-se a
linearizacdo feita na equacgao (2.4). Assim, considere a seguinte mudanca de
coordenadas,
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X=X+7n; X,XeR" (2.21)

Com isso, chega-se ao seguinte problema linearizado,

7= Ay (2.22)
onde A é a matriz constante dada por,

A= Df (X)

(2.23)

n=

O sistema linearizado possui solucao fechada (Gongalves, 2007). Tal solucao
€ apresentada por um teorema que diz:

O problema de condicéo inicial

7= Au; 7(0)=1, (2.24)
possui a seguinte solucéo:
n =e’n, (2.25)

2.6.1 Calculo de €”.

Por definicdo tem-se que e* é dado por:

e“\zl+tA+£A2+...+£A“+...:i£Ak (2.26)
21 n! ~ Kl
onde | é a matriz identidade.

Deve-se notar que a determinacdo de e” diretamente de sua definicéo,
implica em avaliar todas as poténcias A (k = 0,1,2,...) e ai efetuar a soma conforme
mostra a seérie. Para evitar tal procedimento, considere a seguinte mudanca de
coordenadas.

n=T¢& &EneR" (2.27)
onde T é uma matriz singular.

Introduzindo a mudanca de coordenadas no sistema de equacdes e pré-

multiplicando por T, obtém-se o seguinte,

(T7T)e=(TAT)S (2.28)
O sistema linearizado, pode entéo ser reescrito,

E=B¢ (2.29)
onde B=T'AT (2.30)
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A matriz T deve ser escolhida de tal forma que,

B =diag(4) (2.31)
onde 4 sao os autovalores de A. Paraisso, T deve ser a matriz dos autovetores de
A. Considere entdo, que v, eR" seja o i-ésimo autovetor de A. Desta forma, a
matriz T € montada da seguinte maneira:

T=[v, v, .. V] (2.32)

Com isso o sistema linear & = B¢, possui a seguinte solucéo,

E=e%¢, (2.33)
Mas, como B =diag(4), entdo B =diag(4) e assim,

e® = diag (Z

k=0

|

: i,"j:diag(e%) (2.34)

=~

Portanto, a solucao é:

& =diag(e™)¢, (2.35)

Fazendo agora a transformagdo inversa para obter 7, chega-se a solucdo
desejada:

n =Tdiag (" )T, (2.36)

Os dois problemas lineares tratados s&o similares uma vez que A e B
possuem 0s mesmos autovalores. Portanto, as caracteristicas de um movimento na
vizinhanca de um ponto de equilibrio sdo definidas pelos autovalores de A. De um
modo geral divide-se o0 espectro de autovalores de A em trés conjuntos, ¢°, o' €
o, que estdo associados as caracteristicas de estabilidade do ponto de equilibrio
em questdo, representando as partes estaveis, instaveis e centrais,
respectivamente. Conforme pode ser visto na solugdo do sistema linearizado da
eq.(2.37), estes conjuntos séo definidos de acordo com a parte real dos autovalores
conforme se mostra a seguir.

o® ={4 tal que Re(1)<0}

o' ={4 tal que Re(4)>0} (2.37)
{4 tal que Re(1)=0}

O_C
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2.6.2 Relagéo entre o problema néo linear e o linearizado

Até o momento, avaliou-se a estabilidade da solugéo linearizada quando »=0.

Deve-se agora saber se a estabilidade da solugéo linear corresponde a estabilidade
da solucéo do problema néo linear, associado na vizinhanga de um dado ponto fixo.
Para isso, considere a definicdo de ponto fixo hiperbdlico, a partir da qual é possivel
estabelecer esta relacdo (SAVI, 2003).

Considere um sistema dinamico X = f(x); xeR". O ponto fixo X R" é dito
hiperbdlico se A= Df (Y)| . nao possuir nenhum autovalor A cuja parte real seja
-

nula, isto é, Re(4,)#0; Vk.

Em linhas gerais, pode-se dizer que a solugdo do problema linearizado nas
vizinhancas de um ponto de equilibrio, localmente corresponde a solugdo do
problema néo linear, desde que o ponto de equilibrio seja hiperbdlico.
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CAPITULO IlI

3. EQUACOES E SISTEMAS DE EQUACOES NAO LINEARES

Uma analise quantitativa dos sistemas nao lineares pode ser aplicada quando
as nao linearidades podem ser consideradas pequenas, as quais sao tratadas como
perturbacdes em relagdo a um sistema linear. Assim, a resposta de um sistema n&o
linear sera uma perturbacdo da resposta do sistema linear equivalente. A principal
caracteristica dessa analise é avaliar o comportamento de um dado sistema nas
vizinhancas de uma situag&o conhecida (SAVI, 2003).

Com essas técnicas € possivel introduzir perturbagdes em um sistema linear
e a ideia basica é utilizar séries de poténcia com um parametro pequeno a que
representa a grandeza de uma perturbacdo. Esse procedimento analitico € usado
para obter solu¢cées no tempo.

Existem varias técnicas de perturbacdes e a aplicagdo de cada uma delas é
definida por caracteristicas especificas de um sistema dindmico, sendo a mais
simples a técnica da expansdo, mas, mostra a ideia basica que existe em todas as

outras técnicas.
3.1. Técnicadaexpansao “Straightforward”
Seja a equacao néo linear:
U+ wju=ag(u,u) (3.1)

Essa técnica assume que a solucdo do sistema dindmico € dada pela
seguinte série de poténcia

u(t)=ust+au, (t)+a’u,(t)+.. (3.2)
ou seja, considerando que a resposta u(t) pode ser obtida a partir de uma
perturbacéo da resposta do sistema linear u, (t) entdo pode-se escrever a solugao
dada na equacgéo 3.2 da seguinte maneira,
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u(t)=ugt+n(u,a) (3.3)

Portanto a funcéo ¢ (u,u) pode ser expandida em série de Taylor em torno da

solucao do sistema linear que resulta em,

. S o9 o9 . ogn® ogn® o' .
uu)=g(U,+nu, +n)=9+—n+—n+ —+ —+ +.... 3.4
0(Uu) =0 (Uo+ oy +17) =G 2t i+ e o e T (34)

Na expressédo anterior, considerou-se, como notacao que g =g (uo,uo). Desta
forma, sabendo-se que 7 representa a perturbagdo mostrada na equacdo 3.3,

reescreve-se a expansao da funcéo g (u, u) da seguinte forma,

g(u,u):g+a[a—uu1+—.u1 = U, +—U, +

9, % :|+a2 9,.0, 00w 0gu og
ou outau teu 2l aut 2! oQudl

ulul}... (3.5)

Usando a solucao da equacéo 3.2 tem-se,
U+ @lu = U, + wiu, + a(u1 + w§u1)+ a’ (U‘z + w§u2)+... (3.6)

Com isso, igualam-se os dois lados das equacdes (3.4) e (3.6) para obter uma
equacao que deve ser satisfeita independentemente do valor de a. Para que seja
possivel, deve-se satisfazer ao seguinte conjunto de equacdes, que sao encontradas
de acordo com o grau de a.

0. ¢+ 2, _
ordema: U, +ayu, =0
1. 2
ordema : U +au, =9
a9 . . 99

I 2, _
ordem a”: u2+co0u2_aul+au1

(3.7)

Deve-se notar que o sistema de equacdes considerado é linear e pode ser
resolvido recursivamente e podemos considerar tantos termos da série quantos
sejam necessarios. A ordem 1 representa a oscilagdo do sistema linear equivalente

e as demais solugdes podem ser vistas como perturbacdes a esta solucéo.
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As condicdes iniciais do sistema,
(3.8)

sdo normalmente satisfeitas na aproximacgédo do zero, fazendo com que as demais
aproximacoes se anulem

U(O):uo(o) € U(O): '0(0)
1

u
u (0)=0 e u,(0)=0 (k= (3.9)

3.2 A Equagéo de Duffing

A equacdo de Duffing € usada para escrever a dindmica ndo linear de
sistemas elétricos e mecanicos, e recebeu esse nome em homenagem aos estudos
de G. Duffing na década de 1930. Esta equacgdo descreve uma série de fendmenos
fisicos importantes, dentre os quais deve-se destacar um circuito elétrico com uma
indutancia néo linear (DISTEFANO, 1979) e a viga de Moon e Holmes (MOON,
1992), que trata da flambagem de uma viga elastica devida a acdo de forcas
magnéticas (BERGER&NUNES Jr., 1997). A equacédo de Duffing pode representar
inclusive o movimento de um péndulo.

A equacao nao linear de Duffing pode ser expressa por:

U+u+su®=0 (3.10)

onde u(0)=x, e u(0)=%, sdo as condi¢des iniciais e ¢ representa uma medida da

forca de néo linearidade.
3.3 A Equacéo de Van der Pol

Varios problemas de vibra¢cdes com amortecimento néo linear séo modelados
dinamicamente pela equacéo de Van der Pol. A principal caracteristica dos sistemas
que permitem essa modelagem € a existéncia de um ciclo limite para suas trajetorias
de movimento. Independentemente da amplitude inicial de movimento desses
sistemas, o diagrama de fase sempre tende para uma Unica curva que corresponde

a solucao periddica quando o tempo tende ao infinito (Lima, 2008).
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A equacao diferencial ndo linear de Van der Pol é dada por:
X—a(1-x*)X+x=0 (3.11)
onde o termo a(l—xz) introduz um amortecimento que assume valores negativos

para pequenas amplitudes de movimento, e assume valores positivos para grandes
amplitudes de movimento.

Exemplos de sistemas que sao representados por esse modelo sdo sistemas
elétricos de realimentacdo (OGATA, 1998).
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CAPITULO IV

4. INTRODUCAO AO METODO DA EXPANSAO

4.1 O método da expansdao aplicado naresolu¢cdo de um sistema massa-

mola nao linear

equilibric
-} oscilagdo

Lfomenen

Figura 4.1- Sistema massa mola

Considerando-se a oscilagdo de uma massa sob uma mola n&o linear, com a
equacao do movimento definida por:
X+ @*X+x =0 (4.1)
com condicdes iniciais x(0)=A e x(0)=0.
Sabendo-se que x representa o0 deslocamento da massa em relacdo a
posicao de equilibrio, x(0)=A significa que no instante t=0, a posicao inicial da

massa é A, ou seja, a posi¢do inicial da massa no problema considerado é

exatamente a amplitude do movimento. Nessas condicbes x corresponde a
velocidade da massa, e X(O):O € a velocidade inicial da massa, que no problema

considerado sera igual a zero (BORGES, 2008)

O método de perturbacdo € aplicavel a problemas nos quais um pequeno
parametro a é associado ao termo nao linear da equacéo diferencial:

X+w'x+ax’ =0 (4.2)

A solucéo é constituida de termos de uma série do pardmetro de perturbacéo
a, sendo o resultado um desenvolvimento na vizinhanca da solugdo do problema
linearizado. Se a solucdo do problema tornado linear é periodica, e se a é pequeno,
espera-se que a solucéo perturbada seja peridédica também.
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Quando a é igual a zero, temos que a frequéncia de oscilagédo é a do sistema
linear, ou seja:

f.=1, = mX=-kx = X':—kx = X’+£x:0 = a)nz\/E
m m m

f, — forca resultante
onde: f, — forca elastica
o, — frequéncia natural

Devera ser procurada uma solucdo na forma de uma série infinita do
parametro de perturbacao a, da seguinte forma:

X=X (t)+ax (t)+a’%, (t)+... (4.3)

Sabe-se também que a frequéncia de oscilacdo néo-linear dependera da

amplitude de oscilagdo assim como de a. Esse fato sera também expressado em

termos de uma série em a como escrito abaixo:

o’ =} +aq, +a’a, +... (4.4)
onde os a; sdo por enquanto fungdes indefinidas da amplitude, e o € a frequéncia
das oscila¢des nao-lineares.

Considerando-se apenas o0s dois primeiros termos das equacodes 4.3 e 4.4

acima temos:
X =%, (t)+ax (t); (4.5)

Substituindo-se esses termos na equacao (4.2) teremos:
X+w’x+ax’ =0
K, +a%, + (0 —ac ) (%, +ax, ) +a(x, +ax) =0 (4.6)
K, +a%, + (0" —agy ) (% +ax ) +a(x; +3xcax +3x,a°x +a°% ) =0
Desenvolvendo e separando as poténcias de a obtemos:
X, +aX, + 0’ X, + @’ xa—aX,a—axa’ +xja+3x’xa’ +3x,xa’ +xa* =0 .7

Ko + "X, +a( %, + @' X — X, + X5 ) +a% (—ayx, +3x5%, ) +3x,x7a’ + xa’ =0

Considerando-se o parametro de perturbacbes a, poderia ter sido escolhido

arbitrariamente, os coeficientes das varias poténcias de a devem ser igualados a
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zero. Essa é a técnica de expansao e leva a equagdo a um sistema de equacdes
gue pode ser resolvido recursivamente (THOMSEN, 2003).

Separando as poténcias do parametro a temos:

a’ X, +w’x, =0
ali¥ +oix =X, — XS
a’:—a X +3x2x =0 (4.8)
a’:3x,x’ =0
a':x’=0

A solucdo da primeira equacdo estara sujeita as condi¢Bes iniciais da
equacdo linear, ou seja, x(0)=A e x(0)=0. Observa-se que a primeira equagéo é

uma equacao linear de segunda ordem homogénea. Para resolvé-la, seréo utilizados

raizes complexas da equacao caracteristica:

r’+w’ =0
2 2
r =—w
_ (4.9)
r=+v-w
r =twi

e a solugdo geral da equacdo serd x,=ce”+c,e ™, e escrevendo na forma
trigonométrica temos:

X, = C, (cos wt +isenawt )+ c, (cos wt —isenwt) (4.10)

Para encontrar as constantes c, e c,, deve-se aplicar as condigdes iniciais,

calcularmos a primeira e a segunda derivada da solugéo geral.

X, = C, (—wsenot +iwcos wt) + ¢, (—wsenwt —iwcos ot

. _ (4.11)
%, =, (~” cos ot —imsenat ) + ¢, (-o” cos wt +iw’senat
Aplicando a primeira condig&o inicial tem-se:
x(0)=A
X, (0)=c,(cos0+isen0)+c, (cos0—isen0) = A (4.12)
c,+C,=A

Aplicando a segunda condicéo inicial, tem-se:
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%, (0)=0

XOI(O) = f:l (—wsen0+iwcos0)+c, (—wsen0—iwcos0) =0 (4.13)
Clo—Clo=0

io(c,—c,)=0
: x L o : A
como wi#0, entdo c, =c,, e da primeira condi¢édo inicial, conclui-se que ¢, =c, =5
A solugéo geral da equagdo X, + X, =0 seréa:
A . A ,
X, ZE(COS ot + |sena)t)+5(cos wt —isenat)
A A. A A.
X, = —COS wt + —isenwt + —cos wt ——isenawt (4.14)
2 2 2 2
X, = Acos wt

A solucédo x, = Acoswt € chamada de solugéo geradora, pois para resolver as

proximas equacdes, necessita-se primeiramente da solucdo da primeira equacao.

Para resolver a segunda equacédo e encontrar x,, substitui-se x, no lado

direito da segunda equacgao do sistema.

X + 0% = o, — X, = X + 0% = a,Acos ot — A® cos® ot (4.15)
X X=X =X =% 1 =

- N . 3 1
Utilizando-se da relacg&o trigopnométrica cos® wt = ZCOS ot +Zc053cot , tem-se:

A3
X +@°X, = o, ACOos wt —% A® cos wt —Tcos3a)t
(4.16)

3
X +w°X :(al —%Aﬂcoswt—%cosf%a)t

Nesse ponto, nota-se que sera necessario resolver uma equacéao diferencial
. ~ R 3
linear de segunda ordem ndo homogénea, mas o0 termo (al—z AstOSa)t, forca a

solucdo para uma solucdo néo periddica, o que contradiz a condi¢do inicial de que a
~ . - . N - 3 3
solucdo devera ser periddica. Por isso, impde-se a condicdo de que al_ZA =0.
Assim ¢, como foi dito no inicio que seria alguma fung¢éo da amplitude A, tem o

valor determinado igual a %AB :
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. I~ 3 .3 . .
Assim, eliminando o termo al_ZA coswt, sera necessario resolver a

seguinte equacéo diferencial linear de segunda ordem ndo homogénea.

3
X'l+a)2X1=—ATCOSSa)t (4.17)
Para isso, serd utilizado o método dos coeficientes indeterminados. Como o
segundo membro da equacdo diferencial envolve uma fungéo trigopnomeétrica cos3wt,
suponha uma solucdo particular da forma x=Pcos3wt+Qsen3wt, da qual seréo
encontrados os coeficientes P e Q.
Derivando a solucéo particular em primeira e segunda ordem tem-se:

X = —-3wPsen3wt + 3wQ cos 3wt

. ) ) (4.18)
X =-9w"P cos 3wt — 9w Qsen3mt
Substituindo a equacéo (4.18) na equacgao (4.17) temos:
—90”P c0s 3wt — 9w’ Qsen3dwt + w® (P cos 3wt + Qsen3wt ) = —% cos 3wt
(4.19)

—8w*P c0s 3wt —8w*Qsen3wt = — % cos 3wt

Igualando os coeficientes dos termos com cosseno e seno de ambos 0S

membros da igualdade:

3
8P =-2 P:L2
4 32w

e (4.20)
—80°Q=0 = Q=0

Encontrados os coeficientes P e Q, tem-se a seguinte solugao particular:

3

X= cos 3wt (4.21)

2w°

Conforme o método dos coeficientes indeterminados, a solucéo geral
da equacdo ndo homogénea, sera a soma da solucdo geral da equacao associada
com a solugdo particular da ndo homogénea. A solucdo geral da equacéo
homogénea foi visto na resolucdo da primeira equacdo do sistema, da forma

c,senwt + ¢, cos wt . Portanto a solugdo geral para x, €:
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A3
X, = C;Senat + ¢, cos wt + vy cos 3wt (4.22)

Impondo as condig@es iniciais x (0)=x,(0)=0, determinam-se as constantes

¢, e c,. Primeiramente deve-se derivar x, e entdo substituir nas equacoes.

3

X, = C, COS wt —C,senmwt — sen3wt
1 2

% (0)=¢,=0

xl(O) ¢ +%:O (4.23)
A3

320

Nessas condi¢des a solugdo geral para x, é:

20°

c,=0ec,=-

3

32w°

E a solucéo geral da equacgéo do sistema massa mola sera:

X, = (cos3wt —cos wt) (4.24)

3

X = Acoswt +a (cos3wt —cos wt) (4.25)

2w°

Onde o valor de @ pode ser calculado utilizando-se de ¢, como segue:
o’ =0’ +aaq,

@’ =a)nz+a§A2
4

o = P [l+ 3aA2J (4.26)

4?

n

/ 3aA?
®=0,, |1+—;
4w,
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4.2 O método da expanséao aplicado naresolucédo de equacdes de Duffing e

Van der Pol

Considerando a equacdo (3.10) de Duffing com um pequeno parametro
= X+x+eax’ =0 e a equagéo (3.11) de Van der Pol = x—z(1-x")x+x=0,
podemos obter uma equagédo do movimento de um oscilador de Duffing - Van der
Pol com um amortecimento n&o linear

%+2y (1+ BX*) X+ &} (1+kx* ) x = F cos ot (4.27)
Considerando g e k como pequenos parametros, entao:

X+ 2yX+2ayxX° X+ i x +aw;x’ = F cos wt (4.28)
Sendo a um pequeno parametro pode-se fazer

X=X, +ax +....
X=X, +ax +.... (4.29)
X=X, +aX +....

Considerando os dois primeiros termos da equacgao (4.29) e substituindo na equacgao
(4.28) tem-se:

1°termo 2°termo 3°termo 4°termo 5°termo

(% +a%, ) +2y (%, +a% ) +2ay (X, +ax ) (% +a% ) +af (X, +ax ) +acm? (%, +ax )’ = F cos wt (4.30)
Desenvolvendo cada termo tem-se:
1°termo = X, +aX,
2°termo = 2yx,+2ayx
2ay (X +2ax,X, +a°x} ) (X, +a%, ) =
3°termo =1 = 2ay(x§>‘<0 +2aX X X, + a7 X X, +axc X, +2a% X X X, + a3xf>'<1)
=2ay X X, + 4y X X X, + 2%y X X, + 28y XX, + 4’y x x X +2a% y XX,
4° termo = @ X, +aml X,
5°termo = =aw.X; +3a°w x;x, +3°wix X +atwlx’
Substituindo os cinco termos na equacgao (4.30) e separando as poténcias de a
obtém-se:
(XO +2y %, + a)ozxo)+ a(>’<’1 + 2y % + 2y X% + WX + w§x§)+ a’ (4;/x0x1>'(0 +2yx +3x§x1)+ (4.31)
+a’ (2r X% + 4y XXX + 35 %X )+t (27 X% + g X)) = F cos et '

Considerando que o parametro de perturbacdo a poderia ter sido escolhido

39



arbitrariamente, os coeficientes das varias poténcias de a devem ser igualados a
zero. Essa € a técnica da expansao e transforma a equacéo (4.31) num sistema de

equacdes que podem ser resolvidas sucessivamente.

a’ %, +2y%, + X, = F cos ot (4.32)
al iR+ 2% + 2y X%, + ot X + X =0 (4.33)
a% Ay X XX, + 27X +3x>% =0 (4.34)
a1 2y XX, + Ay XX ¥ + 3w XX, =0 (4.35)
at: 2yxix +afx =0 (4.36)

A solucéo da primeira equagéo € linear ndo homogénea e sua solucéo geral (x,) € a
soma da solugdo homogénea (x,,) € da solucao particular (x,,). Assim a solucao
desta equacéao sera:

Xo = Xon + Xgp
A solucéo da homogénea ( x,,) pode ser encontrada da seguinte forma

m? +2ym+a; =0

A=4y’ —4a} =4(y* - ) (4.37)
. 2y + 2y’ -} m1=—7+\/72_0)§
= =
2 m, =~y —y’ - a;

Considerando os seguintes casos:
e Caso l: y*-a} =0=y = w, (criticamente amortecido)
Tem-se que m; = m; e a solugdo da homogénea é:

Xon =C€ 7 +C,te 7 =(c +Ct)e” (4.38)
e Caso2: y* -} >0=y > w, (superamortecido)
Tem-se que m; e m, sdo reais distintos a solugdo da homogénea é:

@l It 77}272,[
Xy, =Ce™ +c,e™ :cle( ol +cze( ol (4.39)

e Caso3: y*—w <0=y < w, (subamortecido)

Tem-se que m; e m, sdo complexas conjugadas, entao:
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m1=—7+i\/|72—w§| € mz:‘7‘i\/|72‘“’5|

Tendo como solugao:

ik i 22
Xy, =C,e™ +c,te™ =cle( ro e +cze( roifr e (4.40)
ou
2 2 2 2
X, =c1e‘7‘e'v‘7 %‘t+c2e‘7te et (4.41)

Pela férmula de Euler

X, = C,e7" oS, /|7/2 —w§|t +C,e 7" sin, /|;/2 —a)§|t (4.42)
Onde: C,=c,+c, e C,=i(c +¢,)
Agora como f (t)=F coset tem-se que a solucéo particular na forma

Xop = ACOS ot + Bsin ot (4.43)

e pelo método de parametros a determinar encontramos os coeficientes A e B.
Derivando (4.43) tem-se:

Xop = —Awsin ot + Bo cos ot (4.44)

X9, = —Aw’ cos wt — Bw’ sin ot (4.45)
Substituindo as equacgoes (4.43), (4.44) e (4.45) na equacao (4.32) tem-se:

—Aw’ cos wt — Bo’ sin wt + 2y (—Awsin ot + Bocos wt) + w; (Acoswt + Bsinwt) - F coswt =0

(—Aa)2+ZB;/a)+Aa)§—F)COSa)t+(—Ba)2—2A7/a)+Ba)§)Sina)t=0 (4.46)
Entéo:

(a)é—a)z)A+ZBya):F (a)g—a)z) 2y {A} [F}

= 1= (4.47)
—27a)A+(a)§—w2)B=0 2y (a)g—a)z) Bl |0

(a)g—a)z)F
2 2 - 2
m_ (0} -0") 20 H _ m_ (0t -0?) +4y°0? @.48)
B] —2yw (a)oz—a)z) 0 B] 2ywF .
_(a)g—a)z)2+4;/2w2_

Substituindo a equacéo (4.48) na equacgéao (4.43) tem-se que:
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2 2
w, —o° |F
Xgp = (@ - ) cos ot + 27/6'2)': sin ot
(a)g —a)z) +4y° 0’ (a)(f—a)z) +4y% 0’
Fazendo P = F a equacao (4.49) torna-se

(a)é -’ )2 +4y’w’

Xop = (a)g —a)Z)PCOSa)t + 2y@P sin ot

Para o caso y < m, (subamortecido) a solugéo geral é:
Xo = Xon + Xgp

onde

X, = C,e7" oS, /|;/2 —a)02|t +C,e 7" sin, /|;/2 —w§|t

tanﬁ:&:ﬂzarctan&
CZ CZ

C, =+C +C’ cos g

C,=4C +C}sinp

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

Como C; e C;, sdo constantes reais, a funcao cosseno é par e a fungéo seno é impar

podemos considerar C,,C, <0, entao:

C,=+C/+ClcospB e C,=—/C/+C’sinp

X, =+/C2+CZe 7 cos S cos, /|7/2 —w§|t —JCZ+CZe ™ sin Bsin, /|;/2 —a)§|t
X, = lclz L Ce (C03ﬂ0084/|7/2 —a>§| —sin Bsin |;/2 —w§|)

Xy, =+/C. +C2e7" cos(4 /|y2 —w§| +,B)

e
Xop = (a)(f _a,Z) i cos ot + 2rF sin ot
o 4y o’ +(a)§ —a)z) 4y’ 0’ +(a)02 —a)z)
2 2
tane = Yo = g =arctan o

2 2 2 2
Wy — @

)
2
o} — o’ =\/472w2 +(a)§ —a)z) cos ¢

2y = —\/47/2602 +(a)§ — o’ )2 sing
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sin gsin wt

Xop = 47/2a)2+(a)0—a)2) (cos&cosawt —singsin wt)
47%0* +(af —a?) F
xop—\/ 7/2 - ( : ) cos(wt+¢)

2 2 2 2)\?
=,/C/ +C’e y‘cos(4/|y2—a}§|+ﬂ)+\/47;0:((002 @ ) Fcos(a)t+g)

4y e +(a)0 —a)z)

X, = acos(1/|72 —a>§|t+,8)+ycos(a)t +¢)
Onde:
=C}+Cle ™

f =arctan S
C2

2
g:arctan( 2}/0) 2]
Wy — @

\/47/a)+a)§ co)z

4yv*w +(a)§ a)z)

Considerando x =, /|7/2 —-] |t +/ e y=owt+e temos:

X, = @ COS X + £ COS Y
X, =dcosx—aﬂl|y2 —m§|sin X— uosin'y
2 =(acosx+ucosy)’ = a?cos? X+ 24108 XCOS y + u° COS? Y
5 =(arcosx+ ucos y)3 = o® cos® X + 3 11€0S? X COS Y + a4’ COS X COS” Y +
+ 1 cos’ y
XX, = aa’ cos® X + 2cap1 COS* X COS Y + cua” COS X COS” Y —

—a31/|7/2 —w§| sin x cos? X—20¢2,u,/|7/2 —a)02|sin X COS X COS Y —
—ayz,”yz —a)02|sin XC0S® Y — ar’ e sin y cos® X —

—2ap’wCos Xsin ycos y — 1w cos’ y
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Substituindo a equacéo (4.66) na equacéao (4.33) tem-se:

X+ 2y X + @ X = =2 XX — O XS

X + 2y % + @ X, =—2yca’ cos® X — dycapr COS” X COS Y — 2yciu’ COS XCOS” y +

+2ya’, /|y2 —a)j| sin xcos® X + 4ya’ u, /|y2 —m§| Sin XCOS X COS Y +

+ 2yon” | /|;/2 —w§|sin XC0S® Yy + 2ya’ wsin y cos® X + (4.67)
+4ya’ @ cos xsin y cos Y + 2y’ wsin y cos’ y — wia’ cos® X —

— 30’ ua} cos® xcos y — 3o’ w} cos xcos’ y — u’wl cos’ y

1°termo 2°termo 3°termo
X + 2y % + @ X, =—2yca’ cos® X—4yaau cos® X Cos Y —2ycu’ COS X COS” Y+
4°termo 5°termo

sin 2xcos X +2ya’ i, /|y2 —a)02| sin 2xcos y+

6°termo

+;/a3,/|7/2 -}

7°termo

2yoyl’ /|y2 - a)§| sin xcos® y +2ya’ uwsin y cos® X+ (4.68)
8°termo 9°termo 10°termo

+2yai’ @ Cos Xsin 2y +yu’wsin 2y cos y —af o’ cos® x—
11°termo 12°termo 13°termo

—3a® paw? cos® xcos y —3au’ w? cos xcos’ y —ulwf cos’ y
Desenvolvendo os termos usando identidades trigopnomeétricas temos:

1° Termo

21 55

= —2yaa’ cos® X = -2yaa’ Gcos X +%cosij = —gydaz cos X—%ydaz C0s 3X (4.69)

2° Termo

71e91

41
= —4y0o COS” X COS Y = —Aycapi COS y (% + %cos 2xj =—2yaqCOS Yy —2ycoipi COS Yy COS 2X (4.70)

3° Termo

) ) 1 1 ) 2.2 ) 11.1e 131
= —2yau’ COS X COS” Y = —2yciu® COS X (E +cos ZyJ = —yciu® COS X —yciu” COS X COS 2

(4.71)
4° Termo
= +ya’, /|;/2 - w§| Sin 2xcos x = 17/0(3 |72 - a)§| (silhlx+ si?i%xj (4.72)
2
5° Termo

8.3

6.3
= +2ya’u ‘;/2 -wg\ sin2xcos y =y’ u, /‘yz -wg\ $in2xcos y++7a’ i, l‘yz —wj‘ sin2xcosy  (4.73)
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6° Termo

= +2yau’, /|y2 —w§|sin XC0S® y = Zya/f,/|y2 —a>§| sin X(%-{-%COS 2y] =

(4.74)
1.2 10.3 e 12.3
+yoyl’ /|7/2 —a)g|sin X+yol /|;/2 —w§| sin xcos2y
7° Termo
2 ; 2 2 ; 1.1
= +2ya” uwsin ycos® X = 2ya” uwsin y| —+—CoS2X | =
2 2 (4.75)
31 6.2e 82
+ya’ pwsin y +ya’ pwsin y cos 2x
8° Termo
. +2 5 . B , 10.2 . 5 12.2 .
yo @ CoS XSin 2y = yap“ @ cos XSin 2y+ yau“ @ cos Xsin 2y (4.76)
9° Termo
32 53
= +ylwsin 2ycosy:%y/¢3a)sin y+%yy3a)sin3y (4.77)
10° Termo
24 52
= —w}a’cos’ X = —ata’ [% COS X +%cos 3xj = -Ewgas cos x—%a}joﬁ c0s 3x (4.78)
11° Termo
2 2 2 2 9 1 1
= —3a” uw, C0S° XCOSY = —3a” uaw, COS'y E+§COS 2X | =
3 42 3 73e93 (479)
—Eazya}(f cos y—EaZ,ua)j COS Y COS 2X
12° Termo
2 2 2 2_2 1 1
= —3ou” @, COSXCOS” Yy = —3au” @, COS X E+50052y =
3 23 3 11.3e 133 (480)
—anza)oz oS X—anza)j COS X COS 2y
13° Termo
4.3 5.4
3 2 3 3 2 3 1 3 3 2 l 3 2
= —1’@, C0S” Y = —1° Zcosy+20053y :—Zy @, COS y—z,u @, C0S3Yy (4.81)

Os numeros acima de cada parcela de cada termo acima indicam para qual
termo e parcela foi apos a reordenacao. Exemplo: 4.3 significa que na reordenagéo

abaixo essa parcela esta na terceira parcela do quarto termo e vice - versa.
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Também foi necessario adicionar parcelas em alguns termos que foram
retirados em outros termos para néo alterar a equacéao
Reordenando, acrescentando e subtraindo as expressdes tém-se 0s seguintes
Nnovos termos:

1° Termo

41 6.1
1 501> 2] o 2 2 2] o
:>E;/a ,/|}/ — @y |SIN X+ yu 05,/|7/ — ;| sin X (4.82)

2° Termo

11 12.1 10.1
31

= —g yar® 6 COS X— i’ cos x—ga)gowzcox—%a)(foz3 COS X (4.83)

3° Termos

9.1
7.1

= yor’ o sin y+%}/,u3a)sin y (4.84)

4° Termo

111 131
2.1

= —2y6ia41COS y—ga)gaz 1£COS y—%wj 1°cosy (4.85)

5° Termo

4.2 10.2 9.2 13.2 12

1 3 2 2| ar 1 2 3 1 3 H 1 2. 3 1 2
:>Eya 1/|7/ —a)0|sm3x—zwoa cos3x+5yy a)sm3y—za)0y cos3y _Ema COS 3X (4.86)

adicdo 8 7.2 5.1
1 . 1 . .
6 = E;/aczywsm 2X COS y+5ya2,ua)sm y cos 2x+ ya uy |y - | sin 2xcos y+ (4.87)

adicdo 1
. 1 . .
+yatu, l|}/2 —a)02| sin y cos2x = E;/az,ua)sm (2x+y)+ya’u, [|7/2 —w§| sin(2x+y)

7° Termo

11.2
2.2 adicdo 2

= — yad1 COS 2X COS Y+ yarauSin 2Xsin y—%a)ozazy COS 2X COS Y+
(4.88)

adicéo 6

+%a)§a2,usin 2xsiny = —yaraypicos(2x+ y)—%wjazycos(2x+ y)

8° Termo
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subtragdo 8 72 5.2

1 . 1 . .
= —E;/azya)sm 2XCOS y+5ya2ywsm Yy COS 2X+ yor’ i |y2w§| sin 2xcos y—

subtragdo 1

. 1 . .
—ya2y1/|y2w§| sin y cos2x = —E}/az,ucosm(Zx— y)+yolu |;/2a)02|3|n(2x— y)

9° Termo
11.2
. 2.2 . subt.racao 2 . 3 ) 2
= — Y1 COS 2X COS Y— yaxcyy Sin 2Xsin y—zwoa JLCOS2XCOS y—

subtragdo 6

—%mjazysin 2xsin 'y = —yacp1cos (2x— y)—%mjazycos(Zx— y)

10° Termo

' 6.2
adicdo 4 8.1

. ; 1 .
= yau*Sin X oS 2y+ you’ @sin 2y cos XJFE;/;ﬂoz1 /‘;/2 —a)j‘ sin X Ccos 2y+

adicdo 5

+%7y2a4[ 7 —wg‘ sin2y cos x = yau’wsin (X + 2y)+%7y2a4/‘72 —a)g‘sin(x+2y)

11° Termo
32 adicéo 3 12.2
1 . 1 5. . . 3 5,
:>—§;/,u acosxc052y+§y,u asin xsin 2y—za)0ay COS XCOS 2Y+
adicéo 7

+%a)§a,u2 sinxsin2y = —%7;1262 COS(X+2y)—%a)§a,uz cos(x+2y)

12° Termo

shtracdo 4 8.2 62

2 . 2 .I 1 2 2 2| .-
= —yau oSINXCOS2Yy+ yau @sin 2ycosx+5yy a ‘7/ —coo‘sm XC0S2Yy—

subtracdo 5

—%7;12054[‘;/2 —a)oz‘sin 2yCcosX = —]/a,uzwsin(X—2y)+%7y2a1/‘72 —wg‘sin(X—Zy)

13° Termos
3.2 subtracéo 3 12.2
1 5. 1 ,. . . 3 5,
= _EW acosxcosZy—E;/y a sin xsin 2y—za)0ay COS XCOS2y—
subtracdo 7

—%a)ga,uz sinxsin2y = —%y;ﬂd cos(x—2y)—%a)§ay2 cos(x—2y)

Resultando em:

a7

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)



R +2y% + X = Eyaﬂ /|;/2 -af|+ ;/,uza,/|;/2 —a)oﬂsin X+[—%ya2d il —gwgayz —%wgaﬂcos X+

+ ;/azya)+%;/,u3w]sin y+{—Zyday—gwgazy—%wgys}cosy+%}/a34[|y2—w§|sin3x+
+ —%a)(faﬁ—%ydaz}cos3x+%yy3wsin3y—%a)§/¢30033y+
- (4.95)
+ %j/az,uaH}/az,u |;/2—w§|}sin(2x+y){—yaoky—%w(fazy}cos(zﬂy)+
+ —%)/azuaHyazy |y2a)§|}sin(2x—y){—yady—%a)jazu}cos(Zx—y)+
+- 2 1 5 22| |ai _1 2~_322
yopr ot pa |7/ a)0| sin(x+2y)+ SWa— aau cos(x+2y)+
i 2 1, 2 2| |ai 1 5. 3 2 2
Hrap ot pa |y —a)0| sin(x—2y)+ W= aau cos(x—2y)
Usando as simplificagfes trigonométricas abaixo
b, b, .
tand =— = ¢ =arctan— onde i=(12,3,...,8)
Ci Ci
b, =a,send, (4.96)

C, =a,coso
b,senx +c; cos x = —a,senxsend, +a, cos xcos 6, = a, cos(X+6),)

Na equacao (4.95) tem-se:
X, +2y% + wiX, =a,cos(X+6,)+a,cos(y+6,)+a,cos(3x+6;)+a,cos(3y+6,)+
+85C0S(2X+ Y +6, )+, 02X~y + 6, ) +a, cos (X + 2y +6, ) + (4.97)
+8,C08(X—2y+6,)

onde:

2 2
a = {726!2 |72 _w§|(%a2 +y2] +(—%7a2d—7y2d—%a)§ay2 —%a)(foﬂj ]

1 ’ 3 3 ’
a, = (}/az,uaway,usa)j +(—27day—aa)§a2y—za}§y3j :l

1
2

AL L 61 (1,1 LY
ag—zyab/ —a)o|+ —Za)oa —Ej/aa

1
2

1

1,6, 1 45612
a,=| =y e’ +—au
4 _47ﬂ 16 o M
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1

(1 2 3 ,, VP
E}/a 2w+ ya’ i |)/ a)0| + 7aau+za)oa,u

1 5 2 ? . 3 5, ’
E yal? po+ yo’ |7 —a)o| + ;/aa,u+za)oa 7,

1
2

1

2 2 ’ 1 2 - 3 2 2 ’
a, =|| yau a)+ y,ua |7 —a)0| + E;/,u a+za)oa,u

2 273
2 2 1 2 . 3 2 2
—you a)+ ;/,ua |7/ —a)0| + E;//J a+za)oau

1
5705\/7 -, +%U05\/7 wo

6, = arctan
2 3
—*CXO{ a——a)a ——a)a
27/ i’ 7@ 1’ 49
2 1 3
Yo o+ — vt @
0, = arctan 2
26 _§ 2 2 _§ 2.3
yoo zwoa;u 4500#
;7/05 |72 a)o|
0, = arctan 1
—Za)oa -—yaa
1.3
E%UCU
0, = arctan T
—Za)é/f
l 2 2 [ 2 2
0, = arctan 570! o s |7/ —a)o|
5_ . 3 2 2
—WOW—Z%“ H
1 2 2 2 2
0s = arctan _EW o s |y a)o|
o . 3 2 2
—Waﬂ—zwoa H
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muzmnga - j|
1,

. 3 2 2
—y A= ooy

0, = arctan

—ﬂwzmgyﬁa e

—Zyﬂzd—jwéaﬂz

Resolvendo a equacédo (4.97) pelo método da superposi¢do, obtemos:

6, = arctan

X =X, = Xp + Xp Fot Xpg (4.98)
onde X, € daforma x; = Acoswt +Bsin ot .
Pois, lembrando que:
a cos(é(t)j +¢9i): 8,c0s S (t), cosd, —a;sind(t) sing
=(a;cosd )coss(t). +(—a;sing)sin5(t)

j i

Onde:
sin 6, :L:&, cosé. & S e
JCZ+CZ & JCZ+CZ &

j=[1(%), 2(y), 3(3%), 4(3y), 5(2%+Y), 6(2x-Y), 7(%x+2y), 8(%-2y)]
entao:
a cos(&(t)j+6’i):Clsin5(t)j+C2 cosd (t),

Resolvendo para o caso geral temos:

Xy :Acosé(t)j +Bsin 5(t)j (4.99)

Xy =—Ad(t) sind(t), +BS(t), coss(t), (4.100)

%, =~A[5(t), | coss(t), ~B[ (1), ] sina (1), (4.101)
Substituindo em:

Xy +2yX + @)X =@, cos(é(t)i +9i) (4.102)

_A[S(t)jT cos§(t), - B[é’(t)stin 5(1), +2y(—A5(t)j sing (), +Ba(t), coss(t), )+ (4.103)

+o; (Acosé(t)j +Bsing(t) )= 3, cos(é(t)i +¢9i)

j
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(@ -8(1)")A+2/5(t)B =4 (@5 -8()")  28(1) m H
= 1= (4.104)
~278(t) A+ (@} ~8(1)°)B=0 -2r8(t)  (@f-s(t)) LB LO
B (w§—5j(t)2)ai
{A}{(a’g&(t)z) 275, (t) } '{ai} :{A}: (w§—5j(t)2)2+4y25j(t)2 (4.105)

B —258,(t) (@ -8, (1)) 28, (t)a,

(0 =6, (1) +4r%8,(t)

Parai=1 =a,x,.6 e j=1 =5(t) =x= |}/2—a)02|.

2 |2 2
1= (wo ‘}/ wo‘)ai cos(x+ i ‘y wo‘al sin(x+6,) (4.10)
P 2 |2 2\ 2,2 2 2 2
(5 -|* - ad]) +47°]r* -] ( y-at|) + 4yl
Parai=2 =a, X, 0 e j=2 =5(t),=y=
-—o’)a 2 |
Xpp = (wg(f);z )j)+)4;2w2 cos(y+6,)+ (o _wz/;:aj P sin(y+6,) (4.107)

Parai=3 =a,Xx;6, e j=3 =5(t),=3x=3 |y2—a)§|.

Xp3 = (w§—9‘722—a)§‘)a3 cos(3x+6, )+ R ‘}/2—605‘613

(a)o2 —9‘72 —a)OZD +36y° ‘7/2 —a)g‘ (a)g —9‘7/2 —a)g‘)z +36y° ‘)/2 —a)oz‘

sin(3x+6,) (4.108)

Parai=4 =a,,x,06,e j=4 :>5'(t)4:3y:3w_

(a)é -90° ) a,

X, = cos(3y+4,)+
" (w§—9w2)2+367/2a)2 ( 2 (w§—9w2)2+36y2a)2

6ywa,

sin(3y+6,) (4.109)

Parai=5 =a, X6, e j=5 =0(t), :2>‘<+y:21/|;/2—a)§|+a).
|:a) (21/|7/2—a)0 +w :l

~COS(2X+y+6;)+

(4.110)

—sin(2x+y+6;)
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Para i=6 =a,x,.0, e j=6 =J(t),=2k-y=2)*-f|-0.
|:a)§—(2 |7/2—a)§|—a))2:|a6

Xpe = ~COS(2X—y +6,)+

6
i |:a)02—(2 |7/2—w§|—a))2:|2+4y2(24/|y2—a)02|—a))

+ —sin(2x—y+6,)

|:a)§—(2 |72—a)02|—a))2:| +47/2(2 |;/2— lf|—a))

Parai=7 =a;,x,.6,e j=7 =5(t), =x+2y= /|7/2—a)§|+2a).

ol e+ 20 |
el 2o | eart (el 20f
2;/(M+ 2a))2 a,
ot (il 2ef o (il +20)

cos(x+2y+6,)+

. sin(x+2y+86,)

2

Para i=8 =a,%,.6, e j=8 =35(t),=x-2y=[y"-c}|-20.

|5~ (=] -20) |a
- l:a)g —( |72 —a)02| —2w)2:|2 +4;/2( |7/2 —a)g|2—a))

27( |r? — | —201)2618

o8 (7=t -2o) [ o (7 =od]-20)

—COS(X—2y+6;)+

+ —sin(x—2y+6,)

Substituindo na equacéo (4.98) tem-se que
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2 |2 2 2 2
X, = (a)o |7/Z a)0|)a1 cos(x+6,)+ 27 |72 a)0|a1 sin(x+6,)+
(03 -|r*-2) +47°[y* - ] (@} -|r*-2) +47°]y* -]
(a)g _wz)az 2ywa. .
0, : 6,
(a)j—a)z)2+4;/2a)2 oy 2)+(a)§—w2)2+47/2a)2 in(y+a)+
(@5 -9]7° )2, 67y — @32,

cos(3x+6,)+

in(3x+6,
(w§—9|72—w§|)2+367/2|72—a)02| Sm( . 3)+

(a)oz —9(02)a4

(wg -90° )2 +367°0°

(wg —9|)/2 —w§|)2 +36y° |7/2 —a)02|

6ywa,
(a)g -90° )2 +36y %0’

{wg—(z /|y2_a)§|+a))2}a5
+
{a)oz—(2J|}/2—a)(f|+a))2}2+472(21l|}/2—a)§|+a))2
2;/(2,[|72—a)§|+a))2 a,
{wg—(2J|yz—w§|+a))2}2+472(21l|}/2—w§|+a))2
{wj—(&”yz—a}ﬂ—a))z}as
+
{wg—(&”yz—a)ﬂ—a))z}z+4}/2(2J|72—a)§|—a))2
2y(21[|y2—a)§|—a))2 ag
{wg—(2J|7/2—a)02|—a))2T+472(24[|72—a)§|—a))2
{wj_( [|72_a)§|+20))2}a7
+
{wg_( l|72_a)02|+2a))2}2+4},2( [|y2_a)§|+2w)2
2}/(1/|72—a)§|+20))2 a,
+
{wg_( [|72_a)02|+2a))2}2+47,2( /|7/2—a)§|+2“’)2
{wg_( /|yz_wg|—2ao)2};18
+
{wg—(,[|72—a)02|—20))2}2+472(,[|72—a)§|2—a))2
27(\/|72 -af|- 2@)2 3
[a)g—(,/|72—a)g|—2a))2}2+472(4/|;/2—a)§|—2(0)2

cos(3y +4,) + sin(3y+6,)+

Cos(2x+y+6;)+

+

sin(2x+y+6;)+

cos(2x—y+6;)+

+

sin(2x—y+6;)+

CoS(X+2y+6, )+

sin(x+2y+6,)+

(4.114)

CoS(X—2y+6,)+

+

sin(x—2y+6,)
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CAPITULO V

5. SOLUCOES NUMERICAS DE EQUACOES DO 22 E 32 GRAUS

O objetivo deste capitulo € apresentar aplicacdes no ensino basico, das
técnicas mostradas anteriormente. Neste sentido, procurou-se encontrar solu¢des

para equacgdes algébricas a partir das técnicas de perturbacéo.

5.1 Conceitos basicos

A matematica tem sido cada vez mais utilizada pelo homem para criacdo de
modelos de situacao reais nas diversas areas do conhecimento, para que se possa
com dados do passado e presente prever o que pode ocorrer no futuro, tdo
importantes para a sociedade, negocios e governos.

No ensino basico, geralmente o estudo da matematica é feito através de
formulas diretas para resolver equagfes do primeiro e segundo graus bem como, até
alguns casos do terceiro grau, esses, minimamente, abordado.

Muito se pergunta sobre formulas de resolugédo de equacdes de grau igual ou
superior a trés e, que neste caso, existem algumas técnicas para se determinar as
raizes como, por exemplo, a relacdes entre coeficientes e raizes (relagbes de
Girard), propriedades das raizes complexas, teoria das raizes reais e racionais,
teorema de Bolzano.

Neste contexto sera mostrada a importancia do estudo de outros métodos
para se determinar as raizes e, dentre eles, o método de perturbacao.

O objetivo é mostrar que os métodos de perturbagcdo podem resolver
algebricamente essas equacdes e, apesar de parecer complexo, podem ser

aplicados no ensino basico.
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5.2 Meétodos de resolucéo de algumas equacdes

Nas equacdes de primeiro e segundo graus ndo serdo demonstradas as
técnicas classicas de resolucéo.

Durante quase trés mil anos, buscou-se encontrar um método para solucionar
problemas que envolviam equagdes do terceiro grau. Primeiramente, a deducdo do
método para equacdes do tipo x*+ px+q=0 foi feita pelo matematico Scipione del
Ferro em 1505, mas nunca se publicou sua descoberta (LIMA, 1991).

Antdnio Maria Fiore, um dos discipulos de Scipione no intuito de adquirir
reconhecimento, desafiou Niccol6 Tartaglia (1499-1557) para um duelo intelectual,
muito comum na época. Tartaglia acabou descobrindo um método para resolucéo
das equacgbes do tipo x*+ px+q=0 e x’+px’+q=0 a qual Fiore desconhecia
(LIMA, 1991)..

Girolamo Cardano (1501-1576) com ajuda de seu discipulo Ludovico Ferrari
conseguiu uma prova para a regra dada por Tartaglia e mostrou um método para
resolucdo de equacdes do tipo ax®+bx*+cx+d =0, a=0 (LIMA, 1991)..

O estudo se voltara neste momento para a apresentagdo do meétodo de
Cardano.

Considerando a equacgdo ax®+bx*+cx+d =0, a=0.

Inicialmente vamos dividir a equacéo pelo coeficiente a;

x3+9x2+£x+g=0, a0 (5.1)
a a a

Como este procedimento é sempre possivel, entdo podemos considerar as
equacdes do tipo,

x> +ax’ +bx+c=0 (5.2)

a . 2 .
Fazendo x = y-7 para eliminar o termo x* tem-se:

3 2
a a a
(y 3j+(y 3j+(y 3j+ &)
2 3 3
y3—3y2%+3y%—%+ay2—%azy+%+by—%b+c=0 (5.4)
2 3 3
S S VO (R M P 5.5
y [ 3 jy ( 2719 3 &9
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vy +py+q=0 (5.6)

o, al 2a° ab
onde:b-—=pe ———+cCc=q
3 27 3

Fazendo y =u+v obtém:
y? =0+ v +3uPv+3uv? =u® +v* +3uv(u+v) =u’ +Vv° +3uvy (5.7)
y3—3uvy—(u3+v3)=0 (5.8)

Comparando as equacdes 5.8 com 5.6 tem-se:

= _p_3 (5.9)
27
Considerando u® e v* como sendo as solucées da equacéo, equivale a

resolver uma equagéo do segundo grau da forma:

3 2 3 W1:u3:_%+\fq7 57
W +pw—p—:0 = W:—ﬂi1/q—+p— = (5.10)
27 2 4 27 q qz p
W, =V =———, [
2 4 27
2 3 2 3
N PR I 611
2 4 27 2 4 27
Obtendo a férmula de Cardano - Tartaglia para resolugdo de equacdes do terceiro
grau.
2 3 2 3
RN K K 6.2
2 4 27 2 4 27

Observe que a formula, diferentemente da de Baskara, fornece apenas uma

3
raiz da equagéo (5.6). O termo A=q7+§—7 € o discriminante da equagédo e tem

como funcéo de informar o tipo de solucdo que a equacao terd. Para encontrar as

outras raizes basta dividir o polindmio y®+ py+q pelo mondmio (y— y'), resultando

num quociente do segundo grau e resolvé-lo.
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5.3 Aplicagdes - resolugcéo de equacgdes

Apresentamos a seguir exemplos de equacdes do segundo e terceiro graus,
utilizando o método da expansdo para determinarmos as raizes a fim de

compararmos com as raizes determinadas pelas formulas de resolugéo.

5.3.1 Equacao do segundo grau

Partiremos de uma equacgéao do segundo grau contendo o parametro ¢.
x> +ex-1=0 (5.13)
N . —st\e?+4 & / g
Onde as solucdes serao: x :f = X= _Ei 1+T

Para ¢ pequeno, podemos expandir esta solucdo na série de poténcias e essa
expans&o é convergente quando |¢|<2.

Utilizando o método da expansado, devemos fixar ¢. Fixando ¢=0 cujas
raizes ndo perturbadas sdo x=+1, faremos a expansdo de uma dessas raizes, por
exemplo, x=1 e a partir disso supde que a solucdo passa a ser expressa pela
expansao;

X(&)=1+eX +&%, + &% +&'X, +..... (5.14)
Onde: X (i =12,3,4,..., n) séo os coeficientes a serem determinados

Truncando a expansao até o quinto termo e substituindo em 5.13 temos:
(1+ X +&°%, +&°X, +€4X4)2 +g(1+ eX +&E°X, +&°X, +e4x4)—1: 0
(L+ex +£%X, )2 +2(L+ X, +8°%, ) (6% + &%, )+ (%% + ,s“x4)2 +
+e+eX + &%, + &', +£°%, —-1=0 (5.15)
1+ 26X, +&° X +26°X, + 26X, +28°X X, + 26" X X, + X2 + 26X, X, +
+&°XC + 26X, + 26X X, + 28°X,X, + 2 XX, + E°X; + £+ XX + %X, +
+e*x, +&°%,-1=0

Considerando que o parametro de perturbacdo ¢ poderia ter sido escolhido
arbitrariamente, os coeficientes das varias poténcias de ¢ devem ser igualados a
zero. Essa € a técnica da expansao e transforma a equacao (5.15) num sistema de

equacdes que podem ser resolvidas sucessivamente.
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£ :2x1+1:0:>x1:—%

1
X +2%,+x =0 X, ==
8 (5.16)
12X +2XX, + X, =0= %, =0
4, 2 — - 1
EN XXX +2X, + X =0 X, =——
128
A solucdo sera:
1 1 1
X=1l-Zg+=¢° ——g4+0(56) (5.17)
2 8 128
Tabela comparativa com alguns valores de ¢.
Valor aproximado Valor real Diferenca
£, gt & e A g
= St o T, ——+,/1+— -
- X 2" g 128 > 4 Va-Vr
1,00000 0,617187500000000000 | 0,618033988749895000 | 0,000846488749894903
0,10000 0,951242187500000000 | 0,951249219725039000 | 0,000007032225039394
0,01000 0,995012492187500000 | 0,995012499921876000 | 0,000000007734376029
0,00100 0,999500124992188000 | 0,999500124999992000 | 0,000000000007804646
0,00010 0,999950001249992000 | 0,999950001250000000 | 0,000000000000007661
0,00001 0,999995000012500000 | 0,999995000012500000 | 0,000000000000000000
0,00000 1,000000000000000000 | 1,000000000000000000 | 0,000000000000000000

Observe que quanto menor 0 ¢ mais préximo o valor aproximado sera igual
ao valor real em funcdo do niumero de casas decimais que se queira.

Vale lembrar que com frequéncia o esfor¢co computacional dispendido nesses
pequenos somatorios € muito menor que o esforco computacional para obtencédo da
solucgao.

5.3.2 Equacao do terceiro grau

Partiremos de uma equagéao do terceiro grau contendo o parametro ¢.

x> +ex-1=0 (5.18)

2 3 3
Entdo: p=c e q=-1 = A=q_+p_=1 Z_
4 21 4

&£
27
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3 3
A solugéo sera: y:u+v:§/£+ £+5_+i/1_ 1.8
2 4 27 2 4 27

Novamente utilizando o método da expansao, devemos fixar ¢. Fixando ¢£=0
cujas raizes néo perturbadas é x =1, faremos a expansao pela expressao:

X(&)=1+eX +&%, + % + &%, +..... (5.19)
Onde: x (i=1,2,3,4,...,n) sdo os coeficientes a serem determinados

Truncando a expansdo até o quarto termo e substituindo na equacao 5.18
tem-se:
(1+ex +£7X, +g3x3)3 +e(l+ex +6°%,+£°%)-1=0
[(1+ £X, )+ (52X2 +&°X, )T +e+a X+, +e'% -1=0
(1+ex) +3(1+ex)’ (gzx2 + g3x3)+3(1+ gxl)(gzx2 + g3x3)2 +
+(<’32x2 +(93x3)3 te+e’x +&%, +&'%,-1=0
1+3ex, +36°X +&°% +3(1+ 2ex, +gzxf)(gzx2 +g3x3)+
+3(1+ gxl)(g“xzz +2&°%,%, +&°%; ) +&°% +3e" X2 X, + 3%, %2 + (5.20)
+e" % +e+ X + %X, +&'%,—1=0
1+3ex, +38°%7 +&°% + 37X, + 3%, + 6°X X, +6& X X, +
+3e* X X, +38 XX, + 36" X2 + 68 X, X, +3e°XC + 3 X, X] +
+6°X, X, X, + 38 X X5 +£°% + 3 XX, + 3%, X2 + 7% +
+e+eX +E%, +e*%,—1=0
Considerando que o parametro de perturbacdo & poderia ter sido escolhido
arbitrariamente, os coeficientes das varias poténcias de ¢ devem ser igualados a
zero. Essa € a técnica da expansao e transforma a equacao (5.20) num sistema de
equacdes que podem ser resolvidas sucessivamente.
3% +1=0= X, :—%
g3 +3X,+% =0=>X%,=0 (5.21)

53:Xf+3x3+6x1x2+x2:0:>x3:é

A solucdo sera:
o1 1 5
X=l-Ze+ e +0(¢&°) (5.22)
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Tabela comparativa com alguns valores de ¢.

Valor aproximado Valor real Diferenca
X= e & 3 3
l_§+a i/i_{_ i_{_g_ +i/£_ 14_6_ Vr - Va

&= 2 4 27 2 \4 27
1,00000 | 0,679012345679012000 0,682327803828019000 0,003315458149006910
0,10000 | 0,966679012345679000 0,951249219725039000 -0,015429792620639700
0,01000 | 0,996666679012346000 0,995012499921876000 -0,001654179090469720
0,00100 | 0,999666666679012000 0,999500124999992000 -0,000166541679020193
0,00010 | 0,999966666666679000 0,999950001250000000 -0,000016665416679107
0,00001 | 0,999996666666667000 0,999995000012500000 -0,000001666654166677
0,00000 | 1,000000000000000000 1,000000000000000000 0,000000000000000000

Novamente observamos que quanto menor 0 & mais proximo o valor

aproximado sera igual ao valor real em fungdo do nimero de casas decimais que se

gueira.
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CAPITULO VI

6. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

6.1 Conclusdes

Com este trabalho, procurou-se apresentar uma sintese dos aspectos
fundamentais que envolvem os sistemas néo lineares, servindo de embasamento
para um estudo mais aprofundado de sistemas deste tipo.

Na parte referente a reviséo bibliografica, procurou-se mostrar uma introducao
dos conceitos fundamentais da dinamica n&o linear como espago de fase,
estabilidade, linearizacdo, ponto de equilibrio e linearizacdo em torno de um ponto
de equilibrio. Tais aspectos, apesar de complexos, sdo abordados para servir de
introducdo ao emprego das técnicas nos capitulos subsequentes.

Neste trabalho, com o intuito de expor o contetdo, estuda-se a equacao do
movimento que descreve um oscilador de Duffing — Van der Pol com amortecimento
nao linear, e em virtude das dificuldades encontradas na busca de uma solucéo
analitica exata para equacdes nédo lineares, procura-se uma solucdo aproximada
com o auxilio do método de perturbacdo conhecida como método da expansao.

Para que a andlise do sistema estudado pudesse ser realizada através de
uma abordagem analitica, consideraram-se as ndo linearidades como sendo
pequenas. Desta forma estas néo linearidades foram tratadas como uma
perturbacdo em relagdo a um sistema linear, através de séries de poténcias
relativamente a um pequeno parametro a.

Procurou-se mostrar também que € uma aplicacdo viavel para determinar as
raizes aproximadas de equacdes algébricas de segundo e terceiro graus, atravées de
um somatério de uma série de termos, nos quais nao existem férmulas para essas
equaclOes, e em parte satisfazendo as curiosidades de alunos da educacao basica
guando se estudam polindmios e varios métodos de resolu¢des, mas sempre com

algumas informagdes adicionais a respeito das raizes.
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6.2 Perspectivas de trabalhos futuros

Pode-se dar sequéncia ao trabalho, estudando outros métodos de
perturbacdo mais complexos e que podem vir a contribuir bastante com a solugéao de
equacOes algébricas. Nesse sentido pode-se estudar esses métodos e comparar
seus resultados com o método empregado neste trabalho para varios tipos de
fungBes, visando ter uma ferramenta eficiente para se obter raizes de equacdes que

talvez ndo seria possivel de se encontrar com os métodos tradicionais.
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ANEXO |
Desenvolvimento de algumas relagfes trigonométricas

— N N . 1
A primeira relac&o utilizada na equagéo 4.16 é: cos’ wt = %cos wt +Zc033a)t

3 cosx+ 2 cos3x = 1(3005 X+C0s3X) = 1[?Jcos X+c0s(2x+X) |

4 4 4 4

= %(3cosx+cos 2X€0S X —sin2xsinx) = %[3cosx+(cos2 X — sinzx)cos X — 2sin°x cos x]
= %(3cosx+cos3 X—sin’Xcos X — 25in°X COS X ) = %(3(:03 X+c0s’ X —3sin°x cos x)

1 .
= —[3005x+cos3 x—3(1—sm2x)cos x} = 1(3cos X +c0s® x —3cos x + 3cos® x) =cos® x
4 4
- . . L. 1, . ]
A segunda relacéo utilizada na equagao 4.72 é: sin 2X oS X =E(sm X +Sin 3x)

%(sin X+sin3x) = [sin X +sin(2x+ x)] = %(sin X +5in 2X c0s X +5sin X oS 2X)

_1r - : 2 21y : 2 : 2 .3
=5 sin X + 2sin X cos X cos X +sin x (cos? x — sen x) _E(S|nx+25mxcos X +sin X cos? X —sin x)

:%(sin X +3sin x cos® x —sin® x) :Si%(h 3cos? X —sin? x) =Si%[l+ 3(1—sin2 x)—sin2 x]

_Sinx X(1+3—4sin2 X) = 2sin x(1-sin’ x) = 2sin xcos” x = sin2x cos X
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