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Resumo: Exponencial de matrizes € o conceito central da teoria de equagdes lineares (CLAUS;
LOPES, 2007). O trabalho aborda aspectos importantes da fun¢do exponencial, o interessante
nimero e, além de explorar aspectos fundamentais das matrizes passando por autovalores e
autovetores de forma objetiva. O principal intuito € tornar a leitura simples e agradavel, de tal
forma que um estudante do ensino médio consiga ler e entender os principais conceitos aqui
apresentados da exponencial de matrizes.
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1 INTRODUCAO

Calcular funcdes de matrizes € um dos problemas centrais da teoria de equagdes lineares.
A fim de tratar este tema, veremos as preliminares que iniciam com a fun¢do exponencial e suas
propriedades. Logo apds, veremos o nimero e para entendermos melhor a fun¢io exponencial
nessa base, pouco trabalhada no Ensino Médio. Finalizaremos essa parte com a caracterizagdo da
fungdo exponencial. Ainda nas preliminares, passaremos pelas matrizes, dando um breve enfoque
a alguns tipos, em especial a Matriz Inversa. Tendo em vista uma maior consisténcia ao estudo
das exponenciais de matrizes, veremos, logo em seguida, os autovalores e os autovetores de
uma matriz e, finalmente, passaremos a parte principal do nosso estudo que sdo as exponenciais
matriciais.
A exponencial, do ponto de vista das matrizes, € uma funcdo (CLAUS; LOPES, 2007) matricial
definida no conjunto das matrizes quadradas e possui propriedades semelhantes a da funcdo ex-
ponencial definida nos niimeros reais (ou complexos), além de permitir um tratamento unificado
dos sistemas de equagdes diferenciais lineares, sem cair em indmeros casos.
Este trabalho tem como finalidade fazer uma abordagem da fun¢@o exponencial, das matrizes e
das exponenciais matriciais, com suas respectivas propriedades, visando uma constru¢do qualita-
tiva.
Uma das técnicas matemadticas eficientes na resolu¢do de uma equagao diferencial, veja (SOTO-
MAYOR, 1979), consiste no célculo da matriz e* onde A é uma matriz de ordem n.
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2 PRELIMINARES

2.1

A Fungéo Exponencial

Seja a um numero real positivo e diferente de 1. A fung@o exponencial de base a, definida

por f : R — R* ,onde f(z) = a* , tem as seguintes propriedades:

)
ii)

1i1)

a®.a¥ = a*tv
a' = a, para todo a real;

r<y=a*<a’paraa>lexr<y=a®>a’paral <a <1

Vamos observar o caso 1

f(z+vy) = f(z).f(y), f ndo pode assumir o valor zero, a menos que seja identicamente
nula, pois, se existir algum x real tal que f(z¢) = 0, entdo para todo x real teremos
f(z) = f(xo+(x—x0)) = f(z0).f(x—20) = 0.f(x—2) = 0,logo f serd identicamente
nula.

Note que se f : R — R tem a propriedade i) e ndo € identicamente nula, entdo f(z) > 0
para todo z real, pois

ro=1(5+3)=1(3) ()=l >0

Desta forma, tanto faz dizer que o contradominio de f é R ou R". A diferenga é que
se tomarmos o contradominio R*, a fungdo serd sobrejetiva. De fato, se uma func¢io
f : R — R" possui as propriedades i) e ii), entdo para todo nimero natural n tem-se que:

fn)=fQ+1+---+1)=f1).f(1)...f(1) =a.a...a=a".

n  parcelas

Sejar =", com n €N, deve-seter f(r)=a" = Ja™.

Assim f(r) = a”, é a tnica fun¢do f : Q — R, tal que f(r +s) = f(r).f(s), para
quaisquer 7, s € Q.

Pela propriedade iii), temos que a fung¢do exponencial serd crescente quando a > 0 e
decrescente quando 0 < a < 1.

Com isso resultard que existe uma dnica forma de definir o valor de f(x) = a” quando x é
irracional.Sendo assim, a” tem a seguinte propriedade:

Vamos supor a > 1.

Ser<x<s com m,née Q= a <a” < a®, ouseja, a® é o nimero real cujas
aproximagdes por faltasdoa”, com r <z, r € Qe cujasaproximacdes por excesso
saoa®, com xz<s, s€Q.

Portanto, quando x € irracional, a® € o tinico nimero real cujas aproximagdes por falta sdo
as poténcias de a”, com 7 racional menor do que x e cujas aproximagdes por excesso sao
as poténcias de a®, com s racional maior do que z.

A fungdo f : R — R™, definida por f(x) = a®, € ilimitada superiormente. Se a > 1, entéo
a” cresce sem limites quando = > 0 e tende a valores muito grandes (4+00); € quando
0<a<1, a"também cresce sem limites quando = tende a menos infinito (—o0).



v) A funcgdo exponencial é continua. De fato, dado zy, € R, podemos tornar a diferenca
la® — a™| tdo pequena quanto desejarmos, desde que = seja tomado suficientemente
proximo de xg, ou seja,

lim a” = a™.
Tr—xQ

Facamos = xg + h, logo h = x — x, dai podemos escrever |a* — a®| = a*|a" — 1],

e tomando h suficientemente préximo de zero, temos que a" = 1, [a" — 1| = 0, logo

la® — a™| = 0, ou seja,

o

lim [a® —a™| =0= lim ¢" =a
T—xT0 T—T0

vi) A fung¢do exponencial f : R — R, f(z) =a®, a # 1é sobrejetiva.

Todo numero real positivo € uma poténcia de a, ou seja, para todo nimero real positivo
b (b > 0), existe algum x real tal que a® = b.

Figura 1 — Gréfico da fun¢do Exponencial

fo) = @
(0<a<1)

Fonte: Elon et al (2006)

2.2 A Funcéo Exponencial na Base e

O Numero e

Atribui-se a John Napier a descoberta® do nimero e. E um ndmero irracional e surge
.. . ~ . n
como limite, para valores muito grandes de n, da sequéncia x,, = (1 + %) — e.

Representa-se e por 2, 7182818284590452353602874..., isto é, um nimero irracional
transcendente, assim como 7. A férmula de Euler, equacio (1), relaciona de forma elegante estes
dois nimeros irracionais tao famosos.

e = cosx +isenx, fazendo x =m, temos e = —1. (1)

O simbolo e foi usado por Euler em 1739. No século XVII Leibniz representava-o por b.
A designacdo deste nimero e por Euler conserva-se como homenagem a este matematico”.
O ndmero 7 (pi) apareceu no cdlculo da drea e do perimetro do circulo. O niimero e aparece na

Veja em www.http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm17/numeroe.htm

4 Veja em www.http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm17/numeroe.htm



resolugdo de equacgdes em que as incégnitas aparecem em expoente. O niimero e é importante em
quase todas as dreas do conhecimento: economia, engenharia, biologia, sociologia, entre vérias
outras. O e € o Unico nimero positivo superior a 1 cuja regido indicada, Figura 2, corresponde a
uma unidade de area.

Figura 2 — Area sob o grafico da curva 1/x, de 1 até e.

15

=05 0 05 1 15 2 25 e 3 35 z

-0.5

Fonte: Elon et al (2006)

1 n
Teorema 1 O limite lim (1 + —) existe e estd compreendido entre 2 e 3.
n

n—oo

Demonstracao: O teorema decompde-se em duas partes:

1 n
I. O limite lim (1 + —) existe.
n

n—oo

n—oo

. . \" oo
Provaremos que a sequéncia U,, = lim <1 + — ] ¢éde termos positivos e crescentes. De fato,
n

qualquer que seja n inteiro e positivo, U,, € uma poténcia de base positiva, portanto, também
positiva. Vamos demonstrar que U, é crescente, desenvolvendo o termo geral segundo a férmula
do bindmio de Newton:

1\" I nn-1)1 nn—1)(n-2)...21 1
U =(14+4-) =14n-+22— D2, —
( +n> +nn+ 1.2 n+ * 1.23...n n"

B In 1nn-1) 1 nnh-1)(n-2) 1 nln=1)(n—2)...2.1

B Wn 2" n? 3! n3 ool n" ’

ou ainda,

ADE N )



Note que:

U >4+ (1= 3) 45 1-3) A=)+ 4ty —5) (1-2) ... (1-22).

n n

Observe que o segundo membro da desigualdade é U,,_;. Dessa forma, concluimos que U,,_y < U,
Vn € Z*, logo a sequéncia € crescente.

Demonstraremos agora que a sequéncia € limitada superiormente.
Da igualdade (2), temos que (1 — —) < 1, para todo n > 1. Por outro lado, temos:

1\" 1 1 1
U,=11+—-) <1l4+—+—=+4+...+—. 3)
n 1! 2l n!

Como n! > 2" ! paratodon € N, n > 3, entdo:

1 1 1
U, <1+1 — —
tltg+ g+t o
ou ainda, podemos perceber que S, = 1+ 1 + % + ...
geométrica de razio %, logo:
1
Portanto,
1\" 1
U, =|1+—-) <1+85,<1+2—-—<3.
n 2n—1

Entdo, a sequéncia U,, = (1 + %)n € crescente e limitada superiormete; logo, tem limite finito.

n—oo

1 n
IL. O limite lim (1 + —) estd compreendido entre 2 e 3.
n

De fato, sabemos que U, = (1+ 1)" > 1+ 4 = 2, portanto:

lim ( )

Tem-se entao:

como queriamos demonstrar. |
A funcdo exponencial x — e”, de base e pode ser definida como

f(x) =¢e" = lim <1 + %)n,

T—00

conforme (LIMA et al., 2006).



2.3 Caracterizacao da Fungcao Exponencial

Teorema 2 Seja f : R — R™ uma fungdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente).
As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. f(nz) = f(x)" paratodon € Z e todo x € R;
2. f(z) =a" paratodo x € R, onde a = f(1);

3. flx+y) = f(x).f(y) para quaisquer z,y € R.

Demonstracao: Vamos provar que (1) = (2) = (3) = (1).

Para mostrar que (1) = (2), observamos inicialmente que a hipdtese (1) nos diz que para todo
nimero racional 7 = ™, commen € Zen # 0, tem-se f(rx) = f(x)" paratodor € Q. De
fato, sendo r = % = m = nr, podemos escrever:

flre)" = f(nra) = f(mz) = f(2)™, logo f(rz) = f(z)" = f(z)".

Fazendo f(1) = a, teremos f(r) = f(r.1) = f(1)" = a", para todo r € Q. Para completar a
demonstragdo de que (1) = (2), suponhamos que f seja crescente, logo 1 = f(0) < f(1) =
Admitamos, por absurdo, que exista um z € R, tal que f(x) # a”. Digamos, por exemplo, que
f(z) < a®, entdo existe um nimero racional r tal que f(z) < a” < a®, ou seja, f(z) < f(r) <
a®. Como f & crescente, tendo f(x) < f(r), concluimos que < r. Por outro lado, temos
também a” < a”, logo r < x. Esta contradi¢do completa a prova de que(1) = (2).

Se x € irracional, tem-se:

x=limr, =1, r, €Q,
n—oo

logo pela continuidade de f, deve ser

fla) = lim () = lim o ="

Agora veremos que (2) = (3), de fato, f(z) = a”, entdo f(z+y) = a™¥ = a”.a¥ = f(z).f(y)
Para finalizar, vamos provar que (3) = (1), realmente observe que f(z +y) = f(x).f(y), dai
temos que f(nz) = f(x+...+x) = f(z)... f(x) = [f(z)]", paratodon € Zetodox € RH

2.4 Matrizes

Uma ideia geral de matriz do tipo m X n é de uma tabela com m.n elementos dispostos
em m linhas e n colunas. Vamos adotar a seguinte definicio (HEFEZ; FERNANDEZ, 2012):

Definicdo 2.1 Dados m e n em N\ {0}, definimos uma matriz real de ordem m por n, ou
simplesmente uma matriz m por n (escreve-se m X n), como uma tabela formada por elementos
de R distribuidos em m linhas e n colunas. Estes elementos de R sdo chamados entradas da
matriz.

Tipos especiais de matrizes:

e Matriz Quadrada
Diz-se que uma matriz é quadrada quando tem o mesmo niimero de linhas e colunas (m = n).
No caso das matrizes quadradas A, x,,, costumamos dizer que A € uma matriz de ordem m



e Matriz Nula
E aquela em que a;; = 0, paratodo i e j.

e Matriz Diagonal
E uma matriz quadrada de ordem m, onde a;; = 0, para i # j, isto €, os elementos que ndo estdo
na diagonal principal sdo nulos.

e Matriz Identidade
Matriz identidade de ordem n € a matriz diagonal que tem todos os elementos de entrada da
diagonal principal iguais a 1, isto é:
1 sei=y
0y = { g,

0 sei#j.

e Matriz Simétrica
E aquela onde m = n e a;; = a;;. Em uma matriz simétrica, a parte superior € uma reflexdo da
parte inferior, em relacdo a diagonal principal.

Definicao 2.2 (A matriz transposta) Dada uma matriz A,, «,, define-se a transposta da matriz
A, denotado por Al , como sendo a matriz cujas linhas sdo as colunas de A e cujas colunas

sdo as linhas de A.

Definicao 2.3 (Matriz Conjugada) A matriz conjugada da matriz A, obtém-se substituindo
cada elemento de A pelo respectivo complexo conjugado.

Definiciio 2.4 (Adicdo) A soma de duas matrizes de mesma ordem, A, x, = [aij] € Bixn = [bij],
é uma matriz m X n, cujos elementos sdo soma de elementos correspondentes de A e B. Isto é,

A+ B = [CLZ'J' + sz}

mxn *

Definicao 2.5 (Multiplicacao por Escalar) Para multiplicarmos um niimero real k por uma
matriz A, fazemos o produto de todos os elementos da matriz, a;j, por k.

A = laij], ... ek um escalar, entdo
kZA = [l{?aij]an.
Definicdo 2.6 (Multiplicacio de Matrizes) Considere as matrizes A = |a;],, . e B = [by], .
Define-se (HEFEZ; FERNANDEZ, 2012) o produto de A por B, AB = [cy],,,,, onde:
Cup = Z aukbkv = aulblv +...+ aunbnv-
k=1
Observacoes:

i) S6 podemos efetuar o produto de duas matrizes A,,x,, € B;x, se o nimero de colunas da
primeira for igual ao nimero de linhas da segunda, isto é, n = [. Além disso, a matriz
resultado C' = AB serd de ordem m X p.

i1) O elemento c;; (i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz produto) € obtido, multiplicando
os elementos da i-ésima linha da primeira matriz pelos elementos correspondentes da
j-€ésima coluna da segunda matriz, e somando esses produtos.
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Definicdo 2.7 (A matriz inversa) Uma matriz quadrada A é dita ndo-singular ou invertivel
se existe outra matriz B tal que A.B = I e B.A = I, onde I é a matriz identidade. Se existe
tal matriz B, pode-se mostrar que ela é tinica, e é chamada de inversa multiplicativa, ou
simplesmente, inversa de A, denotada por B = A~1. Entdo,

AATT=ATA=1T

Matrizes que ndo t€m inversa sao chamadas de singulares ou ndo invertiveis (BOYCE; DIPRIMA,
2010).

Existem vdarias maneiras de se calcular A~! a partir de A, quando A é invertivel. Uma envolve
o uso de determinantes. A cada elemento a;; da matriz A associa-se o menor M;;, que é o
determinante da matriz obtida excluindo-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz original,
isto €, a linha e a coluna que contém o elemento a;;. Além disso, associa-se a cada elemento a;;,
o cofator C;;, definido pela equagéo

Ci‘ - (—1)Z+]Mm
Se B = A™!, pode-se mostrar que o elemento b;; é dado por
C..
7 detA @)
(BOYCE; DIPRIMA, 2010) Embora a equacdo (4) ndo seja um modo eficiente ° de calcular A1,
ela nos dd uma condicdo para que A tenha inversa. De fato, a condicdo € necessaria e suficiente:
A é invertivel se, e somente se, detA # 0.

Uma outra maneira, geralmente melhor, de calcular A~! € através de operagdes elementares
sobre as linhas. Existem trés dessas operacgdes:

1. Permutar duas linhas;
2. Multiplicar uma linha por um escalar diferente de zero;

3. Somar qualquer multiplo de uma linha a uma outra linha.

A transformacdo de uma matriz por uma sequéncia de operacdes elementares ¢ chamada de
redugio de linhas ou método de eliminagdo de Gauss®.

Qualquer matriz invertivel A, pode ser transformada na identidade /, através de uma sequéncia
sistemdtica de operacdes. E possivel mostrar que, se a mesma sequéncia de operacdes for aplicada
em I, entdo I é transformada em A~". E bastante eficiente fazer a sequéncia de operacdes em
ambas as matrizes, simultaneamente, formando a matriz aumentada A|].

2.5 Autovalores e Autovetores

A equagdo Ax = y pode ser vista como uma transformacao linear que leva (ou trans-
forma) um vetor x em um novo vetor y. Vetores que sdo transformados em multiplos de si
mesmos sdo importantes em muitas aplicacdes’. Para encontrar tais vetores, fazemos y = \z,
5

Para valores grandes de n, o nimero de multiplicacdes para se calcular A~! pela eq. (4) é proporcional a n!,
com a utilizagdo de métodos mais eficientes como a reducdo por linhas descrito mais adiante, o ndmero de
multiplicacdes fica proporcional a n> apenas.

Este método é muito eficiente na resolucdo de sistemas de equagdes lineares. Para se ter ideia, resolver um
sistema 20x20 usando a conhecida regra de CRAMER usando um computador moderno, levaria centenas de
anos, ao passo que usando eliminagdo Gaussiana leva apenas segundos.

Por exemplo, este problema é encontrado ao se procurar os eixos principais de tensdo de um corpo eldstico e ao
se procurar os modos de vibracao livre em um sistema conservativo com um nimero finito de graus de liberdade



onde A € um fator escalar de proporcionalidade, e procuramos a solu¢do da equagao:
Ax = Az, (5)

ou ainda,
(A= M)z =0. (6)

A ultima equacdo tem solugdes nao nulas se, e somente se, \ for escolhido de forma que
det (A —\I) =0. (7

Os valores de A que satisfazem a equagdo (8) sdo chamados de autovalores da matriz A e as
solucdes ndo nulas correspondentes das equacdes (5) e (6), obtidas usando-se um tal valor
de )\, sdo chamadas de autovetores correspondentes, ou associados aquele autovalor(BOYCE;
DIPRIMA, 2010).

Se A é uma matriz 2x2, entdo da equacdo (6), temos:

aj; — A Q12 X _ 0
921 99 — A ) N 0 ’
e da equacdo (8), obtemos:

(a11 — A) (az2 — A) — arzas; = 0.

O exemplo a seguir ilustra como encontrar autovalores e autovetores:

Exemplo 2.1 Encontre os autovalores e os autovetores da matriz A = < i :é ) .

Os autovalores \ e os autovetores x satisfazem a equagcdo (A — ) x = 0, ou

(0 () =00)

Os autovalores sdo as raizes da equacdo

3—A -1

det(A—)\[):‘ 4 _9_

‘:)\2—)\—2:0,

que resolvendo encontramos \y = —1 e Ay = 2.
Para encontrar os autovetores, substituimos os valores de \ para cada um dos casos. Para A = 2,

.(3;2 L)) =)= ()= ()

Logo, cada linha dessa equagdo leva a x1 — xo = 0, dai temos que x©1 = xo, entdo um

autovetor serd x(Y) = ( 1 ) )

Agora para A = —1,



T Lt ()= ()= (2 ()= (o)

Obtemos entdo 4x1 — xo = 0, ou seja x4 = 4x;1. Logo, outro autovetor serd 2 =

3 A EXPONENCIAL DE UMA MATRIZ

Definicao 3.1 Vamos definir a matriz exponencial de uma matriz A € M (n), onde M (n) é o
conjunto das matrizes quadradas de ordem n por

1 1 1 . > A
A_ AT AR AT _E_
_[+A+2!A —|—3!A—i— +j!A—{— =2 (8)
Também escrevemos exp(A) = expA = e

O conceito estd bem definido, pois a série que define a exponencial é absolutamente convergente.
Note que no caso n = 1, temos e = (e”) e a série de Taylor da exponencial escalar converge.

No caso geral, tomando a norma || - || de operador M (n), onde M (n) é o conjunto das matrizes
n X n com entradas reais, obtemos
L =S Lyaig < S Lyap = el
D540 =3 ST < > lAll = el ©)
=0 =0 =0

onde usamos a propriedade(CLAUS; LOPES, 2007)
[AB| < [[A[[ [ B]]- (10)

Sejam A e B matrizes quadradas n xn e a, b, nimeros reais ou complexos, arbitrarios. Denotamos
por [ a matriz identidade n x n e por 0 a matriz quadrada nula de mesma ordem. A* indica a
matriz transposta conjugada de A e AT, que denota a matriz transposta de A.

Sao validas as seguintes propriedades da exponencial matricial, cujas demonstragdes sdo encon-
tradas em (CLAUS; LOPES, 2007),(SOTOMAYOR, 1979) ou ainda (FIGUEIREDO; NEVES,
1997).

1. € = I, onde 0 denota a matriz quadrada com todos os elementos iguais a zero.

Demonstracao:
Pela definicdo de multiplicagcdo de matrizes, 0" = 0, paran > 1, logo

e“:]+20—:1+0:1 (a1

2. e(a+b)A — eaAebA;

Demonstracao:
Sejam a, b € R. Dado j € N, temos pela lei do bindmio:

Liatny= Z RS U i
]v 4! SN0 =t

10




portanto,

1 4 1 a” b .

—(aA+bA) = —(a+ b)JAJ —— | A = —AJ A®.
J! J! r! sl !

Assim, para cadan € N,

n

3 %(GA 1oy =% Z%aw%bw = (Z %(M)’”) (Z é(bz@s) :

j=0 J=0 r+s=j

GA+bA _ LaA bA u

Passando o limite com n — oo, resulta e e

. Se AB = BA, entio e?ef = AtB;
Demonstracao: Como A e B comutam,

2
@4+Bf_(A+BﬂA+i%_fF+2AB+B2_§:<Z»M4B@ (12)

n=0

De acordo com a equagdo (8), temos, para quaisquer A e B:

o () (E) T

n=0 OkO

- i zn: S - y (n) —A”—’fB’f (13)
— = (n — k)Ik! — k n!
por outro lado,
= (A+B)"
eAtB = Z —( o ) ; (14)

n=0

podemos igualar (17) com (13), pois por hipétese (12) € vdlida, ou seja, A e B comutam.
[ |
ede 4 =TI,
Demonstracao:
A —A A+(—A) _ L0

Como A e —A comutam, pela propriedade anterior, temos que e*.e™" = e =e
I.

. Se B é uma matriz invertivel, entdo eBAB~" = BeAB!:
Demonstracao:
Isso decorre do fato que (BAB™1)" = BA"B~!,logo eBAB™" = BeAB™1; |

. Det(e?) = ™™ onde det(e) é o determinante de e e tr(A) é o trago da matriz A;
Demonstracao:

A = diag (eM, e, ... eM), entdo, det(e?) = MMz eyt et = eMthetAatidn —
elrd, [
e = (eA)T. Disso segue que se A é uma matriz simétrica, e também é simétrica;
Demonstracao:
Seja A = diag(\, e, /\3, ..., ), por outro lado temos que AT = A, ou seja, A é
simétrica, desta forma e(4") = eA = (e4)7. |

11



Exemplo 3.1 E imediato, a partir da definicdo de exponencial, que €’ = I, a matriz identidade
de M(n), onde M(n) é o conjunto das matrizes quadradas de ordem n. Mais geralmente
podemos calcular a exponencial de uma matriz diagonal

A0 .00

0 X ... O
l)iZZdiag<A1,A2,...An):: . . . )

0O 0 ... A,

pois podemos constatar que A o A
D’ = diag ()\]1, A, )\ZL) ,

vale para cada j € N. Assim,

j=0 J: j=0 J
_ j Y/ Y/
_dzag< ')\1, j!)\Q,. .Zj')\n>
7=0 7=0 7=0
=diag (e’\l,e)"", ,e)‘")

Exemplo 3.2 Para obter a exponencial da matriz ( 2 8 ), observe que

00\ [(00\/00\ (00
c 0) \ecO ¢c 0) \00O
0 0Y) .
e que portanto, | =0 € M(2), para cada j > 2, de modo que
00N _(10Y, (00, 1(00Y, (10
“P\co)= o1 co0) 2 \0o0)" "1 )

Mais geralmente, podemos calcular a exponencial de qualquer matriz desse tipo "subdiago-
nal"como, por exemplo,

Exemplo 3.3
00 ... 00
c 0 ... 00
G)=|0 ¢ 0 ... 00 [enm,
000 ... cO

jd que essas matrizes sdo nilpotentes, ou seja, vale G.(1)! = 0 como por exemplo, observe que

0000 00 00

[ coo0o0 , [ 0o 000
G =1 coo| GO =Lz2ggo0]
00 ¢O 0 200
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0000 0000

s [ c o000 , o000
G =109 o000 | “H=10000
3000 0000

Assim, podemos calcular imediatamente pela defini¢do,

1 1 1
e = T4+ G.(4)+ 5GC(4)2 + ch(zL)?’ + ZGC(4)4 +...

1 1
= I+G.(4)+ §GC(4)2 + 5GC(4)3
1 0 0 O
c 1 0 0
= 2
= 1 0
ERE T T
Em geral, obtemos
1 0 0 00
c 1 0 00
- o c 1 ... 00
=1 o 2 c 0 0 € M(1),
Lo A

—Dl (=21 ({(—3)

como podemos verificar.

Exemplo 3.4 Para obter a exponencial da matriz ( 0 8 ), observe que
0 b\ /0 b 0 b\ [ -0 0
—-b 0 ~\-b 0 -b 0 ) 0 —b* )’
0 6\ [0 b\[{-® 0\ [0 —b
—-b 0 U -b 0 0 -v ) 30 ’
0 b\ [ 0 0 b
b 0) " Low») ° \-bo

donde podemos concluir (por indugdo) que

27 24
0 b b7 0
(5o) (@)
0 b 2j+1 B . ; 0 b2j+1
b 0 - (_ ) _b2j+1 0

para poténcias impares. Lembrando das séries de Taylor

para poténcias pares e

_ 1 2 1 4 1 6 _ - (_1)j 27
cosb—1+§b +Ib_ﬁb +...—]§:0 (Zj)!bj
1 1 1 = (=1
b=b— —b> 4+ =0 — =bp" +...= — 7 _pAtl
sen 37 TER T T ;0 2+
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resulta

0 b\ cosb  senb
P\ —p 0 )"\ —senb cosb

Teorema 3 Se A, B,Q € M(n) sdo tais que AQ = QB, entdo ¢*Q = QeP. Em particular, se
as matrizes AeB de M (n) sdo conjugadas, entdo também as matrizes e“ee® sdo conjugadas e,
além disso, podemos usar a mesma matriz de conjugacdo; ou seja, se Q € M (n) é invertivel e

A= QBQ™}, entdo

como podemos verificar.

e = e@BRT = QB (15)

Demonstracio: Como AQ = BQ, segue A?Q = AAQ = AQB = QBB = (QB? e por
inducdo, A7Q) = QB’, para j € N. Assim,

! !
AQ = (hm AJ) @ = lim AJQ
l—0o0 l—00

]*0 ]70

l
1
_ E: J—
lh—glo QB (llggo ]' > Qe

provando assim o teorema. |

Teorema 4 Se x é um escalar, entdo:
o0
-2
k!
k=0
E partindo deste raciocinio definiremos a exponencial de uma matriz por:

. (At)F
eAt:Z% com A’ =1.
k=0

Se A é diagonalizdvel, entdo A = S.D.S™Y, sendo D a matriz diagonal formada pelos
autovalores de A e S a matriz dos autovetores. Neste caso,

—1 _
e = eSPST = gl 571,

Demonstracao:

k—vezes

(5.0.57)" =(S.D.57") x ... x (5.D.57")

logo, para cada n € N, as somas parciais

= (8.D.STH S DS N D ) DM\
S"_ZT_ZT_H S-S =8\ ST

k=0 ’ k=0 k=0

portanto

€S'D'S_1 — limS. =S - D_k Sl =95 | lim iD_k S =8P 571
oo ™ ' I o= kL) R
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Exemplo 3.5 Se A é uma matriz diagonalizdvel de ordem 2, com autovalores \1, \s e autoveto-
res associados x, Ts, teremos:
D ( et 0 )
e” = 0 e |-

e 0 -1
€A:(:L'1 1’2)(0 6)‘2 .(ZL‘l {L‘Q) .
Exemplo 3.6 Vamos calcular uma exponencial matricial.

Seja a matriz A = ((2) (1))

Vamos calcular e
Calculando os autovalores de A, temos:
2—X 1
det ( 0 ) ) =0
(2—=X) (=) =0
Logo, \1 =0e Xy =2
A matriz D fica:
00
(1)
Calculando os autovetores vy e vy através da equagdo Av = \v temos vy = (1, —2) e vy = (1,0)

Dai temos as matrizes S, formada pelos autovetores v, e vy e a inversa de S, S™!:

(11 5[0 -1
s=(5) 6 (V1)
Como, e = S.eP .S, entdo,

(LG0T

Efetuando os produtos,
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4 APLICACAO DA EXPONENCIAL DE UMA MATRIZ

Uma das técnicas matemadticas eficientes na resolugcdo de equacao diferencial consiste
no célculo da matriz e onde A é uma matriz de ordem n. Apresentaremos aqui o método de

Silvestre de se calcular a matriz e“?.

Exemplo 4.1 Seja A a matriz

s

I
N = =
NN O
w =

calcule a matriz e,

N6s vamos calcular as matrizes A — M\, onde I é a matriz identidade de ordem 3 e )\ é
real ou complexo. Depois vamos procurar todos os valores de \ que resolvem a equagdo
det (A — X)) = 0. Encontraremos trés valores reais: \y , Ay € A3, que sdo aqui denominados
de autovalores de A. Estes autovalores determinam em R, vy, vy, € vy, que aqui vamos
denomind-los autovetores. Finalmente calcularemos Zj parak =1, 2, e 3.

3
Zy =] =) (A= N\T), onde j # k. (16)
j=1

E importante assinalar que o método de Sivestre somente pode ser aplicado quando os autovalo-
res de A forem dois a dois distintos que nos dard a desejada matriz et dada por

3
et = Z Ze . (17)
k=1
Cdlculo dos autovalores de A
1—A 0 -1
A— )\ = 1 2—A 1 ) (18)

2 2 3—A
Vemos que o determinante da matriz (18) é dado por
det(A=X)=(1-XN)(2-XN)B=)).
As raizes do polinomio det (A — \I), ou seja, as solugcdes de det (A — NI = 0) sdo dadas por
AM=1 A=2el3=3

Cdlculo dos autovetores de A

Agora devemos encontrar vetores ou elementos v; = (a;, b;, ¢;) de R3 ndo nulos, tais
que (A — M) (v;) =0 parai € {1, 2, 3}.

(i) Vamos calcular v,. Seja U = (z,y,2) um vetor ndo nulo qualquer de R3, tal que
(A — M) (W) = 0. Em notac@o matricial teremos

1=\ 0 —1 x 0
(A=) (W) = 1 2-)N 1 y |=(0]. (19)
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Veja que em (19) ao substituir o valor de \i por 1, que é o autovalor dele, teremos um
Sistema Linear Homogéneo DU =0 cujo determinante da matriz D é nulo. Como este
Sistema Linear Homogéneo tem solucdo (é possivel), hd duas e somente duas alternativas
a serem consideradas.

(a) O sistema linear (19) tem uma iinica solucdo ( a solucdo nula);

(b) O sistema linear (19) tem mais que uma solugdo.

Substituindo A\ em (19) teremos

00 —1 x 0
A-XD(d)=| 11 1 y |=(0]. (20)
2 2 2 z 0

Resolvemos o sistema linear (20) e encontramos o conjunto solugdo
S ={(z, y, 2) €R* taisque z =0ex = —y} ouS; = {x(1,—1,0) tais que xr € R}.

Veja que na segunda apresentacdo do conjunto S acima, fica determinado um vetor
que denotaremos por vy, que é dado por vi = (1,—1,0). Esse é o autovetor de A que
estd associado ao autovalor \y = 1. Em seguida, vamos repetir este procedimento e
determinar os Autovetores vy e v3 que estdo associados aos autovalores \o = 2 e \3 = 3,
respectivamente. Por este motivo, alguns passos serdo omitidos.

(ii) Substituindo o autovalor \y = 2 em (19) teremos

-1 0 -1
A-x2DH (@)= 1 0 1 1)
2 2 1

Resolvendo o sistema linear (21), encontramos o conjunto solugdo que é dado por
Sy = {(z, y, 2) € R® tais quex = —2y ez =2y} ouSy = {w(-2,1,2) tais que x € R}.

Na segunda apresentacdo do conjunto Sy acima, fica determinado o Autovetor de A que
estd associado ao Autovalor \y = 2 e que vy = (—2,1,2).

(iii) Substituindo o autovalor Ay = 2 em (19) teremos

-2 0 -1 T 0
A-x3D) ()= 1 0 -1 y |=10]. (22)
2 2 0 P 0

Resolvendo o sistema linear (22) e encontramos o conjunto solugcdo que é dado por
Sy = {(x, y, 2) € R, tais quex = —yez =2y} ou Sy = {y(—1,1,2) tais quey € R}.

Na segunda apresentacdo do conjunto S3 acima, fica determinado o Autovetor de A que
estd associado ao Autovalor \3 = 3 e que vz = (—1,1,2).

Cdlculo de Zy, k € {1,2,3}

As matrizes (A — M1), (A — X)), (A — A3l estdo dadas em (20), (21) e (22) respec-
tivamente.
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(a) Veja que Z; = (N — )\2)71 (A= X)) (N — )\3)71 (A — A3l). Os valores (A\; — \y) =
—1le (A — A3) = —2. Entdo,

Zy =M =) (A= XD) (A — A3) (A= X3]),

Ou seja,
1 -1 0 -1 -2 0 -1 1 0—-2 1
Zl—§ 1 0 1 X 1 -1 1 =3 0o 2 -1
2 1 2 2 0 0 0 0

(b) Veja que Zy = (Ag — M)~ (A= M) Ay — A3) " (A — AsI). Os valores (\y — \;) =
le (A\y — A3) = —1. Entdo,

00 —1 —2 0 -1 2 2 0
Zy=(-D| 11 1 |x| 1 =1 1 |=(-1-10
2 2 2 2 2 0 -2 =2 0

(¢) Veja que Zs = (A3 — M)~ (A= MI) (A3 — Xo) " (A= XoI). Os valores (A3 — \y) =
2 e (A3 — \2) = 1. Entdo,

—1 -2 =2 -1

Agora podemos usar (17) para calcular a matriz e, que é dada por

2e? —e3t  —el 4 2e?t — e3t %et — %eg‘t
M = etz + e 7y + 3 7y = —e?t 4 e3t et —e? e —let 4 1e¥
_26275 + 263t _26275 + 2e3t €3t

5 APLICACAO DA EXPONENCIAL DE UMA MATRIZ NA FiSICA

5.1 O problema do oscilador harménico amortecido forgado

Vamos tratar aqui de um exemplo conhecido da Mecanica Cléssica. Trata-se do problema
do oscilador harmonico amortecido forgado ®. Este sistema é descrito pela equagdo diferencial
linear de segunda ordem

mi(t) = —ka(t) —vi(t) + (1) (23)

que € a segunda lei de Newton para uma particula de massa m ligada a uma mola com constante
de elasticidade k£ e se movendo em um meio (viscoso) que exerce sobre a particula uma forg¢a do
tipo —yw(t), onde v(t) é a velocidade da particula no tempo t. Além disso, age sobre a particula
uma forga externa f(¢) que depende apenas do tempo.

Nos dados acima, temos que m > 0,k > 0e~y > 0.

Dividindo a equagdo (23) por m, podemos escrevé-la como

B(t) = —wg — pa(t) + g(t), (24)

Nao é pretensdo deduzirmos a equagdo deste sistema.

8
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em que

k
Wo = m P:% € g(t):f:;)

A equacdo (24) pode ser transformada em um sistema de duas equagdes de primeira ordem.
Fazendo v(t) = #(t), temos:

{ T =v(t)
i(t) = —wi — pu(t) + g(t)
Na forma matricial temos o seguinte:

Y(t) = AY () + F(t), (25)

o= (49) 4= (% 3) ()

Note que a matriz A tem coeficientes constantes. Sabemos que a solucéo desta equagao,
com uma condig¢do inicial que fixa a posicdo e a velocidade da particulaem ¢ = 0

o= (i) =(%);

t
Y (t) = Y (0) + / A% F(s)ds. (26)
0

em que

¢ dada por

Precisamos calcular e para a matriz A da equagio (26).
Calculando os autovalores de A, encontramos:

—p +/p? — 4w} —p— \/p? — 4w
)\1: 5 (& )\2:

2 Y

€ 0s autovetores associados siao

—p—/ p?—4uw —p+/ p?—4uwd
v = 2w3 e Uy = 2w .

1 1
Se \/p? — 4w8 # 0, ou seja, p # 2wy, a matriz A tem autovalores distintos e é, portanto, diago-

nalizdvel. Porém, se p = 2wy, tem-se v; = vy € a matriz A ndo € diagonalizavel.
Vamos tratar os dois casos separadamente.

Caso p # 2wy
A é diagonalizavel, ou seja,

—p/p? 4]
P—1,4P:D=<Al O)( 2 v

em que

P:(Ul Ug):< 2w 2w



Calculando a inversa, temos:

w? —pt/p?—4w?

P_1 _ \/p274wg \/p274w(2)
w? pt/p?—4w?

\/p2—4w8 \/p2—4wg

Assim, segue que

et = pelt Pt = P( e 92 > _ ( — oMt 4 )\ et et 4 hat ) |

0 e VP — dwg \ wi (=Mt ) et — Apet

Suponha que p < 2w e defina w; = y/w? — %. Assim, a solucao do problema é dada pela
equacio (26), substituindo e? pela matriz encontrada acima. Desta forma, z(t) serd

—pt

2
x(t)=e2 (a:ocos(wlt) + pro ¥ 2t

C%|

sen(wlt)) + /0 "o (5 sen [wi (t — )] £(s)ds.

mwi

Agora suponha p > 2wy e defina wy = 4/ ’1—2 — w. Assim, a solug@o do problema é dada pela
equagao (26), substituindo et como fizemos anteriormente. Desta maneira, obtém-se:

pxo + 209

x(t) = e (xocosh(wgt) +
w2

senh(wgt)) +L /0 *(2*) senh [wa(t — 8)] f(s)ds.

mwao
De maneira andloga, podemos encontrar uma expressao para v(t) = x(t).

Caso p =2wy >0
Neste caso, a matriz fica

1
= 5)
.

e como dissemos anteriormente, A possui um autovalor de multiplicidade 2, A\ = —g. Decom-
pondo A na sua forma de Jordan, J = P~' AP, temos:

VR | N B 0 —&
=(o ) re(Be) -0 7)o@
p

Fazendo J = D + N, onde

-2 0 01
— 2 —
(v ) em=(o).
note que D e N comutam e ainda N? = 0. Assim,

eAt — Pe(DJrN)tPfl — PeDteNtPflj

sendo que



Portanto,

_pt
7€

t _
(01

SN
o[
~
no E‘_ ®|
— M‘B
ml
SN
v

(1-4

Substituindo e** da equacdo (26) pela matriz acima, obtém-se:

pt t 1 ¢ t—s
o4 ((1 ' f’—) mo+ wo) b [ 9 T s
2 m 0

Da mesma forma, pode-se obter v(t).

Casop =10
Vamos analisar agora o caso em que ndo hd termo de amortecimento —~yv(t) na equagdo de
movimento da particula, ou seja, p = 0. Nesse caso,

0 1
A‘(—wéo)'

Verificamos que os autovalores de A sdo \; = wyi e Ay = —wyi, logo, A € diagonalizavel e
D=P'AP = (WOZ 0 )
0 —wot
em que

pP= ( L ot ) .
—1 wyt
P_1 i 1 Woi 1
T Qwei \ —woi 1)

AL _ < cos(wot)  -sen(wot) ) .

—wpsen(wot)  cos(wot

Calculando P!, temos:

Assim,

Agora, como nos outros casos, usando a equagado (26), obtém-se

Wy m

() = (xocos(wot) + @sen(wot)) 4+ /0 sen lwolt — s)] f(s)ds

v(t) = — (xgsen(wot) + vocos(wot)) + % /Ot cos [wo(t — s)] f(s)ds.

Casok=0ey=0

Agora vamos analisar o caso em que a particula é submetida apenas a forca externa dependente
do tempo.

Usando a notacao anterior,

ou seja,

com



A matriz A é nilpotente com A? = 0. Logo,

At B 1 ¢
e —I+At—(0 1).

vo=(a 1) (W) L6 G)

Assim, obtém-se

Portanto,

x(t) = xo + vot + %/0 (t—s)f(s)ds.

v(t) = v + %/0 f(s)ds

6 CONSIDERACOES FINAIS

A motivacdo deste trabalho se deve a oportunidade de trabalhar a fun¢ao exponencial
com expoentes matriciais, fato pouco visto durante a vida académica e de aspectos fundamentais
para a resolucdo das equagdes diferenciais, que por sua vez modelam varios fendmenos da
fisica, da economia, da estatistica, entre outros. Outro fator motivador se deve ao fato de que
o estudo das exponenciais matriciais faz com que abordemos varios assuntos da matemadtica
importantissimos como: fung¢des, matrizes, as poté€ncias de expoentes reais além do interessante
nimero e que estd presente em varios fendmenos da natureza. Outro aspecto que despertou o
meu interesse foi o fato dessa parte da matemadtica ser muito rica em conceitos e em variedades
de aplica¢des, além da forte presenca da dlgebra linear e suas propriedades e aplicacdes.
Como tinhamos a finalidade de aproximar o maximo possivel esta matéria dos contetidos do
ensino médio, alguns conceitos foram omitidos, ficando, assim, aberto para trabalhos futuros,
visando, especificamente, a0 ensino superior.

Esperamos que este trabalho sirva de motivacao para professores do ensino médio, ou graduandos
que se interessem e que queiram se aprofundar mais no assunto.
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