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“Clouds are not spheres, mountains are not
cones, coastlines are not circles, and bark is not
smooth, nor does lightning travel in a straight

line.”

Benoit B. Mandelbrot


http://www.goodreads.com/author/quotes/218981.Beno_t_B_Mandelbrot

Resumo

A partir da abordagem de aspectos historicos e conceituais da Geometria Fractal,
sugere-se a apresentacdo desse ramo recentemente desenvolvido na Matematica para o estudo
de diversos topicos iniciados durante o Ensino Fundamental, atingindo maior variedade de
aplicacdes no Ensino Médio. Propbe-se a construgdo de alguns fractais classicos através de
um enfoque atualizado, utilizando-se 0s atuais recursos tecnolégicos para otimizar o
amadurecimento tedrico e o desempenho homogéneo dos alunos, uma vez que esse estudo
relaciona vérias areas da Matematica e também pode auxiliar efetivamente no processo de
revisao de conteddos anteriores. Para atingir esse objetivo, apos as construcfes no software de
geometria dinamica GeoGebra, sdo dadas sugestbes de atividades que podem iniciar ou
complementar o estudo de variados topicos presentes nas propostas curriculares que norteiam
o planejamento dos professores, tais como: padrées numéricos e geometricos; sequéncias e
séries; progressdes geométricas; perimetro e area de figuras planas; volume de solidos
geométricos; logaritmos; introducdo ao conceito de limite. Além disso, esse material oferece
subsidios para o aprofundamento no estudo da Geometria Fractal, revelando-se uma boa
opcdo para o contato inicial com as definicbes da area Hausdorff, dimensdo Hausdorff e

dimensdo de similaridade.

Palavras-chave: Geometria Fractal, fractais classicos, dimensdo Hausdorff.



Abstract

From historical approach and conceptual aspects of fractal geometry, it is
suggested the presentation of this recently branch developed in mathematics for the study
of several topics that are initiated during the elementary  school, reaching more
applications variety in the high school. It is proposed the construction of
some classical fractals through updated focus, using current technology to optimize the
theoretical maturity and the homogeneous students performance, once this study lists
several areas of Mathematics and may also help in a effectively review process of previous
contents. To reach this goal, after some constructions in the dynamic geometry software
GeoGebra, some suggestions are given to activities that can start or complement the study of
various topics in  the present curriculum  proposals that  guide teacher  planning, such
as: numerical and geometric standards, sequences and series; geometric  progressions;
perimeter and area of plane figures, geometric solids volume; logarithms; introduction to
the limit  concept. Furthermore, this material provides subsidies for deepening fractal
geometry study, revealing a good choice for an initial contact with the definition of Hausdorff

area, Hausdorff dimension and similarity dimension.

Keywords: fractal geometry, classical fractals, Hausdorff dimension.
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Introducéo

Visando apresentar uma proposta de atividades atraentes aos alunos e ao mesmo
tempo eficiente do ponto de vista didatico, a abordagem da Geometria Fractal na educacdo
basica mostra-se uma excelente alternativa no desenvolvimento de diversos temas abordados
nos ensinos fundamental e médio. Como este tema possui vasta quantidade de aplicacdes nas
mais variadas areas do conhecimento, aumenta-se a possibilidade de despertar a curiosidade e
0 espirito investigativo nos alunos, situacdes dificilmente alcangadas com aplicagcbes que, as
vezes, mostram-se extremamente artificiais e distantes do mundo real. Desta maneira,
procuramos explicitar no desenvolvimento do texto alguns fractais importantes e que possuem
relevancia didatica, aprofundando a teoria no tratamento do conceito de dimensdo e
finalizando com sugestdes de atividades que podem nortear a pratica em sala de aula dos
professores.

No Capitulo 1, apresentaremos um pouco sobre o contexto histérico da Geometria
Fractal e também algumas aplicacdes nas areas de Geofisica, Economia e Quimica; assim
como imagens demonstrando seu belo aspecto visual, fatos que contribuem muito para
despertar o interesse por seu estudo durante as aulas.

A apresentacdo dos métodos de construcao dos fractais classicos ocorre no Capitulo 2,
sendo também relacionadas as notas biograficas de seus idealizadores. Caso o professor
queira fazer uma revisdo sobre as constru¢es geomeétricas utilizando régua e compasso, esse
€ um excelente momento para realiza-las. Como exemplos de conteddos que podem ser
retomados, citamos: mediatriz de um segmento, ponto médio de um segmento, divisdo de um
segmento em partes congruentes, retas paralelas, retas perpendiculares, poligonos regulares,
angulos notaveis, entre outros.

Com o intuito de fornecer uma estrutura para um futuro aprofundamento no tema
proposto neste trabalho, abordam-se inicialmente no Capitulo 3 as caracteristicas dos fractais.
Logo apds, define-se dimensdo topoldgica e ilustra-se, de um modo informal, alguns casos
particulares de interpretacdo da area e da dimensdo Hausdorff. Depois de definir também a
dimensdo de similaridade, chegamos ao resultado fundamental do capitulo: demonstra-se a

equivaléncia entre a dimensdo Hausdorff e a dimenséo de similaridade.



No Capitulo 4, sdo dadas sugestdes para a elaboracdo de diversas atividades
relacionadas aos fractais classicos, realizando-se analises referentes a problemas de contagem,
perimetro, area e volume desses fractais. Além disso, o floco de neve de Koch, o tridngulo e o
carpete de Sierpinski possuem todas as instrucGes para suas respectivas construges no

software de geometria dinamica GeoGebra.



1. Motivacao

No final do século XX, muitos aparentes paradoxos desafiaram os matematicos, como
a curva de Weierstrass, que ndo é diferenciavel em nenhum ponto. Outro exemplo que causou
grande alvoroco na comunidade cientifica da época foi o conjunto de Cantor, que possui
tantos pontos quanto uma reta. Esta constatacdo evidenciou a necessidade de uma nova
abordagem sobre conjuntos infinitos e, posteriormente, forneceu subsidios tedricos para o
desenvolvimento da Geometria Fractal. Dessa maneira, € comum atribuir-se a Georg Cantor
as ideias iniciais referentes ao estudo dos fractais.

A curva de Peano também merece destaque, pois seu processo de construgdo induz,
em uma analise precipitada, a conclusdo equivocada referente ao preenchimento total da
superficie de um quadrado. Esses conjuntos e curvas eram considerados “entes patoldgicos”,

pois ndo havia na época um embasamento tedrico para a explicacdo desses objetos.

2sin2z — (3)?sin(2%2) — (2)*sin(2%z) — (3)*sin(2%x)
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Figura 1.1 - Curva de Weierstrass

Fonte: < http://www.math.wisc.edu/~angenent/221.2008f/theNaturalBlog.html >

Conforme a célebre frase do matematico Bendit B. Mandelbrot citada na epigrafe do
presente trabalho, vérias formas e padrGes da natureza ndo enquadram-se nas defini¢cbes
existentes na geometria classica. Para descrever esses objetos que ndo apresentam um padréao
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trivial e possuem estruturas irregulares, Mandelbrot desenvolveu uma nova ramificacdo da
geometria, a Geometria Fractal. Essa denominacdo possui relagdo com o adjetivo latim

fractus, cujo verbo frangere significa quebrar, fragmentar.

Figura 1.2 - Paisagem elaborada no software Terragen

Fonte: < http://campless.deviantart.com/art/Terragen-Mountain-Landscape-244386100 >

A partir do aprofundamento no estudo desses objetos, percebeu-se a possibilidade de
aplicagdes em diversas &reas do conhecimento, como na Biologia, Fisica, Quimica,
Astronomia, Economia, Meteorologia, entre outras. Uma das importantes aplicacbes dos
fractais atualmente ¢é no calculo do tamanho de costas, leitos de rios e lagos. A determinacao
dessas medidas considerando-se o parametro dimensédo chega a ser 30% maior, aproximando-
se mais dos valores reais e facilitando um estudo mais preciso de outros fatores, como erosao

e vida de animais aquaticos em regides proximas.


http://campless.deviantart.com/art/Terragen-Mountain-Landscape-244386100

— 2 — —
Unit = 200 km, Unit = 100 km, Unit = 50 km,
Length = 2400 km (approx.) Length = 2800 km (approx.) Length = 3400 km (approx.)

Figura 1.3 - Comprimento de uma regido costeira

Fonte: < http://computationallegalstudies.com/2010/10/18/how-long-is-the-coastline-of-the-law-
additional-thoughts-on-the-fractal-nature-of-legal-systems/>

Outra aplicacdo importante dos fractais ocorre na interpretacdo de dados econdmicos,
area na qual Mandelbrot conjecturou em 1967 que as mudancas de preco seguem uma
distribuicdo com o parametro dimensdo fractal, um modelo que demonstrou-se extremamente

eficiente.
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Figura 1.4 - Aplicagdo atual dos fractais no mercado financeiro

Fonte: < http://hubertmoolman.files.wordpress.com/2013/04/gold-6-year-fractal.jpg >
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No estudo de Quimica, os &cidos humicos (AH) possuem estruturas ramificadas,
superficie rugosa e distorcida, sendo bem descritas a partir do conceito de fractais. A
interacdo dos AH com compostos organicos, raizes de plantas, superficies de minerais e
microorganismos do solo é determinada através de suas caracteristicas no estado solido e no
estado coloidal (sistema no qual um ou mais componentes apresentam pelo menos uma
dimensdo contida no intervalo de 1 nma 1 pm).

Desta forma, as moléculas hiimicas podem ser decompostas em partes menores, sendo
cada parte uma copia reduzida do todo. Além disso, caso a caracterizacdo dos AH seja
realizada a partir do conceito de fractal de massa (D,,), entdo a massa do sistema sera
proporcional a sua &rea superficial. Assim, a dimensdo fractal desse sistema indica se as
estruturas sdo ramificadas, fragmentadas, compactas e também sua irregularidade e
rugosidade.

Entretanto, uma das aplicacdes dos fractais que exerce maior fascinio nos estudantes
da educagdo basica esta relacionada com a geracdo e reproducdo de imagens, sejam elas

abstratas ou proximas da realidade.

.
S B, et

Figura 1.5 - Conjunto de Mandelbrot

Fonte: < http://www.misterx.ca/Mandelbrot_Set---Thumb_Print_of_God.html >


http://www.misterx.ca/Mandelbrot_Set---Thumb_Print_of_God.html

A Geometria Fractal nos fornece aproximagdes mais realistas do mundo ao nosso
redor, pois seria inadequado representar uma montanha, por exemplo, utilizando apenas
recursos da geometria classica. Com o desenvolvimento continuo da tecnologia, podemos

gerar imagens muito belas a partir de softwares que sustentam-se em conceitos de fractais.

Figura 1.6 - Conjunto de Mandelbrot

Fonte: < http://www.fractal-explorer.com/picture.php?pictitle=MSComplete >


http://www.fractal-explorer.com/picture.php?pictitle=MSComplete
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2. Fractais Classicos

Neste capitulo iremos apresentar os métodos de construcdo de alguns fractais classicos
utilizando-se procedimentos recursivos, ou seja, definindo as construcbes através de
recorréncias. As instrucbes para realizar tais construcdes com o software de geometria
dindmica GeoGebra constam no capitulo "Abordagem da Geometria Fractal na Educacédo
Basica".

2.1. Conjunto de Cantor

Para construi-lo, devemos proceder da seguinte maneira:

(1) considere um segmento de reta;
(ii) divida o segmento de reta inicial em trés partes congruentes e retire a parte central;

(i) repita o processo (ii) em cada um dos segmentos restantes sucessivamente.

Figura 2.1 - Representacdo do conjunto de Cantor

11



2.2. Curva de Peano

Vamos agora a curva de Peano:
(i) considere um segmento de reta unitario;

(ii) dividindo o segmento inicial em trés partes congruentes, construimos quadrados na parte

. 1
central, seguindo a escala 3

(i) repete-se 0 processo anterior para cada segmento indefinidamente.

Figura 2.2 - Representacdo da curva de Peano

Fonte:
<http://www.avaad.ufsc.br/moodle/mod/hiperbook/view.php?id=2089&pagenum=10&target navigati
on_chapter=3713&show_navigation=1>

2.3. Curva de Hilbert

Vejamos agora como realizar a construcdo desta curva.

(i) Considere um quadrado e divida-o em quatro quadrados congruentes, iniciando a curva

com 3 segmentos consecutivos com extremos em seus pontos centrais;

(if) Realize a construcdo anterior em cada um dos novos quadrados, modificando a curva

parcial e conectando os segmentos de modo sequencial;
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(iii) Repita o processo (ii) de maneira sucessiva.

IR RS

[ 1 th
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L i | ST e
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+ [ | 45 TR ] Bt =1 ]
Iae 1 DHET O T T
=aiisanieziiean T 0 n

Figura 2.3 - Representacdo da curva Hilbert

Fonte: < http://www.ece.rutgers.edu/~parashar/Papers/sc97html/index.htm >

Podemos observar que, ao realizar a construcao da curva de Hilbert, sua origem e sua
extremidade sempre estardo 0s cantos superiores esquerdo e direito, respectivamente. Além
disso, o enfoque atraves de transformacgdes geométricas facilita a visualizacdo do processo de
construcdo da curva. Observe os exemplos a seguir para as duas transic¢des iniciais (F; - F, e

F, = F3) , considerando-se a fase posterior composta por quatro quadrados congruentes:

1° passo: rotacdo de 90° - sentido anti-horario;
2° passo: rotacdo de 90° - sentido horario;
3° passo: simetria de reflexao;

4° passo: rotacdo de 90° - sentido anti-horario.

Ap0s realizar as construgdes descritas acima, basta conectarmos as extremidades dos

segmentos para obtermos a curva de Hilbert, conforme ilustracdo da figura 2.4.

Figura 2.4 - Representacdo da construcdo da curva Hilbert a partir de transformacBes geométricas

Fonte: < http://www.bic.mni.mcgill.ca/~mallar/CS-644B/hilbert.html >
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2.4. Curva de Koch

Vejamos o0 processo de construcdo a partir da divisdo do segmento inicial em trés
partes congruentes:

(1) Considere um segmento de reta;
(i) Divida-o em trés segmentos congruentes e utilize a parte central como base para construir
um triangulo equilatero. Apds isso, remova a parte central (base do triangulo equilatero),

permanecendo com quatro segmentos congruentes;

(iii) Repita o procedimento (ii) para cada um dos novos segmentos.

Nivel O Nivel 1 Nivel 2
Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5

S S S

Figura 2.5 - Representacdo da curva de Koch

Apesar da construcdo mencionada anteriormente utilizar como referéncia o triangulo
equilatero e gerar segmentos congruentes, essas ideias podem ser aplicadas a partir de um
triangulo qualquer, acarretando uma deformacdo da curva. Mesmo assim, suas propriedades
sdo preservadas.

Uma variacdo bastante conhecida desta curva é obtida através da divisdo do segmento
inicial em quatro partes congruentes e, utilizando-se oito segmentos com a nova medida,
construimos dois "dentes" (quadrados com um de seus lados removidos), um para cima e

outro para baixo. A partir de entdo, basta repetirmos o processo iterativo indefinidamente.

14



Nivel O Nivel 1 Nivel 2

Figura 2.6 - Representacdo da curva quadrangular de Koch

Fonte: < http://www.emeraldinsight.com/journals.htm?articleid=1520151&show=html >

2.5. llha de Koch

Para formar uma Ilha de Koch, devemos considerar um poligono regular e aplicar o
processo de construgdo da curva de Koch em cada um de seus lados. Dentre os representantes

dessa categoria, aquele que possui maior destaque é o Floco de Neve de Koch, obtido a partir
> B %
Fa®

Figura 2.7 - Representacdo Floco de Neve de Koch

de um triangulo equilatero.

Fonte: < http://orderinchoas.wordpress.com/tag/koch-snowflake/ >

Considerando-se um quadrado como poligono inicial e aplicando-se 0 processo de
construgdo descrito na Curva Quadrangular de Koch em cada um de seus lados, temos a

seguinte figura:
15
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I

Figura 2.8 - Representacdo de uma Ilha Quadrangular de Koch

Fonte: < http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0924271606000931 >

2.6. Triangulo de Sierpinski

Vejamos agora o processo de construcdo do Triangulo de Sierpinski.

(i) Considere inicialmente a superficie de um triangulo equilatero;

(i) Construa suas bases médias, determinando quatro triangulos equilateros;
(iii) Remova o triangulo central;

(iv) Realize os processos (ii) e (iii) em cada um dos triangulos restantes;

(v) Repita o processo (iv) indefinidamente.

Figura 2.9 - Representacdo do Tridngulo de Sierpinski

Fonte: < http://neetcurioso.com/%C2%BFque-son-los-fractales/ >
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2.7. Carpete de Sierpinski

A construcdo do carpete de Sierpinski utiliza basicamente a mesma estrutura descrita

anteriormente, apenas com algumas modificagdes.

(i) Considere inicialmente a superficie de um quadrado;

(i) Divida cada um dos lados do quadrado inicial em trés partes congruentes e depois
construa segmentos paralelos aos lados, obtendo-se nove quadrados congruentes;

(iii) Remova o quadrado central,

(iv) Realize os processos (ii) e (iii) em cada um dos quadrados restantes;

(v) Repita o processo (iv) indefinidamente.

Figura 2.10 - Representacdo do Carpete de SierpinskKi

Fonte: < http://mathworld.wolfram.com/SierpinskiCarpet.html >

2.8. Piramide de Sierpinski

Podemos estender o conceito de fractais para objetos de dimensdo maior. Um desses
exemplos é a aplicacdo analoga ao processo de construcdo do Triangulo de Sierpinski para um
tetraedro. A diferenca mais notavel em relacdo a estrutura apresentada no caso de superficie é
dada pela utilizacdo de planos paralelos as bases do tetraedro inicial, substituindo as bases

médias do triangulo no caso bidimensional . Observe as etapas da construcao:

(i) Considere inicialmente um tetraedro regular;

(ii) Construa planos paralelos a todas as faces interceptando os pontos médios de suas arestas;
(iii) Remova o poliedro central - permanecem 0s quatro tetraedros que possuem o0s vértices do
tetraedro original,

(iv) Realize os processos (ii) e (iii) em cada um dos tetraedros restantes;
17
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(v) Repita o processo (iv) indefinidamente.

Figura 2.11 - Representacdo da Pirdmide de Sierpinski

Fonte: < http://www.giematic.unican.es/estalmat/Fractales/page_18.htm >

2.9. Esponja de Menger

Em 1926, ao explorar o conceito de dimensdo topoldgica, Menger apresentou o fractal
que hoje possui seu nome. Assim como a Piramide de Sierpinski, a Esponja de Menger pode
ser analisada como a expansao tridimensional de um fractal bidimensional - nesse caso, a
correspondéncia refere-se ao Carpete de Sierpinski. Vejamos seu processo de construcéo:

(1) Considere inicialmente um cubo;

(ii) Divida cada uma das arestas do cubo original em trés partes congruentes, obtendo-se 27
cubos equivalentes;

(iii) Remova o cubo central, assim como aqueles adjacentes as suas faces;

(iv) Realize os processos (ii) e (iii) em cada um dos quadrados restantes;

(v) Repita o processo (iv) indefinidamente.

Figura 2.12 - Representacdo da Esponja de Menger

Fonte: < http://blog.zacharyabel.com/tag/menger-sponge/ >
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2.10. Notas biograficas

Georg Ferdinand Ludwig Cantor

Conhecido principalmente por seus estudos no
ramo da Matematica conhecido hoje como Teoria dos
Conjuntos, Georg Ferdinand Ludwig Cantor (1845-
1918) foi um brilhante matematico russo que dedicou-
se ao estudo e desenvolvimento de propriedades
referentes aos conjuntos infinitos. Inicialmente, sua
teoria ndo obteve o consentimento unanime da

comunidade matematica da época. Mas seu trabalho foi

Fonte: [20] fundamental para o posterior desenvolvimento formal

e axiomatico dessa area,

gue contou com a

contribuicdo dos matematicos Ernest Zermelo (1871-1956) e Abraham Fraenkel (1891-1965).

Publicado em 1883 no jornal aleméo de pesquisa matematica Mathematische Annalen,

o artigo Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten apresentou um elemento que

passou a ser considerado o primeiro fractal: o conjunto de Cantor - também conhecido como

Poeira de Cantor.

Giuseppe Peano

O italiano Giuseppe Peano (1858 - 1932) foi um
importante  matematico que  destacou-se por  suas
contribuicdes em diversas areas da matematica, interessando-
se principalmente pela l6gica matematica. Peano conseguiu
criar um método axiomatico para definir os nimeros naturais
através do conceito de conjuntos, introduzindo algumas
notacbes que permanecem sendo utilizadas atualmente. Esse
seu trabalho foi publicado em Arithmetices principia nova

methodo exposita no ano de 1889, representando um grande

marco do século XIX na busca pela representacdo da

Fonte:[20]
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aritmética através da simbologia formal.

Entretanto, uma de suas descobertas causou grande perplexidade a comunidade
cientifica da época: Peano apresentou uma curva que quase preenchia completamente o
quadrado unitério (0 < x < 1e0 <y < 1), fato que relacionava-se com uma das descoberta

de Cantor - as cardinalidades do segmento unitario e do quadrado unitério sdo iguais.

David Hilbert

Nascido em Kdnigsberg, na Prussia Oriental (atualmente
territorio russo), David Hilbert (1862 - 1943) obteve seu
doutorado na Universidade de Konigsberg, onde também foi
professor antes de transferir-se para a Universidade de
Gottingen. Hilbert dava muita importancia a participacdo de
congressos matematicos e, por essa razdo, viajou bastante e
conheceu vastamente as teorias desenvolvidas por grandes

matematicos de seu tempo.

Seus estudos iniciais abordavam a teoria dos invariantes,
Fonte: [20] ramo no qual destacou-se "de seus predecessores porque ele
tratava a teoria dos invariantes algébricos como parte da teoria
geral dos corpos de funcdes algébricos” ([6] - p. 423). Mas o grande destaque de sua obra é
dado pela abordagem axiomatica relativa a geometria euclidiana, inovando o tratamento
intuitivo dessa area até o0 momento. Além disso, ele também € muito conhecido pelo paradoxo
do Hotel de Hilbert, um fato matematico envolvendo conjuntos infinitos.
No ano de 1891, Hilbert apresentou a curva que leva seu nome no jornal alemao de
pesquisa matematica Mathematische Annalen, no artigo Ueber Stetide Abbildung einer Linie

auf ein Flachenstiick.
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Niels Fabian Helge von Koch

Niels Fabian Helge von Koch (1870 - 1924) foi um
matematico sueco que destacou-se pela introducdo de uma
curva fractal que atualmente recebe seu nome. Apos concluir
a educacdo basica, von Koch iniciou seus estudos de nivel
superior na Universidade de Estocolmo, instituicdo na qual
obteve o grau de doutor no ano de 1892.

Nos anos de 1904 e 1906, foram publicados o0s
trabalhos que apresentam a idealizacdo de seus fractais

(KOCH, H. von. Une méthode géométrique élémentaire pour

Fonte: [20]

[’étude de certaines questions de la théorie des courbes
planes. Acta Mathematica, Djursholm, 1906, v. 30, p.145-174, 1906; KOCH, H. von. Sur une
courbe continue sans tangente, obtenue par une construction géomeétrique élémentaire. Arkiv
for Matematik, Astronomi och Fysik, Stockholm, 1904, v. 1, p. 681-702).

Waclaw Sierpinski

O matematico polonés Waclaw Sierpinski (1882 -
1969) mostrou seu talento para a Matematica desde cedo,
impressionando seu primeiro professor ainda na educacao
basica. Com a ocupacdo da Poldnia pelo Império Russo e a
decorrente imposicdo cultural e linguistica, eram muitas as
dificuldades encontradas pelos poloneses para prosseguir
com seus estudos. Mesmo assim, Sierpinski foi admitido na
Universidade de Varsdvia em 1899, instituicdo na qual foi

condecorado em 1903 por uma dissertacdo sobre a

contribuicdo de Georgy Voronoy (um de seus professores)

Fonte: [20]

sobre Teoria dos NUmeros.
Apos a conclusdo de sua graduacdo, Sierpinski lecionou em uma escola de meninas
em VarsOvia antes de iniciar seu doutorado na Universidade Jagiellonian, em Cracdvia.

Quando obteve o titulo de doutor, foi nomeado professor na Universidade de Lvov.
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Em 1916, ele apresentou um dos "entes patoldgicos” no trabalho: "Sur une courbe
cantorienne qui content une image biunivoquet et continue de toute courbe donnée"” (Comptes
Rendus de I'Academie des Sciences de Paris, Paris, 1916, p. 629-632), completando uma
publicacdo de 1915.

Karl Menger

O matematico austriaco Karl Menger (1902-1985)
dedicou-se bastante a literatura antes de iniciar seus estudos
no curso de Fisica, na Universidade de Viena, em 1920. No
ano seguinte, inclinou-se a Matematica apds participar de uma
palestra sobre conceitos de curvas e, a partir de entdo,
produziu diversas contribuicbes teoricas, principalmente nos
ramos de Geometria Hiperbolica, teoria dos jogos, dimensao

topoldgica e nas ciéncias sociais.

Ainda em 1921, contraiu uma intensa tuberculose e Fonte: [20]
permaneceu em tratamento durante dois anos, periodo no qual
aprofundou-se no desenvolvimento da teoria de Espacos Topoldgicos - area de seu doutorado,
concluido em 1924. Além do prestigio alcancado no Instituto Tecnoldgico de Illinois como

professor, Menger também lecionou nas universidades de Amsterdan e Viena.
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3. Caracteristicas dos Fractais

Por ser um tépico relativamente recente no desenvolvimento da Matematica, ainda néo
temos uma definicdo considerada adequada para os fractais. Segundo BARBOSA, "(...) o
conceito de fractal ainda tem muito a desejar, principalmente no caso de se querer uma
defini¢do formal (...)" (p. 19, 2005).

Iremos expor a seguir algumas definigdes elaboradas por conceituados estudiosos
dessa &rea:

- Feder: "um fractal € uma forma cujas partes se assemelham ao seu todo sob alguns

aspectos”;

- Mandelbrot: "um fractal €, por definicdo, um conjunto para o qual a dimenséo

Hausdorff excede estritamente a dimensao topoldgica”;

Para Falconer, o entendimento de fractal deveria ser realizado atraves de algumas
caracterizacdes. Segundo suas ideias, um conjunto F ¢ fractal se:
(i) F possui alguma forma de autossimilaridade ainda que aproximada ou
estatistica;
(if) A dimenséo fractal, definida de alguma forma, € maior que sua dimensao
topoldgica;
(iii) O conjunto F pode ser expresso atraves de um procedimento recursivo ou

iterativo.

De acordo com os objetivos deste trabalho, iremos considerar como caracteristica
determinante de um fractal o parametro dimenséo, seja ela exata ou aproximada (estatistica).
Esse termo indica que, caso 0s objetos fractais sejam observados em uma escala descendente,
as suas partes serdo, em todas as escalas, semelhantes ao todo. Apesar da dificuldade causada
inicialmente pela aceitacdo de objetos sem uma definicdo formal, desse modo conseguiremos
explorar no Capitulo 4 diversos conceitos matematicos importantes que estdo presentes na

educacéo basica.
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3.1. Dimensao

A caracteristica fundamental no estudo dos fractais € o pardmetro dimensdo, que
diferencia-se das definices da geometria classica aos quais estamos acostumados, onde
aceitamos até mesmo de modo intuitivo que pontos possuem dimensdo nula; curvas,
dimensdo 1; superficies, dimensdo 2 e, o espaco, dimensdo 3. Entretanto, ao abandonar a
geometria classica, temos situacfes que ndo enquadram-se nas ideias de dimensdo citadas
anteriormente. Desse modo, os matematicos criaram definicGes mais amplas para auxiliar o
estudo desses conjuntos.

No estudo da Geometria Fractal, a dimensdo de um conjunto pode ser representada por
nameros racionais ou até mesmo irracionais. Nesse caso, a dimensdo estd associada a
determinados aspectos do objeto em quest&o, indicando, por exemplo, a espessura, densidade
ou rugosidade do mesmo.

ApoOs uma breve apresentacdo de dimensdo topoldgica, introduziremos o conceito de

dimensdo de um fractal - dimensdo Hausdorff.

3.1.1. Dimenséo topologica

Definicéo 3.1 Seja X c R . Um ponto a € R denomina-se ponto de acumulacédo do
conjunto X quando todo intervalo aberto (a — ¢,a + ¢€), de centro a e raio € > 0, contém

algum ponto x € X diferente de a.

Definicéo 3.2 Seja X € R . Um ponto a € X que ndo é ponto de acumulacdo de X

denomina-se ponto isolado de X.

Definicéo 3.3 Um conjunto S é totalmente desconexo se todos 0s componentes

conexos de S sdo pontos isolados.

Intuitivamente, podemos interpretar a definicdo de conjunto totalmente desconexo
como pontos isolados, isto €, dados dois pontos quaisquer pertencentes ao conjunto, nao
existe um caminho continuo que ligue-os.

Dessa forma, definimos como zero-dimensional (dimensdo 0) um conjunto totalmente
desconexo, ou seja, um conjunto formado por pontos isolados. Agora, tomemos como
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exemplo uma reta. Esse conjunto € unidimensional (dimenséo 1), pois se retirarmos um de
seus pontos, teremos um conjunto desconexo. De maneira andloga, o plano é um conjunto
bidimensional (dimensdo 2), pois somente se retirarmos uma de suas infinitas retas - que é

unidimensional - 0 conjunto ser& desconexo.

3.1.2. Dimensao Hausdorff

Diferentemente da dimensdo topoldgica, a definicdo da dimensdo Hausdorff nédo
utiliza o conceito de conexidade. De modo intuitivo, para defini-la em um conjunto X,
devemos identificar o valor do parametro s que indica a &rea’ de X. Vamos exemplificar essa
situacdo através de aplicacdes na reta, no plano e no espaco.

Considere o intervalo [0,1], dividido em n intervalos de comprimento % Podemos

entdo escrever o comprimento do intervalo inicial da seguinte maneira:

Figura 3.1 - Segmento dividido em um, dois, trés e quatro segmentos congruentes

Vamos agora analisar o resultado da expressdo geradora do somatério elevada a um

pardmetro s - este sera o expoente correto para medir a area’.

S - o) ) ) -

n vezes

Como a quantidade n de intervalos pode ser tdo grande quanto quisermos,
entdo podemos aplicar o conceito de limite tendendo ao infinito em (7). Assim, realizando um

estudo da variacdo de sinais do expoente 1 — s, temos trés situacdes possiveis:

! Esta expressdo sera utilizada para indicar comprimento, &rea, volume ou hipervolume.
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1°caso: 1 —s>0=s<1 ~lim,,,n'™s =00

1

20cas0:1—s=0 =s=1:lim,,n'"* =lim,,n'"! =1lim,,1=1

3Pcas0:1—s<0 =2s>1~limnt=s=0

n—oo

Portanto, os valores do limite dependem do parametro s. Em especial, o valor do
limite em questdo muda seu comportamento em s = 1, determinando a dimens&o do conjunto
dado.

Alem do intervalo [0,1], fagamos também a analise referente a dimenséo do quadrado
de lado unitario. Para tanto, tomemos n? quadrados de lado % Sabemos que sua area é dada

por:

S07 0 o () - <

n2 vezes

Figura 3.2 - Quadrados divididos em n? partes iguais, com n € {1, 2,3}

De maneira andloga ao exemplo anterior, vamos introduzir o parametro s a expressao

geradora do somatorio e, depois disso, aplicar o limite para n tendendo ao infinito:

Q) e ) ) e

le vezes

n

1

26



Ao aplicar o limite para n tendendo ao infinito, também precisamos analisar as
seguintes situacoes:

1°caso: 2—s > 0 = s < 2 = lim,_, n?~*

20cas0:2—s=0 =25 =2 1lim,,,n?S =lim,,,n? %2 =lim,,, 1 =1

3°cas0:2—-s<0 =2s>2 -~ limn2s

n—00

=0

Novamente, podemos observar a mudanca no comportamento do limite em s = 2,
valor que indica a dimenséo do quadrado.

Para visualizar a situacédo tridimensional, considere um cubo de aresta unitaria. Agora,

. 1
vamos dividir as arestas em n partes congruentes, formando n3 cubos de aresta ~

/ / i L L

Figura 3.3 - Cubos divididos em n3 partes iguais, com n € {1, 2,3}

Utilizando a ideia dos exemplos anteriores, temos:

n3

1

O =) ) o @) = (3 -Em

n

n3 vezes

Analisando o limite quando n tende ao infinito, nos deparamos com as seguintes
situacoes:

19¢as0:3—s >0 = s < 3 = lim,,, n3° =
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2°cas0:3—s=0 =s=3-lim,,,n>° =lim,,,n® 3 =lim,,, 1 =1

3cas0:3—s<0 =2s>3 ~limn35=0

n—-oo

Mais uma vez, observamos a mudanga no comportamento do limite em s = 3, valor
que indica a dimensdo do cubo.

A partir das ideias expostas acima, podemos concluir que existe um Unico parametro
que ndo acarreta como resultado um limite nulo ou infinito. E mais: o valor desse parametro
indica a dimensao do conjunto em questao.

Vejamos agora algumas defini¢cbes importantes para estruturarmos de modo formal a

dimensao Hausdorff.

Definigdo 3.4 Um conjunto X diz-se enumeravel quando é finito ou quando existe
uma bijecdo f:N — X - no segundo caso, temos x; = f(1), x; = f(2), ... x, = f(n), ...,

sendo X = {x1,Xy, .., Xy, ... }

Definicéo 3.5 Uma & — cobertura enumeravel de um conjunto F ¢ R™ é uma colegéo
contavel (finita ou enumeravel) de subconjuntos {4;};cy tais que A; c F, com diametro

mAximo & que cobrem F, ou seja, F < Uj2; 4;, sendo 0 < |4;] < e.

Definicéo 3.6 O didmetro de um subconjunto ndo-vazio A < R" e dado por
|A| = sup {|x — yl:x,y € A}.

Observacdo: convenciona-se |@| = 0.

Definicéo 3.7 A area Hausdorff do subconjunto F c R™ de parametro s >0 e

diametro € > 0 é dada por S (F) = inf);{2,|A;|* , sendo {4;};ey uma cobertura de F.

Como o infimo é tomado dentre todas as possiveis coberturas do conjunto, sua
determinacdo, por vezes, torna-se extremamente complexa. Mesmo assim, nosso objetivo é
minimizar a soma das poténcias de ordem s dos diametros. Para isso, devemos observar que o
infimo 7£5(F) aumenta e aproxima-se de um limite quando € — 0; pois, ao diminuir o valor
de &, a classe de coberturas de F admissiveis na definicdo da medida de Hausdorff é reduzida.

VVamos agora introduzir a defini¢do da area Hausdorff.
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Definigdo 3.8 A area Hausdorff é dada por H*(F) = lim,_,q H(F) .
Caso tenhamos um conjunto F finito de pontos, a area de Hausdorff é nula, ou seja,
teremos HS(F) = 0, paratodo s > 0.

Proposicéo 3.9 Dado o conjunto F, existe um Unico s, tal que:
(iy HS(F)=oo,ses5 < s;
(i) HS(F) =0,ses > s,.

Demonstracao.
(i)  Seja F coberto por {4;};en, cOM |4;| < € < 1. Entdo, supondo s > s, temos:
|A;[° = |A;[°750 - |A;|50 < e57%0 - |4;]0

Aplicando-se o conceito da area de Hausdorff na desigualdade anterior, temos:

H(F) = ianIAiIS < infz g5750)|A;[50 = infess0 z:IAL-IS0 =
1 1 1

= g57% ian:IAiIS0 = eSO (F)
1

Observando-se a existéncia de s, por monotonicidade e também que s — s, > 0, entdo
podemos afirmar o que segue:

HE(F) < 550K (F)

Admitindo-se que € — 0, entdo o segundo membro da desigualdade anterior tambem
tendera a zero. Dessa maneira, temos:
HS(F)=0

Para demonstrar (ii), procedemos de maneira analoga, com as devidas modificacdes

acarretadas pelo fato de s — sy < 0. Assim, temos:

eSTOHI(F) < HS(F) = HO(F) < HE(F)

850_5
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1 . N
Desse modo, quando &€ — 0, temos o5 — %9, OU seja, o < HS(F), levando-nos a

conclusdo de que H*(F) = oo. m

A partir da proposicéo anterior, podemos definir a dimensdo Hausdorff.

Defini¢éo 3.10 A dimensdo Hausdorff de um conjunto F (dimy F) € o valor

critico da area Hausdorff.

Na representacdo grafica a seguir podemos visualizar o valor critico de s (dimy F), na

qual Hs(F) é funcéo de s.

H® (F)

>0

1 |.5'

0 dimyg F n

Figura 3.4 - Representacdo geométrica da dimensdo Hausdorff

Apo6s o estudo da dimensdo de similaridade, abordaremos um exemplo com a
aplicacdo da dimensao de Hausdorff no conjunto de Cantor, evidenciando também o mesmo

resultado através da dimensdo de similaridade.

3.1.3. Dimensao de similaridade

Defini¢éao 3.11 Um conjunto B diz-se autossimilar a um conjunto A se existe
f:A - B (A B c R") tal que d(f(x), f(y)) = k -d(x,y), para quaisquer x,y € A; sendo a

distancia entre x e y dada por d(x,y) ek € R.
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Uma lista de similaridade € uma relac&o finita de nimeros positivos (ry, 13,73, ..., 1,).
Um sistema de funcdes de similaridade realizando uma lista de similaridade em um espaco S
é a Unica lista (f;, f2, f3, .-, f), onde f;: S — S é uma similaridade de razdo r;. Dizemos que
K < S é um conjunto invariante pelo sistema de fungdes de similaridade se
K = filK]U f,[K]V f3[K] U ... £, [K].

Dizemos que o pardmetro dimenséo s independe da lista de similaridade, sendo o

namero real positivo tal que r{¥ + 5 + 35 + -+ 17 = 1. Vejamos alguns exemplos:

111

Exemplo 3.12 Dimens&o do Triangulo de Sierpinski (5, E'E)

AL L

A

Figura 3.5 - Autossimilaridade no Triangulo de Sierpinski

O triangulo de Sierpinski € um conjunto invariante pelo sistema de funcdes que

~ . 111 .
compoe a lista (E,E,E) Dessa maneira, temos:

S 1S+1S+1S <1>S+(1>5+(1>S 1 =3 (1)5 1 =3 ! 1
= — — — = — — — = = = = = —_—=
2 2 2 2 2 2 2 A
log3
=23 =2° =log 2° =log3 =>slog2=1In3 ~s= = 1,585
log?2
. ~ 1111
Exemplo 3.13 Dimensao do Floco de Neve de Koch (5, g'g'g)
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O floco de neve de Koch é um conjunto invariante pelo sistema de fungdes que

111 ~
—,5). Entdo, podemos escrever:

~ . 1
compde a lista (—,—,
3°'3°3

K=iK+2K+oK+2K (1)S+(1)S+(1)S+(1)5 1=
= — —_ —_ —_ = —_ — — — =
3 3 3 3 3 3 3 3

1 4 1
=>4-(§> =1=>—=1=3"=4 =>slog3=log4 ~s= = 1,262

3s log 3

Agora, um importante resultado que relaciona os conceitos que foram expostos a

pouco: a igualdade entre as dimens6es Hausdorff e de similaridade.

Teorema 3.14 Seja S um conjunto que satisfaz uma lista de similaridade. Se as
similaridades sd@o disjuntas, entdo a dimensdo Hausdorff é igual a dimensdo de

similaridade.

Demonstracao.
Dado um conjunto S e um sistema de funcOes de similaridade (f;, f5, f5, ..., f,,) que

gera uma lista (ry, 1,13, ..., 1;,), entdo, podemos afirmar que

S = filsTu fISTU f1STU .. £ [S].

De maneira equivalente, podemos escrever

S=nS+nS+nrS+--+nS

Pela hipotese inicial, as similaridades sdo disjuntas. Entdo, calculando a éarea
Hausdorff, temos:
H5(S) = HS(1,S) + H (1) +H S (138) + -+ H3(r,S) (D)

Como cada r; € um namero real positivo, entdo
;SIS = (rSD® =7r7ISI°

Através da definicdo da dimensdo Hausdorff e da observacdo acima, podemos escrever

(II) como segue:
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HSES) =riHSS) + s HI(S)+rsHS(S) + -+ 1,7 HS(S) =
=H S +15 +1r5 + -+ 1))

Portanto, temos i + 15 + 1§ + -+ 17 = 1, fato que comprova a igualdade entre as

dimensdes Hausdorff e de similaridade. n

Para evidenciar o teorema acima, iremos determinar o pardmetro que indica a
dimensdo do conjunto de Cantor utilizando as dimensdes de Hausdorff e de similaridade,
concluindo ao final da aplicacdo que, como esperado, 0s parametros encontrados séo iguais.

Sabemos que o conjunto de Cantor, conforme exposto no Capitulo 1, é gerado a partir
de 3™ divisdes do segmento unitario [0,1], retirando-se a parte central a cada processo

iterativo. Dessa forma, temos:

n = 1:3! = 3 segmentos, dentre os quais apenas 2 = 2! permanecem;
n = 2 : 3% = 9 segmentos, dentre os quais apenas 4 = 22 permanecem;

n = 3 : 3% = 3 segmentos, dentre os quais apenas 8 = 23 permanecem.

Com isso, podemos afirmar que, a cada 3™ segmentos gerados, permanecerdo apenas

2™, sendo o comprimento de cada um igual a 3% . Assim, o comprimento é dado por:
2n
14\° 1 2" 2"
36 -7 Gy
- 3n (3n)s (3n)s (3s)n
Dado que o valor de n aumenta indefinidamente, entdo precisamos determinar o valor

y tal que:

n

y= gl_)rg (3s)n

Para analisa-lo, apliquemos um logaritmo em ambos 0s membros da igualdade anterior

e também algumas propriedades operatdrias:

zn
logy = lim [log( )] = lim [log(2") — log(3%)"] = lim (nlog2 — nslog3) =
n—oo (Bs)n n—0oo n—0oo

= lim n(log2 — slog 3)
n—-oo
Como desejamos que logy seja finito e n — oo, entdo é necessario que:
(log2 —slog3) - 0

Desse modo, temos:
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_ 1082 _ 1631
S_log3 -

Observe que, caso s > i:% entdo (log2 — slog3) < 0, 0 que acarreta logy = — g,
consequentemente, y = 0.

De maneira analoga, se s < % entdo (log2 — slog3) > 0. Assim, logy = o ¢,
consequentemente, y = oo,

Apesar de ndo nos preocuparmos excessivamente com o rigor matematico para o

calculo da dimensdo Hausdorff, o que fizemos anteriormente mostra de modo satisfatério a

log 2
log 3’

concluséo de que s =
Faremos agora o calculo da dimensdo de similaridade no conjunto de Cantor (C).

. ~ . - 1 1 . . .
Nesse fractal, o sistema de fungdes que realiza a lista (5 ,5) torna-o invariante. Assim, temos:

N N N

C—lC+1C (1>+<>—1 2()—1 2—1 35=2
ar i = =1 = = =>35_ =35 =

Aplicando-se um logaritmo em ambos os membros da igualdade anterior e utilizando

propriedades operatorias, temos o resultado esperado:

log3®* =log2 = slog3 =log2 ~s =10i25 0,631
log3 ™’
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4. Abordagem da Geometria Fractal na Educacéo
Béasica

Neste capitulo, iremos expor algumas situag@es interessantes nas quais a abordagem
da Geometria Fractal pode incrementar as aulas em turmas da educacdo basica,
proporcionando mais uma fonte motivacional no estudo de diversos contetdos presentes nas
propostas curriculares, tais como: padrdes numéricos e geométricos; sequéncias e Séries;
progressdes geométricas (PG's); problemas de contagem; perimetro e area de figuras planas;
volume de sélidos geométricos; logaritmos; introducdo ao conceito de limite.

No desenvolvimento da curva de Koch, floco de Neve de Koch, triangulo de
Sierpinski e carpete de Sierpinski, apresentaremos também seus métodos de construgdo no
software de geometria dinamica GeoGebra, estimulando uma ampla revisdo em conceitos de
geometria plana. Para desenvolver uma atividade desse tipo com turmas da educacdo basica, é
extremamente importante que os alunos tenham alguma familiaridade com o software
utilizado. Apesar da interface amigavel e intuitiva do programa, é necessario 0 dominio de
conceitos da Geometria Plana e suas aplicagdes. Portanto, seu reconhecimento e realizacéo de
atividades anteriores as construcbes em questdo serdo extremamente importantes para o

desempenho adequado dos alunos nas atividades envolvendo os fractais.

4.1. Conjunto de Cantor

Para determinar o Conjunto de Cantor, devemos considerar 0s pontos que restam apos
a realizacdo de uma quantidade infinita dos procedimentos descritos no Capitulo 1. Essa
quantidade de pontos é infinita e, diferentemente do que podemos concluir em uma analise
superficial, esse conjunto é ndo enumeravel 2. Entretanto, a demonstracio deste fato foge dos
objetivos deste trabalho e, por isso, sera omitida.

Além da abordagem geométrica que foi citada no primeiro capitulo, o conjunto de
Cantor também pode ser abordado numericamente. Para isso, iremos considerar que o
segmento A;A, € unitério, isto é, corresponde ao intervalo fechado F; =[0,1]. Dessa

maneira, 0s conjuntos determinados nas proximas fases sdo definidos por:

? Um conjunto X diz-se ndo enumerével quando é infinito e ndo existe uma bijecdo f: N — X tal que x; = f(1),
X, = f(2), . . X, = f(n), ..., sendo X = {xq, %3, ..., X, .. } .
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27 27°9 9727 273 3727 279 9° 27 27

Novamente, apos infinitas aplicacdes desse processo, teremos o Conjunto de Cantor,
agora apresentado numericamente. A partir de uma andlise superficial, poderiamos supor

que o comprimento total removido T, ap0s diversas aplicacdes do processo de construcdo €
dado por:

novtez (@) ez (D) e () et i 2 ) ()
T3 3 3 3 3 3 \3 3

Q)

Observe que (1) expressa a soma dos infinitos termos de uma progressdo geométrica

que possui razao q = % e termo inicial a; = 1. Como |q| = % < 1, temos:
2 (2 2 1 1
3

Portanto, o comprimento total removido seria T, = 3 % =1.

Isso significa que restariam apenas 0s pontos extremos do segmento original? A
resposta a essa indagacao é ndo, pois temos muitos pontos que ndo sdo extremos e pertencem
ao Conjunto de Cantor. Para ilustrar essa situacdo de um modo didaticamente eficiente,

iremos utilizar a ideia de codificacdo dos pontos desse conjunto.

No processo de construcdo do Conjunto de Cantor, removemos o intervalo central dos
intervalos obtidos na fase anterior, restando um intervalo a direita (1) e outro a esquerda (0).
Dessa maneira, todos 0s pontos pertencentes ao conjunto podem ser representados por uma
sequéncia formada por 0 ou 1.

36



Figura 4.1 - Representacdo do Conjunto de Cantor

Inicialmente, vejamos a representacédo codificada de alguns pontos extremos.
«0 - 00000..=0

Para representar o ponto 0, devemos observar que, em todas as fases, ele sempre
permanece nos intervalos da esquerda. De modo analogo as dizimas periodicas, o traco

horizontal sobre o algarismo 0 ou 1 significa sua repeticdo indefinida.

Figura 4.2 - Representacdo do valor 0

*1-11111..=1

Figura 4.3 - Representacdo do valor 1
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-§—> 10000... = 10

2 . .
Para representar o ponto 2, devemos observar que, na primeira fase, o ponto em

questdo pertence ao conjunto da direita e, a partir da fase 2, ele sempre estara a esquerda.

Figura 4.4 - Representacédo do valor §

-§—> 00111..= 001

Figura 4.5 - Representacdo do valor %

. g - 01000... = 010

Figura 4.6 - Representacdo do valor %
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-§—> 10111... = 101

«Z 00100..= 0010
27

Figura 4.8 - Representacdo do valor %

Nos exemplos anteriores, todas as sequéncias representam pontos extremos e possuem
uma caracteristica comum: ap0s determinada fase, temos a repeti¢do indefinida de um Unico
algarismo (0 ou 1). Mas existem outras configuracGes nas quais repetem-se uma sequéncia de
algarismos - como o periodo de uma dizima periddica - ou ainda ndo existe um padrdo de
repeticdo. Além disso, os cddigos 0 e 1 podem ser interpretados também como valores
correspondentes aos intervalos nas diversas fases da construcdo do conjunto em questdo. Para

realizar essa conversao numérica, devemos nos atentar aos seguintes fatos:

* 0 algarismo 1 ndo altera o extremo superior do intervalo, mas representa o acréscimo

ao extremo inferior do nimero 2 dividido pela poténcia de 3 em sua respectiva fase;
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: . . . 1 ,
* apesar de reduzir o extremo superior do intervalo anterior na escala 310 algarismo 0

representa um acréscimo nulo ao seu extremo inferior.

Vamos agora analisar alguns exemplos das situa¢des descritas acima. Como partimos
do conjunto [0,1], é evidente que todos os elementos x pertencentes ao Conjunto de Cantor

satisfazem 0 < x < 1.

<1
2 2 2
0420+t 3 - 3 3277
3 33 35 1, 178738 4
32 9 9
«110
1
2+2+0+2+0+2+0+ —2(1+1+1+1+ )—2 143 _|=
3 32 34 36 -3 3 33 35 -3 1L
9
1
2 143 _2(1+3)_2 1111
-3 8] 3 8/ 3 8 12
9
« 0110
1 1
0+2+2+0+2+0+ —2(1+1+1+ )—2 1+—3 _2 1+3 )=
32 33 35 32 3 33 ) 1L/ 09 8|
9 9

Nas situacdes anteriores, podemos observar que 0s pontos encontrados ndo sdo
extremos, pois ndo possuem em seus denominadores apenas as poténcias de 3. 1SS0 nos
sugere, ainda que de modo intuitivo, que o Conjunto de Cantor ndo € enumeravel. Para
visualizar a demonstracdo formal deste argumento, sugere-se a pesquisa da referéncia [13], na

qual é realizada uma analise prévia sobre a cardinalidade de alguns conjuntos infinitos.
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Para finalizar o estudo desse conjunto classico, devemos nos atentar a sua
autossimilaridade: sempre que nos fixamos em um segmento de suas extremidades, podemos
interpreta-lo como o segmento unitario inicial e, a partir de seu processo de construcao
aplicado de maneira sucessiva, teremos novamente o Conjunto de Cantor - em uma escala

inferior, preservando suas caracteristicas originais.

4.2. Curva de Peano

Iremos focar a analise da area da regido preenchida pela Curva de Peano, que tende a
superficie de um quadrado cuja diagonal € 1. Como a diagonal (d) de um quadrado é dada em
1 _ 2

funcdo de seu lado (1) por d = /2, entdo temos [ = AR Assim, essa area quadrangular
2
tendead = (ﬂ) =2=1
2 4 2

Além do célculo da area da regido delimitada por essa curva, podemos também

determinar o seu comprimento. Para realiza-lo, utilizaremos a seguinte tabela auxiliar:

B Comprimento de cada _
Iteracao Segmentos Comprimento total
segmento

12 9 =32 =321 %: 3-1 32.3-1 = 31

28 9.9 =92 = 3% =322 1-1:1:3—2 3%.372 =32
33 9

3° 92.9 =93 =36 =323 l-lzi:3_3 36.373 =33
39 27

na 32n 3—n 32n .3n = 3n
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Como podemos perceber através da tabela auxiliar, para determinarmos o
comprimento da curva na enésima iteracao, basta calcularmos o valor de sua correspondente
poténcia de 3. Dessa maneira, podemos concluir que o comprimento dessa curva tende ao

infinito, uma vez que seu comprimento é multiplicado pelo fator 3 de modo indefinido.

Além disso, podemos formular outras indagagcBGes extremamente interessantes a
respeito da Curva de Peano. Uma delas é a seguinte: pode essa curva preencher todos os
espacos da regido delimitada pelo quadrado de diagonal unitaria? Para responder a essa
questdo, vamos realizar uma abordagem analitica. Considere um sistema de coordenadas

cartesianas, sendo sua origem uma das extremidades do segmento original. Como o
. ~ 1 ~ ;-
comprimento de cada segmento decresce a razéo de 5 entdo a superficie de cada quadrado da

curva diminui com as iteragdes, tendendo a zero. Este fato nos induz a conclusdo precipitada
de que a curva preenche todos os pontos da regido delimitada pelo quadrado de diagonal
unitaria. Entretanto, devemos observar que todos os valores das coordenadas em questdo séo
nameros racionais, excluindo dessa forma todas as coordenadas de nimeros irracionais. Por
outro lado, sabemos que é possivel reduzir os extremos de um intervalo que contém um
namero irracional o quanto se queira, podendo-se utilizar aproximacdes de acordo com as

necessidades da situacéo.

4.3. Curva e Floco de Neve de Koch

Antes de analisar teoricamente esse fractal, vamos construi-lo no software GeoGebra.
E interessante deixarmos ocultos os eixos e também a malha quadriculada, pois nesse

momento nosso interesse limita-se a construcdo do fractal.

Inicialmente, devemos construir um segmento AB.
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% GeoGebra o . \ ‘ | — l-‘:' SR X
Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

- - 2
DE EPFEOEENDE oe
7| d— |l < )| 7| ] 7| ] Wy
TLH
/ Reta definida por Dois Pontos
/ Segmento definido por Dois Pontos
a . ] .
P Segmento com Comprimento Fixo
./ Semirreta Definida por Dois Pontos
S Caminho Poligonal
/ Vetor Definido por Dois Pontos i
0:: Vetor a Partir de um Ponto
) B
Entrada: =
——

Figura 4.9 - Representacdo de um segmento no Geogebra

O proximo passo deve ser a divisdo do segmento inicial em trés partes congruentes.
Para realiza-lo, podemos construir uma semirreta AE e depois trés circunferéncias de mesmo

raio CD, determinando os pontos F,G e H. Feito isso, construa o segmento BH conforme
ilustracdo a seguir.

Figura 4.10 - Construcdo referente a divisdo de um segmento em partes congruentes
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Agora, construa retas paralelas ao segmento BH contendo, respectivamente, 0s pontos

F e G. Marque as intersecgdes J e K dessas retas com o segmento AB.

Figura 4.11 - Construcao referente a divisdo de um segmento em partes congruentes

A partir desse momento interessa-nos apenas o segmento AB com os pontos J e K, que

indicam sua divisdo em trés partes congruentes. Entdo, para ndo deixar nossa area de trabalho

visualmente sobrecarregada, podemos ocultar as construcdes auxiliares clicando com o botdo

direito do mouse sobre o objeto e selecionar a opcdo "EXxibir objeto”. Também podemos

ocultar os nomes dos objetos, realizando operacdo analoga a anterior e selecionar a opcéo

"Exibir rétulos".

Figura 4.12 - Construcdo referente a divisdo de um segmento em partes congruentes
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Para ilustrar a primeira iteragcdo do processo, devemos retirar o segmento central /K e,
apos isso, construir um tridngulo equilatero de lado JK - que ficara sem esse lado. Ent&o,
devemos construir os segmentos A/ e BK, ocultando o segmento AB. Agora, construa duas

circunferéncias de raio AJ = BK com centros nos pontos / e K e marque o ponto de

interseccéo das circunferéncias.

# [ \, :
N

|
4 \ /

\ \ / /
\ \ /
\ \. !r"r /
. ,\/4_ _,//

E

Figura 4.13 - Construcdo referente ao processo de iteracdo

Construa os segmentos JL e LK e oculte as circunferéncias.

Ly

Figura 4.14 - Construcgéo referente ao processo de iteracéo



Apb6s a realizagdo da primeira iteragdo, devemos repetir o processo descrito
anteriormente para cada novo segmento que é formado. Entretanto, essa seria uma tarefa
extremamente trabalhosa. Visando facilitar esse tipo de situacdo, o software GeoGebra
oferece a op¢do de construir uma ferramenta que repete esse processo de construcdo. Para

ativa-la, devemos clicar em *‘criar nova ferramenta™ e inserir as seguintes informagdes:

¥ GeoGebra =RACIEL X
Arquivo Editar Exibir ngﬁealFerramentasIJaneIa Ajuda
i Configurar Barra de Ferramentas ...
b A, = iE o
o A el — L E
v 2l vl 28 ICriaruma Mova Ferramenta .. I v 2l v sl
-
L ﬁ @ Gerenciar Ferramentas ...
©F Criar uma Nova Ferramenta =
Objetos Finais | Objetos Iniciais | Nome & icone
Selecione os objetos na construco ou escolha-os de uma lista
4
= Valtar [ Préximao = I I Cancelar I

Figura 4.15 - Janela ""Ferramentas": "Criar uma nova ferramenta"

- Objetos finais: sdo 0s objetos que desejamos construir e dependem de outras
construcdes. Para inserir as proximas iteragdes de um modo mais pratico, devemos selecionar

0s pontos /, K e L, além dos segmentos j, k, [ e m.

- Objetos iniciais: sdo os objetos que foram inseridos no inicio da construcdo e

formam sua estrutura. Nessa situacdo, sdo os pontos 4,B,C,D e E.

- Nome e icone: é 0 nome que indicara a ferramenta construida, inserindo um icone no
menu superior do software. Denominaremos essa ferramenta por Koch e, para utiliza-la,
precisamos clicar em seu icone, selecionar os pontos A,/,C,D,E e, ap0s isso, ocultar o
segmento AJ. A sequéncia de selecdo dos pontos sempre deve ser a seguinte: X;,X,,C,D, E,

sendo X; e X, as extremidades de cada segmento do processo de iteracao.
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Curva de Koch

Figura 4.16 - Representacdo da curva de Koch

Ao realizar a quantidade de iteracdes desejada, podemos retirar todos os rétulos para
uma visualizacdo mais clara da Curva de Koch. Para isso, deixe visivel a “janela de algebra™,
selecione "pontos™ (para selecionar todos de uma unica vez) e também os segmentos que
formam as bases de cada triangulo equilatero.

Com a ferramenta desenvolvida para a Curva de Koch, podemos construir o Floco de
Neve de Koch. A diferenca entre as duas construcbes é o objeto inicial: ao invés de
considerarmos um segmento, utilizamos um tridngulo equilatero. Entdo, para iniciar a

construcdo, devemos selecionar a opcéo "poligono regular”.

77 GeolGebra - = ? —
Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
= Ee
ki ¥y o
~
1 H | O~ \‘;‘x Paligono
-
o ;
'_ # Poligono Regular ¢
-
.'\ 5 a
. Paoligono Rigido
£;: Poligono Semideformavel
<
B
Entrada: ©@

Figura 4.17 - Construcdo de um tridngulo equilatero
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Para realizar as iteragdes, utilize a ferramenta Koch selecionando os pontos conforme
indicagdo dada na construcgdo anterior, com mais uma observagéo: no momento de selecionar

as extremidades de cada segmento, devemos imaginar um movimento no sentido anti-horério.

#7 Oficina_Viajando com os Fractais_Curva de Koch.ggb - | (] -
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
- — &
A U slololLclRN S oY @le
N R B S (o sl A NN 1 8 3 P o
7 v 7 v v ¥ v v 7 ¥ b
T Curva de Koch
Ponto, Ponto, Ponto, Ponto, Ponto
4
Entrada =

Figura 4.18 - Construcdo referente ao processo de iteracédo

Apos realizar a quantidade desejada de iteracdes, oculte os rétulos, pontos e segmentos

que sejam desnecessarios na visualizacdo do floco de neve.

Floco de Neve de Koch

Figura 4.19 - Representacdo do Floco de Neve de Koch
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Feitas as construcdes no GeoGebra, iremos agora explorar questdes relativas a
contagem de segmentos, perimetro e &rea do Floco de Neve de Koch. VVamos discorrer sobre
esses assuntos de maneira expositiva, sem a preocupacdo de apresentar atividades prontas.
Sendo assim, os colegas que desejarem utilizar esse material como referéncia poderdo adaptar
0 conteudo apresentado as suas realidades em seus respectivos ambientes escolares.

4.3.1. Quantidade de segmentos

Pelo processo de construcdo do Floco de Neve de Koch, sabemos que cada segmento
sera dividido em trés partes e, apds isso, devemos substituir o segmento central por dois
novos segmentos. Dessa maneira, ficamos com quatro segmentos em cada lado do triangulo
equilatero inicial, isto é, teremos 3-4 = 12. Na proxima iteracdo, cada um dos 3-4
segmentos vai gerar outros quatro segmentos. Para facilitar a compreensdo e auxiliar a

visualizacdo do padréo, vejamos a tabela a seguir:

Iteracéo Quantidade de segmentos
0 3
1 3°4
2 (3-4)-4=3-42
3 (3:4%)-4=3-43
n 3-4"

Na elaboracdo de atividades para alunos da educacdo basica, o professor pode
apresentar as figuras as quatro figuras listadas acima ou, ainda, apresentar o método de
construcdo com o software GeoGebra e depois indagé-los sobre a quantidade de segmentos
em cada iteracdo. Uma atividade desse tipo auxilia bastante na compreensdo de padrbes

geométricos e numéricos, topico presente em geral a partir do 7° ano do ensino fundamental.
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4.3.2. Perimetro

Vamos analisar agora o perimetro das figuras geradas a cada iteracdo do Floco de

Neve de Koch. Ao observar o comprimento de cada segmento, percebemos que cada um deles

é dividido na razdo de % Entdo, para determinar o perimetro de cada figura, basta

multiplicarmos a quantidade de segmentos pelo comprimento de um deles, pois todos séo

congruentes em cada iteracdo. Depois de perceber isso, podemos apresentar uma tabela para

ser preenchida pelos alunos:

B Quantidade de Comprimentos de ]
Iteracao Perimetro
segmentos cada segmento
0 3 l 3l
1 1 4
1 3-4 —. 4] =3 -] =
3 ! 3-4 3 [=3 3 [ =4l
2 3-4)-4=3-42 (-) : z.(_) _ (_>
(3-4) 3) ! 3-42-(3) "1=3-(3) !
3 3-42)-4=3-43 (_> . 3.(_) - (_)
(3-4%) 3) 3-4%-(3) "1=3-(3) "
| e CR RO REEEY
3 [ 3:4 3 [=3 3 l

Através da analise da tabela acima, verificamos facilmente que cada iteracdo acarreta

S 1 . . g . . A .
um acréscimo de - no valor do perimetro referente a figura anterior, pois a sequéncia formada

s les . ~ Lt ~ 4 1
pelos valores da Gltima coluna caracterizam uma progressdo geométrica de razdo 3= 1+ 3>

1. Como a razédo dessa progressao geométrica é maior do que 1, segue que ela diverge quando

n tende ao infinito. Em outras palavras, podemos afirmar que o perimetro do Floco de Neve

de Koch tende ao infinito.
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Um exemplo interessante que pode ser abordado no ensino médio durante o estudo das

inequacdes exponenciais de bases distintas e aplicacdo de logaritmos é dado a seguir:

"Considerando-se que o lado do tridngulo equilétero inicial seja igual a 1 centimetro,
quantas iteracGes serdo necessarias para que o perimetro do Floco de Neve de Koch seja

pelo menos 1 metro?

Para solucionar o problemas proposto, devemos determinar o menor valor de n € N

n
que satisfaca a inequacgéo 3 - G) -1 > 100, pois consideramos que [ = 1 cm e sabemos que

1 metro equivale a 100 centimetros. Resolvendo a inequacdo exponencial, temos:

3 <4>" 1>100 (4>” = 199
. —_— . : J— _—
3 - 3/ 3

Aplicando-se um logaritmo de base maior do que 1 e também suas propriedades

operatorias, temos:

. 100
4 100 4 100 log—~
log (-) >log— =>n-logz=>log—— =>n= ~n=>12,19
3 3 3 3 log2
3

Como n € N, entéo a condigdo do problema é satisfeita quando n = 13. Esse exemplo
¢ extremamente interessante e desperta a curiosidade dos alunos, pois mostra como o
crescimento do perimetro aumenta rapidamente a cada iteracdo. Como complemento da
atividade, o professor pode sugerir uma situacdo semelhante na qual solicita que os alunos
determinem quantas iteracOes Sd0 necessarias para percorrer a distancia entre duas cidades,
por exemplo.

Além disso, também podemos aplicar essa ideia em distancias astronémicas, causando

ainda mais espanto com os resultados encontrados. Vejamos a sugestao a seguir:

" Considerando-se que o lado do triangulo equilatero inicial seja igual a 1 centimetro,
guantas iteracdes serdo necessarias para que o perimetro do Floco de Neve de Koch atinja a

distancia da Terra a Lua?"

Inicialmente, os alunos devem pesquisar qual é a distancia entre a Terra e a Lua -
consideraremos aproximadamente 384 000 km. Antes de escrever a inequacgdo, devemos

converter os valores para a mesma unidade. Ent&o:
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384 000 km = 3,84 X 10°km = 3,84 x 10° X 103m = 3,84 x 108 m =
= 3,84 X 108 x 10% cm = 3,84 x 101° cm
Agora que a distancia entre a Terra e a Lua estd expressa em centimetros, podemos

escrever a inequacao:

4\" 4\" 3,84 x 1010
) >——=1,28x 1010

“|=) -1=3,84x%x10% (—
3(3) 2384 %101 = (3 3

Aplicando-se técnicas semelhantes ao exemplo anterior, temos:

n

4 4
log (§> > log(1,28 X 10') = n - log > log(1,28 x 10'°)

log(1,28 x 1010
=>n> 8( ).-.n280,9

4
log§

Dado que n € N, entdo concluimos que sdo necessarias n = 81 iteracBes para que 0
perimetro do Floco de Neve de Koch atinja a distancia entre a Terra e a Lua, um resultado

interessante que pode estimular ainda mais a curiosidade dos alunos.

4.3.3. Area

Intuitivamente, temos a nocdo de que a area do Floco de Neve de Koch possui um
limite quando a quantidade de iteracdes tende ao infinito. Entretanto, podemos evidenciar este
fato de um modo mais formal no ensino médio, podemos realizar uma aplicacdo da soma dos
infinitos termos de uma progressao geométrica. Para isso, vamos analisar apenas um dos
lados do triangulo inicial (pois o triangulo € equilatero) e, a partir dele, determinar qual é o
padrdo da sequéncia, multiplicando o termo geral encontrado pelo fator 3.

. 1243 , n ... e .. .
Seja Ag = T\/— a area do triangulo inicial. Na primeira iteracdo, acrescentamos em

. ... i n A 1
cada lado do triangulo inicial um triangulo de area A; = 5A0.

De agora em diante, a nossa unidade de referéncia serd o triangulo de area A;. Na

segunda iteracdo, serdo acrescentados 4 triangulos equilateros (conforme calculos realizados

na determinacdo da quantidade de segmentos), cuja &rea individual é dada por %Al. Assim, o

i L .1 4
total acrescentado em cada lado do triangulo inicial sera 4 '6‘41 = 5‘41'
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Na terceira iteragdo, teremos o acréscimo de 42 = 16 triangulos equilateros, sendo a
. 1 . A . ~ . ,
area de cada um deles dada por 5 da area dos triangulos da iteracdo anterior. Dessa forma, sera

2
. 1 1 4 - ~ . ~ , -
acrescido 42 s =5A = (5) A;. Assumiremos entdo que, na iteracdo n, 0 acréscimo

n—1
referente a cada lado do tridngulo inicial sera dado por G) A;.

Lembrando-se que os valores dos acréscimos descritos acima referem-se apenas a um

dos lados do triangulo original, podemos afirmar que na iteracdo n teremos a seguinte area

total A:
4 4\* 43
9 9 9
apran- (1A () () ) s v () -
Soma dos termos de uma PG infinita 9
com razdo |q|<1
1 9 27
=A0+3A1 g =A0+3A1§=A0+?A1
9

‘n . N . .y 1 ~ . .
Como o triangulo que serviu de referéncia possui area A; = Ay, entdo a area total é

dada por:
27 1
A :AO +?§A0 :A0+
Portanto, podemos concluir que, quando a quantidade de iteracdes tende ao infinito, a

area do Floco de Neve de Koch tende a : de sua area inicial. E esse resultado também é

extremamente curioso, pois, em outras palavras, quando a area da figura inicial tende a um

aumento de 60% , temos uma figura com perimetro tendendo ao infinito.

4.4. Triangulo de Sierpinski

Com os eixos e malhas ocultos, construa um triangulo equilatero com a ferramenta
""poligono regular' e, apds isso, preencha-o com uma cor de sua preferéncia - utilizaremos a

cor preta.
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Figura 4.20 - Construcdo de um triangulo equilatero

Em seguida, determine os pontos médios dos lados desse triangulo, utilizando a
ferramenta ""Ponto médio™".
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@ | Vincular/ Desvincular Ponto
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° Mamero Complexo

Entrada:

Figura 4.21 - Construcdo dos pontos médios dos lados de tridngulo

Agora, construa um triangulo com vértices nos pontos médios D, E e F. Para simular a

retirada desse triangulo, podemos preenché-lo com a cor branca.
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Figura 4.22 - Construcdo referente ao processo de iteragdo

A partir de agora, devemos realizar 0 mesmo processo descrito acima para cada um
dos triangulos restantes. Para facilitar este trabalho, vamos novamente criar uma ferramenta
no menu. Como ja conhecemos as descrigdes em cada parte de seu desenvolvimento, iremos
apenas descrever 0s itens que devem ser inseridos depois de clicar em *criar nova

ferramenta’":
- Objetos finais: selecionar os segmentos d, e e f.
- Objetos iniciais: automaticamente devera aparecer nessa janela os pontos A e B.
- Nome e icone: iremos denomina-la ""Triangulo de Sierpinski'* e, para utiliza-la,

precisamos clicar em seu icone e selecionar os pontos da base de cada triangulo restante,

sempre no sentido da esquerda para a direita.
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Figura 4.23 - Construcéo da ferramenta "Triangulo de Sierpinski"
Realizando-se quatro vezes o0 processo iterativo, temos a seguinte figura:
PQ Oficina_Viajando com os Fractais_Tridngulo de Sierpinskiggb = | E | S|
Arguive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
. 0 . _ T E] (s
DREE R RAEANEER: X
D
Triangulo de Sierpinski
4
Entrada: =

Figura 4.24 - 4% iteracdo do Triangulo de Sierpinski



4.4.1. Quantidade de triangulos

No estudo do Triangulo de Sierpinski, podemos determinar o nimero de tridngulos
restantes apds n iteracdes. Pelo processo de construcdo desse fractal, podemos observar que,
apos a primeira iteracdo, sobraram 3 triangulos. Na proxima iteracdo, cada triangulo vai gerar
outros 3 tridngulos, ou seja, teremos 3 - 3 = 32 tridngulos. Apos a terceira iteracdo, teremos
32 .3 = 33 triangulos. De modo geral, é facil verificar que, apds a iteracdo n, teremos 3"

triangulos.

Figura 4.25 - Itera¢Bes do Triangulo de Sierpinski

A determinacdo da quantidade de triangulos a partir do Tridngulo de Sierpinski pode
ser questionada desde o ensino fundamental, momento no qual os alunos passam a ter contato

com padrdes numéricos e geometricos.

4.4.2. Area

Considere a area do triangulo inicial igual a A,. Ao realizar a primeira iteracdo, cada
ia iy 1 . 3 . . o
um dos 3 triangulos restantes possui area ZAO' totalizando ZAO' Apo0s a segunda iteracao, cada

2
i n ;7 . 11 1 . .
um dos 32 triangulos restantes tera area igual a a ZAO = (Z) Ay, totalizando uma éarea de

1

2 2
32. (Z) Ay = G) Ay. Vamos relacionar a quantidade de triangulos e a area ap0s cada

iteracdo em uma tabela:
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Quantidade de

Area de cada

Iteracéo . n Area do fractal
triangulos triangulo
O 30 AO 30 " AO = AO
1 1 3
1 3! 740 3t ‘740 = 740
1\° 1\° 3\°
2
’ ’ () 4 3:(3) 40=(3) 49
1 3 1 3 3 3
3
’ ’ (3) 4 3-(3) 40=(3) 4
1\" 1\" 3\"
" " (3) 4 3 (3) 40=(3)

3 . . .. ,
Ao observar que 2 < 1, podemos concluir que, com o aumento indefinido de n, a area

do fractal tendera a zero. Isso confirma uma analise intuitiva acerca desse fractal, uma vez que

a area colorida de preto diminui a cada iteracao.

4.5. Carpete de Sierpinski

Com os eixos e malhas ocultos, construa um quadrado com a ferramenta *‘poligono

regular’ e, apds isso, preencha-o com uma cor de sua preferéncia - utilizaremos a novamente

a cor preta.

58




r — <
¥ GeoGebra - N - | (S [—
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

R = R &
‘ %7 hd ) ,',,(_IHI’( & - ./7 I\./—f '(:'7 * g Ase : 27 ‘%’_/ @ i
» Janela de Algebra . i [x]

- | s Poligono
=l Poligono -
- poll=30.03 - .
= Ponto «~ Poligono Regular
@ A=(0.96,-1.24) =
O B=(6.44,1.24) ™ Poligono Rigido
= Segmento
i) a=548
E,- Poligono Semideformavel
4

Entrada: ®

Figura 4.26 - Construcdo de um quadrado

Utilizando os mesmos procedimentos adotados na construcdo da Curva de Koch,
divida o segmento CD em trés partes congruentes, determinando os pontos K e L. Ap0s isso,

vamos ocultar as construcdes estruturais, conforme figura a seguir:

Figura 4.27 - Divisdo do lado do quadrado em trés partes congruentes

Agora, construa quadrados de lado DK e outro de lado CL, utilizando novamente a
ferramenta ""poligono regular™.
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Figura 4.28 - Construcdo dos quadrados internos

Preencha o quadrado inicial com quadrados de lado DK - totalizando 9 quadrados
internos congruentes - e selecione outra cor para o preenchimento da figura central, indicando

sua retirada e finalizando a primeira iteracao.

Figura 4.29 - Construcdo dos quadrados internos e retirada do quadrado central

Ocultando-se os pontos da construgéo, temos a seguinte figura:
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Figura 4.30 - Figura gerada ap6s a primeira iteracdo

Para facilitar o processo das demais iteragcdes, vamos construir uma nova ferramenta.

Selecione a opgdo do menu **criar nova ferramenta’ e introduza as seguintes informagdes:
- Objetos finais: selecionar os poligonos 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 e 10.
- Objetos iniciais: automaticamente devera aparecer nessa janela os pontos A e B.

- Nome e icone: iremos denomina-la ""Carpete de Sierpinski'* e, para utiliza-la,
precisamos clicar em seu icone e selecionar os pontos da base de cada quadrado restante,

sempre no sentido da esquerda para a direita.

Criaruma Mova Ferramenta @I Criar urnz Mowva Ferramenta @
Objetes Finais | Objelos Inidais | Mome & icone Objetos Finais | Obigtos Inicials | Nome e icone
Selacions 05 0bjetos na construcio ou escalha-os de uma lista Seleciong 05 objelos na construgio ou eecoinz-08 de uma ligta
* -
Quadrilatero poi2: PoliganelK, D, 4] = | & ||| [Portoa | & |
Quadrlaters pold: Poligonoll, K, 4] Fonlo B ——
Cwadrilaters pold: Poligono[C, L, 4] L |L| Fonto E | 4 |
Quadrlaters pols: PoligonoR, Q, 4] 1 Porto F -
Quadrilatero peld: PoligonaQ, O, 4] x Porto G | X
Cwadrilaters pelT: PoligonolT, M, 4]
Quadrlaters pol®: Poligono[T, V, 4]
| Priime= | | Cancelar | < Violtar Préximo = | | Cancelar

Figura 4.31 - Janelas para a criagdo da ferramenta "Carpete de Sierpinski"
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Observe as figuras obtidas até a quarta iterag&o:

Figura 4.32 - Representacdo do Carpete de Sierpinski

Fonte: < http://mathworld.wolfram.com/SierpinskiCarpet.html >

4.5.1. Quantidade de Quadrados

No estudo do Carpete de Sierpinski, podemos determinar o niumero de quadrados
restantes apds n iteracdes, de maneira analoga ao Triangulo de Sierpinski. Pelo processo de
construcdo desse fractal, podemos observar que, ap0s a primeira iteracdo, sobraram 8
quadrados. Na préxima iteracdo, cada quadrado vai gerar outros 8 quadrados, ou seja, teremos
8-8 = 8% quadrados. Apds a terceira iteracdo, teremos 82 -8 = 83 quadrados. De modo
geral, é facil verificar que, apos a iteragdo n, teremos 8™ quadrados.

Outra estratégia que pode ser apresentada para a determinacdo do termo geral dessa
sequéncia e pode ser aplicada na resolucdo de outros problemas é a seguinte: inicialmente,
observamos que o proximo termo da sequéncia € sempre igual a 8 vezes o termo

imediatamente anterior. Assim, temos:

ag = 1

a = 8a0
a, = 8a1
az = 8a2
an = 8an—1

Realizando-se a multiplicacdo entre os respectivos membros das equacdes, temos:

ap-a;-az-as---a,_1-a, =1-8ay,-8a;-8a,----8a,_; ~a, =8"
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4.5.2. Area

Além da andlise da quantidade de quadrados restantes apds a n-ésima iteracao,
também podemos determinar suas respectivas areas. Para isso, considere a area A, do

quadrado inicial. Na primeira iteracdo, restam 8 quadrados, sendo a area de cada um deles

. 1 P . . . o , 1 8 )
igual a - A,. Dessa forma, apds a primeira iteracao, teremos uma drea de 8 - = Ay = ; Ao. Apos

2
. ~ ;2 . 1 1 1
a segunda iteracdo, cada um dos 82 quadrados restantes tera area igual a 5'5‘40 = (5) Ay,

2 2
totalizando uma area de 82 - G) Ay = (g) A,. Vamos relacionar a quantidade de quadrados

e a area ap0s cada iteracdo em uma tabela:

) Quantidade de Area de cada ;
Iteracéo Area do fractal
guadrados Quadrado
1 0
0 8° Ay g0 (5) Ay = A
1 1 8
1 81 §A0 81 aAO = 6140
1\° 1\° 8\*
2
’ | (5) 4 3 (5) 40=(5) 49
1\’ 1\’ 8\?
: d 5) 4 #-(5) 40=() 4
1\" 1\" 8\"
" o (5) 4 #-(5) 40=(5) 4

Assim como o Triangulo de Sierpinski, o Carpete de Sierpinski também possui uma
area que tende a zero para o aumento indefinido da quantidade de iteracdes. Entretanto,
sugerimos como atividade complementar ao estudo da area desses fractais a analise da soma
de todos os valores numéricos dessas areas (denominaremos A.), gerando resultados

interessantes do ponto de vista didatico e também pela curiosidade gerada.
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Comecemos pelo Carpete de Sierpinski. Somando-se todas as areas apds cada iteracéo,

temos:

to=toroa s () e () arman e S () 4 (2) 4]
® 70T gf0 T g) 70 T \g) 7O -0 9 \9 9 -

Soma dos termos de uma PG infinita
com razdo |q|<1

1
T | =4 =94
9

Ou seja, ao realizar a soma das areas das figuras geradas a cada uma das infinitas
iteracOes, obtemos uma area equivalente a de 9 quadrados iniciais. Mas uma atividade
analoga a partir do Tridngulo de Sierpinski mostra-se ainda mais curiosa, pois necessita de

uma quantidade menor de figuras iniciais. Vejamos:

to=torias () ae () arman a2 () 4 ) 4]
Soma dos termos de uma PG infinita
com razdo |q|<1

1
T | = Aw =44
4

Entdo, no caso referente ao Triangulo de Sierpinski, necessitamos de apenas 4
triangulos iniciais para determinar a soma das figuras geradas a cada uma das infinitas

iteracOes!

4.6. Esponja de Menger

4.6.1. Quantidade de cubos

Na Esponja de Menger, podemos realizar um estudo referente a quantidade de cubos

apos a n-ésima iteracdo. Para isso, imaginemos o cubo inicial - que antes da primeira iteracao
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possui, evidentemente, 1 cubo. Ap6s a primeira iteracdo, ficaremos com 20 cubos
equivalentes, pois 7 cubos serdo retirados - conforme instrucGes dadas em 2.9. Esponja de
Menger. Na segunda iteracéo, iremos retirar outros 7 - 20 cubos, restando-nos 20 - 20 = 202

cubos. Continuando-se 0 processo iterativo, teremos:

Iteragdo | Quantidade de cubos removidos | Quantidade de cubos restantes
0 0 1
1 7 20
2 720 2020 = 202
3 7-20-20 =7-20? 20%-20 = 203
n 7-20"1 20"

Dessa forma, podemos concluir que na n-ésima iteracdo serdo retirados 7 - 20™!

cubos, restando ainda 20™ cubos.

4.6.2. Volume

Seja V 0 volume do cubo inicial. Conforme exposto anteriormente, apds a primeira
3
. ~ ~ . 1 1 .
iteracdo sobrardo 20% = 20 cubos, cada um deles com volume igual a (5) Vo = EVO' Assim,

, . . . ~ . 1 20
o0 volume do fractal apds a primeira iteracdo sera dado por 20 - ZVO = ZVO' Analogamente,

realizando-se a segunda iteragdo, cada um dos 207 cubos restantes tera volume igual a

(§)3 -%VO = %-%VO = (%)ZVO, totalizando 202 - (%)2 Vo = (g)z Vo. Para auxiliar a

compreensdo dos valores do volume na n-ésima iteracdo, vejamos a tabela a seguir:

65



. Quantidade de Volume de
Iteragéo Volume do fractal
Cubos cada cubo
O 200 VO 200'V0=V0
1 20
1 201 — 1, — ==
2770 20070 =571
142 142 20\2
? () *(55) v=(3)
27) Ao 20%:(37) " =\z7) Vo
142 143 2003
: () "(55) v=(3)
27) Ao 20°:(37) " =\z7) Vo
1\" 1\" 20\"
G| )
27) Ao 200:\27) o =\z7) %

Novamente, temos uma situacdo interessante: enquanto a quantidade de cubos do

. .. 20
fractal cresce indefinidamente, seu volume tende a zero (Z < 1).

4.7. Relato de Aplicacdes na Sala de Aula

Durante o desenvolvimento do presente trabalho, algumas aplicacbes das atividades
mencionadas no texto foram desenvolvidas nas oficinas extracurriculares "Maratona de
Desafios!" e "Viajando com os Fractais", oferecidas a alunos do ensino médio no Centro
Digital de Séo Caetano do Sul. Além da revisdo de diversos topicos abordados no estudo dos
fractais classicos, os participantes utilizaram o software de geometria dindmica GeoGebra e
também aprenderam alguns conceitos iniciais referentes as estruturas de planilhas eletrénicas

- neste caso, foi utilizado o Microsoft Office Excel 2007.
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Figura 4.33 - Atividade desenvolvida na oficina "Viajando com os Fractais"

Os resultados observados no decorrer e ao final das oficinas mencionadas foram muito
interessantes, pois os participantes mostraram-se motivados em estudar Matematica com o
enfoque nos fractais, mesclando diversos tdépicos tedricos com a utilizacdo de recursos

tecnoldgicos.
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Centro Digital do Ensino Fundamental
S#o Castano do Sul

Trigngulo de Sierpinski Turma: ABRIL / 2013
Area - unitdrio
Posigdo Quantidade de triangulos Lade 1
1 1 0,433012702
2 3 0,108253175
3 9 0,027063204
4 27 0,006765823
5 81 0,001691456
6 243 0,000422864
7 729 0,000105716
8 2187 2 6420E-05
20 1162261467 1,57529€-12
OFICINA: "MARATOMNA DE DESAFIOS!"
Prof. Responsavel: Rafael L. Moreira
Participante: ~Amanda Titoneli
Posigdo Area Total
1 0.433012702
2 0,324759526
3 0,243569645
4 0182677234
5 0,137007925
6 0.102755944
7 0,077066958
8 0,057800218
20 0,0018309

Figura 4.34 - Atividade desenvolvida na oficina "Maratona de Desafios!"
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5. Conclusao

Através da abordagem da Geometria Fractal na educacdo basica, € possivel
desenvolver diversos contedos de maneira curiosa e instigante, evidenciando aplicacfes
dessa ramificacdo da Matematica em algumas areas do conhecimento e também estimulando a
pesquisa, posturas que contribuem diretamente para o aprofundamento tedrico dos alunos.
Além disso, dada a diversidade de conceitos envolvidos no estudo dos fractais, o professor
realiza uma revisdo implicita e consegue identificar as dificuldades dos alunos em seus
respectivos niveis, retomando as habilidades defasadas com um enfoque diferenciado na
conducéo das atividades propostas. E um fator complementar que motiva e encanta os alunos
na abordagem desse tema € o aspecto visual, pois existem softwares - como o Xaos, por
exemplo - que geram belissimas imagens de fractais atraves da alteragdo dos parametros de
formulas recursivas que séo dadas como modelo.

Na apresentacdo dos fractais classicos, fica a critério do professor realizar as
construgdes com materiais concretos - régua e compasso - ou utilizar algum recurso
tecnoldgico, conforme sugestdes dadas no capitulo "Abordagem da Geometria Fractal na
Educacdo Basica". Apesar dos softwares de geometria dindmica mostrarem-se mais eficazes
em relacdo ao tempo dispensado na construcdo das figuras, as construcdes realizadas com
régua e compasso podem complementar e enriquecer o repertorio conceitual dos alunos, pois
imp&e uma revisdo compulsoéria de topicos distintos da geometria plana classica.

Apesar do aumento do grau de complexidade no estudo das caracteristicas dos fractais,
é evidente a necessidade da apresentacdo, mesmo que intuitiva, dos conceitos referentes a
autossimilaridade, evidenciando a semelhanca existente entre a parte e o todo. Nas turmas do
ensino médio, pode-se também apresentar a ideia de dimensdo fractal (dimensdo de
similaridade), uma excelente oportunidade para inserir ou revisar a aplicacao dos logaritmos
na resolucdo de equacgdes exponenciais. Em especial, para alunos concluintes do ensino
médio, é interessante a introducdo do conceito de limite através de uma abordagem informal
da dimensdo Hausdorff, conforme exposto no decorrer do terceiro capitulo.

Com a adaptacdo dos exemplos sugeridos no ultimo capitulo desse trabalho, os
professores podem incluir a Geometria Fractal no cotidiano escolar da educacdo bésica,
contribuindo de maneira significativa com a apresentacdo, revisdo ou aprofundamento de

diversos contetdos presentes na disciplina de Matematica nesse nivel de ensino.
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