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Resumo

FREIRE, Elias das Neves. Aplicacdo da desigualdade entre as médias aritmética e ge-
ométrica na resolu¢do de problemas em nivel de Ensino Médio. 2014. 38f. Dissertagdao
(Mestrado em Matematica, Programa PROFMAT)— Universidade Federal Rural do Semi-arido
(UFERSA), Mossoré — RN, 2014.

As desigualdades das médias sdo ferramentas que podem ser utilizadas para solucionar pro-
blemas de matemadtica que fazem parte do contetido programatico do Ensino Médio. Muitos
alunos, neste nivel escolar, sentem uma certa dificuldade ao tentar resolver tais problemas.
Neste trabalho, foi utilizada a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica como mé-
todo alternativo para resolucio dos referidos problemas. A metodologia usada neste trabalho
constou de uma aula expositiva e prética, utilizando uma amostra de alunos de nivel médio das
turmas dos cursos técnicos de Edificacdes e Eletrotécnica do Instituto Federal de Educacao, Ci-
éncia e Tecnologia (IFRN) — Campus Mossord. Na parte expositiva da aula, os alunos tiveram
determinado intervalo de tempo para resolver cinco problemas da maneira mais conveniente e,
na parte pratica, foram propostos mais cinco problemas para que os alunos resolvessem usando
a ferramenta estudada. Os resultados obtidos mostraram-se satisfatorios, tendo a desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica se mostrado poderosa como ferramenta na resolugdo
dos problemas acima referidos, além de fornecer solugdes rapidas e concisas.

Palavras-chaves: educacdo, desigualdades, médias aritmética e geométrica.



Abstract

FREIRE, Elias das Neves. Use of the inequality between the arithmetic and geometric me-
ans in solving problems at the level of Upper Secondary Education. 2014. 38f. Dissertation
(Master in Mathematics, PROFMAT program) — Universidade Federal Rural do Semi-arido
(UFERSA), Mossor6—RN, 2014.

Inequalities of means are tools that can be used in solving some mathematical problems which
are part of the teaching contents at the level of the Upper Secondary Education ("’Ensino Mé-
dio’). Many students, at this grade level, experience some difficulty in trying to solve such
problems. In this work, it was utilized the inequality between the arithmetic and geometric
means as an alternate method for solving such problems. The methodology used in this study
consisted of a lecture followed by an immediate segment for practicing, using a sample of the
Upper Secondary Education level students from both the Buildings and Electrotechnics tech-
nical courses of the Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia (IFRN) — Campus
Mossord.During the lecture, the students had a certain time interval to solve five problems th-
rough any method they choose and, in the segment reserved for practicing, the students were
asked to solve further five problems using the method worked out in the lecture. The students
responded satisfactorily, and the inequality between the arithmetic and geometric means came
out as a powerful tool in solving the proposed problems, providing a way to quick and concise
solutions.

Keywords: education, inequalities, arithmetic e geometric means.
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Introducdo

“Ninguém ignora tudo. Ninguém sabe tudo. Todos nos sabemos alguma coisa. Todos nos
ignoramos alguma coisa. Por isso aprendemos sempre.”

Paulo Freire

Sabemos que determinados problemas de matemadtica sdo grandes desafios para quem tenta
resolvé-los. Como exemplo disto pode ser citado o problema contido no livro de Lima (2013:
p-155) — que € normalmente resolvido por meio do uso de funcdo quadratica —, o qual tem
o seguinte enunciado: “Cavar um buraco retangular de 1m de largura de modo que o volume
cavado seja 300m>. Sabendo que cada metro quadrado de 4rea cavada custa 10 reais e cada
metro de profundidade custa 30 reais, determinar as dimensdes do buraco de modo que seu

custo seja minimo”.

Desse fato surgiu a ideia de colocarmos em pratica, no Ensino Médio, um contetido traba-
lhado na disciplina Matemaética Discreta (MA—12), no Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional — PROFMAT, polo Ufersa. Este contetido, desigualdades das médias, tem
vdrias aplicacdes em outros topicos da Matemadtica. Diante desta grande utilidade, veremos

como este conteido se comporta em problemas em nivel de Ensino Médio.

Assim, o tema abordado neste trabalho foi a aplica¢do da desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica a resolucao de problemas de matemadtica, visando a responder a seguinte
pergunta: “E a desigualdade das médias uma ferramenta aproriada para solucionar problemas

em nivel de Ensino Médio?”.
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1 Um pouco de Historia

1.1 Fatos historicos sobre trés médias

Arquitas de Tarento (428-347 a.C) foi um Filésofo, Cientista, Estratego, Estadista e
Astronomo Grego, considerado o mais ilustre dos matemadticos pitagoricos. Acredita-se ter sido
discipulo de Filolau de Crotona e amigo de Platdo, tendo fundido a Mecanica Matematica e
influenciado Euclides. Acredita-se também que foi o primeiro a usar o cubo em Geometria e
a restringir as Matemadticas as disciplinas técnicas como Geometria, Aritmética, Astronomia e
Acustica. Embora inimeras obras sobre Mecanica e Geometria lhe sejam atribuidas, restaram

apenas fragmentos cuja preocupacao central ¢ a Matemética e a Musica.

Arquitas definiu que existiam trés tipos de médias: um nimero é a média aritmética de
dois outros quando o excesso do primeiro para o segundo € igual ao excesso do segundo para o
terceiro; a média geométrica quando a propor¢ao do segundo para o terceiro € igual a propor¢ao
do primeiro para o segundo; e a média harmdnica quando a quantidade que o primeiro excede
o segundo em relacdo ao primeiro € igual a quantidade que o segundo excede o terceiro em
relacdo a este. Tais conceitos referem-se as médias pitagdricas, ndo representando, portanto, os

conceitos atuais destas médias.

1.2 Dois problemas antigos

1.2.1 Problema proposto por Euclides

O problema proposto por Euclides sobre otimizagdo no Livro VI tem o seguinte enun-
ciado: “De todos os retangulos com o mesmo perimetro, qual o que tem drea maxima?". De
momento, todos estdo convidados a resolvé-lo da forma mais apropriada. Uma solucdo para
um problema similar a este é fornecida usando nossa ferramenta de estudo (v. problema 5, item
4.5.3, p.24).
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E desapontador, mas muito pouco se sabe sobre a vida e a personalidade de Euclides, salvo
que foi ele, segundo parece, o criador da famosa e duradoura Escola de Matemadtica de Ale-
xandria, da qual, sem ddvida, foi professor. Desconhecem-se também a data e o local de seu
nascimento, mas € provavel que sua formagao matemaética tenha se dado na Escola Platonica de
Atenas. Muitos anos mais tarde, ao comparar Euclides com Apolonio, de maneira desfavordvel
a este ultimo, Pappus de Alexandria elogiou Euclides por sua modéstia e consideracdo para
com os outros. Proclo, um filésofo neoplatoniano, enriqueceu seu Sumario Eudemiano com a
historia frequentemente repetida da resposta de Euclides a indagacdo de Ptolomeu sobre se nao
haveria um caminho mais curto para o conhecimento geométrico: “Nao h4 estradas reais na ge-
ometria”, teria dito o mestre. Mas conta-se a mesma histdria, contada pelo filésofo maceddnico
Stobaeus, segundo a qual, Euclides, indagado por um aluno sobre a utilidade prética da matéria
que estava sendo vista, ordenou a seu escravo que desse ao aluno uma moeda “para que tivesse

algum ganho com o que estava aprendendo” (EVES 2004, p.167).

1.2.2 Problema proposto por Pappus

No livro III da colecdo Matematica de Pappus, encontramos o enunciado (ilustrado
na figura abaixo): “Tome B no segmento AC, B diferente do ponto médio O de AC. Erga a
perpendicular a AC por B, cortando a semicircunferéncia sobre AC em D e seja F' o pé da
perpendicular tirada de B sobre OD. Mostre que OD, BD e F D representam respectivamente as
médias aritmética, geométrica e harmodnica dos segmentos AB e BC e mostre que, se AB # BC,

entdo média aritmética>média geométrica>média harmonica.

D

Os sucessores imediatos de Euclides, Arquimedes e Apolonio prolongaram por algum
tempo o uso da tradi¢do geométrica grega, mas esta foi aos poucos esquecida, e os novos de-
senvolvimentos limitaram-se a astronomia, a trigonometria e a dlgebra. Entdo, perto do final

do século III d.C, cerca de 500 anos depois de Apoldnio, surgiria um outro grande gedmetra,
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Pappus, que se empenhou em reacender o interesse por aquela tradicao. Pappus Escreveu co-
mentdrios sobre os Elementos de Euclides e a obra Almagesto e Planisfério de Ptolomeu, mas
quase tudo que sabemos sobre isto € resultado dos escritos de comentadores que se seguiram. O
trabalho realmente grande de Pappus € a sua Colecao Matemdtica, uma combinac¢do de guia da
geometria da época, comentarios, numerosas proposi¢des originais, aprimoramentos, extensoes
e notas historicas. Dos oito livros que compunham a obra, perderam-se o primeiro e parte do
segundo. A julgar pelo que remanesceu, o livro II ocupa-se de um método desenvolvido por
Apolonio, o qual trata da escrita de nimeros grandes e operacdes com estes. O livro III con-
tém quatro partes: as duas primeiras lidam com a teoria das médias, com atencdo especial ao
problema da insercao de duas médias proporcionais entre dois segmentos de reta dados; a ter-
ceira com algumas desigualdades num tridngulo; e a quarta com a inscri¢ao dos cinco poliedros

regulares numa esfera dada (EVES 2004, p. 210).
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2 Desigualdades Numéricas

Neste capitulo veremos algumas desigualdades numéricas que em certas situagdes sdao
muito importantes para o desenvolvimento do nosso tema em estudo. A desigualdade principal
(e, de certa forma, a tnica!) no campo dos niimeros reais é a desigualdade x> > 0, ndo havendo
qualquer duvida em relacdo a esta afirmacdo. Outras desigualdades, bem conhecidas e uteis,
seguem dela. Entre estas encontram-se as desigualdades entre as médias aritmética, geométrica

e harmonica (esta tltima ndo serd vista nesse trabalho).

2.1 Ordem nos numeros reais

Geralmente, denotamos por R o conjunto dos nimeros reais € por P o conjunto dos

nimeros reais positivos.

Uma propriedade muito importante dos nimeros reais € que eles possuem uma ordem. A
ordem dos niimeros reais nos permite comparar dois nimeros e decidir qual deles é maior ou
se sdo iguais. Suponhamos que o sistema de ndmeros reais contém um conjunto P, que vamos
chamar o conjunto de nimeros positivos, que, em simbolos, corresponde a: x > 0, se x € P.

Também assumamos as seguintes propriedades:

— Propriedade 1
Cada ntimero real x possui uma e apenas uma das seguintes condigdes:
l. xeP (x>0)
2. x¢ P (x<0)
— Propriedade 2

Sex,y€ P,entiox+y€P. (x>0,y>0=x+y>0).
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— Propriedade 3

Sex,y € P,entdoxy € P. (x >0,y > 0= xy>0).

Se tomarmos a linha real como a representagdo geométrica dos nlimeros reais, estamos nos
referindo a uma linha direcionada onde o niimero O foi localizado servindo para dividir a reta

real em duas partes, onde os nimeros positivos estao localizados a direita do 0.

Como consequéncia disto, a relacdo a > b € verdadeira se a —b € P. Da mesma forma,
a<bseb—aec P Logo,a < béequivalente a b > a. Todavia, se a < b ou a = b , escrevemos

simplesmente a < b ou b > a.

2.2 A funcio quadratica

Uma desigualdade muito ttil para os niimeros reais é x> > 0, vélida para qualquer x € R.
Esta desigualdade pode ser utilizada para deduzir outras desigualdades. Em particular, podemos
usé-la para encontrar o maximo ou minimo da funcio quadritica ax® + 2bx 4+ ¢. Um exemplo

comum consiste em provar que, se a > 0, a funcdo ax? 4+ 2bx + ¢ terd o seu minimo em x = ——

a
2
e o seu valor minimo é dado por ¢ — —. De fato,
a
b b? b?
ax* +2bx+c = a (x2+2—x+ —2) +c——
a a a
b\ b?
= alx+—-) +c——.
a a
2
Sendo <x+ —) > 0, o valor minimo desta expressao € zero quando, x = ——. Assim, o
a
2
valor minimo da fungdo ax® +2bx+c¢ é c — —.
a
- 5 . L. b .. )
Se a < 0, a fungdo ax” + 2bx+ ¢ terd um maximo em x = —— e seu valor maximo serd dado

b2 , ) b\? b2 b\?
por ¢ — = De fato, visto que ax”“ +2bx+c=a (x—i— 5) +c— = e desde que a <x—|— a) <0
(porque a < 0), o maior valor desta 1’112tima expressdo é zero. Assim, a funcio ax? +2bx+c é
sempre menor do que ou igual a ¢ — b e assume este valor no ponto x = ——.
Outro exemplo: mostre que se x,(;) sd0 nimeros positivos com x+y = ga, entdo o produto

xy é maximo quando x =y =a.

Solugdo
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1 .
Se x+y = 2a, entdo y = —. Assim, xy = x(2a —x) = —x*> +2ax = —(x —a)? +a*. Como
X
esta tltima expressdo é do tipo ax’ + 2bx + ¢, temos que ela assume um méaximo em x = a.

portanto, x =y = a.

2.3 A desigualdade fundamental

Para n nimeros reais positivos ap, a, ..., a,, definimos sua média aritmética como o
. ait+ax+..+ay ‘1 o .
nimero A, = e a média geométrica como o numero G, = {/aa;...a,.
n

A primeira desigualdade, que consideramos de importancia fundamental em problemas de
otimizacdo, ¢ a desigualdade entre a média aritmética e a média geomética de dois ou mais

nimeros positivos, que € expressa como

al+ar ar+ax+as ar+axy+...+ay

5 > VJayay, — 3 > Jaazas, ..., > Yajap...a,.

n

Além disso, a igualdade entre estas médias ocorre se, € somente se, a; = ay = ... = dy.
Demonstracao para o caso n =2

Para provar a desigualdade no caso n = 2, s precisamos observar que

ai+a, —2\/aia
a142ra2_\/m: 1 22 142

(vaD)® + (V&) ~2yarya
2

(var—ya)®

2
(Var = /az)* = 0;

| =

a igualdade ocorrendo se, e somente se, \/a; = \/ay, isto é, quando a; = a;.

Demonstracao para o cason =4

ay+ap . as+ay
2 2

Para provar este caso, aplicamos o resultado anterior aos ndmeros

tendo

—01—5@ + _a342-a4 S a1 +ap asz+ay
2 - 2 2 ’
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ou seja,

ay+ax+az+ay > ay+ap az+ay
4 - 2 2 ’

ai+ap . az+ay
2 2
duas vezes a desigualdade no caso n = 2, primeiramente para a; € ap, € posteriormente para a3

a igualdade s6 sendo obtida quando forem iguais entre si. Aplicando agora

e ay, obtemos

ai+azaz—+ay
\/TT > Vaiaxn/azas = y/ajaazag,

a igualdade sendo obtida apenas quando a; = a; e az = a4. Portanto,

al+ax+az+ay

) > yaiarazag,

ay+ay az+as
22

a igualdade s6 sendo obtida quando a; = ap, a3 = a4 e

, isto é, quando

a) = ay = az = aq4.
Demonstracao para o caso n =3

Sejam ay, a> € az nimeros positivos e seja A sua média aritmética. Logo,

ajtaytaz+A  3A+A

= A.
4 4

Aplicando a desigualdade das médias no caso n = 4 aos nimeros ay, az, az € A, obtemos

A
A= a +a21_a3 + > v/ ajayazA.

Assim, A* > ajapazA, A3 > ajaxaz, A > Jajaraz = G, a igualdade s6 se verificando

quando a; = ap = a3.

Se desejdssemos provar a desigualdade para cinco nimeros positivos aj,as, az, as € as,
aplicariamos a desigualdade aos 8 nimeros a;,a;, as, a4, as, A, A e A, onde A € a média aritmé-
tica dos nimeros ay,as, as, as € as. O mesmo raciocinio pode mostrar que, se a desigualdade é

verdadeira para n = k, entlo ela é também verdadeira para todo n < k.

Demonstracao para o caso n =k
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Agora vamos mostrar que vale a desigualdade

ar+ay+...+ay,
n

> aiap...ay,

ocorrendo a igualdade se, e s6 se, a; = a» = ... = a,. Facamos a prova em dois passos.

Primeiramente, provemos por inducdo que a desigualdade desejada € verdadeira sempre
que n for uma poténcia de 2, ocorrendo a igualdade se, e sé se, a; = a; = ... = a,. Para tanto,
temos de verificar o caso inicial n = 2 (o que j4 fizemos), formular a hipétese de indugdo (para
n=2J, digamos) e executar o passo de inducdo (deduzir o caso n = 2/*! a partir do caso n = 2/).
Mas desde que 2/*! = 2.2/, basta supormos que a desigualdade seja verdadeira para qualquer
inteiro k > 1, com a igualdade ocorrendo se, € s se, os k nimeros forem todos iguais, e deduzir
a partir dai que ela também serd verdadeira para qualquer 2k nlimeros positivos, com igualdade
novamente se, e sO se, todos os nimeros forem iguais. Para estabelecer este fato, consideremos

os 2k inteiros positivos ay, ay, ..., ay. Entdo,
1 2k 1 1 k 1 k
ra = S|y aito )
2kj:] 2 kj:] kj:]
1
E (\’Valaz...ak + \’761](_._1 ...aZk)

\/\’yalaz...ak{yakﬂ...azk

= Yaray...arapay.

v

v

Para haver igualdade, devemos ter igualdade em todas as passagens. Entdo, devemos ter

ay+ay+...+ay

k = ¥ay...a,

Ak41--- + a2k
——— 2 1%
k
e
\’Val O gt 1 - A2k
) = \/\"/al...ak\’yak+1...a2k.
Para as duas primeiras igualdades, devemos ter, por hipétese, que a; = ... = ax € a4 =
... = ayy. Por fim, a tltima igualdade ocorre se, € s6 se, {ay...ax = {/ai;1...axy, € esta condig@o,
juntamente com as duas anteriores, implica em termos a; = ... = ay = dgy] = ... = dy. E

também evidente que, se os nimeros forem todos iguais, entdo a igualdade ocorre. Logo, por
inducgdo, temos que a nossa desigualdade € verdadeira, com a condi¢do para a igualdade dada

no enunciado, sempre que »n for uma poténcia de 2.
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Provemos agora, por inducdo forte, que a desigualdade é sempre verdadeira, ocorrendo a
igualdade se, e s6 se, os ndmeros forem todos iguais. Para tanto, seja n > 1 natural e ay, ay, ...,
ay reais positivos dados. Tomemos agora k € N tal que 2% > n. Aplicando a desigualdade entre
as médias aos n nimeros ap, ay, ..., d,, juntamente com 2k _n copias do nimero a = /aay...a,

(totalizando n 4 (2K — 1) = 2¥ nimeros), obtemos

al...—|—an—}—(2k—n)a Sk
>
2k -

2k k Zk k
= Vaa¥ "= Va¥ =a.

k_
ai...a,.a® "

A partir daf, segue que a; +ay + ... + a, + (2¥ — n)a > 2a ou, ainda,

al+ay+...+ay
n

a=\/aijay...a,.

Para haver igualdade, segue da primeira parte que a; = ap = ... = a, = a.

2.4 Uma desigualdade util

Tratemos agora de duas identidades algébricas muito utéis que sdo deduzidas conside-

rando um fator especial de a> + b + ¢ — 3abe.

Seja P o polindmio ctibico denotado por P(x) = x> — (a+ b+ c)x* + (ab+ bc +ac)x — abc,

que tem a, b e ¢ como zeros. Ao substituirmos a, b, ¢ no polindmio, obtemos

a® — (a4 b+c)a* + (ab+ be +ac)a — abe = 0,

b3 — (a4 b+c)b* + (ab+ bc +ac)b — abc = 0

¢ —(a+b+c) + (ab+ bc+ac)c — abe = 0.

Somando-se membro a membro essas trés equagdes e fazendo manipulacao algébrica, ob-

temos

& +b° 4+ —3abe = (a+b+c)(a® +b* +c? —ab— be — ac).

Logo, se a+ b+ c =0, entdo @+ b3+ = 3abe.
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Observemos também que a expressio a” + b + c> — ab — bc — ac pode ser escrita como

1
a®+b*+c* —ab—bc—ac = 3 [(a—b)2+(b—c)2+(a—c)2}.

Deste modo, obtemos uma outra expressao equivalente a @+ b3+ —3abe, ou seja,

@+ b+ —3abc= = (a+b+c) [(a—b)z—k(b—c)z—f—(a—c)z} .

1
2

Esta nova versdo conduz a uma determinada prova da desigualdade entre as médias arit-
mética e geométrica de trés varidveis. A partir da dltima identidade, € claro que, se a, b, ¢ s@o

nimeros positivos, entao aA+b+c3 > 3abc.
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3  Metodologia Aplicada

3.1 Consideracoes Iniciais

Dois problemas, que citaremos adiante, nortearam o surgimento da ideia de utilizar
a desigualdade das médias como ferramenta alternativa para a resolucao de alguns problemas
que sdo comumente solucionados através de outros métodos, assim antevendo sua aplicagdo em

competi¢cdes olimpicas e preparagcdo para cursos de nivel superior.
Eis os problemas:

— Problema 1. Na figura abaixo (fonte: OBMEP 2012), as retas r e s sdo paralelas. O
segmento AB € perpendicular a essas retas e o ponto P, neste segmento, € tal que AP =2 e

BP = 1. O ponto X pertence a reta r e a medida do segmento BX ¢ indicada por x. O ponto

Y pertence a reta s e o triAngulo XPY € retangulo em P. Considerando a figura acima,
B - X X r
|
1
[=]
2
_.l-
A ¥ 8

explique por que os tridngulos PAY e X BP sdao semelhantes, determine a drea do tridngulo X PY
. . ) . 5
em funcdo de x, determine para quais valores de x a drea do triangulo X PY € igual a 7 o valor

de x para o qual a drea do triangulo X PY € minima e calcule o valor desta édrea.
613 b3 2 2
— Problema 2. Para a e b reais positivos, prove que " + — > a”+ b e determine a
a
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condi¢do para que ocorra a igualdade (MUNIZ NETO 2013, p.173).

A metodologia utilizada neste trabalho foi uma aula expositiva e prética sobre o uso de
desigualdade das médias na resolug¢do de problemas de matemédtica em nivel de Ensino Médio

envolvendo assuntos tais como geometria plana e espacial, fun¢des, logaritmos e desigualdades.

3.2 Perfil da turma

Nossa prdtica sobre o conteudo citado foi realizada no Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Norte (IFRN) — Campus Mossord. A turma de alunos
escolhida para o experimento foi formada por alunos de nivel médio dos cursos técnicos em

Edificagdes e Eletrotécnica.

3.3 Dados da turma

Os dados acerca do grupo de alunos que participaram da prética encontram-se no qua-

dro abaixo.

Alunos por curso de origem

Numero de alunos/sexo
Curso masculino | feminino | total %
Edificacodes 3 7 10 71,43
Eletrotécnica 4 0 4 28,37
Total 7 7 14 | 100,00

Com base no quadro acima, podemos observar a superioridade numérica dos alunos de
Edificagdes. Tal superioridade deveu-se ao fato de a prética estar prevista para os alunos de
Edifica¢des apenas. No entanto, alguns alunos de Eletrotécnica manifestaram o desejo de tam-

bém participar, o que foi salutar, pois, assim 0s SeX0s concorreram em percentuais iguais

3.4 A Aula Expositiva

O conteddo proposto foi trabalhado em uma aula de 50 minutos. Vale salientar que,
antes desta aula, os alunos foram convidados a resolver cinco problemas da maneira que achas-

sem conveniente. Terminada esta tarefa, foi dado inicio a aula, durante a qual ministrou-se o
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conteudo referente a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Em seguida ao tér-
mino da exposi¢do do referido contetido, os problemas propostos antes do inicio da aula foram
resolvidos utilizando o método recém-exposto. E logo em seguida foram propostos aos alunos
mais cinco problemas (v. item 4.5.1) para que os resolvessem durante um determinado periodo

de tempo, mas usando o método recém-trabalhado.

3.5 A Aula Pratica

3.5.1 Enunciado dos problemas propostos

1
1. Encontre o valor minimo da fungdo f : (0,4o0) — R dada por f(x) =x+ — (MUNIZ
x
NETO 2012, p.30).

2. Dispomos de uma folha de aco de 2m por 3m e queremos construir com a mesma uma
caixa aberta com o maior volume possivel. Quais devem ser as dimensdes da caixa?
(MUNIZ NETO 2013, p.173).

3. Mostre que a desigualdade @ + log;Z > 2 é verdadeira (LOPES 1999, p.47).

4. Para x, y e z reais positivos, mostre que (x+y)(y+2z)(x+z) > 8xyz (FOMIM, QENKIN
e ITENBERG 1996, p.192).

5. Dentre todos os retingulos de perimetro 20 cm, determine o de drea méxima.

3.5.2 Resultados

A tarefa realizada pelos alunos no tocante as solu¢des dos problemas propostos (item

4.5.1) culminou com os resultados mostrados no quadro seguinte.

Niimero de acertos e nio acertos em cada problema

Acertos | Erros Sem resposta
Problema 1 13 0
Problema 2 0 14

Problema 3 10
Problema 4 12
Problema 5 14

1

S| |W| O | =
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3.5.3 Breve comentario sobre cada problema

Neste topico, teceremos um breve comentario sobre cada um dos problemas propostos
(item 4.5.1), incluindo uma resolucdo sem o uso da desigualdade das médias e a resolucao

utilizando tal desigualdade.

e Problema 1. Este problema, apesar da sua esséncia ndo estd presente nos conteidos do
Ensino Médio, foi bem aceito pela maioria dos alunos. Segundo os dados computados no
item 4.5.2, podemos notar que aproximadamente 93% dos alunos conseguiram acertar a

questdo, enquanto apenas um aluno nio conseguiu resolvé-lo corretamente.
Solucao esperada

Sejam os numeros positivos x € —. Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e
X

geométrica, obtemos

X + ; 1
> _
2 - o X
> 1
ou ainda,
> 2
ou seja,
flx) > 2.

Logo, o valor minimo que a fungdo f assume € 2.
Uma solucio sem o uso da desigualdade estudada

1 1
A desigualdade x+ — > 2 € equivalente a x+ — —2 > 0. Dai,
X X

4+1—2x
X
(x—1)°
X

1
x+-—-2 =
X

> 0,

sendo igual a O se, e somente se, x = 1.
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e Problema 2. Cem por cento dos alunos ndo conseguiram resolvé-lo, o que provocou as
seguintes perguntas: “Que motivo levou todos os alunos a ndo conseguirem resolver o
problema?” e “Foi o contetido ministrado insuficiente para dar suporte a resolu¢io ou
faltou outra ferramenta?”’; perguntas que estdo respondidas sob o topico Consideragdes

Finais.
Solucio esperada

Sendo x o comprimento do lado do quadrado que deve ser recortado de cada canto da folha,
a caixa tem as dimensodes 2 — 2x, 3 —2x e x. Escolhendo os niimeros reais positivos a, b e
c tais que a(2 —2x) + b(3 — 2x) + cx independa de x e a(2 —2x) = b(3 —2x) = cx. Agora,
aplicando a desigualdade das médias a fim de maximizar o volume da caixa, chegaremos a

5-V17

resposta procurada que é x = c

Uma solucio sem o uso da desigualdade estudada

Este problema pode também ser resolvido através de célculo diferencial e integral. Veja-

mos:

Sendo V o volume da caixa e 2 — 2x, 3 — 2x e x suas dimensdes, obtemos V = (2 —2x)(3 —

2x)x. Agora, derivando V em relagio a x, obtemos V/ = 12x?> — 20x + 6. Assim, ao fazermos

5-V17

vV’ =0 e estudarmos o sinal de V', encontramos que o ponto de méaximo é x = c

e Problema 3. Este problema teve um percentual de acertos correspondente a 71,43%.
Apesar de este problema estd relacionado com o contetido do Ensino Médio, alguns alu-
nos ndo foram exitosos em sua resolugdo. Isto mostra que a falta de dominio de determi-
nados conhecimentos bdsicos ou suplementares, faz com que o aluno nio consiga resolver
um determinado problema, mesmo tendo aprendido a manipular uma nova técnica de re-

solucdo.

Solucao esperada
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Sejam os reais positivos e . Aplicando a desigualdade das médias vista neste
log,7 log,2

trabalho, obtemos

1 1
log, 7 * log,2 S 1 1
2 — log, 7 'log, 2
! log, @
0
- log, 7 £2
> 1
1 1 N . ) 1 1
Como e sdo positivos, verificamos que + > 2.
log, 7 log,2 log,w log,2
Uma solucio sem o uso da desigualdade estudada
: 1 .
A desigualdade + > 2 pode ser escrita como +log, ®—2 > 0, de onde
log,®#  log,2 0g, T
provém o seguinte desenvolvimento:
1 1 1
+ -2 = +log, -2
log,®  log,?2 log, 7
1+ (log, m)? —2log,
B log, 7
~ (logym— 1)2
B log, 7

> 0.
e Problema 4. Este problema, apesar de seu conteudo nao esta inserido no Ensino Médio,

foi bem aceito pela turma (85,71% de acertos). Isto mostra-se positivo no que se refere

ao aprendizado do contetido ministrado na prética.

Solucdo esperada

Sendo x, y e z nimeros reais positivos, podemos aplicar a desigualdade das médias entre

dois quaisquer destes nimeros e obtermos
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Xtz >
5 2V
e
YYIs Oz
2
Agora, multiplicando membro a membro estas trés desigualdades, obtemos
Xty x+zy+z
> y' > 'y > > A XYANXZY-Z
ou ainda

(X+y)(sz)(y+Z) > V22,

dai obtendo

(x+y)(x+z)(y+z) > 8xyz
Uma solucio sem o uso da desigualdade estudada

Uma outra forma de resolver este problema € usar a idéia de que

(VO =)+ (Vaz— vi2) + (Ve — Vi)’

e fazer manipulacdes algébricas para chegar a a desigualdade desejada.

e Problema 5. Este problema, que pode ser resolvido usando os conhecimentos de Ensino
Meédio apenas, a ferramenta estudada ou até mesmo conteddos de Ensino Superior, teve

100% de acertos, isto €, o contrdrio da porcentagem obtida com o problema 2.

Solucio esperada

Sendo x e y as dimensdes do retangulo e A a sua drea, temos que 2x+ 2y =20 e A = xy.

Agora, aplicando a desigualdade das médias para os ndmeros x € y, obtemos

x+y

> /Xy
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ou ainda

1
-gzvl

adivindo dai

5> VA,

que fornece

A <25,

significando que a drea maxima procurada € igual 25 unidades de 4rea.
Uma solucio sem o uso da desigualdade estudada

Sendo x e y as dimensdes do retangulo e A sua area dada por A = x.y. Sabendo que x+y = 10,
temos que y = 10 — x. Substituindo o valor de y em A = x.y, a drea desse retangulo passa a ser

uma funcdo quadrdtica na varidvel x, isto &,
A=10x—x.

Como esta fun¢do admite um méaximo em x = 5, o valor maximo da drea procurada serd 25

unidades de area.
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4  Consideracoes Finais

Inicialmente, facamos uma reflexdo sobre o que diz os PCNs com relag¢do ao sentido

do aprendizado na érea.

“A LDB/96, ao considerar o Ensino Médio como ultima e complementar etapa
da Educacdo Basica, e a Resolucao CNE/98, ao instituir as Diretrizes Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio, que organizam as areas de conhecimento e ori-
entam a educacdo a promogdo de valores como a sensibilidade e a solidariedade,
atributos da cidadania, apontam de que forma o aprendizado de Ciéncias e de Ma-
temadtica, ja iniciado no Ensino Fundamental, deve encontrar complementacdo e
aprofundamento no Ensino Médio. Nessa nova etapa, em que ja se pode contar
com uma maior maturidade do aluno, os objetivos educacionais podem passar a ter
maior ambicao formativa, tanto em termos da natureza das informagdes tratadas,
dos procedimentos e atitudes envolvidas, como em termos das habilidades, compe-

téncias e dos valores desenvolvidos.” (BERGER et al.,s.d.).

Do texto acima, depreendemos que o aluno em nivel de Ensino Médio j4 tém ou deveria
ter certa maturidade para aprender um novo conteido. Esta assun¢do mostrou-se verdadeira
ao aplicarmos uma nova metodologia para resolu¢do de problemas ndo inclusos no contetido
do Ensino Médio, pois o tema abordado (desigualdades entre as médias aritmética e geomé-
trica) foi satisfatoriamente utilizado pelos alunos-amostra na resolu¢do dos problemas propostos
como pratica-teste intentada como avaliacdo de aprendizagem no tocante ao conteido recém-

ministrado.

Durante a avaliacao dos resultados obtidos, pudemos perceber que a desigualdade das mé-
dias é uma ferramenta alternativa eficaz para solucionar muitos problemas que aparentam ser

de resolucdo inatingivel em termos de Ensino Médio.

Um dos problemas propostos na pratica-teste deixou de ser resolvido por todos os alunos

da amostra. Uma justificativa para a ocorréncia deste fato é o desconhecimento por parte do
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alunado acerca de determinados conteddos, embora constantes da grade de matematica do En-
sino Médio, ou por falta de contato com tais conteidos ou por esquecimento em virtude de nao

terem sido trabalhados a contento.

Em virtude disso, propomos a seguir uma estratégia que auxiliard o aluno a resolver pro-

blemas parecidos com aquele que nao foi resolvido na pratica-teste (problema 2, item 4.5.1).
A estratégia de Substitui¢ao

Substitui¢do € uma estratégia util para resolver os problemas de desigualdade. Ao fazermos
uma substituicdo adequada, podemos, por exemplo, alterar um pouco os termos dificeis da

desigualdade, simplificar expressdes ou reduzir termos.

Uma sugestdo util para os problemas que contém uma condicao adicional na hipétese € a

utilizacdo de tal condi¢do para simplificar o problema.

Vejamos os exemplos abaixo, nos quais a estratégia € simplificar através da eliminacdo de

denominadores:
— Exemplo 1

Se a, b e ¢ sdo nimeros reais positivos menores que 1, com a+ b+ ¢ = 2, entdo

() () (1) =

Solugdo

Considerando 1 —a=x, 1 —b=ye 1 —c =z, e por adi¢do destas expressdes, obtemos
x+y+z=3—(a+b+c)=1,a=1—x=y+z b=1z+x, c=x+y. Dai, a desigualdade,

depois de realizadas as substituicdes, torna-se equivalente a

(29) (22)(22) o0

que, por sua vez, € equivalente a

(x+y) (v +2) (x+2) = 8xyz,
que € facil de ser provada.

— Exemplo 2

Se a, b e ¢ sdo nlimeros reais positivos, prove que

a
b ¢ a_c+b a+c b+a

b c>c+a a+b b+c



4 Consideracoes Finais 31

Solugdo

a b c
Considerando — = x, — =y e — = z, o lado esquerdo da desigualdade passa a ser mais
a

c
simples, isto €, x + y + z. Trabalhemos agora o lado direito da desigualdade.

O primeiro elemento da soma € alterado da seguinte forma:

cta  1+¢
c+b 1+§
b
_ 45
b
1+Z
_ 1+ xy
I+y
1—x
= x++ .
1+y
Similarmente,
at+b +1—y
atec 14z
e

b+c +1—z
b+a — ¢ 14+x

Agora, a desigualdade original € equivalente a

x—1 y—1 z-1 >0
1+y 14z 1+x

Y

com a condicdo adicional xyz = 1.

Essa dltima desigualdade pode ser reescrita como
=D+ D)+ =D+ + (@ =D (y+1) >0,
que, por sua vez, € equivalente a

x2z+y2x+zzy+x2+y2+z2 >x+y+z+3.

Agora, para provarmos essa tltima desigualdade, basta notarmos que

Pz yx+2y >

v

3xyz
> 3 (i)
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Ay 2 > xdy+z (i)
Somando as desigualdades (i) e (ii), membro a membro, obtemos

x2z+y2x+z2y+x2+y2+22 >x+y+z+3.

Esta estratégia de mudanca de varidvel para resolver problemas com nivel bem avangado,

ajuda o alunado a enxergar uma saida de resolu¢@o mais clara e objetiva.

Sugerimos, para trabalhos futuros, o estudo da desigualdade entre as médias aritmética e
geométrica como ferramenta para provar determinadas desigualdades numéricas que surgem no

Ensino Superior.
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