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Resumo
Neste artigo, apresentam-se algumas aplicacOemdmio de Newton
diferenciadas daquelas vistas no ensino médio.
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Introducéo

Ao decorrer da Historia da Matematica, houve a rag@n do contato da revolucéo
cientifica nas diversas tecnologias. Essas quenfedificadas e desenvolvidas para auxiliar e
se transformar de uma forma mais viavel, com atmide aprimorar e confortar o modo de
vida do homem. A Matematica tem papel principataesvolucao, ja que é base de todos os
caminhos da ciéncia moderna. Calculos, postulatesremas, formulas e linguagens
algébricas, vieram pela urgéncia em procurar undueiio constante e dentro deste amplo
anseio, o grande desejo de ampliar algo com cadanas profundidade, de forma mais
potente, com a maior exatiddo possivel e elegastieipdo. Na procura por esta suposta
visdo perfeita, a trilha do homem, quase sempned(ssempre) passa pelos caminhos da

Matematica, a base de todas as ciéncias.

Em torno de uma visdo contextual, este artigo geopgue todas as técnicas
matematicas sejam Uteis e aplicaveis, tanto a mnivatlematico dentro de seu préprio
ambiente, bem como sugerir aplicacdes praticaotidi@no. Assim nesta secdo a proposta e
mostrar algumas aplicacdes do Bindbmio de Newtonrdeto estudo das probabilidades, no
desenvolvimento séries infinitas, assim como alguraplicacfes elementares. O mais

importante € observar a praticidade de resolucé&o ptoblemas com a utilizagdo desta

ferramenta engenhosa de Isaac Newton.

Iniciando nossa amostragem pelo estudo das pratadels, lembremos que a
probabilidade se define da forma, segu(iarroso, 2010)

Em um espago equiprovavel, a probabilidade de @&wia de um evento, indicada
por P(E), € a razao entre o numero de elementosva@nto, N(E), e o numero de elementos

do espaco amostral, N(U):

P(E) =%

SN—|

O numero de elementos de um eveméE) ou mesmo do espago amostra(U),

devem ser contados de acordo com a experiéncidvedevoPara isso, temos ao nosso dispor
a contagem simples (natural e aritmética). Tambémdemos dispor de contagem



combinatoria, para resolvermos problemas mais apados e que exijam contagem mais
aprimorada.

Dentre as situacbes que este artigo pretende ,tr@anos as experiéncias cujo
resultado s6 admite duas possibilidades: venca&owencer, verdadeiro ou falso, masculino
ou feminino, cara ou coroa, ou Seja, sucesso alc@sso. Para essas experiéncias distintas
aplicamos o método binomial, utilizando os coneeito Bindbmio de Newton.

Portanto se uma experiéncia qualquer pode ocdeetuas maneiragnaneira X e

maneira y. Dessa forma, definimos que tal acontecimento si@ paorrer dananeira x ou
damaneiray, logo, a probabilidade de ocorrer tal maneira ®@éparax ou paray .

De fato: maneirax oumaneiray —» xouy - X+y — 50% +50% =100%

Resultado esse que define o percentual total deapilidades. Logo, temos que em
um acontecimento binomial, h(5’x+ y) maneiras de ocorrer tal situagéo, tenloe vy
probabilidades iguais de ocorréncia. Porém, sesis&aa0 ocorran vezes, teremos:

(x+ y)(x+ y)mmfx+ y) = (x+ y)' = i(;JX”‘py"

p=0

nfatores(x+y)

A cada termo deste binbmio podemos assumir o \@tato da ocorréncia de um

eventox ou eventoy paran situacoes positivas(em - p) situacOes ndo positivas. Se tomarmos

a ciéncia de que possui probabilidadep de acontecer ey possui probabilidade de

acontecer, entdo formulamos o método binomial ceegainte descricao:

Se para uma determinada experiéncia, ha somenseptsaibilidades de ocorréncia,
sucesso Ou insucesso, cujas probabilidades ps@ g, respectivamente, entdo para a
probabilidade de ocorren vezes os resultados procurados, em um total dpeticbes da

experiéncia, ttm a expressao:
n m n-m
P(E)=| |p"(H
m

Ou seja, um termo do bindmio das probabilidadesoct@réncias dananeira X ou da

maneiray emn situag;(”)es(x + y)n = (p + q)n _

Vejamos nos itens 1 e 2, exemplos diretos daatéio desta relagdo binomial:
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1. Suponhamos que um casal tenha ao longo de sudavum total de seis filhos, nessa
experiéncia hipotética vamos calcular a probabilidde de cinco dos seis filhos serem

meninos e apenas um ser menina:

Para cada nascimento, temos sempre um resultaonial: p ou g (menino ou

menina), onde p=P(menind=P(meningd=q :%. Aplicando a relacdo modelada

. n - L . .
anteriormente, teremosP(E):( ]pmqn ™, onde:n é o total de nascimentos ra é a
m

guantidade de sucessos para onde 0 problema apuwsi® cason=6 e m=5. Portanto:

6 5 6-5
P(menino) = (5)(%) (%) = % = % [9,4%

Entdo, a probabilidade de cinco dos seis filhogmemeninos e apenas um menina é

aproximadament®,4%

Logicamente, neste exemplo citamos uma experiéagiaque a probabilidade de
ocorréncia de uma maneiraé exatamente igual a probabilidade de ocorréneiauma
maneiray, mas claro que nao precisa ser necessariament@ fdesia, pois a expressao
binomial funciona para qualquer experiéncia qualtespenas de duas maneiras.

Baseados nisto, observemos o item 3.2 abaixa,paneira diferente da maneina

2. Uma escola tem 46% de seus alunos do sexo feminiNum sorteio de quatro alunos,

qual é a probabilidade de sairem duas alunas?

Temos:P(feminino)=46%e P(masculino) =54%Tomandon=4 en=2, segue:

oo

Portanto, a probabilidade de sortear duas alunas sarteio de quatro alunos € de

aproximadamente 37%.



Assim observamos que o Bindmio de Newton auxilestudo das probabilidades que
envolvem resultados binomiais. A praticidade aliamtan a potencialidade do calculo
binomial mostra que até mesmo um estudante do @msisico pode utiliza-lo com toda a

simplicidade das operacdes com nimeros reais.

Analisemos o proximo item, onde faremos uso deraxbes algébricas, substituicbes

e expansao binomial:

3. Qual a proxima parcela da expansao binomial na upl as trés primeiras sao:
1+12x+54x2

Como as trés primeiras parcelas sdo positivaspdotias sdo. Caso contrario, se a
segunda parcela fossd2x entdo a quarta parcela da expansdo seria negatisahaveria

alternancia de sinais, como podemos observar em:

(a-b)" = (gja”bo - (Ba”‘lbl + (;ja”‘zbz - +( " 2ja”‘zb2 —( & 1ja“‘lbl + (njaob”.
n- n- n

Sabemos também que, no caso descrito no enunciai®, pois uma expansao binomial tem

n+1 parcelas, resultado importante na resolugdo: Queseancontrar nUmeroa,ben tais

que

n n n
(a+b)" = [Oja”bo + (lja”‘lbl + [zja”‘zb2 +...=1+12x+54%°...

Comparando a primeira parcela da segunda iguakladenon>2, temos

gue € uma igualdade se e somamtd. Usando este valor, e comparando o segundo termo

(nJa”‘lbl - (n]b = nb=12x
1 1

temos:

isto é:



p=12,
n

Analogamente a terceira parcela pode ser reeggaita,obtermos as seguintes identidades:

(n]a”‘zbz = (anZ = M b? = 54x2
2 2 2

b? = 108x?
n(n-1)
2
Substituindob :% em b’ :% ,comon=3 e x#0, obtemos a seguinte equacéao:
n nin -
n®-n _108x*
n°  144x*
ou seja:
n’-n_3
n> 4
n*-4n=0.

Como a poténcia do bindbmio deve ser positiva, edmabs quen=4.

Expandindo(a+b)" coma=1 en=4, temos:

(a+b)"=(@+b)* = (g] +(ﬂb + (gbz + (;jb3 +(j]b4 =1+12x+54x%%...

Comparando a segunda parcela das expansdes aegue;:s

4
( ]b =12x
1

4b=12x
b=3x_

Substituindob =3x encontramos o resultado almejado e também a expansipleta:

4 4
(a+b)" = 1+3x)* =1+12x+54x +(3J11(3x)3 + (4]10(3x)4 =1+12x+54x* +108¢° +81x*

Portanto, a proxima parcela da expans&o binomigjuahas trés primeiras sae 3x + 54x°
é:108x°.



Analisaremos no item 4, o0 que acontece com odadmdependente da expansao
binomial quando temos binémios do ti|6xoi a)” coma racional independente dee 0 que

acontece sa é dependente de

3 5
4. Encontre o termo independente dg na expansao de[x+£j (x—% .

Nos bindémios(x+a)" em que o valor da é conhecido, o termo independente é

sempre o ultimo, fato este que pode ser confeliidbatnente da expansao binomial:

n n n n
(xta) = (O]x”ao + (Jx”‘lal + i( 1]x1a”‘1 +( jxoan :
n- n

Entdo, na expansdo dg+a)'(x+b)", coma e b independentes de temos como termo
independente, apds expandir os dois binbmios e asaropriedade distributiva da
multiplicacdo em relacéo a adicaab™.

Mas, em nossa proposta, o primeiro binbmio tens sieis valores dependentesxde
Por serem binbmios de expoentes “pequenos”, vaxyuandi-los com auxilio do Triangulo
de Pascal que gera os coeficientes de uma expdmsdmial, assim ndo serd necessario

calcular os valores de combinagdes e nem o usatolesfs.

Figura 1: Triangulo de Pascal calculado até aitibal

Expandindo os dois binbmios usando a quarta linleasexta linha do triangulo de

Pascal, segue:



(x + lf(x - %)5 = [1)(3(X_1)O +3x%° (x‘l)1 + C%xl(x‘l)2 +1xX° (x‘l)E] 0
Eﬁlxs(%jo - 5x4(%jl + 10x{%)2 - 1Ox2(%j3 + SX{%T —MO(%T}

3 5
(X+1J (x—ij :(x3+3x +3x’1+x‘3Ix5—§x4+§x3—§x2+£x—iJ
X 2 2 2 4 16 32

Neste caso, o resultado procurado ndo é simplesnoeptoduto dos ultimos termos de cada
expansdo. Note que se féssemos utilizar a proghedastributiva da multiplicacdo em
relacdo a adigcéo, apds realizarmos todas as nicaijfles e posteriormente adicionarmos ou
subtrairmos todos os termos dependentes debrariam um ou alguns termos independentes,
qgue adicionados ou subtraidos, resultariam no teindependente da expansao de

Sl
X+= || x=-=1.
X 2
Os termos independentes resultantes de cada praciuta sdo aqueles em que o expoente de
x € nulo. Entdo, para neste caso ndo precisarmasaefe4 multiplicacbes: analisaremos

somente aquelas em que isso acontece, ou sejauena goma dos expoentes xi@os

produtos dos mondémios das expansdes seja zero.

Por inspecao, sdo apenas dois casos, a saber:

+ 3x‘1(+ > xj =10 15
16 16 16

+ X_3(+§X3j :§X_3+3 :§_
2 2 2

Portanto, o termo independente na expansao de

3l

€ a soma dos dois resultados anteriores, ou seja:

15 5_55
+2=

16 2 16



Observe agora, o triangulo de Pascal até a & (figura 1):

Note que, na expansao binomial ﬁer y)n os coeficientes sdo coincidentes com as
linhas do Triangulo de Pascal, conforme pode ssipwia Figura 1. E interessante notar a
repeticao de coeficientes a partirrdel (lembrando que conta-se a partir da linha 0) amde
cada linha, o primeiro valor é igual ao ultimo, egendo igual ao penultimo e assim por
diante. Também notamos quersé impar, consequentemente a expansao tem nunmede pa
termos, com os dois valores centrais iguais, seestes 0s maiores numeros da linha
correspondente. Seé par, conseqientemente ha nimero impar de teemid® ha um valor
central que é também o maior da linha respectiva.

Nos itens 5 e 6, estudaremos bindmios um pouceretifes de(x+y)" com a
proposta de analisar se as colocagbes acima dss@drvem para qualquer expansao

binomial, para responder a seguinte indagacdo: © apontece com 0s coeficientes das

expanséo defax+b)", coma eb racionais?

5. E possivel dois termos consecutivos na expan$1m3(2x+3)9 terem coeficientes iguais?

Se possivel, quais sdo?

Note que, comm=9, entdo ha 10 termos na expansdo do binédmio adivuen
binbmio (x+ y)“, sabemos que ha pares de coeficientes iguaisexemplo, os termos
centrais e o primeiro com o Ultimo, como visto @otenente. Mas, neste caso estudado,
(2x + 3)’ veremos que os nimeros 2 e 3 exercem influéncieagim coeficiente, podendo n&o

ser 0s termos centrais ou dos termos de igualdiiga” dos centrais serem o0s de iguais
coeficientes. Inclusive, pode ser até que nemaxrigermos de coeficientes iguais. Convém
notar aqui que, além de os coeficientes seremsggaeremos que sejam oriundos de termos
consecutivos.

Lembrando que podemos escrever a expansao do RindenNewton na forma compacta,

segue a igualdade:

(2x+3) = ;(i]@xf—psp

10



: 9 - - < <
ConS|dere£ ](Zx)9 P3P0 p-ésimo termo da expanséo (& +3)°. Podemos entdo escrever
Y

9 _
seu termo posterior, (@+1)-éssimo termo, substituingopor p+1.: (p+1j(2x)8 P3P,

Como queremos termos consecutivos com coeficiégtess, vamos excluix’™® e x*  dos

termos acima, sobrando somente os coeficienteso¥agaala-los para encontrar o valor de

p:
g = O |ege
P p+l

Pl

Usando a notacéo fatorial, obtemos a equacéo geguin
g2  _ o3
plo-p) (p+1)(8-p)

qgue ao ser simplificada se torna

Que pode ser reescrita como

9_
p+

©

wIinN
H

cuja Unica solucao é
P=5

Observamos neste ponto que o problema propostaipEEscdo, pois comp € um numero

9 9
natural, enté({ pj e ( 0 +1j podem ser calculados em termogde

Com isso, ao substituirm@s5 em cada um deles, obtemos as parcelas:

9 - 9 *
(2x) P3P =| ~|(2x)'3° = N s - 55 137 (7% = 489885
p 5 53!

9 . 9 Im3 e
[p +1J(ZX)8 "3t = [(J(zx)%‘i - 9'[;[3[,3 X* = 2° (3] [7%° = 489888

11



Portanto, existem dois termos consecutivos de deafes iguais na expanséo (@ +3)°, a

saber:48988&" e 489888, respectivamente 0 6° e 0 7° termos.

Vamos estudar agora, no item 6, o maior coefieielet uma expansao binomial, como
ja mencionado e observado, € comum serem 0s donedarentrais panaimpar e o do termo

central paran par.
X 9
6. Encontre o maior coeficiente da expansao do bimdo (2+§j :

Note que nado se trata de um bindmio em que oscemdbs da expansdo podem ser
diretamente “retirados” do Triangulo de Pascaltddo pode ser que o maior deles ndo seja
o termo central. Vamos iniciar a resolucdo do mota proposto fazendo algumas
manipulagfes algébricas para facilitar os calclllméamos inicialmente que

(2+§jg :(6+xj9 _ (x+6)° :3_{)()(_{_6)9.

3 3 3

Entéo basta encontrar o maior coeficiente da exuads(x +6)°, ou seja

s

p=0 p

o

O coeficiente em questédo &

ondep é um numero inteiro, co< p<9

- 9\ .. .
Vamos entdao estudar quando o coeficiente um termquqer( JG"e maior que o
p

9 9
coeficiente(loJrl]Gp+1 de seu termo posterior, ou seja, qua{c%)jep>( ]6"”. Se

p+1
chegarmos a conclusédo que isto ndo acontece, entdaior coeficiente serd o do ultimo
termo. Caso contrario, calcularemos tal termo: sigiealdade

12



9 6p S 9 6p+1
p p+1

pode ser reescrita, fazendo uso da notacé&o fatooiado

org® oI~

pfo-p) (p+1)(B- p)

Colocando fatores em evidéncia, obtemos a segdésigualdade:
9IBP [ﬁ 1 6 j
— > O
pB-p) (9-p p+1)

9
Sabemos que todos o0s termos da expanséE)Zdegj sao positivos e que devemos ter

>0

8- p=0 para que(8- p)=0 faga sentido. Logo devemos ter inicialmente: . T&mbém

i_i > 0.
9-p p+tl

Como0< p<8, entdo a resolucao dgel— >i+1 segue de forma direta, sendo equivalente
-p P

devemos ter

a p+1>36-6p.
Com isso, temog >5. Portanto, os valores possiveispigio: 6, 7 ou 8.

Por breve inspecdo, chegamos a conclusdopg@e Entdo, basta calcular o 9° termo da

9
expansdo do bindmifx + 6)°: (8}(168 =9[B°x.

Segue que, 0 9° termo do binénﬁ@Jrgj :(6+ xj _(x+6) s

3 3
OmBex 32 B
P P

x =28 [Bx = 768«

9
Portanto, o maior coeficiente da expanséo do bio{mﬂgj € 768.

Olhando mais adiante, podemos observar na Matesnméatiperior o grande auxilio
desta ferramenta que € o binébmio de Newton, comdesanvolvimentos de séries infinitas e

em demonstracdes rigidas conhecidas.

13



No estudo de limites, tomemos o exemplo a seglid{ecionado ao ensino superior,

gque usa a expansao binomial para calculo atravdefadacao de derivada:

7. Dada a fungéof (x) = ax", sendon7IN, mostre que f'(x) = anx™™:

Pela definicdo de derivada, temos:

Desenvolvendo pard, (x) = ax" segue:

E (x+ h)n nada mais é do que um binémio, portanto, aplicangoocesso binomial, fica da

forma:

" X"h° + : X"ht + " X"?h? + ...+ : xh"™ + : X°h" |- ax’

] 0 1 2 n-1 n
f'(x)=lim
h-0 h
a[x” + nx”‘1h+n(nz_1)x”‘2h+...+ nxh' ™ + h”j —ax"

f'(x)=lim

h-0 h

Colocandoh em evidéncia, segue:

r(nx” + (n2 1) ”2+...+nxrf‘2+h”‘1j+ax”—ax”

F=lm n
f'(X)—lherg){a(nx” + (n2 1 n‘2h+...+nxh“‘2+h”‘1ﬂ

14



Como h - 0, todas as parcelas entre parénteses tendem aez@etp a primeira, logo
temos:
n(n-1)

f'(x)= a[nx”‘1 +Tx“‘2 [+...+nx[0"? +0”‘1j

f'(x)=a(nx* +0+0+...+0)
f'(x)=anx™

Portanto, f (x)=ax" = f'(x)=anx"*, como queriamos demonstrar.

Em outra situagdo encontramos a famosa série deaMag que entre outras coisas,
pode ser usada para aproximar os valores de r&ipes.um pequeno artificio, trocamos a
funcéo pelo Binbmio de Newton e desenvolvendo amegaao resultado esperado.

A serie de Maclaurin é dada por:

9= 1)+ - e o g Lo

nl

Note que se trata de uma série finita para todatural e que o resultado encontrado é

um polinémio, por exemplo:

f(x)=(a+x)*:
Temos: f'(x)=3@+x); f"(x)=6(a+x); f"(x)=6; f®(x)=0 e todas as derivadas
superiores a 42 ordem, neste caso, sdo nulas.

Entao, aplicando na série de Maclaurin:

)= 1a) D eao LWy @ gy Oy

R, )= (o) + 380 ) o2+

R.(x)=(x+a)] +3(a+x)(x-a)+3a+x)x-a)f +(x-a)

n

(x—a)z+g(x—a)3+%(x—a)4+o+o...

Note que a série de Maclaurin paraatural gera um polindmio, ou seja, grau finito.

15



Mas, se n:%, isso nao verdade, conforme observamos no exensplsequir:
Paraf (x)=(a+x)z, temos: £°()=(a+ x5 1(x)=-5(a+x2; 1(X)=2(a+x)’ e

f<4’(x):—i—:(a+x)_;.

Portanto, nenhuma derivada de ordem superior sel& MNote também que ha
alternancia de sinais das derivadas. Entdo, acaapia série de Maclaurin, ndo teremos um
polinbmio, mas sim uma série infinita, como veremosxemplo a seguir, que fornecera um

pequeno gerador de aproximacdes razoaveis paes rqiadradas:
8. Série de Maclaurin

O objetivo é usar de forma indireta o0 Binbmio devim, pois neste caspn,ndo € um
namero natural, entdo usaremos a série binomiak 40, note que ndo serdo feitas

majoracdes sobre a Série de Maclaurin e que assmosr valores fixos em determinados

momentos. Por fim, encontraremos uma aproximacaoave! para\/E e de forma

semelhante, faremos 0 mesmo para outros irracionais

A série de Taylor (ou de Maclaurin) de uma funt@ceescrita sob a forma:

()= f(a)+f'T@(x-a)+fT@(x-a)2+%@(x-a)3+f7!(?0(x-a)4+...

No caso especial em qae0, temos a Série de Maclaurin da fungéo

Z:‘, (k).(o)x = £ 0+ F'O)x+ f;(o) “r f(::!(o) X+

Se trocarmos a fungéo pa + x)", teremos o seguinte:

na"x , n(n-1)a"*x*  n(n-1)n-2)a"*x
1 2! 3

, N(n-1)(n-2)(n-3)a"*x*

4

(a+x) =a"+

n

+...+X

16



gue é o desenvolvimento do Bindmio de Newton.

No caso em que ndo é natural, temos uma série binomial de expangaita, comp

n - —
variando de O atév. Tomando( pJ: n(n 1) Dﬂlﬂln p+1)’ consideremos 0 caso em que da
p!

expansao infinita conrm=1e n :%. Segue que:

1 1 1
L1 'y ;(;—1)12258 1(;—1j(;—2jm235<3
242
2! 3

(1+x)2 =22 + TR
e

4 ol

SIETOL G PO ¥ PO 0 i v
(1+x)2:1+§x+22 X2+ 202 N2 24282 N2 N2 gy

3
1(_1j 1[_1J[_3 1(_1
IR 222X2+2 2| 2) ., 20 2

(1+x)z:1+§x+

Logo, temos que:
3 4 5
(1+X)2_1+§_x_+i_5x L IX 21 8 4 33 o
2 8 16 12t 25€¢ 102¢ 204¢

Trocando o valor d& por nUmeros naturais, teremos um pequeno geradapibximacdes

de raizes quadradas. Por exemplo=sk

( 1 12 1 50 7 213° 3307
1+1)2 Ol+=-—+—-"— 4 - +
2 8 16 12& 25€ 102¢ 204¢

Qg opet-tyt 5,7 21, 33
2 8 16 126 256 102/ 204¢

(L+1): 01416504

Observe que o valor acima encontrado € uma aprg&iondem razoavel para

1 1
(1+1)2 =22 =42 =1,41421356..

17



Se aumentarmos o0 numero de parcelas, melhor sg¥®imacao, mas note que esta
aproximacéo vai ficando cada vez mais “devagaris ps parcelas adicionadas, em maédulo,

ficam cada vez menores.

O valor obtido pela série de Maclaurin paﬁé teve um erro inferior a 0,003.

A critério do leitor, por exemplo, 0 mesmo proceento feito acima pode ser feito

substituindak=2 para encontrar uma aproximagao pd_ﬁa
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Conclusao

Apoés estudar esta pequena, mas, grandiosa ferrammehbte um ramo especifico da
Matematica, o Binbmio de Newton, observa-se convivé a existéncia da Matematica na
Historia. Assim como todo o progresso, todas asizegdes sociais, independéncias
federativas de varias nacoes, libertacbes de etaw@ais, religiosas, todas essas questdes
tiveram sua imensa caminhada na historia até esddidnoje para que encontrassem uma luz,
um significado, um encontro aos seus objetivostdEsma é a caminhada Matematica em
direcdo aos seus pontuais objetivos e alvos. Codla geesquisa, leitura, ou a simples
audiéncia de ensinamentos matematicos, percebesngsaades implicacdes vividas pelos
protagonistas dos conhecimentos cientificos. Newtopiciou realiza¢des grandiosas a partir
de seus estudos, deixando um legado surpreenderdeqae podemos fazer por ele é
simplesmente honra-lo, tentando prolongar estedtegaais e mais, por muito tempo, para
gue a Matematica se apligue com cada vez maisrmigfade e sua historia se prolongue até

os confins da humanidade.

O que sabemos € uma gota;

0 que ignoramos € um oceano.
ISAAC NEWTON. 1642 - 1727
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