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A Matematica Financeira nos Financiamentos Habitacionais
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Resumo: Com o objetivo de que este trabalho possa ser utilizado como material de con-
sulta aos alunos do ensino médio da educagao basica, destacaremos as principais defini¢oes
e os principais resultados da Matematica Financeira fazendo uma abordagem objetiva sobre
a Matematica dos Financiamentos Habitacionais. No primeiro momento apresentaremos os
conceitos basicos tais como capital, juros, taxas, aumentos, descontos, regimes de capita-
lizacao, taxas equivalentes e cdlculo de prestacoes. Destacaremos também os resultados dos
dois principais sistemas de amortizacao, o SAC e o SAF. Todas as definicoes e resultados
serao a base para o entendimento da operacao de financiamento. Finalizando destacamos
uma proposta de aplicacao dos resultados da Matematica Financeira na tomada de decisoes
que envolvam o valor do dinheiro em épocas diferentes, aplicacao que podera ser desenvolvida
com este grupo de alunos da educagao basica.
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1 Introducao

Ao longo da historia o Homem ja se deparou com situagoes em que houve a necessidade de
negociar para seu proprio sustento, no principio essa negociagao se dava através do escambo,
ou seja, a troca de mercadorias que corresponde a primeira manifestacao comercial.

Na Suméria, por volta de 3.000 a.E.C. | hé indicios de desenvolvimento de um sistema
de crédito baseado em graos e prata, sendo assim considera-se que os juros e os impostos
existem ha muito tempo. Esses juros eram pagos pelo empréstimo de sementes e outras
conveniencias.

A historia também revela que a ideia de trocar moedas tinha se difundido e estava tao
bem estabelecida que ja existiam banqueiros internacionais na Babilonia por volta de 575
a.E.C..

Os indicios da existéncia de célculo de juros estao presentes nas tdbuas matemaéticas
da época, estima-se que das 400 tdbuas, cerca de metade eram financeiras. As tabuas de
exponenciais sugerem que as mesmas eram usadas no calculo de juros compostos.
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Outro fato historico de destaque sao as chamadas “Escolas de Abaco”, que treinavam
jovens comerciantes desde os 11 ou 12 anos em matematica pratica, essas escolas se difundiram
em varias regioes da Italia, sobretudo em Florenca e estao relacionadas ao desenvolvimento
do capitalismo no fim da Idade Média. Para tratar problemas ligados ao comércio ensinava-
se calculo com numerais indianos, a regra de trés, juros simples e compostos, entre outras
ferramentas de calculo voltadas para problemas praticos.

Entender o financiamento habitacional através dos resultados da Matematica Financeira,
destacar os dois principais sistemas de amortizacao e avaliar as decisoes envolvendo o uso do
dinheiro é o objetivo deste trabalho. Essa necessidade de lidar com estas situacoes virou rotina
em nossas vidas, assim como o financiamento, nos deparamos com o mercado financeiro das
bolsas de valores, com os fundos de investimentos oferecidos pelos bancos, com o pagamento
de impostos, com empréstimos, etc. Neste panorama o ensino da Matematica Financeira na
educacao basica requer uma atencao especial para dar suporte aos alunos no entendimento
de tais operacoes.

2 Conceitos Importantes

Nessa secao destacaremos algumas defini¢oes e resultados da Matematica Financeira que
nos darao suporte para as anélises das operagoes de financiamento, amortizagao, empréstimos,
etc.

A Matematica Financeira estuda as operacgoes envolvidas em empréstimos e ou investi-
mentos, quando uma pessoa empresta ou toma emprestado um valor monetario durante certo
periodo de tempo, esse valor é chamado de capital (ou principal). Apds este periodo o valor
a ser recebido ou pago € o capital acrescido de uma remuneracao chamada juros.

2.1 Capital, Juros e taxa

Definigao 2.1 (Capital) Capital é o valor monetdrio o qual € aplicado em processos finan-
cetros e € indicado por C'.

Definigao 2.2 (Juros) Juros corresponde ao valor monetdrio referente ao rendimento da
aplicacao do capital e € indicado por J.

Definigao 2.3 (Taxa de juros) Taza de juros € a taza de crescimento do capital determi-
nada pela razao i = é, referindo-se sempre ao periodo da operacao. Para representar a taxa
de juros usamos as porcentagens, razoes centesimais que sao representadas pelo seu nume-
rador sequido do simbolo % (por cento) ou sua representacdo decimal que € muito til na
resolugcao de problemas envolvendo juros simples e compostos.

Observacao 1 O wvalor dos juros de um capital aplicado a uma taxa num certo periodo serd
dado por:
J=C-1

Exemplo 2.1 Um capital de R$ 10.000,00 foi aplicado a uma taza de 5% ao més durante
um més. Qual foi o juros dessa aplica¢do?

Como C=10.000 e i=5% ou 0,05, temos:
J =10.000 - 0,05 = 500

Portanto os juros da aplicacao foram de R$ 500,00.



Definigao 2.4 (Montante) O montante refere-se ao valor resultante da soma entre o ca-
pital e os juros e serd indicado por M. Assim o montante € dado por:

M=C+J
No exemplo anterior terfamos um montante igual a R$ 10.500,00, resultante da soma do

capital(R$ 10.000,00) com o juros(R$ 500,00).

2.2 Aumentos e descontos

Definicao 2.5 (Aumento ou acréscimo) Se certo valor sofre um aumento a uma taza i,
entao o valor final resultante desse acréscimo serd dado por:

onde V' € o valor final, Vi o valor inicial e i a tara de aumento.

Definicao 2.6 (Desconto ou abatimento) Se certo valor sofre um desconto a uma taza
1, entao o valor final resultante desse abatimento serd dado por:

V=Wl -1),
onde V' é o valor final, Vi o valor inicial e i a tara de desconto.

Exemplo 2.2 Se uma mercadoria que custava R$ 250,00 sofre um aumento de 2%, entao o
novo valor da mercadoria, sera R$ 255,00 conforme cdlculo abaixo:

V = 250(1 + 0,02) = 250(1,02) = 255.

Exemplo 2.3 Em uma promocdao uma tv que custa R$ 1.990,00 serd vendida a vista com
um desconto de 10%. Neste caso vamos calcular o valor da tv com o desconto.

V' =1.990(1 — 0,10) = 1.990(0,90) = 1.791.

Portanto o novo prego serd de R$ 1.791,00.

2.3 Regimes de Capitalizacao

Quando um capital é aplicado a uma taxa percentual por periodo, durante varios periodos
de tempo, o montante podera ser calculado através de duas convencoes basicas de calculo,
chamadas de juros simples e juros compostos, esta ultima esta presente em quase todas as
operacoes financeiras existentes.

Definigao 2.7 (Juros Simples) Nesta modalidade os juros gerados em cada periodo sao
constantes e resultantes do produto do capital pela taxa. O cdlculo dos juros simples de um
capital C aplicado a uma taza i, durante n periodos de tempo € dado por:

J=C-i+C-i+Cit-+C-i=J=C-i-n

n



Exemplo 2.4 Calculando os juros simples gerados por um capital de R$ 1.250,00 aplicado
a uma taza de 2% ao més durante 6 meses, temos:

J=C-i-n=J=1250-0,02-6= 150
Portanto os juros gerados foram de R$ 150,00.

Teorema 2.1 (Juros Compostos) No regime de juros compostos de taxa i, um capital Cy
transforma-se em n periodos de tempo, em um montante igual a C,, dado por:

O, = Co(1 + i)

Demonstracao: A demonstracao sera feita por inducao sobre n. Para n = 1, a férmula do
montante é verdadeira uma vez que:

ClzCQ+00Z:CO(1+Z)1

Supondo que a férmula do montante seja vélida para algum n, queremos mostrar que é
também valida para n 4+ 1. Sabemos que:

Coy1=Ch+Cp-i=Ch(141).
Pela hipétese de indugao temos que C,, = Co(1 +4)", logo:
Cpi1 = Co(1 + )"t

Portanto pelo Principio da Inducao Matematica a féormula do montane é valida para todo n
natural. Il

Exemplo 2.5 De acordo com o Teorema 2.1, calculando o montante gerado por um capital
de R$ 15.000,00 aplicado a 3% ao més durante 4 meses na modalidade de juros compostos
teremos:

C, = Co(1 +14)" = 15.000(1 + 0,03)* = 16.882, 63.

Portanto, o montante gerado serd de R$ 16.882,63.

Observacao 2 Para o cdlculo dos juros dessa aplicacao, basta fazer a diferenca entre o
montante encontrado pelo capital inicial.

Exemplo 2.6 Marcela fez um empréstimo de R$ 3.000,00 para pagar daqui a 6 meses. Sa-
bendo que a taza € de 1,5% ao més, qual o valor total que Marcela ird pagar se forem cobrados
Juros compostos?

Mais uma vez recorreremos ao Teorema 2.1.

Como Cy = 3.000, i=1,5% ou 0,015 e n=6, obtemos:
C,, = Co(1 + i)™ = 3.000(1 4 0,015)° = 3.280, 33.

Portanto, Marcela ird pagar pelo empréstimo R$ 3.280,33.



Atualmente a modalidade de juros compostos é a mais utilizada em transagoes comerciais.
Vejamos agora uma comparacao entre juros simples e compostos. Utilizaremos um capital
de R$ 1.000,00 aplicados a uma taxa mensal de 2% em um periodo de 1 ano.

Vejamos a tabela abaixo:

Periodo | Juros Simples | Juros Compostos
0 1.000 1.000
1 1.020 1.020
2 1.040 1.040,40
3 1.060 1.061,21
4 1.080 1.082,43
5 1.100 1.104,08
6 1.120 1.126,16
7 1.140 1.148,69
8 1.160 1.171,66
9 1.180 1.195,09
10 1.200 1.218,99
11 1.220 1.243,37
12 1.240 1.268,24

Ja era de se esperar que o montante composto fosse superar o montante simples, uma
vez que os juros compostos constituem uma progressao geométrica e os juros simples uma
progressao aritmética.

3 Taxas Equivalentes

Definicao 3.1 Duas tazxas sao ditas equivalentes quando, aplicadas a capitais iguais, em
tempos iguais, produzem sempre montantes iguais.[1]

As taxas equivalentes nos auxiliam nos casos em que o periodo da operacao financeira
difere-se do periodo da taxa de juros. O lema abaixo nos dard a férmula que relaciona as
taxas equivalentes.

Lema 3.1 Se I € a taza de crescimento de uma grandeza relativamente ao periodo de tempo
T ei € a taxa de crescimento relativamente ao periodo t, e se T' = nt, entao:

1+ 1 =(1+0)"

Demonstracao: [4] Seja B o valor inicial da grandeza. Apés um periodo de tempo T'(T =
1), o valor da grandeza serd Py(1+ I)!. Como um perfodo de T, equivale a n perfodos iguais
a t, o valor da grandeza serd também igual a Py(1 + )", logo:

P(1+ D' =P(1+d)"= (1+1) =(1+4)"

Exemplo 3.1 Vejamos qual a taza anual equivalente a uma taza de 2% ao més. Utilizando
a relagao de equivaléncia acima temos que:

1+1=(1+0,02)"=T=(1,02)"-1=120,268

Portanto a taxa equivale a 26,8% ao ano.



4 Calculo de Prestacoes

Para comprar uma geladeira, cujo valor a vista é R$ 1.200,00, Maria precisard parcelar o
valor em 5 prestacoes mensais e iguais, sendo a primeira paga um meés apds a compra. Sendo
a taxa de juros de 2% ao més, qual serd o valor de cada prestacao?

A divida no final de 5 meses, serd de:

1.200(1 +4)°.

A mesma divida analisada em relagao as prestacoes, onde a primeira é paga um més apos a
compra, Sera:
P(1+i)*+ P(1+i)*+P(1+4)*+ P(1+4) + P.

Logo:
1.200(1+4)° = P(1 +i)* + P(1+4)* + P(1 +i)>+ P(1+4) + P

Dividindo ambos os membros da equacao acima por (1 + 7)° e colocando P em evidéncia
temos que:

| 1 1 1 1
1200:P((1—|—i) + (1_|_Z-)2+(1_|_2')3+(1+i)4+ (1+i)5)

Este resultado iguala na época “zero”, todos os pagamentos ao valor a vista, ou seja, ao valor
atual. Substituindo o valor da taxa e realizando os cédlculos, encontramos P = R$ 254,60.
Fazendo a soma de todas as prestacoes encontramos o valor a prazo de R$ 1.273,00, ou seja,
serdo pagos a cargo de juros R$ 73,00.

A figura abaixo ilustra este esquema de pagamento.

Figura 1: Diagrama 1

Definicao 4.1 O conjunto de pagamentos referentes a periodos diversos é chamado de série
de pagamentos e quando estes pagamentos sao iguais e igualmente espacados no tempo, a
série € uniforme.

Teorema 4.1 O valor atual(A) de uma divida(empréstimo ou valor a vista de uma mercado-
ria) paga em n pagamentos iguais a P, uma unidade de tempo antes do primeiro pagamento
é igual a:

A:P[1_<1.+@)n]

1

Demonstracao: Analisando o diagrama da figura 2, sabemos que:

B P P P P P
N <(1+z’) + (1+¢)2Jr (1+@')3+“'Jr (1 +4)n1 + (1+z’)”)



colocando P em evidéncia temos que:

1 1 1 1 1
A:P((1+i)+(1+i)2+(1—|—z’)3+"'+(1+i)”—1 + <1+¢)n> (1)

(. S

—
S
A soma S ¢ a soma dos n termos de uma progressao geométrica cuja razao é (1 +14)~!, logo:

g | {1—[(1“’)‘1]”]:( 1 [1_(1“)_”1:{ﬂ]

(144 [ 1—(1+14) ! 1+4) | «(1+4)! i
Substituindo S em 1, obetmos o resultado. O
A P £ P P P
0 1 2 3 n -1 n

Figura 2: Diagrama 2

Exemplo 4.1 Joao fez um empréstimo a uma taxa de 4% ao més e pagard R$ 595,26 por
meés durante 5 meses, sendo a primeira paga um més apos a contratacdo do empréstimo.
Neste caso qual foi o valor do empréstimo?

Pelo Teorema 4.1 temos que:

1—(142)™
A=P [&]
i
Como P = 595,26, i = 0,04 e n = 5, obtemos:
1— (1,04)75
A =595,26 | ————| = 2.650.
’ { 0,04 }

Entao o valor do empréstimo foi de R$ 2.650,00. Por este empréstimo Joao pagou R$ 2.976,30,
totalizando um juros de R$ 326,03.

Observacao 3 O resultado do Teorema 4.1 também mnos permite o cdlculo do valor das
prestacoes envolvidas nas operacoes financeiras envolvendo juros compostos, para isto basta
isolar a varidvel P na formula.

Voltando ao exemplo do inicio da secao, vamos verificar se encontramos o mesmo valor
de prestagao, utilizando agora o resultado do Teorema 4.1.

Sabemos que: A = 1.200(valor da geladeira a vista), i = 0,02 e 5 o niimero de pagamentos.
Recorrendo ao Teorema 4.1 temos que:

A=P ﬂ ~P=A ;
i 1—(144™
substituindo os valores de A, 7 e n, obtemos:
7 0,02
—— | =1200 | —————
1—-(1+ z)—"} {1 —(1,02)—°

Portanto o valor da prestacao serd de R$ 254,60, o mesmo do exemplo citado.

P:A[ ]:254,60.
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5 Financiamentos Habitacionais

Atualmente falar em financiamento habitacional é muito comum devido a varios progra-
mas destinados a aquisicao da casa propria, como por exemplo, o programa Minha Casa
Minha Vida.

Trataremos nesta secao, de maneira objetiva, como a Matematica Financeira ajuda no
entendimento desta operacao crédito que se trata na verdade de um empréstimo.

5.1 Sistema Financeiro da Habitacao (SFH)

Criado em 1964 pelo governo, o Sistema Financeiro de Habitacao (SFH) foi a primeira e
continua sendo a mais tradicional forma de uma pessoa obter crédito para a compra, reforma
ou construgao de um imével.

Para prover crédito aos cidadaos o Sistema Financeiro da Habitacao utiliza os recursos do
FGTS (Fundo de Garantia do Tempo de Servico), das contas de depdsitos de poupanga, de
financiamentos contraidos no pais ou no exterior. Esses recursos sao utilizados em projetos
de habitacoes e titulos de crédito.

Outra forma de adquirir um financiamento habitacional é através do Sistema Finan-
ceiro Imobiliario (SFI), neste sistema o crédito habitacional é concedido com os recursos dos
proprios bancos.

5.2 Etapas de um Financiamento Habitacional

A seguir veremos as principais etapas para se obter um Financiamento Habitacional.

1. Valor do imével: valor do crédito necessario para a aquisicao, reforma ou construgao
do bem.

2. Analise da renda bruta familiar: entende-se por renda bruta o valor recebido por todos
os integrantes da familia sem descontos.

3. Comprometimento da renda: a Matematica Financeira auxilia nesta etapa quando
o banco realiza o cédlculo que estipulara o valor maximo para a prestacao, ou seja,
calcula-se uma porcentagem dos ganhos familiares para analisar o risco de um possivel
empréstimo.

4. Depois da analise de toda a documentacao, as etapas que se seguem estao relacio-
nadas ao empréstimo e neste caso um conhecimento prévio dos conceitos bésicos da
Matematica Financeira facilita o entendimento e até a op¢ao por um melhor plano de
financiamento.

5.3 Conceitos basicos de um Financiamento Habitacional

Defini¢ao 5.1 (Taxa de juros) E a taza referente para o cdlculo de juros, nos financia-
mentos habitacionais esta taxa € anual, para saber a taxa mensal podemos utilizar a relagao
de equivaléncia de taxas presente na se¢ao 3.

Definicao 5.2 (Valor de entrada ou recursos prépios) Este valor trata-se dos recursos
que o cidadao dispoem para diminuir o valor a ser financiado.



Definigao 5.3 (Valor financiado) Valor do empréstimo, corresponde a diferenca entre o
valor do imdovel e o valor da entrada.

Definicao 5.4 (Prazo de financiamento) Tempo para pagamento da divida, atualmente
0 prazo maximo € de 420 meses, ou seja, 35 anos.

Definigao 5.5 (Saldo devedor) E o valor da divida, este valor se altera na medida em que
0s pagamentos sao realizados e no momento em que hd a atualizagao, baseada na taxa de
juros contratados.

Defini¢ao 5.6 (Amortizagao) Processo para extinguir gradualmente o saldo devedor.

Definigao 5.7 (I.O.F.) Imposto sobre operagoes financeiras, calculado através de uma por-
centagem sobre o valor financiado.

Definigao 5.8 (Custo efetivo total - CET) O custo efetivo total é expresso na forma de
tazxa percentual, incluindo todos os encargos e despesas da operagao de crédito, isto €, o CET
deve englobar nao apenas a taxa de juros, mas também tarifas, tributos, sequros e outras
despesas cobradas do cliente.

Para entedermos o calculo do CET, suponhamos um financiamento nas seguintes condigoes:

e Valor finaciado : R$ 1.000,00

e Taxa de juros : 0,95% a.m.

Prazo da operacao : 5 meses

Tarifa de cadastro : R$ 50,00
e I.O.F.: R$ 10,00

Utilizando o resultado do Teorema 4.1 da secao 4 obtemos uma prestacao de R$ 205,73.
Dai, para calcularmos o CET levamos em consideragao a diferencga entre o valor financiado e
as despesas da operagao, logo:

Valor do crédito = R$ 1.000,00 - R$ 60,00 = R$ 940,00.

Dai, temos que:

940, 00 = ( 05,73 05,73 05,73 05,73 05,73 )

A0 O+12 Q+Dp @+Df 1ty

Com o auxilio de uma calculadora cientifica ou planilha de calculo eletronica obtemos o
custo efetivo total(I) de 3,08% a.m. ou 43,93% a.a. e ainda o valor total das prestagoes de
R$ 1.028,65.[10]

Para facilitar a analise por parte do cliente, as instituigoes financeiras disponibilizam,
em seus sitios eletronicos, programas que simulam o financiamento. Na figura 3 temos um
exemplo de uma simulacao feita levando em consideragao a aquisicao de um imével novo no
valor de R$ 150.000,00, cuja entrada é de R$ 30.000,00 e a renda familiar de R$ 5.000,00
mensais.

Notamos que um conhecimento prévio da Matematica Financeira auxilia e muito no enten-
dimento dos processos de um Financiamento Habtiacional. Além dos conhecimentos bésicos



abordados no primeiro capitulo, temos que destacar o processo de amortizacao, ou seja, a
maneira de se pagar o saldo devedor. Sao dois os sistemas de amortizacao mais utilizados,
o Sistema de Amortizacdo Constante (SAC) e o Sistema Francés (Tabela Price). Atual-
mente o mais utilizado é o SAC o qual veremos com mais detalhes no préximo capitulo onde

mostraremos a diferenca entre os dois sistemas de amortizagao.

Valor do imavel

Prazo maximo

Sistema de
Amortizagédo

RS 150.000,00

360 meses

SAC

Valor da entrada

Valor financiado

Prazo desejavel

RS  30.000,00

RS 120.000,00

360 meses

Taxa de juros
7,16 % a.a.

CET
8,21 % a.a.

Amortizagdo
RS 333,33

Juros
RS 716,00

12 Prestagdo

3602 Prestagdo

RS 1.096,79 | RS 360,32

Figura 3: Simulagao Financiamento - www.caixa.gov.br

6 Sistemas de Amortizacao

Como ja dissemos anteriormente, amortizacao significa extinguir gradualmente uma divida.
Atualmente, devido aos programas do governo que incentivam o financiamento de imoveis, o
termo amortizar passou a ser conhecido pelas pessoas. Hoje em dia, quem paga a prestagao
do seu imével sabe que parte desta prestagao quita os juros do financiamento e parte amortiza
a divida, ou seja, abate parte do saldo devedor.

O sistema de amortiza¢ao mais usado é o Sistema de Amortizacdo Constante(SAC) mas
também h& outro sistema, o Sistema Francés também conhecido por Tabela Price, nome
devido ao seu idealizador Richard Price (Inglés e especialista em finangas).

6.1 Sistema de Amortizacao Constante (SAC)

No SAC, a amortizacao em cada periodo é a mesma, ou seja, a amortizacao é sempre
constante. Vejamos agora o teorema que apresenta os resultados que explicam este sistema.

Teorema 6.1 Sejam Ay, Jp, Px e Dy, a parcela de amortizacdo, a parcela de juros, a
prestacao e o estado da divida na época k, respectivamente. No SAC, sendo m o niumero
de pagamentos e i a taxa de juros, temos que:

i. A, =L

n

ii. D, =2k.p,

n

iii. Jy =1 Dp

10



Demonstragao: i. Como o sistema é de amortizacao constante e como a divida inicial serd
amortizada em n partes iguais temos que:

D
A =22
n

ii. A situacao da divida na época k sera a diferenca entre a divida inicial e as amortizagoes
até a época k, dai:
Dy =Dg—Fk-Ag

de i temos que Ay = %, logo

n—k
n

Dk:DO—kAKjDk:

'DO

iii. Pela definicao de juros apresentada na secao 2 e sendo 7 a taxa temos que:
Jp=1-Dj

A dltima férmula é ébvia. O

Exemplo 6.1 Consideremos uma divida(Dy) de R$ 1.500,00 que serd paga em 6 meses,
com taza de juros de 2% ao més pelo Sistema de Amortizagao Constante(SAC). Faga uma
planilha de amortizacgao.

Como o sistema utilizado é o SAC, temos que:

D 1.
:_Ozﬂ:%()
n 6

Faremos a nossa tabela com a seguinte ordem, periodo(k), prestacao (Py), amortizagao(Ag),
juros (Ji), situacao da divida (D) e total pago até o periodo k (T%).

Ay

0 - - - 1.500 0
11250+ 30 =280 | 250 | 1.500 - 0,02 = 30 | 1.250 | 280
21250 +25=275| 250 | 1.250 - 0,02 = 25 | 1.000 | 555
3 1250+20=270 | 250 | 1.000-0,02 =20 | 750 | 825
41 250+15=265|250 | 750-0,02 =15 500 | 1.090
5 | 2504+ 10 =260 | 250 | 500-0,02 =10 250 | 1.350
6| 250+5=255 | 250 | 250-0,02=5 0 1.605

Neste exemplo o valor total pago em juros foi de R$ 105,00 o que representa 7% da divida
inicial.

Exemplo 6.2 Considerando uma divida(Dy) de R$ 20.000,00 que serd paga em 24 meses
através do Sistema (SAC) a uma taza de juros de 1,5% ao més, determine:

a) A amortiza¢ao em cada periodo.
b) O valor da décima sexta prestagdo.

c) A situagdo da divida nesta época.
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a) Como o sistema utilizado é o SAC, temos que:

Dy 20.000
=— = = 833, 33
n 24 ’

A amortizacao em cada perido serd de R$ 833,33.

Ak

b)Pelo resultado do Teorema 6.1 temos :
Pig = Jig + A € Jig =i+ Dis.

Dali,
24 — 15

D5 = -20.000 = 7.500.

Logo,
Jig = 0,015 -7.500 = 112,5 e Pjg = 112,5 + 833,33 = 945,83
Portanto, a décima sexta prestacao serd R$ 945,83.

c)Pelo resultado do Teorema 6.1 temos :

2416
16 — 24

-20.000 = 6.666, 67.

A situacao da divida na época da décima sexta prestacao serd de R$ 6.666,67.

6.2 Sistema de Amortizacao Francés (SAF)

No SAF ou Tabela Price, a prestacao em cada periodo é constante. Vejamos agora o
teorema que apresenta os resultados que explicam este sistema.

Teorema 6.2 Sejam Ay, Ji, Pr e Dy, a parcela de amortizacdo, a parcela de juros, a
prestacao e o estado da divida na época k, respectivamente. No SAF, sendo n o niumero
de pagamentos e i a taxa de juros, temos que:

i = Do (=)

.. — §)—(n—k)
11. Dk = DO (%)
iii. J, =1 -Dp_4

iv. Ak:Pk—Jk

Demonstracao: 1i. Do Teroema 4.1 temos que:

a-p (),

1

sendo A = Dy e P = P,, isolando P, obtemos o resultado,

7
P.=Dy| ——————— |.
‘ °<1—<1+z'>—n)
12



ii. Observe que Dy é a divida que sera paga na época apds n — k pagamentos sucessivos a

P, dai:
1-(1 +z’)—<n—k>)
Zv )

Dy = Py (
substituindo P pelo resultado encontrado em (i) obtemos:

R <1 - (1i+ z’)‘”) | (1 = :i)_(n_k)) = D= Do (1 Iﬁl(fi);)(f;k)) .

iii. Pela definicao de juros apresentada na secao 2 e sendo 7 a taxa temos que:

Jp=1-Dy_y

iv. Sabemos que P, = Ay + J, dai:

Exemplo 6.3 Faca a planilha de amortizacao, no Sistema Francés, referente aos dados do
exemplo 6.1.

No Sistema Francés, sabemos que a prestacao é constante, entao iremos primeiramente cal-
cular o seu valor. Pelo Teorema 6.2 temos que:

Pk:D()(

onde, Dy = 1.500, n =6 e 1 = 0,02. Dal,
0,02 0,02
P, = 1.500 ’ =1.500 | —————— ) = 267,79
" (1—(1+0,02)6> (1—(1,02)6) ’

Portanto a prestacao sera de R$ 267,79. Agora faremos a nossa tabela com a seguinte ordem,
periodo(k), prestagao (Py), amortizacao(Ayg), juros (J), situagao da divida (Dy) e total pago
até o perfodo k (Ty).

0l - - - 1.500 0

1] 267,79 | 267,79 — 30 = 237,79 1.500 - 0,02 = 30 1.262,21 | 267,79

2 1 267,79 | 267,79 — 25,24 = 242,55 | 1.262,21- 0,02 = 25,24 | 1.019,66 | 535,58

3 267,79 | 267,79 — 20,30 = 247,40 | 1.019,66 - 0,02 = 20,39 | 772,26 | 803,37

4 267,79 | 267,79 — 15,45 = 252,34 | 772,26-0,02 = 15,45 | 519,92 | 1.071,16
5 | 267,79 | 267,79 — 10,40 = 257,39 | 519,92-0,02 = 10,40 | 262,54 | 1.338,95
6 | 267,79 | 267,79 — 5,25 = 262,54 | 262,54-0,02 = 5,25 0 1.606,74

Neste exemplo o valor total pago em juros foi de R$ 106,74, com relacdo ao SAC(exemplo
6.1) a diferenca foi de R$ 1,74. A diferenca entre os dois sistemas pode ser considerdavel em
operagoes que envolvam valores muito grandes financiados a longo prazo.

Como ja foi dito e mostrado, no SAC a amortizacao é constante e no SAF a prestagao
é constante, neste caso a média dos pagamentos realizados no SAF serd sempre maior que
a média dos pagamentos realizados no SAC. Nota-se ainda que no SAC as prestagoes sao
decrescentes ao longo do periodo e no SAF as amortizacoes sao crescentes ao longo do periodo.
Essas diferencas sao importantes para auxiliar na decisao de qual sistema de amortizagao
escolher.
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7 Aplicagao na Sala de Aula

Na Matematica Financeira imagina-se que o dinheiro nunca fica parado, neste caso sa-
bemos que o valor do dinheiro sofre uma variacao ao longo do tempo, neste panorama uma
aplicacao interessante da Matematica Financeira é comparar e analisar o valor do dinheiro
em épocas diferentes, para isso devemos deslocar as quantias em questao para uma mesma
época possibilitando assim a andlise e a decisao que temos que tomar em cada situacao.

7.1 Planejamento da aula

O assunto, como foi dito acima, sera a andlise do valor do dinheiro ao longo do tempo,
assunto este presente em empréstimos, compras, investimentos, financiamentos, etc.

Esta aula é destinada aos alunos do ensino médio da educacao bésica com os seguintes
objetivos:

e Utilizar os conceitos bésicos de juros, capitais e taxas;
e Aplicar os resultados dos teoremas estudados nos capitulos anteriores;

e Deslocar uma certa quantia ao longo do tempo em consonancia com a taxa de juros
chamada de“taxa minima de atratividade”;

e Analisar e comparar a melhor opgao para o uso do dinheiro referente a um rendimento;

O desenvolvimento desta aula se dara através de problemas resolvidos com situacoes que
envolvem o valor do dinheiro em épocas diferentes e em diferentes opcoes de aplicagoes e uso.
Poderemos dividir a aula em duas etapas, na primeira parte fazer uma revisao dos principais
conceitos abordados nas primeiras se¢oes e na segunda parte trabalhar com os exemplos
resolvidos.

7.2 Exemplos Resolvidos

Na resolucao dos exemplos, além dos resultados estudados nas segoes anteriores, usaremos
também a relacdo abaixo, entre Valor Atual(V,) e Valor Futuro(Vr), para o deslocamento de
quantias no tempo.

Vi
(144"
Dai, se quisermos adiantar um certo valor em n periodos basta multiplicar por (1 +14)" e se
quisermos antecipar o valor em n periodos basta dividir por (1 + 7)™.

Exemplo 7.1 Joao fez um empréstimo de R$ 500,00, a juros de 10% ao més. Apds dois
meses, Jodo pagou R$ 250,00 e um més apds liquidou a divida. Neste caso qual foi o valor
que Jodao pagou para liquidar a divida?

Para resolver o problema, iremos igualar a época “zero” os pagamentos realizados por Joao
ao valor da divida.
Sendo P o valor do tltimo pagamento temos que:

250 P
500 = (150, 10)? + (1+0,10)° = P = 500(1,10)® — 250(1, 10) = 390, 50.

Portanto o valor do tltimo pagamento realizado por Joao foi de R$ 390,50.
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Figura 4: Esquema de pagamento ex. 7.1

Exemplo 7.2 Sonia tem as sequintes opcoes de pagamento na compra de um fogao que custa
R$ /80,00:

e d vista com 5% de desconto, ou seja, R$ 456,00.
e Trés prestagoes mensais de R$ 160,00 sendo a primeira no ato da compra.
e Sete prestacoes mensais de R$ 70,00 sendo a primeira no ato da compra.

Se o dinheiro vale 2% ao més, qual a melhor op¢ao para Sonia?

Deslocando, nas outras duas situagoes, os pagamentos a época “zero” temos:

— 160 160  __
o Vo =160+ 4% + 00 = 470,65,

_ 70 70 70 70 70 0 _
o V3 =70+ (1,02) + (1,02)2 + (1,02)3 + (1,02)% + (1,02)5 + (1,02)6 — 462, 10.
0 15{0
2
70 70 70 70

L1110

3 4 5 g

02—,
=2 = .o

=——3
P

Figura 5: Esquema de pagamento ex. 7.2
Portanto a melhor opcao para Sonia é o pagamento a vista com 5% de desconto.

Exemplo 7.3 Se para Marcelo o dinheiro vale 25% ao més, qual das trés opcoes de paga-
mento abairo ele deve escolher na compra de uma calca?

o A vista com 30% de desconto.
e FEm duas prestacoes, sem desconto, vencendo a primeira um meés apos a compra.
e Em trés prestacoes iguais, sem desconto, vencendo a primeira no ato da compra.

Primeiramente suponhamos um valor de R$ 90,00 para a mercadoria. Neste caso terfamos o
seguinte esquema de pagamento:

i) R$ 63,00 a vista. (30% de desconto).

ii) duas prestagoes de R$ 45,00, sendo a primeira paga um més apés a compra.
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iii) trés prestacoes de R$ 30,00 sendo a primeira paga no ato da compra.

Igualando as situagoes ii) e iii) & época “zero” e levando em consideragao a taxa de 25% ao
mes temos:

s __ _45 45

iii) V3 =30+ 2 + 2 = 73, 20.

(1,25) " @,25)2 —

4T 45
0 1 2
STJ 30 T]
I} 1 P

Figura 6: Esquema de pagamento ex. 7.3

Neste caso a melhor opgao para Marcelo é o pagamento a vista.

Exemplo 7.4 Paulo dispoe de um capital de R$ 100.000,00 e pretende adquirir um aparta-
mento cujo valor é R$ 300.000,00, como ele terd que financiar uma grande parte do imdvel,
ele fez as sequintes simulacoes:

e dar uma entrada no valor de R$ 100.000,00 financiando o restante com taza de 9,5%
a.a. no prazo de 30 anos através do Sistema de Amortizagao Constante (SAC).

e investir o capital durante 5 anos na poupanca, cujo o rendimento mensal é de 0,5%,
aumentando assim a entrada. O prazo de financiamento pelo SAC passa a ser de 25
anos a uma taxa de 9,5% a.a., durante estes 5 anos ele pagard um aluguel que representa
uma despesa mensal de 0,6% do valor do imdvel.

e utilizar 50% do capital para dar de entrada no apartamento financiando R$ 250.000,00
no prazo de 30 anos pelo SAC, neste periodo investir o restante do capital na poupanca.

Neste panorama, desconsiderando outros encargos e a valorizacao do imovel, qual seria a
melhor opcao para Paulo?

Para verificarmos qual a melhor situacao iremos analisar em qual delas ele terd o menor
“prejuizo”, ou seja, o menor gasto para adquirir o apartamento no prazo de 30 anos.
Analisando as trés situacoes temos:

e Na primeira situagao utilizando os resultados do Teorema 6.1 e fazendo a planilha de
amortizacao, pelo SAC, constata-se que Paulo tera um gasto total, com o financiamento,
de R$ 474.054,00, neste caso o valor total gasto sera de:

474.054, 00 + 100.000, 00 = 574.054, 00.
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e Na segunda situacao iremos utilizar o Teorema 2.1 para calcular o montante que Paulo
terd ao final de 5 anos aplicando o capital na poupanca. Neste caso temos:

M = 100.000(1,005)% = 134.885, 02

Este valor sera a entrada para a compra do apartamento, fazendo a planilha de amor-
tizagao para esta situacao, Paulo ird pagar ao final do financiamento um total de R$
353.763,00. Além disso ele terd um gasto de R$ 1.800,00 mensais com o aluguel, ou
seja, R$ 108.000,00 ao final de 5 anos.

Portanto nesta situacao o valor total gasto sera de:

134.885, 02 4 353.763, 00 + 108.000, 00 = 596.648, 02.

e Na terceira opgao a entrada serd de R$ 50.000,00, fazendo a planilha de amortizagao,
Paulo terd um gasto total, com o financiamento, de R$ 592.568,00.

Como 50% do capital ficard investido na poupanca, Paulo terd, ao final do periodo, um
montante no valor de:

M = 50.000(1, 005)*° = 301.128, 76.
Neste caso ao final do periodo, o valor total gasto serd de:
50.000, 00 4 592.568, 00 — 301.128,76 = 341.439, 24.

Portanto a situacao em que Paulo terd o menor “prejuizo” sera a terceira opgao.

Na maioria dos exemplos resolvidos deslocamos as quantias sempre para a época “zero”,

decisao esta que nao impede de deslocarmos as quantias para qualquer época uma vez que
estes deslocamentos, em consonancia com a taxa de juros, sao equivalentes para a tomada
de decisoes. Por fim fizemos uso dos resultados do sistema de amortizacao constante e dos
juros compostos que auxiliaram na analise da escolha de uma melhor opg¢ao de financiamento
habitacional.

8 Consideracoes Finais

A Matematica Financeira se apresenta como uma importante ferramenta a ser utilizada
no cotidiano das pessoas, as relagoes comerciais exigem a cada dia um pensamento racional no
momento de tomarmos alguma decisao referente a transagoes monetarias. Neste panorama o
ensino da Matemaética Financeira tem como objetivo nos auxiliar nas analises das operacoes
financeiras das quais fazemos uso diariamente e nos proporcionar a chance de optar e decidir
o que de melhor convém, interpretando as opcoes que nos sao oferecidas pelo mercado.

O Financiamento Habitacional, apesar de parecer uma operacao de empréstimo complexa,
pode ser bem interpretado através dos resultados basicos da Matematica Financeira, seus
principais conceitos e suas etapas sao embasadas nas definicoes que temos de juros, taxas,
periodo, porcentagens, amortizagao, etc.

Além de despertar o interesse e o senso critico dos alunos, esta e outras aplicacoes sao
os primeiros passos para o entendimento de processos mais complexos, como a aplicagao em
bolsas de valores, fundos de investimentos, imposto de renda, financiamentos, entre outros.
A busca deste entendimento motiva os alunos, cada vez mais, a buscar o conhecimento desta
importante ferramenta da Matemaética, por isso a Matematica Financeira é um conteido
indispensavel e esta presente nas proposicoes curriculares e no curriculo basico comum de
alunos do ensino fundamental e médio da educacao bésica.
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