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Resumo

Este trabalho é um estudo de sistemas lineares sob uma perspectiva da Algebra
Linear. Utilizaremos os conceitos de matriz, vetor, combinagao linear, dependén-
cia e independéncia linear, espago vetorial, base e dimensao. Faremos também o
calculo de determinantes e implicacoes. Nosso intuito é apresentar os rudimentos
da algebra linear como ferramenta auxiliadora na resolugao de sistemas lineares e
exibir a sua geometria. Queremos com isto confeccionar um texto auxiliar que possa
ser explorado por estudantes e professores do Ensino Médio e, assim, suavemente
introduzindo esta poderosa ferramenta da matematica. No decorrer do texto serao
abordados também alguns aspectos historicos.

Palavras chaves: Matrizes, Determinantes, Sistemas Lineares, Algebra Linear,
Ensino Médio.



Abstract

This work is a study of linear systems from the perspective of linear algebra.
We will use the concepts of matrix, vector, linear combination, linear dependence
and independence, vector space, basis and dimension. We will also calculate the
determinants and implications. Our aim is to present the rudiments of Linear Al-
gebra as helper tool in solving linear systems and display its geometry. We want it
to manufacture a auxiliary text that can be explored by students and high school
teachers, and so gently introducing this powerful mathematical tool. Throughout
the text will be covered also some historical aspects.

Keywords: Matrices, Determinants, Linear Systems, Linear Algebra, High School.
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Introducao

Esta dissertacao trata de uma construcao de um texto complementar para o
estudo dos sistemas lineares. O piblico alvo sao os professores e estudantes do
Ensino Médio. O proposito aqui é apresentar os sistemas lineares sob a oOtica da
Algebra Linear. Nosso objetivo é proporcionar uma visdo panoramica deste tipo de
problema e fazer com que o leitor entenda que o estudo de sistemas se funde com o
das matrizes e, este, com o de vetores, que sao elementos de Espagos Vetoriais.

A escolha do tema em questao se deu devido a dificuldade existente na aprendiza-
gem da disciplina. Atualmente, precisamos de criatividade e disposicao para mudar
a forma de ensinar matematica, sair um pouco do tradicionalismo e fazer com que o
aluno tenha uma visao mais ampla da matematica, como uma ferramenta que esta
presente em muitas situacoes do nosso cotidiano e que se inter-relaciona com di-
versas areas do conhecimento, como por exemplo, na Engenharia, Estatistica, entre
outras.

O trabalho foi dividido em cinco capitulos. Um pouco da historia e de conceitos
matematicos foram abordados de formas simples, trazendo suavidade a leitura e,
assim, cativando o leitor, para que estes, possam ter uma maior intimidade com o
assunto.

O capitulo 1 aborda os conceitos de Matrizes, os tipos, as operacoes: de adicao,
multiplicagao de um ntimero real por uma matriz, multiplicacao de matrizes; e matriz
inversa. Ainda, faremos mencao a algumas das suas propriedades.

O capitulo 2 mostra um pouco dos determinantes, e ainda relembra algumas das
suas propriedades.

O capitulo 3 daremos referéncia ao estudo dos sistemas lineares, de sua repre-
sentacao na forma matricial e na sua resolucao, utilizando a eliminacao gaussiana.

No capitulo 4 abordaremos vetores, as suas operacoes: de adicao entre vetores,
multiplicagao por escalar; e ainda um pouco de algebra linear: espacos e subespa-
¢os vetoriais, combinacao linear, vetores linearmente independentes e linearmente
dependentes, base e dimensao.

O capitulo 5 mostra numa perspectiva da Algebra Linear, a resolucio de sistemas
lineares, utilizando para isso, vetores, matrizes e subespacos vetoriais.

X



Capitulo 1
MATRIZES

Apresentamos neste capitulo as principais defini¢oes e resultados sobre matrizes,
que serao necessarias para a compreensao dos proximos capitulos.

1.1 Aspectos histoéricos

Historicamente, a representacao de conjuntos de nimeros em forma de matrizes
surge no século XIX, porém hé vestigios de que desde a época de 2500 a. C. os
chineses j& solucionassem alguns tipos de problemas com célculos efetuados sobre
uma tabela. Em 1826, o matemético francés Augustin-Louis Cauchy denominou
essas configuragoes numéricas de tableau (que significa tabela, em francés). Mas,
somente em 1850 é que o matematico inglés, James Joseph Sylvester, denominou
esse tipo de configuragdo numérica de matriz (ver em [4]).

A disputa entre Newton, Leibniz e seus adeptos, em torno da primazia da cri-
agao do Cdlculo, foi negativa para a matematica inglesa, embora Newton tivesse
levado vantagem nessa polémica. Considerando uma questao de honra nacional ser
fiel a0 seu mais eminente cientista, nos 100 anos seguintes ao inicio desse episodio
os matematicos britanicos fixaram-se nos métodos geométricos puros, preferidos de
Newton, em detrimento dos métodos analiticos. Como os matematicos da Europa
Continental exploraram fortemente estes tltimos métodos nesse periodo, a mateméa-
tica britanica, acabou ficando marginalizada. Porém, houve uma reacao e a algebra
foi durante algum tempo quase um monopolio britanico. Dentre os maiores respon-
séveis por essa reascensao foi Arthur Cayley, que contribuiu tanto para a algebra
quanto para a geometria (ver em [7]).

O inicio da teoria das matrizes remonta a um artigo onde Cayley fez questao
de salientar que, embora pela logica a ideia de matriz preceda a de determinante,
historicamente ocorreu o inverso: de fato, os determinantes ja eram usados ha bas-
tante tempo na resolugao de sistemas lineares. No que se refere as matrizes, Cayley
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introduziu-as para tornar mais simples a notacao de uma transformacao linear. En-
tao, em lugar de

{x’:a:c—l—by a

Ao observar o efeito de duas transformacoes sucessivas Cayley concluiu que che-
garia a definicao de produto de matrizes. Na sequéncia, chegou a ideia de inversa
de uma matriz, o que obviamente pressupoe a de elemento neutro (no caso, a ma-
triz identidade). Trés anos depois, em um outro artigo, é que Cayley introduziu os
conceitos de adi¢ao de matrizes e de multiplicacao de matrizes por escalares, dando
énfase inclusive para as propriedades algébricas dessas operagoes (ver em |7]).

Ao desenvolver tanto a teoria das matrizes, como outros assuntos, a maior pre-
ocupacao de Cayley era com a forma e a estrutura em algebra. O século XX se
encarregaria de encontrar inimeras aplica¢oes para suas matrizes (ver em [7]).

1.2 Definicao

Uma matriz do tipo mXxn, com m e n nimeros inteiros e positivos, & uma tabela
retangular de niimeros reais cujos elementos sao dispostos em m linhas e n colunas.
Representamos uma matriz por uma letra maitiscula e informamos o seu tipo escre-
vendo primeiro o niimero de linhas e, em seguida, o ntimero de colunas, por exemplo:

A:{ 13 0] é uma matriz do tipo 2x3.

-2 1 5
1 30
B=| —2 1 5 | éuma matriz do tipo 3x3.
0 1 3
Uy V1
C =|| us v || € uma matriz do tipo 3x2.
us U3

Como foi dito anteriormente, uma matriz ¢ uma lista de ntimeros a;;, com indices
duplos, onde 1 <71 <mel<j<n.

Uma matriz A, do tipo m x n, é uma tabela na qual o elemento a;; encontra-se
no cruzamento da i-ésima linha (ou i-ésimo vetor linha) com a j-ésima coluna (ou
j-ésimo vetor coluna), ou seja:
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aj; a2 - Aip
Qo1  A22 -+ Agp
anXn::
Qm1 Gm2 " Qmp
Representaremos uma matriz genérica por A = [aij]mxn, com 1l <1 < me

1 < j <n, onde a;; serd chamado de elemento genérico da matriz A.
E importante observar que a j-ésima coluna da matriz A, que é uma matriz
m x 1, serd chamada de vetor j-ésimo, e denotaremos por vj, ou seja:

Q15
- a2;
V5 = .
Qmyj
1.3 Tipos de matrizes
1.3.1 Matriz quadrada
Uma matriz @), serd dita quadrada se m = n, e neste caso, qi1,q22,.-.,qnn €

chamada de diagonal principal e g;;, com i + j = 1 4+ n, serd4 chamada de diagonal
secundaria (ver em [5]). Dizemos que a matriz quadrada @ abaixo ¢ de ordem n, ou
seja,

qi1 q12 - Qin

g21 Qg2 - (Qon
an = . . . .

dn1 4n2 " dnn

1.3.2 Matriz triangular

Uma matriz T, = [t;;],, sera dita triangular se for quadrada e, ¢;; =0, para i < j
ou t;; = 0, para ¢ > j. Por exemplo,

100 0 8 5 -1
01 5 o 0 2 3
0O 0 0 -1

sao matrizes triangular inferior e superior, respectivamente.
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1.3.3 Matriz diagonal

Chamamos de matriz diagonal toda matriz quadrada D = [d;;], tal que d;; = 0,
se i # j, ou seja:

a1 0 0
Dn _ 0 GI‘QQ 0
0 0 Ann

1.3.4 Matriz identidade

Dizemos que uma matriz diagonal I de ordem n é uma matriz identidade quando
a;; = 1, se i = j, e serd denotada por

1 0 - 0

01 - 0
[n: .

0 0 1

1.3.5 Matriz nula

Chamamos de matriz nula a matriz que possui todos os elementos iguais a zero
e sera representada por O,, .

0 0 0

0 0 0
Omxn = ..

00 - 0

1.3.6 Matriz transposta

Seja A = [a;j]mxn uma matriz, chamamos de matriz transposta de A a matriz
cujas linhas passam a ser as colunas, ou seja,

At = [ijz‘]nxm

com1<7<mel<j<n. Por exemplo, a matriz

5 =3 0
-2 1 4

possui como transposta a matriz
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5 —
-3 1
0 4

1.3.7 Matriz simétrica

Chamamos de matriz simétrica a toda matriz quadrada A onde A® = A. Na ver-
dade, o elementos desta matriz ficam dispostos simetricamente em relacao a diagonal
principal. Por exemplo, a matriz

3 0 4
0 5 -1
4 -1 2

é uma matriz simétrica.

1.4 TIgualdade de matrizes

Duas matriz A = [a;j]mxn € B = [bij]lmxn S0 iguais se, e somente se, elas sao
do mesmo tipo e possuem elementos correspondentes iguais, ou seja, a;; = b;;, para
todo 7, j natural. Por exemplo,

a 1 b -2 3 1 2 =2
0 42 c¢|=[0 —-42 =5
2 70 1 2 70 1

Assim, a =3, b=2e c= —5.

1.5 Operacoes com matrizes

Vejamos algumas aplicacoes das operagoes fundamentais de matrizes:

1.5.1 Adicao de matrizes

Considere um laboratério farmacéutico que produz um certo medicamento. Os
custos relativos a compra e transporte de quantidades especificas da substancia
necessarias para a sua elaboracao, adquiridas em dois fornecedores distintos sao
dados (em reais) pelas tabelas abaixo (ver em [5]).
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Fornecedor 1 | preco da compra | custo do transporte
Substancia A 3 15
Substancia B 12 8
Substancia C 5 2

Fornecedor 2 | preco da compra | custo do transporte
Substancia A 6 8
Substancia B 9 9
Substancia C 3 5

A matriz que representa os custos totais de compra e de transporte de cada uma
das substancias A, B e C' é dada por:

3 15 6 8 3+6 15+8 9 23
12 8 | +19 9| =]1249 8+9 | =] 21 17
5 2 3 5 5+3 245 8 7

Dizemos que a soma de duas matrizes de mesma ordem, A,,., = [a;;] e
Binsn = [bij], € uma matriz m x n, que chamaremos de A + B, cujos elementos sao
as somas dos elementos correspondentes de A e B. Isto é,

A+ B = [aij + bijlmxn-

Propriedades da adicao de matrizes

Dadas as matrizes A, xn, Bmxn € Cmxn, 820 satisfeitas as seguintes propriedades:

i) Comutativa: A,xn + Bumxn = Bmxn + Amxn-
ii) Associativa: (Amxn + Bmxn) + Cmxn = Amsxn + (Bmsxn + Cixn)-
1)

)

iii) Elemento neutro: Existe uma matriz 0,,x,, tal que A,,xn + Omxn = Amxn.

iv) Elemento simétrico: Para toda matriz A,,.,, existe a matriz —A,,x,, tal que

Apsen + (—Apxn) = Omxn, onde —Aywn = [—aijlmxn (ver segao 1.4.2).
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1.5.2 Multiplicacao de um escalar por uma matriz

1. O quadro dado abaixo mostra a produgao de trigo, cevada, milho e arroz em
trés regioes, em uma determinada época do ano (ver em [5])

trigo | cevada | milho | arroz
Regiao I | 1200 | 800 500 700
Regiao II | 600 300 700 900
Regiao III | 1000 | 1100 200 450

Com os incentivos oferecidos, estima-se que a safra no mesmo periodo do pro-
ximo ano seja duplicada. A matriz que representa a estimativa de producao para o
proximo ano é:

1200 800 500 700 2400 1600 100 1400
2-1 600 300 700 900 [ = | 1200 600 1400 1800
1000 1100 200 450 2000 2200 400 900

2. Dada a matriz

30
A=| -1 8|,
5 —2

entdao o produto da matriz A pelo escalar (-1) sera dado por:

-3 =0
(—-1)- A= 1 -8
-5 2
Assim, (—1)- A = —A e dizemos que —A sera chamada de matriz oposta de A.

Seja A = [@;j|mxn uma matriz e k um namero real, entao definimos a multipli-
cacao de um nimero real por uma matriz pela nova matriz abaixo

]{?' A = [k? az‘j]an.

Propriedades da multiplicagao de um escalar por uma matriz

Dadas as matrizes A,,xn, Bmxn € Cuxn € Sejam « e 5 nimeros reais, entao sao
verdadeiras as seguintes propriedades (ver em [10]):

i) O‘(ﬁAan) = (Ozﬁ)Aan.
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ii) (a + B)Amxn = aAan + 6Am><n
iii) O-/(Amxn + Bmxn) - O-/Amxn + aBan-
iV) ]..Aan — Aan.

1.5.3 Multiplicagao de matrizes

1. Um empresario fornece mensalmente alimentos a dois orfanatos. Para o
primeiro orfanato sao doados 25 kg de arroz, 20 kg de feijao, 30 kg de carne e 32 kg
de batata. Para o segundo, 28 kg de arroz, 24 kg de feijao, 35 kg de carne e 38 kg de
batata. O empresario faz a cotagao de pregos em dois supermercados e representa-o
de acordo com a tabela abaixo (ver em [6]):

PRODUTO (1 kg) | SUPERMERCADO 1 | SUPERMERCADO 2
Arroz 1,00 1,00
Feijao 1,50 1,20
Carne 6,00 7,00
Batata 0,80 0,60

Determine o gasto mensal desse empresario, por orfanato, supondo que todos os
produtos sejam adquiridos no mesmo estabelecimento e que este represente a melhor
opcao de compra.

Chamando de A a matriz que representa a compra dos produtos para os dois

orfanatos:
| 25 20 30 32

A= 28 24 35 38 |°

Agora, seja B a matriz que representa o preco dos produtos nos dois supermer-

cados:
1,00 1,00

1,50 1,20
6,00 7,00
0,80 0,60

B =

Agora, vamos calcular o gasto mensal do empresério.
Para o primeiro orfanato, temos:

e supermercado 1: 25.1,00 4 20.1, 00 + 30.6, 00 + 32.0, 80 = 260, 60.
e supermercado 2: 25.1,00 4+ 20.1, 20 + 30.7,00 + 32.0, 60 = 278, 20.

Para o segundo orfanato, temos:
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e supermercado 1: 28.1,00 + 24.1,00 + 35.6, 00 4 38.0, 80 = 304, 40.

e supermercado 2: 28.1,00 + 24.1,20 + 35.7, 00 + 38.0, 60 = 324, 60.

Representaremos pela matriz C' os valores obtidos acima. Assim,

o _ [ 260,60 278,20
= | 304,40 324,60 |

Portanto, a melhor opcao é comprar no primeiro supermercado.

Note que utilizando apenas as matrizes, temos:

1,00 1,00
25 20 30 32 1,50 1,20 ~ | 260,60 278,20
28 24 35 38 ) "1 6,00 7,00 ~ | 304,40 324,60 '
x4 2x2
0,80 0,60 A
X2
De um modo geral, dadas as matrizes A = [aj]mxn € B = [bij]nxp, definimos

a multiplicagao das matrizes A por B pela matriz A, .- Bnxp = Cmxp, tal que
C= [Cij]mXp; onde

n
Cij = E k- bkj = Q41" blj + ;o sz -+ ;3 bgj + -+ Clip' bpj
k=1

coml<i<mel<j<n.

Note que nao conseguiriamos fazer o produto da matrizes dadas abaixo,

2 -1 1 o
-3 4
3 1
0 -2 0 4
1 0 - d3x2

4x2

porque o nimero de linhas da primeira matriz é diferente do niimero de colunas da
segunda matriz.

Propriedades da multiplicacdo de matrizes (ver em [10|)

i) Associativa: Sejam as matrizes A = [aij]mxn, B = [bijlnxp € C = [Cij]pxq, temos:

(Aan' Bn><p)' C1p><q = Aan' (BnXp' Oqu)-
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ii) Distributiva a direita:

Sejam as matrizes A = [@;;|mxns B = [bijlmxn € C = [Cij]nxp, temos:
(Amxn + Bmxn) Cnxp = Amxn' Cnxp + Bmxn' Cnxp-
iii) Distributiva & esquerda:
Sejam as matrizes A = [a;;|mxn, B = [bijlmxn € C = [Cij]pxm, temos:

Cpxm' (Amxn + Bmxn) = Cpxm' Amxn + Cpxm' Bmxn-

1.5.4 Matrizes invertiveis (ou inversiveis)

Dizemos que uma matriz quadrada A de ordem n é inversivel, se existir uma
matriz B, de mesma ordem, tal que:

An.B, = B,. A, = I,.

Representaremos a matriz inversa B por A~!, assim:

A A=A AL =1,

Se a matriz A nao for inversivel, dizemos que ela é uma matriz singular (ver em

|71)-

Teorema: Se A é inversivel, entao B é a unica matriz tal que

A,.B, = B,.A, = I,.

Demonstragao: Suponhamos que exista uma outra matriz C' tal que

A,.C, =C,.A, = I,.

Entao, temos que:

Cp = Cy.Ip = Cp.(An.B,) = (Cy.A,).By = I,,.B, = B, M

10
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Por exemplo, a matriz
3 1
5 2
2 —1
-5 3|
De fato, fazendo a multiplicacao das matrizes dadas obtemos:
3 1 2 -1} | 6-5 —=3+3| |10
52| -5 3| |10-10 -5+61| [0 1|

J& a matriz
-2 3
-4 6

De fato, suponhamos que exista a matriz

é invertivel e sua inversa é

nao possui inversa.

-1 a c
=]
Logo,
A AN =1,
-2 3 a c| |10
—4 6| |bd| |01
—2a+3b —2c+3d| |10
—4a+6b —4c+6d | |0 1
Assim,

—2a+3b=1 —2c+3d=0
—4a+6b=0 —4c+6d =1

Ao tentarmos resolver qualquer um dos sistemas, por exemplo, o primeiro sis-
tema, e para facilitar a sua resolucao, vamos dividir a segunda equacao por 2, logo:

—2a+3b=1
—2a+3b=0 "

Assim, obtemos que 1 = 0, que é um absurdo. Portanto, nao existe a matriz
inversa de A.

Propriedade das matrizes invertiveis:

Se A e B sao matrizes invertiveis, entdao A- B é invertivel e (A- B)™' = B~1. A~%

11



Capitulo 2

DETERMINANTES

2.1 Aspectos histéricos

O século XIX foi marcado por grandes avancos na area da pesquisa matematica.
Era o apice de um processo que vinha acontecendo desde a época de Newton, na
Inglaterra, e Leibniz, na Alemanha, dois séculos antes. Uma das ferramentas estu-
dadas nessa época era o uso de determinantes na resolucao de problemas. Embora a
nocao de determinantes estivesse presente entre os chineses, que usavam seu calculo
para resolver sistemas lineares. Somente no final do , o matemaético japonés do sé-
culo XVII, Seki Kowa, sistematizou tal procedimento. Tratava-se de duas equacoes
a duas incognitas, formando um sistema de equagoes lineares. Na notacao atual,

temos:
ar +by =c
de+ey=f "’
onde:
ce—b.f _a.f—cd

:E_a.e—b,d € y—m. (se a.e — b.d #0)

Também nesse século, no ocidente, a aplicagao de determinantes estava come-
cando de modo mais sistematico, uma década depois de Leibniz ter escrito um
trabalho sobre sistemas lineares com trés equagoes e trés incognitas. Em meados do
século XVIII o escocés Colin Mac Laurin e o suico Gabriel Cramer, independentes
um do outro, descobriram uma regra para resolver sistemas lineares de n equagoes
e n incognitas, que ficou conhecida como regra de Cramer.

Um pouco mais tarde, mas ainda no mesmo século, o alemao Carl Friedrich
Gauss nomeou como determinantes as expressoes numéricas advindas dos sistemas
de equactes e, mais tarde, os matematicos franceses Etienne Bezout e Alexandre
Vandermonde, construiram a teoria dos determinantes separada do estudo dos sis-
temas de equacoes lineares. Em 1812, Cauchy utilizou o termo "determinante"num
trabalho no qual resumiu o assunto e melhorou a notagao empregada até entao.

12



Determinantes CAPITULO 2

A teoria de determinantes que utilizamos hoje, se deve ao alemao Carl Gus-
tav Jacob (1804-1851), que acreditava muito no uso dos determinantes como uma
ferramenta eficaz para resolver problemas na Fisica e Economia (ver em [4]).

2.2 Determinante de uma matriz quadrada

Determinante é um namero real associado a todos os elementos de uma matriz
quadrada de ordem n, onde n é um numero inteiro positivo. Representamos o
determinante da matriz A por detA ou |A]|.

Neste trabalho, apresentaremos apenas a definicao do determinante para as ma-
trizes com n € {1,2, 3} matriz (ver em [9)]).

e Para n =1, temos A = [a11] = detA = ay;.

11 A2
e Paran =2, temos A = o = detA = a1+ 22 — A12° A91.
21 Q22

11 aiz2 A3
e Paran =3, temos A= | as; ag as3 | ,entao:

a31 daz2 G33

detA = a11a92a33 + A12G23031 + A13021A32 — 13022031 — Q11023032 — Q12021033

Vejamos os exemplo abaixo, para uma melhor fixacao do calculo dos determi-
nantes:

1. SeA = [—\/5], entdao detA = —/2.

2. Se B = [ i :3 ], entdo detB = 2-(—7) — (—3)-4 = —-14+ 12 = -2,
2 5 =2
3. SejaamatrizC= | —1 0 4 [, entao:
01+ 0
1 1
O] =2:0:04 5404 (=2) (~1) 5 = (=2)-0-0 = 2:4- 5 =5 (~1).0

IC|=0+0+1—-0—4—0
IC| = —3.

13
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2.3 Determinante de uma matriz triangular

E importante observar que, o determinante de qualquer matriz triangular sera
dado pelo produto dos elementos da diagonal principal, ou seja,

detA = a11a92 . .. Qpp-

Por exemplo, o determinante da matriz triangular superior dada abaixo é dado
por:
0
-3

) =2.(=3)-1-4=-24

N = N
— = O O
= O O O

2.4 Propriedades dos determinantes

Apresentaremos algumas propriedades dos determinantes (ver em [10]):

(1) detA =0, quando a matriz A possuir uma fila (linha ou coluna) nula.
(2) detA =0, quando a matriz A possuir duas linhas (ou colunas) iguais.
(3) det(k-A) = k" detA.

(4) det(A- B) = detA-detB.

(5) detA = detA'.

(6) Se B ¢ amatriz obtida de A trocando-se a i-ésima linha (ou coluna) pela j-ésima
linha (coluna), entao detB = —det A.

(7) Uma matriz A é invertivel se, e somente se, detA # 0.

1
(8) Se A é uma matriz invertivel entdo, detA~ = .
det A

Prova: Seja A uma matriz invertivel cuja inversa seja dada por A~!. Temos que:
A A =1,

det(A- A1) = det(I,)

Pelo Teorema de Binet, temos:

detA-detA™' = detIn

14
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Assim,
detA-detA™' =1
1
detA™! =
‘ detA
se detA # 0.
Observacgoes:
1. Seja
a c
=[]

uma matriz invertivel, entao

1 d —b
ATl = .
detA { —c a }

2. Vamos resolver a equacao A- X = B, sabendo que a matriz A é invertivel, ou
seja, detA # 0.
Seja A~! a matriz inversa de A, entao:

A LA X)=A"B

(AL A)-X=A"B
I, X=A'B
X =A"B.

15



Capitulo 3

SISTEMAS LINEARES

3.1 Aspectos histoéricos

As aparicgoes de sistemas de equagoes lineares sao poucas especialmente na mate-
maética ocidental antiga. Contudo, no oriente, os chineses com seu gosto especial por
diagramas, representaram os sistemas lineares por meio de seus coeficientes escritos
com barras de bambu sobre os quadrados de um tabuleiro e com isso, descobriram o
método de resolucao por eliminagao (consiste em tornar nulo coeficientes por meio
de operagoes elementares). Exemplos de tal procedimento podem ser encontrados
no livro chinés Nowve capitulos sobre a arte da matemdtica, de Chui-Chang Suan-Shu,
uma obra que data provavelmente do século III a.C.(ver em |[7]).

Apenas em 1683, num trabalho do japonés Seki Kowa, é que a ideia de deter-
minante (como polindomio associado a um quadrado de ntimeros) veio a tona. Tal
japonés chegou a essa nogao por meio do estudo de sistemas lineares, sistematizando
o antigo procedimento chinés, para casos de duas equagoes apenas (ver em [7]).

3.2 Definicao

Um sistema de equacoes lineares com m equacgoes e n incégnitas é um conjunto
de equacoes da forma:

a;nry + Qaiary + +  apnr, = bl
a211 + Q929 + +  QopTn = bz
. . . . . (3.1)
: + 4 —
Am1T1 + QpmaTy + + G, = bm
onde a;; e b; sao nimeros reais, com ¢ =1,...,mej=1,...,n.

Uma solugao do sistema de equagoes lineares (3.1) é uma n-upla

16



Sistemas Lineares CApPITULO 3

X = (21,29,...,2,) ou X = [21,Z9,...,2,]

que satisfaz cada uma das m equagodes (ver em |[1]).

3.3 Forma matricial

Podemos associar matrizes a um sistema linear. No sistema 3.1 temos a matriz

a; a2 - Ay by

Az Gz -+ Ao, by
M =

Am1 Am2  * - Amn bm

Observe que cada linha é formada, ordenadamente, pelos coeficientes e pelos termos
independentes de cada equagao. Essa matriz M é chamada de matriz completa.
Temos também as matrizes:

a1  A12 Q1n

Q21 Q22 Qon
A= ,

Am1  Qm2 Amn

chamada de matriz dos coeficientes;

chamada de matriz das incognitas;

chamada de matriz dos termos independentes.
Portanto, se multiplicarmos as matrizes A por X obtemos a matriz B. Ou seja,

a1 Qa2 Q1n T by
21 Q22 A2p X2 by
Am1 Am2 Amn Tp bm
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E chamamos de forma matricial a essa maneira de escrever o sistema linear. Por
exemplo,
T+Yy=2>5 1 1 x )
-~ . = .
dr — 3y = —4 4 =3 Y —4
3.4 Sistema Linear Homogéneo
Se by =by=... =0, =0, dizemos que o sistema de equacoes lineares é homo-

géneo. Note que a n-upla (0,0,---,0) é sempre uma solugao do sistema homogéneo,
e esta n-upla serd chamada de solucao trivial. Desse modo, temos que o sistema

a11r1 + Q12Xy + -+ ApTn, = 0

211 + a29T9 + + aonty — 0
: + .+ : =

Am1T1 + Am2Ts + 0 Gy = 0

é linear e homogéneo. Por exemplo,

r—2y—952—-1t=0
e 20+ 4y — 2240t =0

{ 3r—2y =0
—3x + 2y + 023t =0

20+ 4y =0

3.5 Sistema Linear Equivalente

Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes quando eles apresentam a
mesma solucao. Por exemplo, os sistemas:

r—2y=-3 o 3r —4dy = =5
2r+ y= 4 rT+2y= 95

sdo equivalentes, pois ambos apresentam o mesmo conjunto solugdo S = {(1,2)}
(apos a secdo 3.7 teremos contetdo suficiente para resolvermos qualquer sistema
linear).

3.6 Classificacao de um Sistema Linear

Classificamos os sistemas lineares de acordo com o niimero de solucoes. O sistema
Sera:

e possivel (ou compativel) e determinado quando admitir apenas uma solu¢ao;

e possivel e indeterminado quando possuir infinitas solucoes;

e impossivel (ou incompativel) se ndo possuir solucao.

18
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3.7 Resolucao de um Sistema Linear

Para resolver um sistema linear, podemos utilizar a regra de Cramer, o método
de Gauss ou o método de Gauss-Jordan.

Neste trabalho, vamos utilizar a eliminagao gaussiana para encontrarmos a so-
lucao dos sistemas lineares propostos.

3.7.1 Eliminagao gaussiana

A eliminagao gaussiana (ou escalonamento) consiste em organizar o sistema nas
seguintes formas:
20 — y+5z4+2w= 4

r43y—4 | TTE=Z g8 —ow= 1
Ort y=1 ot a=l g o s sw= 0
Oz +0y—2=7

Oz 4+ 0y + 0z + 4w = —8

Note que, nestes exemplos, na primeira equacao aparecem todas as incognitas, na
segunda, zeram o coeficiente de x, na terceira, quando hé, aparece zero no coeficiente
de y, e assim por diante.

Esse método transforma o sistema dado num outro equivalente ao primeiro. Usa-
remos as trés transformacoes elementares sobre as matrizes para chegar neste sistema
equivalente:

e trocar as posicoes de duas linhas, isto é, L; <+ L.
e multiplicar uma da linhas por um nimero nao nulo, isto ¢, L; <+ k.L;.

e multiplicar a linha ¢ por um ntimero real nao nulo e adicionar o resultado a
outra linha j, isto é, L; <> k.L; + L;.

Para aplicarmos essa eliminacao gaussiana, vamos proceder da seguinte forma:

e tornar, caso nao seja, o coeficiente aq; igual a 1.

e tornar nulo os coeficientes de x; nas equagoes localizadas abaixo da primeira
equacao;

o fazer, caso seja necessario, o coeficiente de =5 na segunda equacao igual a 1;

e repetir o procedimento acima para asy na segunda equacao e os coeficientes de
T nas equagoes seguintes; e assim sucessivamente.

e Da ultima equacao, deveremos encontrar o valor da incognita z,. E fazendo
uma retro-substituicao (substituicdo na peniltima equagio), obteremos ;.
Os valores de z,, e x,,_1 substituidos na ante-pentltima equa¢ao nos permitem
encontrar o valor x,,_o, e assim por diante, encontraremos os valores de todas
as incognitas.
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Vamos resolver o sistema

4oy — 3y = —4
20 +4y = 10

. . 1 _— . .
Multiplicando a segunda equagao por 3 e trocando a posi¢cao com a primeira equacao,

obtemos:
r+2y=>5
dr — 3y =—4

Agora, vamos eliminar a incégnita x na segunda linha. Basta multiplicarmos a
’
primeira equacao por —4 e adicionarmos o resultado com a segunda equacgao, assim:

rT+y=>
Oz — 11y = —22

Da segunda equagao temos que:
11y = —22

y = 2.

Substituindo y por 2 na primeira equagao, obtemos:
r+2(2)=5

r+4=25
z=1.

Portanto, a solugdo procurada é S = {(1,2)}.

Podemos resolver sistemas lineares usando apenas os coeficientes, vejamos o
exemplo a abaixo:
r+2y+4z=5
20 —y+ 22 =28
3r—3y—2=7

Logo, escrevendo a matriz completa e utilizando o método da eliminagao gaussiana,
temos:

1 2 45
2 -1 28
3 =3 -1 7
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Fazendo Ly <> 2.L; 4+ (—=1)Ly e L3 <> 3.L1 + (—1) L3, temos:

o O =
© ot N
—_

W O =~
co DN Ot

1
Fazendo Lo < ng, temos:
1 2

0
091

Fazendo Lz <> 9.Ly + (—1).L3, temos:

LU O
coU| DO o

2 4 )
) 6 2

11 22
0

o O =

De L3, temos:

Substituindo z por 2 e y por —2 na primeira equagao, obtemos:

r+2(-2)+4(2)=5

r—4+8=5H
r+4=25
z=1.

Portanto, S = {(1,—2,2)}.
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Capitulo 4

VETORES E ALGEBRA LINEAR

4.1 Aspectos historicos

O estudo sistematico e o uso de vetores foram fenomenos do século XIX e inicio
do século XX.

Os vetores surgiram nas duas primeiras décadas do século XIX com as repre-
sentacoes geométricas de nimeros complexos. Caspar Wessel, Jean Rober Argand,
Carl Friederich Gauss, entre outros, conceberam ntumeros complexos como pontos
no plano bidimensional, ou seja, como vetores bidimensionais. William Rowan Ha-
milton, entre outros, tentou, sem sucesso, estender os niimeros "bidimensionais'para
trés dimensoes; mas ninguém conseguiu isto, preservando as propriedades algébricas
bésicas dos niimeros reais e complexos.

Em 1827, August Ferdinand Mobius publicou um pequeno livro, The Barycentric
Calculus, no qual foi introduzido segmentos de reta, que eram denotados por letras
do alfabeto, vetores na esséncia, mas nao no nome. Nesse livro, Mdbius desenvolveu
uma aritmética destes segmentos de reta; adicionou-os e mostrou como multiplica-los
por um numero real.

Depois de muita frustragao, Hamilton estava procurando um sistema numérico
tridimensional, e em vez disso, inventou um sistema de quatro dimensoes que cha-
mou de quatérnios. Nessa mesma época, Hermann Grassmann estava escrevendo
The Calculus of FExtension agora muito conhecido pelo seu titulo em alemao, Aus-
dehnungslehre. Neste livro, Grassmann primeiro expandiu o conceito de vetores a
partir da dimensao 2, depois 3, a assim, para uma dimensao arbitraria n; isto esten-
deu as ideias de espaco. Depois, ele antecipou grande parte da Algebra Matricial e
Linear Moderna e a Analise Vetorial Tensorial.

O desenvolvimento da Algebra Vetorial e Analise Vetorial como conhecemos atu-
almente, foi divulgado por J. Willard Gibbs, através de notas de aulas e repassadas
para seus alunos na Universidade de Yale.

Apesar das discussoes entre os defensores dos quatérnios e os de vetores, Oliver
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Heaviside publicou artigos e um livro, Electromagnetic Theory, nos quais manifestou-
se contra os quatérnios e desenvolveu sua propria analise vetorial.
Atualmente, vetores sao a linguagem moderna de grande parte da Fisica e da

Matematica Aplicada e continuam tendo seu proprio interesse matematico intrinseco
(ver em [14]).

4.2 Definicao

Apesar de vetor ser um elemento de um espaco vetorial, vamos iniciar o estudo
de vetor através da sua etimologia. Vetor, vem do latim, significa transporte. Cha-
mamos de vetor um segmento de reta orientado que possui dois extremos, onde um

serd a origem e o outro sera a extremidade. Representaremos v = AB, como sendo
um vetor que tem origem em A e extremidade em B.
Geometricamente, temos:

Figura 4.1: Vetor ¢/

Nessa situacao, dizemos que o sentido BA esta orientado no sentido oposto ao
do segmento AB. Classificaremos os segmentos orientados do plano a partir da
defini¢ao a seguir.

4.3 Vetores equipolentes

Dizemos que dois segmentos orientados AB e C'D sao equipolentes, e represen-
tamos por AB = C'D, quando:

(i) possuem o mesmo comprimento;
(ii) possuem o mesmo sentido

(iii) sdo paralelos ou colineares.
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Vetores
/E)
/E.

o - A
Figura 4.2: Vetores equipolentes colineares

Note que dois segmentos colineares AB e C'D (figura abaixo) tém o mesmo

sentido quando induzem o mesmo sentido de transporte na reta que os contém. Se
AB e C'D sao segmentos paralelos e de mesmo comprimento, entao AB e C'D tém

o mesmo sentido quando ABC'D é um paralelogramo.
B

=

Figura 4.3: Vetores equipolentes paralelos

4.4 Uso de coordenadas de um vetor no plano R?

Seja o vetor ¢ = AB. Se A= (ay,a3) e B = (b1, by) sdo coordenadas de pontos
no plano, ou seja, elementos do R?, entdo os ntimeros v; = by — a; e vy = by — ay
e escreve-se

by — ay

L

chamam-se de coordenadas do vetor v = A
N by —ay
U= ,

=1
Il

ou melhor,
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Graficamente, temos:

1o g

Figura 4.4: Vetor ¢ no plano

Podemos escrever ainda, v = O?’, isto ¢, quando trassamos um segmento equi-
polente ao vetor ¥, com inicio na origem O = (0,0) e final em P = (vy,vy). Desse
modo, representaremos o vetor v da seguinte forma:

- U1
U= .
V2

Geometricamente, temos:

=
-

Figura 4.5: Vetor ¢ representado na origem
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Por exemplo, sejam dados A = (4,1), B = (5,3) € R? e seja 7 = jﬁ, entao:

=|501) == 2]

Geometricamente, temos:

—
4 5

Figura 4.6: Exemplo de vetor ¢ no plano

4.4.1 Igualdade de vetores no R

2
U e U sao iguais, representamos por u = ¥ se, e somente se,

Uy = Us
V1 = V2

4.4.2 Operacoes com vetores no R?

- Ul - Uy .
Dados u = [ ” } LU = { " } vetores pertencentes ao R2. Dizemos os vetores
2

1*) Adigao de vetores no R?

Seja U = 1@ = [ Zl } eV = 1@ = { zl } , € R2, ou seja, pertencentes ao plano
2 2

bidimensional, entao:

i+ 0= AD = {“1“’1}

Ug + V2

Geometricamente, fazemos a adicao de vetores unindo a extremidade do primeiro
vetor com a origem do segundo vetor.
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Figura 4.7: Soma de vetores

— 1 — 1 ~
Por exemplo, tomemos os vetores 4 = [ } ,U = { } € R?, entao:

2

PPN B B O N
u v = _1+2 u v = 1 .

Geometricamente, temos:

Figura 4.8: Adicao dos vetores @ e ¢ no plano

Vetor nulo

O vetor nulo ¢ dado por:
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Propriedades da adicao de vetores

Sejam 1, ¥ e W vetores quaisquer do plano R2. Valem as seguintes propriedades
ver em |[8]):

(

(A1) Associatividade: (@ + 7) + @ = @+ (V+ ).
(Ag) Comutatividade: @+ U = ¥+ 4.
(

Asz) Elemento Neutro: Existe um tnico vetor 0 que somado ao vetor @ resulta o
proprio u, trata-se do vetor nulo, isto é, @+ 0 = .

(A4) Elemento Oposto: Para da vetor ¢ existe um tnico vetor —u que somado a
ele resulta no vetor nulo, é o vetor oposto de u, ou seja: u + (—u) = 0.

22) Multiplicagao de um escalar por um vetor no R?

Sejam a um numero real e 4 um vetor pertencente ao sistema bidimensional,
temos que (ver em [3]):

Observacoes:

1. Se a = 0 ou @ = 0, entdao aii = 0.

2. Se a# 0 e @ # 0 entdo:

e «vil tem a mesma diregdo do vetor , isto é, sdo paralelos (colineares);

e ot/ terd o mesmo sentido do vetor @ se a > 0, e sentidos opostos se a < 0.

28



Vetores CAPITULO 4

Por exemplo, dado o vetor © = { _1 } € R?, entao 30 = [ _g } .

Geometricamente, temos:

Figura 4.9: Os vetores « e 3u sao colineares e estao no mesmo sentido
Vetor oposto

Chamamos de —u o vetor oposto de 1, ou seja,

= [ —Lw } S g { —u } .
—]_'UQ —U2
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Geometricamente, temos:

Figura 4.10: Vetores opostos

Porexmnpb,smuk>ﬁ::[ _1} eIR%enﬁk)_ﬁ::{ _1}.

Geometricamente, temos:

Figura 4.11: Os vetores 4 e —u sao colineares e apresentam sentidos opostos
Observacao: Vamos definir a diferenca de dois vetores da seguinte forma:
Sejam U = /ﬁ = [ Zl } ev= 1@ = [ Zl } , vetores pertencentes ao R?, entdo

2 2

i — 7 =i+ (—7)
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Geometricamente, temos:

Figura 4.12: Diferenca de vetores

Por exemplo, dados @ = { _1 } U= [ ; } , € R?, entao

A EEIN ]

u—

<y

Graficamente, temos:

Figura 4.13: Diferenca de vetores no plano

31



Vetores CAPITULO 4

Propriedades da multiplicagcao de um ntmero real por um vetor

Quaisquer que sejam os nimeros reais « e (3, e quaisquer que sejam os vetores U
e U do plano R%. Valem as seguintes propriedades (ver em |3|):

M) Associatividade: «(fu) = a(B1);

M,) Distributividade para a adi¢ao de vetores: «(@ + U) = ot + o,

Ms3) Distributividade para a multiplicagdo por um namero real: (a+p)u = au+ S,
)

Elemento Identidade: 1.4 = 4.

(
(
(
(M,

4.4.3 Combinacao linear no R?

Sejam os vetores i, v € R? e sejam 7, x5 ntimeros reais. Um vetor da forma
w = I‘lﬁ + Izﬁ,

é chamado combinacao linear dos vetores @ e ¥ ou gerado por u e v.
1
—4

, S . 1
¢ uma combinacao linear dos vetores u = [ 1]

Por exemplo, w = [

i= |,

Resolucao: Suponhamos que existem x1,z9 € R tal que 21U + 220 = 0.

RN RTINS

T+ X9 . 1 N T+ Ty = 1
—x + 21‘2 o —4 —x + 2272 = —4
Fazendo Lo <+ L1 + Lo, temos:

T +x9 =1
0$1+3$2:—3

De Ly, temos: x5 = —1.
Substituindo x5 por —1 em Lq, obtemos: x; = 2.
Portanto, @ é uma combinagao linear dos vetores @ e ¥, ou seja, W = 2u — 1v.
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Graficamente, temos:

=l

Figura 4.14: Combinagao linear @ = 2u — v

- -1 . D
Outro exemplo, o vetor ¢ = 3 | pode ser escrito como combinacao linear
1 - —2
d t a= b= ?
os vetores @ [—3}6 { 6]

Resolucao: Suponhamos que existem xq,xs € R tal que x1a + 3325 =C.
Logo,
1 + —2 o -1 N T + —2.172 . -1
3| T 6| T 3 —3 6xs | | 3
Ty — 2512'2 . -1 — Ty — 21‘2 =—-1
—3LU1 + 6:52 N 3 —3$1 + 65(?2 =3
Fazendo L, <+ 3L, + Lo, temos:

T —2:152 =1
0513'1+033'2 =0

De Lq, temos: x1 = 225 — 1.
Assim, ha uma infinidades de nimeros reais tais que x1a + x2b = C.
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Alguns destes valores serao sitados abaixo:

Para zo = —1, temos: 27 =2(—1) — 1 = 2, = —-3.

Para x5 = 0, temos: 27 =2(0) — 1 = 23 = —1.

Para zo = 1, temos: x; =2(1) =1 = z; = 1.

Para x5 = 2, temos: 71 =2(2) — 1= 2, = 3.
Observemos graficamente, o que acabamos de descrever.

Figura 4.15: Vetor @+ b = ¢

Portanto, ¢ pode ser escrito como infinitas combinagoes lineares dos vetores a e b.
Algumas dessa possibilidades, estao listadas abaixo:

—3G3—b=2¢
—d+0b=7¢,
a+b=2¢
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Observacao:

Note que os vetores a e b 3o multiplos um do outro, ou seja, b= —23. Assim, os
vetores a e l;pertencem a mesma reta. E quando somamos (ou subtraimos) vetores
que pertencem a uma reta, essa soma (ou subtracao) também pertence a reta. Dessa
forma teremos infinitas possibilidades para se chegar ao vetor c.

Geometricamente, temos:

Figura 4.16: Reta formada por todas as combinacoes lineares de @ e b

Mais outro exemplo: o vetor d = [ } pode ser escrito como uma combinagao

—1

-3 6

Resolucao: Suponhamos que existem x1,xs € R tal que x1a + 290 = d.

linear dos vetores @ = { L } e b= [ —2 }?

—
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Logo,

SR ) B e R e R el R

$1—2£E2 o 1 . .Z'1—2£C2:1
—3$1 + 6l’2 o -1 —31’1 + 6I2 =-1

Fazendo L, <> 3L + Lo, temos:

1 — 21‘2 =1
0z + 0xe =2 (Absurdo!)

Portanto, d nao é combinacao linear dos vetores a e b.
Geometricamente, temos:

Figura 4.17: Vetores
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4.4.4 Dependéncia e independéncia linear no R?

Dizemos que um conjunto ordenado de dois vetores {i, v}, pertencentes ao R?,
é linearmente dependente (LI) ou que os vetores i, ¢ sao LI, se a equagao

$1ﬁ+$217:0:>$1 = x5 = 0.

Caso z1 # 0 ou x5 # 0, dizemos que {u, U} é linearmente dependente (LD), ou que
os vetores i, v sao LD.

Equivalentemente, um conjunto ordenado de vetores {u, v} € R? sao LD se um
deles é multiplo do outro. Caso contrario, serao chamados de LI.

1}617=[;:|SQOLIOULD?

Por exemplo, os vetores 4 = [ 1

Resolugio: Resolvendo a equacio z14@ + 220 = 0 temos:

1 11 10 1 z2 | |0
alafemla)=[o] = [0 ] e (2] - o)
T+ T2 _ 0 N T, + To = 0
—x + 21’2 N 0 - + 2{E2 =0
Utilizando a eliminagao gaussiana, facamos Ly <> Ly + Lo, logo:

I1+ZE2:0
OZL‘1+3ZL‘2:0

De Lo, temos que x5 = 0. Substituindo x5 por 0, em Lq, temos x; = 0. Assim,
r1 = 19 = 0, e portanto, os vetores u e v sao LI.
Graficamente, temos:

=

Figura 4.18: Vetores « e ¥ nao sao colineares
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1

-2
o N o
_S]ev—{ 6}saoLIouLD.

Outro exemplo, os vetores u = {

Resolugio: Resolvendo a equacdo z14 + 220 = 0 temos:
'l -3 I 6| |0 —3x, 6z, | | O
113'1—21’2 _ 0 — $1—2$2:0
—3131 + 61’2 - 0 —31’1 + 6.’132 =0
Fazendo Lo <> 311 + Lo, temos:

1'1—2172:0
O$1+Ol’2:0 '

De Lq, temos que x; = 2x,. Assim, ha outras solucdes para o sistema exceto a
solucao trivial. Portanto, os vetores u e ¥ sao LD.
Graficamente, temos: Geometricamente, temos:

=y

Figura 4.19: Vetores « e ¥ sao colineares
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4.5 Uso de coordenadas de um vetor no espaco R3

Espaco R?

Vamos transportar os conceitos utilizados no plano bidimensional, R? para um
novo sistema, o tridimensional, R3. No R? sao necessarios dois ntimeros e assim,
representamos qualquer ponto do plano como um par ordenado (a,b), onde a é a
coordenada de x e b, a de y. Nesse novo sistema, o R3, sdo necessarios trés niimeros.
Desse modo, todo ponto no espago sera representado pela tripla (ou terno) ordenado
(a, b, c) de ntumeros reais (ver em [12]).

Para representarmos esses ternos, vamos fixar um ponto O, chamado de origem,
e trés retas orientadas perpendiculares, duas a duas, entre si que passam pelo ponto
O. Essas trés retas serao chamadas de eixos coordenados e denotaremos por eixo x,
eixo y e eixo z. Neste material, vamos representar o espaco da seguinte forma:

i

Figura 4.20:

Os trés eixos coordenados determinam trés planos coordenados. O plano xy, que
contém os eixos x e y, o plano xz, que contém os eixos x e z e 0 plano yz, que contém
os eixos y e z. Esses trés planos dividem o espaco em oito octantes, onde o primeiro
octante é determinado pelos eixos positivos.

Seja P = (a,b,¢) um ponto do espago tridimensional. Assim, para localiza-lo
comecamos com a origem O e movemos a unidades ao longo do eixo x, em seguida,
b unidades paralelamente ao eixo y e, por fim, ¢ unidades paralelamente ao eixo z,
como mostra a figura abaixo.
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A

planoyz

plano xy

plano xy

Figura 4.21:

A

(0,0,¢) {0,b,e)

{0, ) T'-'l ------------------------ -?'I.l”= {r:.éb.r']
. o : :

S0.6,0) y

(@, 0,00 (a.b,0)

Figura 4.22:
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Vamos representar os pontos P = (—2,2,-3) e Q = (2, —2,—3) no R3.

Zh Z)

[}

Figura 4.23:

O produto cartesiano R x R x R = {(z,y, z) : x,y, 2 € R} é o conjunto de todas
as triplas ordenadas de nimeros reais e denotaremos por R3. Assim, acabamos de
fazer um correspondéncia biunivoca entre pontos P do espaco e as triplas ordenadas

(a,b,c) no R3.
Vetores no espaco R3

Sejam A = (a1, as,a3) e B = (by, b, b3) coordenadas no espago R3. Chamamos
de vetor ¥ = AB um segmento de reta orientado que tem origem em A e extremidade
B. Os naumeros v; = by —aq, vo = by —ay e v3 = b3 — a3 sao chamados de coordenadas
do vetor v = AB, e escreve-se

U1
17 = Vo
U3

Podemos escrever ainda, v = Oﬁ, isto é, quando tragamos um segmento equipo-
lente ao vetor ¥, com inicio na origem O = (0,0,0) e final em P = (v, v2,v3). Desse
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modo, representaremos o vetor v da seguinte forma:

U1
U= (%)
U3
Geometricamente, temos:
z)
. B
;
A
r‘"li"_____________________:r_l
N R 417 !
| g | !
I I h
| | L -
| T P -
l 0 [ ety ¥
| | .
i i L
l l L
| | -
L o

Figura 4.24: Equipoléncia do vetor ¢' na origem

4.5.1 Igualdade de vetores no R?

U1 U1
Dados @ = | up |, = | vy | € R3, dizemos que os vetores # e ¥ sdo iguais, e
us3 U3

representamos por o = ¥ se, e somente se,

Uy = U1
U = V2
Uz = U3
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4.5.2 Operagoes com vetores no R3

Como ja foi dito, vamos utilizar as operacoes e propriedades estudadas no R? e
vamos transportar para o R3. Assim,

U1 U1
Dados @ = | us | ,U= | v2 | € R? e seja a € R, entdo:
Uus V3
Uy + U
(i) 1_[ + 17 = U2 -+ (%)
us -+ V3
AU
(i) ai= | auy
aus
Vetor oposto
Denotamos por — o vetor oposto de u, isto é, —u = | —us
Vetor nulo
0
Denotamos o vetor nulo por 0=10
0
[ 1 0
Por exemplo, dados os vetores u = 31,7=1 2 | €R3, entao:
| -2 1
1+0 1]
(a) U+ 0= 342 | = 5
—2+1 -1
-3
(b) =3u=| -9
6
0
(c) —v=| =2
-1
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4.5.3 Combinacao linear no R?

Sejam 1 e ¥ dois vetores pertencentes ao espaco R3 e z; e 25 ntimeros reais. Um
vetor da forma x4 + xoU = W é chamado combinagao linear dos vetores i e ¥ ou
vetor gerado por @ e 7.

—1
Por exemplo (ver em [4]), o vetor ¢ = 8 | é uma combinacgao linear dos
—2
1 —1
vetores a = 1 |eb= 2|7
-1 0

Resolugao: Suponhamos que existem z1,z9 € R tal que z1d + xgl; =C.
Logo,

1 1 1 1 1 1
1 1 + T 2 = 8 = 1 + 2% = 8
-1 0 —2 —T 01’2 —2
T, — To —1 T — X9 = —1
1+ 229 = 8 = r1+ 225 =8 .
—x1 + 0z9 —2 —x1 + 029 = =2

Fazendo Lo <> —Lq + Loy e L3 <+ Ly + Lo, temos:

C(]l—lL'QZ—]_
Oxy + 322 =9
O.Z'l—l'gz—g

Fazendo Lo <+ L3 e L3 <+ Lo + 3L3, temos:

1‘1—1'2:—1
01'1—1'2:—3 .
O$1+OSC2:0

De Ly, temos x5 = 3.
Substituindo x5 por 3 em Li, temos x; = 2.

Portanto, ¢ é uma combinacao linear dos vetores a e 5, ou seja, ¢ = 2a + 3b.
4
Outro exemplo (ver em [4]), o vetor m = 7 | é uma combinagdo linear dos
—1
1 2
vetores 1 = 2 lep=1|3 |7
-3 4
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Resolucao: Suponhamos que existem x1,xy € R tal que x1.77 + x2.p = m.
Logo,

1 2 4 T 2(132 4
il 2 —+ X9 3 = 7 = 211 + 3Ta =
-3 4 -1 —3ZE1 4.1‘2 —1
1 + 229 4 r1+ 225 =4
211 + 34 = 7 = 201 + 319 =7
—3.2?1 + 41’2 -1 —3271 + 41’2 =—1

Fazendo Lo <> 214 — Ly e L3 <+ 3L1 + Lo, temos:

T +2;C2 =4
0.7}1 + Ty = 1
Oxl + ]_0.172 =11

Fazendo L3 <> —10Ls + L3, temos:

xr, + 2[[‘2 =4
01’1 + 19 = 1
0zq + 0xe = 1 (absurdo!)

Portanto, m nao é uma combinacao linear dos vetores 77 e p.

4.5.4 Dependéncia e independéncia linear no R?

Dizemos que um conjunto ordenado de trés vetores {u,v,w} do R® é LI se a
equacao
l’lﬁ—i‘ Igﬁ—i‘ $3U_; =0

tiver apenas a solucao trivial, ou seja, r; = x9 = x3 = 0. Caso exista pelo menos
um z; # 0, dizemos que os vetores sao LD.
Veja alguns exemplos (ver em [4]):

(1) Os vetores

1 0 . 0
1= ,j=111ek=1|0
0 0 1

sao linearmente independentes.
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Prova: Mostremos que sejam x1,xs,x3 € R entao a equacao x1¢ + xoj + x3k = 0
possui apenas a solugao trivial, ou seja, r1 = x5 = x3 = 0. Logo,

1 0 0 0 1 0
1 0 + X9 1 +x3| 0 = 0 = To = 0
0 0 1 0 T3 0
Ou seja,
T = 0
To =
T3 0

— —

Portanto, ;, ) e k sao LI

(2) Os vetores

1 2 0
d=|1|,5=]3|ecead=| -1
2 4 0

sao linearmente dependentes. Prova: Mostremos que sejam 1,22, x3 € R entao a
equacao x1uU + roU + x3w = 0 possui apenas a solucao trivial, ou seja, x1 = 19 =
xg = 0. Logo,

I 2%2 0.1'3 0 xr1 + 2.1'2 + 0333 0
1 + 3% + —T3 = 0 = r1 + 3x9 — T3 = 0
2ZL'1 4.1‘2 OZL'3 0 21’1 + 4ZL’2 + OZE3 0
Ou seja,

$1—|—2$2+O$3:0
I1+3Q32—l’3:0
21’1+4I2+01’3:0

Utilizando a eliminagao gaussiana, obtemos: Ou seja,

$1+2$2+0$3:0
01‘1—|—$2—.’L'3:O
0$1+0£L’2+0$3:O

Assim, o sistema possui infinitas solugoes. Portanto, u, v e w sao LD.

(3) Se um dos vetores @, becéum multiplo do outro, entao eles sao linearmente
dependentes.

— —

(4) Se um dos vetores i, U e W for nulo, entdo os vetores sao linearmente depen-
dentes.

Observagao: Os exemplos (3) e (4) serao demonstrados apenas no Ensino Superior.
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4.6 Algebra linear

Inicialmente, vamos lembrar alguns conceitos elementares para uma maior com-
preensao do que vem a ser um espaco vetorial.

Uma funcgao pode ser entendida como uma estrutura composta de trés partes
(A, B, f), onde A e B sdo conjuntos chamados, respectivamente, de dominio e con-
tradominio e f é uma regra que associa os elementos de A com os elementos de

B.
Esta regra possui duas restricoes:

1. todo elemento de A esta relacionado com algum elemento de B;

2. nao deve se verificar a possibilidade de algum elemento de A esta relacionado
com mais de um elemento de B.

Em simbologia matematica, podemos escrever da seguinte forma:

f:A— B éuma funcdo <= Va € A,3Jb € B; f(a) = b,

onde:
V = para todo;
d = existe;
! = um tnico;
; = tal que.

Por exemplo, f : R — R é uma funcao que associa para todo = do seu dominio
o valor f(z) =2z — 1.

Contra exemplo: seja f : R — R é uma regra que associa para todo x do seu

1
dominio o valor f(z) = — nao é uma fungao, pois, para z = 0, temos que f(z) = —,
x

nao existe portanto, r pertencente ao contradominio R tal que f(0) = r, com isto,
a restricao 1 nao foi atendida.

Dizemos que uma func¢ao ¢ binaria quando o conjunto dominio for um produto
cartesiano, isto é, quando os elementos de seu dominio forem pares de pontos. Sim-
bolicamente, temos:

f:AxC—B

é uma funcao binaria quando todo elemento (a,c) pertencente a A x C' estiver
relacionado com um tnico elemento b € B, tal que f(a,c) =b.

Por exemplo, a soma usual dos naturais é uma operacao binaria.

Prova: Com efeito, seja A = B = C' = N entao temos:

+:NxN-—=N
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onde associamos a cada par (m,n) € N x N um tnico namero +(m,n) = m+n € N.
A exigéncia de que m +n € N é conhecida como condicao de fechamento da soma
para N.

J& a subtragao, nao é fechada em N.

Prova: De fato, seja r : N x N — N uma funcao binéria que associa a cada par
r(a,b) = a — b nem sempre pertence a N. Por exemplo, 7(1,3) =1—-3=-2¢ N .
Portanto, a subtracao nao é fechada para N.

Com este capitulo queremos estudar espacos vetoriais, observemos que a adicao
de vetores e a multiplicacao de um ntimero real por um vetor sao exemplos de funcoes
binarias.

4.6.1 Espacgos vetoriais

A partir desta secao, apresentaremos de maneira formal as abordagens utilizadas
nas secoes anteriores. Enfatizamos que esse formalismo serd tratado no Ensino
Superior.

Um Espacgo Vetorial pode ser entendido como uma estrutura composta por
quatro partes (V,R, +, o), onde V' é um conjunto, nao vazio, de objetos mateméticos
chamados de vetores de V', R é o conjunto dos niimeros reais (chamados de escalares),
+ é uma funcao binaria de V' x V em V fechada em V', que chamamos de soma e
e ¢ outra funcao binaria de R x V em V também fechada em V', que chamamos
de produto de um escalar por um vetor. Estas duas funcoes devem satisfazer as
seguintes propriedades:

(i) Comutatividade: @ + ¢ = ¥ + u, para todo @,v € V.
(ii) Associatividade: (¢ + v) + @ = u + (Vv + W), para todo u,v,w € V.

(iii) Elemento neutro. Existe um elemento 0 eV tal que @4 0 = @ , para todo
ueV.

(iv) Elemento simétrico. Para cada elemento @ € V existe o elemento —i € V' tal
que U + (—u) = 0.

(v) Associatividade: (af)id = a(fu), para todo @ € V e a, f € R.

(vi) Distributividade para adigao de vetores: a(ui+v) = ai+av, para todo 4,7 € V
eaeR.

(vii) Distributividade para a multiplicagdo por um nimero real: (a+p0)ud = a4,
paratodouw € Ve a,f € R.

(viii) Elemento identidade dos escalares: 1-4 = i, para todo @ € V.
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Por exemplo, o R? definidos com a soma e o produto usual ¢ um espaco vetorial.

Prova: De fato, tomemos

Assim, a soma é fechada no R2.
Agora, sejam A € R e

temos que:

xg—x{ml—{Am]eRﬂ

U9 )\'UQ

entdo a multiplicacdo de um namero real por um elemento de R? é fechada. Soma
e o produto escalar usuais atende as propriedades da definicao de espaco vetorial.

De fato, sejam u = [ul },U: [vl] e w = [wl } vetores do R? e sejam a e 3
U9 (%) Wa

nimeros reais, entao sao satisfeitas as oito restri¢coes de espacos vetoriais.

(nﬁ+ﬁ={“1]+[“}:{”“““}:l”“““}:a+@

U9 V2 Uy + Vo Vg + U2
wasovo-([2]+[3])+[2]- [352]+[2)
U2 (%) Wa Uy + Vg Wa
- — - U + v1 + wq . Uy U1 + Wy . Uy w1
(U—FU)—FUJ— U + Vo + Woy N (5) Vg + Wo _|:u2 +lw2]

(@+T) + @ =@+ (T + D).

(iii) Existe um elemento 0 € R? tal que

AU YR I P R
(75 0 (5)

(iv) Para cada elemento @ € R? existe o elemento —@ € R? tal que:
N o\ Uq —U1 . 0 A
avo=|w]e| e ]=[0] -0
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][] = e J=a fue] = atom
|

a(uy + v1) ] _ [ozul—l—owl }

auy + vy) Qs + vy

= il + av.

|
EZ+B)U1]:[aul—i—ﬂul}:{aul}_i_[ﬁul} o

auy + Pusg oy Bus = ot + fu.

Observacao: Refrisando, os elementos do espaco vetorial V serao chamados de
vetores, independente de sua natureza. As matrizes, os polindmios, as fun¢oes, tam-
bém sao exemplos de espacos vetoriais, quando utilizamos as operacoes de soma e
produto por escalar usuais. Pode parecer estranho, e a primeira vista nao deixa
de ser, o fato de se chamar de vetores, os polinomios (quando V for constituido de
polinémios), as matrizes, (quando V' for constituido por matrizes), os niimeros reais
(R), entre outros (ver em [11]).

Neste trabalho, daremos énfase ao espaco vetorial do R?, ou seja, os vetores
no plano bidimensional e ao espaco vetorial do R?, que sao os vetores do espaco
tridimensional.

Do ponto de vista da Algebra Linear, podemos representar o vetor i = (ug,ug) €
R2, pela matriz 2 x 1, dada por:

L1
M|

Generalizando, o vetor & = (x1,xs,...,x,) pertencente ao espaco R™ pode ser re-
presentada pela matriz

x

T2

8y
I

Tn
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Dessa forma, dados

Uy U1
u= ev= ,
un U’I’L

elementos do espago vetorial R™ e seja « um numero real (chamado de escalar),

temos:

(i) @+ 7=

(i) ati =«

Uy
U2

Unp

Uy
U2

Unp

(] Uy + v
() Ug + VU
(%% Up, + Uy
auy
QU2
g,

Como foi mostrado anteriormente, R? é um espaco vetorial real. De forma ana-
loga, é possivel mostrar que R", com n natural, também é um espago vetorial real.

4.6.2 Subespacos vetoriais

Sejam V' um espaco vetorial e S é um subconjunto de V. Dizemos que S é um
subespaco vetorial de V' se, e somente se (ver em [11]):

e S é nao-vazio;

e S é fechado em relacao & adicao definida para V;

e S é fechado em relacao a multiplicacao por escalar definida para V.

Ou seja,

e (cS;

e dados u,v € S, tem-se U + v € S

e dados 7 € S e c€eR, tem-se cu € S.

No espaco vetorial R?, temos como subespacos vetoriais:
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(a) S = {0}, que é dado por:

(b) cada reta que passa pela origem;

(¢) o proprio R%.

No espaco vetorial R?, temos como subespacos vetoriais:

(a) S = {0}, que é dado por:

(b) cada reta que passa pela origem;
(c) cada plano que passa pela origem;

(d) o proprio R3.

4.6.3 Combinacao linear

A partir desta secao, apresentaremos de maneira formal as abordagens utilizadas
nas secoes anteriores. Enfatizamos que esse formalismo serd trabalhado no Ensino
Superior. Para um aprofundamento, sugerimos consultar [1].

Definicao 1. Sejam v, s, . .., U, elementos de um espaco vetorial real V e x1,xa, ..., 2,
numeros reais, entao o vetor

17:I1171+132172+...+$n17n

€ um elemento de V' ao que chamamos de combinagao linear dos vetores vy, Vs, . .., Uy,.

4.6.4 Dependéncia e independéncia linear

Definicao 2. Sejam V um espago vetorial e v1,03,...,v0, € V. Dizemos que o con-
Junto {01, 03,...,0,} € linearmente independente (LI), ou que 0s vetores 1,03, . .., Uy,
sao LI, se a equacao

10, 4+ 2905 + . .+ 20, =0

tiver apenas a solugao trivial, isto €, x1 = x9 = ... = x, = 0. No caso em que exista
algum x; # 0, dizemos que {v1,03,...,v,} € LD.
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Teorema 3. Dizemos que um conjunto de vetores {v1,vs,...,0,} € LD se, e somente
se, um destes vetores for uma combinacgao linear dos outros.

O teorema 3 equivale a: Um conjunto de vetores {v7, 03, ..., v, } € LI se, e somente
se, nenhum deles for uma combinacao linear dos outros.

4.6.5 Base e dimensao

Defini¢ao 4. Um conjunto ordenado = {U,0s,...,0,} de vetores de um espago
vetorial real V' serd uma base de V' se:

Z) {271,?72,,17n} éLL
i) {01, Vo, ..., U} gera V.

Teorema 5. Seja um espago vetorial real V' gerado por um conjunto finito de vetores
{V1, Vs, ..., U, }. Entao qualquer conjunto com mais de n vetores e necessariamente
LD (e, portanto, qualquer conjunto LI possui no mdzximo n vetores).

Corolario 0.1. Qualquer base de um espaco vetorial real V' tem sempre o mesmo
numero de elementos.

Definicao 6. Este nimero é chamado de dimensao de V, e denotado por dimV .

Quando um espaco vetorial real V' admite uma base finita, dizemos que V' possui
dimensao finita.

Teorema 7. Qualquer conjunto de vetores LI de um espac¢o vetorial real 'V de di-
mensao finita pode ser completado de modo a formar uma base de V.

Corolario 0.2. Se dimV = n, entao qualquer conjunto de n vetores LI formard
uma base de V.

Um conjunto ordenado que possui dois vetores do R? linearmente independentes
forma uma base do espaco R

Da mesma forma, um conjunto ordenado que possui trés vetores do R? linear-
mente independentes forma uma base do espaco R3.

Por exemplo, o conjunto de vetores

=l L)

¢ uma base do R?, chamada de base canénica.
Resolugao: Inicialmente, mostraremos que os vetores

SHESh
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=1

sao linearmente independentes. Para isso, mostraremos que a equacao ae; + bey =
possui apenas a solucao a = b = 0.

1 0 0 a 0 0 a 0
e[ ooV = [0 = (6] [3]= o] = [3] - (4]
Assim, a = b= 0. Portanto,c?egséo LI.

Agora, mostraremos que {a, I;} gera o R?, ou seja, que qualquer vetor ¥ = { z }

do espaco R? pode ser escrito como uma combinacao linear dos vetores €; e é.
Com efeito, sejam a e b ntumeros reais tais que ae; + béy = ¥, entao:

) R 1 1 ) R ) R A e e

Portanto, {€},é} ¢ uma base do R

Da mesma forma, temos que

17 7To] [o
c=¢lo|,|1],]o0
0| o] |1

¢ uma base do R?, chamada de base canonica. (A verificagio ¢ feita de maneira
anéloga a base do R?.)

e Se V tem uma base com 2 vetores, entao V' tem dimensao 2, e denotamos por
dimV = 2. Por exemplo, se V = R?, entdao dimV = 2.

e Se V tem uma base com 3 vetores, entao V tem dimensao 3, e denotamos por
dimV = 3. Por exemplo, se V = R3, entdao dimV = 3.

De modo geral, dizemos que dimensao de um espaco vetorial V' o ntmero de
vetores que possui uma base. Se V tem uma base com n vetores, entao V tem
dimensao n, e denotamos por dimV = n.

Lembramos ao leitor que nao vamos dar muita énfase aos calculos de base e
dimensao, pois este nao é nosso proposito. No proximo capitulo, destacaremos
dentro da resolucao de um sistema linear esses conceitos e também utilizaremos as
dimensoes dos espacos R?, que é 2, e R3, que é 3, facilitando assim uma aprendizagem
significativa para o aluno.
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Capitulo 5

APLICACOES NO ENSINO MEDIO

Mostraremos a discussao de sistemas lineares sob a 6tica da Algebra Linear.

5.1 1?2 aplicagao
Facamos a discussao do sistema linear

Ty + 29 = by
—11 + 229 = by

Escrevendo-o na forma matricial, temos:

ERE It

Vamos multiplicar as matrizes utilizando o produto dos elementos da coluna da
matriz das varidveis pelos respectivas colunas da matriz dos coeficientes.

dEIRS

. . 1] . 1 - b .
Sejam U = [ ], U= [ e W= [ bl } vetores do espaco R2, assim,
2

33'164‘ xzﬁ = .

Desse modo, a forma matricial nos fornece uma combinacao linear.
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Graficamente, temos:

=1

Figura 5.1: vetores i e ¥ no R?

Pelo grafico, é visivel que os vetores u e ¥ nao sao colineares. Assim, eles sao
linearmente independentes. E um conjunto formado por dois vetores # e v forma
uma base para o espaco vetorial R?.

Vamos resolver o sistema linear

T+ To = b1
—11 + 229 = by

Fazendo Lo <+ L1 + Lo, temos:

$1+l’2:b1
0x1+3x2:b1—|—b2

De Ls, temos que:

by +0 1 1
= 13 2:}1‘2:§b1+§b2.

o)
. 1 1
Substituindo x5 por §b1 + gbz, em L, obtemos:

1 1 1 1 2 1
$1+—bl+—b2:bl:>x1:b1——b1——62:>$1:—bl——bg.

3 3 3 3 3 3
Entao,
gbl — %bg =
by,
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Portanto, associamos sistemas possivel e determinado a vetores LI (ndo colineares)
que geram uma base para o espaco vetorial R2.

Por exemplo, se
3
p-a]

entao:
T+ To = 3
-1 + 2x2 =0
Fazendo Lo <+ L1 + Lo, temos:
T+ X9 = 3
O$1 + 3$2 =3

Assim, temos que x1 = 2 e x5 = 1, ou seja, 2u + ¥ = .
Graficamente, temos:

=l

Figura 5.2: Combinacao linear e a representaciao no R?

Portanto, os vetores @ e ¥ geram o R?, que é um subespaco vetorial.

5.2 22 aplicacao
Vejamos resolver o sistema

T — 2!172 = b1
—3.%1 + 6562 = bg
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Escrevendo-o na forma matricial, temos:

E MR

Fazendo a multiplicacao de matrizes como foi exposto na 12 aplicagao, obtemos:

wf s 2] [0
[ [R]e-2]

vetores do espaco R?, entdo

Sejam

-T1ﬁ + 5172?7 = .

Vamos observar esse sistema de acordo com seus vetores colunas u e v:

=l

Figura 5.3: Vetores colineares no R?

Pelo grafico, é facil ver que os vetores @ e ¥ sao colineares (LD). Assim, os vetores
@ e U nao forma uma base para o espago vetorial R2,
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Vamos resolver o sistema

T — 25(72 = b1
—3I1 + 6(L’2 = bg
Fazendo L2 g 3([41) + LQZ
xr1 — 2[)’)2 = b1
0 =3b; + by

De L, temos que:

e Se 3b; + by = 0, entao o sistema é possivel e indeterminado.

Geometricamente, temos.

Figura 5.4: Subespaco vetorial gerado pelos vetores u e v

oo [1]

29

Por exemplo, se



Aplicacdes no Ensino Médio CAPITULO 5

entao
T — 2I2 =-1
—3.171 + 61’2 =3

Fazendo Lo <+ 3.L1 + Ly temos:

T —2£L‘2 =—-1
0£B1+0[L’2 =0

Entao, temos que existem infinitos nimero reais z; e o tal que x11 + 220U = .
Graficamente, temos:

=l

Figura 5.5: Vetores colineares de soma fora da reta

Portanto, associamos sistema possivel e indeterminado a vetores LD (colineares) que
geram subespaco vetorial do R2.

e Se 3b; + by # 0, entao o sistema é impossivel.

Por exemplo, se
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entao
T, — 2$2 =3
—3.171 + 61’2 =0

Fazendo Lo <+ 3.L1 + Ly temos:

T — QZL'Q =3
0x1 +0x2 =9 (absurdo!)

Entao, temos que nao existem ntimero reais x; e xo tal que x4 + 290U = w. Assim,
é impossivel fazer combinacoes lineares dos vetores @ e ¢ para resultar no vetor .
Graficamente, temos:

Figura 5.6: Vetores colineares de soma fora da reta

Portanto, é impossivel somarmos vetores colineares, cujo resultado esta fora da reta
ou seja, por isso, o sistema é incompativel.

61



Aplicacdes no Ensino Médio CAPITULO 5

5.3 32 aplicacao
Vamos discutir o sistema linear abaixo (ver em [13]):

I +0$2+0l‘3 = bl
—I1 +.T2+0£E3 = bg
OSCl — Ty + 1.1'3 = bg

Escrevendo-o na forma matricial, temos:

1 00 1 by
—1 10 . i) == bg
0 -1 1 T3 b3

Vamos multiplicar as matrizes como foi exposto na aplicacao anterior, assim:

1 0 ] 0 by
X1 —1 + 29 1 +ax3| 0 = ba
0 | -1 ] 1 b3
Sejam
1 [ 0] 01 _ b1
u= | —1 |;0= 1, d=1]01|;b=1] b
0 | -1 | 1 b3

vetores colunas da matriz dos coeficientes e da matriz dos termos independentes,
entao:
T1U + ToU + x3W = b.

Geometricamente, temos:

Figura 5.7: Vetores linearmente independentes

Pelo grafico, nao é tao facil visualizar que os vetores i, ¢ e 1 sao LI (nao coplanares).
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Por este motivo, devemos utilizar o processo algébrico para resolver sistemas lineares
com mais de duas variaveis.
Vamos resolver o sistema

$1+O$2+Ol’3:b1
—$1+.’L’2+0£B3262
Oxl—x2+x3:b3

Fazendo Ey <> E| + E5, temos:

$1+O$2+0$3:b1
01‘1+$2+Ol’3:b1+bg
Owl—x2+x3:b3

Agora, fazendo L3 <> Ly + L3, temos:

x1+0x2+0x3:b1
O$1+$2+0$3:b1+b2
OI1+O$2+$3:b1+b2+b3

Ou seja,
I = bl
Lo = bl + bg
T3 — bl + bz + bg
Portanto, associamos sistemas possivel e determinado a vetores LI (ndo coplanares)

que geram uma base para o espaco vetorial R3.
Por exemplo, se

B=13/|,
5

entao
1+ 0xe + 023 =1

371+$2+0563:3
0$1—ZE2+JI3:5

Fazendo Fsy <+ E| + E5, temos:

1+ 0xe + 023 =1
Ox1+x2+0x3:4 .
0131—.T2+l’3:5

Agora, fazendo L3 <> Ly + L3, temos:

1+ 0x9 + 023 =1
0561+.T2+O$3:4 .
0$1+0I2+ZE3:9
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Assim,
T = 1
To =
T3 = 9
Ou seja,

Geometricamente, temos:

Figura 5.8: Combinacao linear dos vetores #, ¥ e @ no R?

Portanto, associamos sistema possivel e determinado a vetores LI, e assim, os vetores
i,v e w formam uma base para o espaco tridimensional, ou ainda, que os trés vetores
geram como subespaco vetorial o proprio R3.

5.4 42 aplicacao
Vamos resolver o sistema linear

l‘1+0$2—|—l‘3:b1
—.T1+$2+0£I?3:b2
OCEl—i‘—.Z’Q—SL'gIbg

Escrevendo o sistema na forma matricial, temos:

1 0 1 T b1
—1 1 0 i) = b2
0 -1 -1 xs3 bg
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Fazendo a multiplicacao dessas matrizes, obtemos:

1 0 1 b
I —1 —+ X9 1 +(L’3 0 = b2
0 | —1 | -1 bs
Sejam
1 [ 0] 1 by
i=|-1|:5=| 1|, =] 0l|:b=|by
0 = —1 bs

vetores do espaco R?, temos:
21U + XU + x3wW = b.

Geometricamente, temos:

— —

Figura 5.9: Subespago vetorial gerado pelos vetores w, ¥ e w0

Como foi dito anteriormente, nao é facil visualizar pelo grifico que os vetores sao
LD (coplanares). Foi necesséario utilizar o programa Winplot para fazer todos os
graficos no R3.

Vamos resolver o sistema

ZE1+OZE2+CL’3:b1
—1’1+[L’2+0[L’3:bg
01‘1—]72—5133:b3
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Fazendo Lo <+ L1 + Lo, temos:

$1+O$2+$3:b1
0$1+$2+$3:b1+bg
0I1—$2—$3:b3

Agora, fazendo L3 <> Ly + L3, temos:

l‘1+0$2+3§3:b1
O$1+l‘2+$3:b1+b2
O$1+Ol’2+0$€3:b1+62+b3

De L3, temos que:
e Se by + by + b3 = 0, entao o sistema sera possivel e indeterminado.

Graficamente, temos:

Figura 5.10: Equacao do plano que passa na origem

Portanto, os 4, v e W geram como subespaco vetorial o plano b; + by + b3 = 0, que
passa pela origem.
Suponhamos que a matriz B seja dada por:

1
B = 1
-2

Vamos resolver o sistema

$1+0$2+$3:1
—$1+$2+0$3:1
Oxl—IQ—.I'g:—Q
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Utilizando a eliminacao gaussiana e fazendo Ly <> Ly + Lo, temos:

.T1+0£L’2+333:1
0$1+l‘2—|—l’3:2
05(?1—1'2—1‘3:—2

Agora, fazendo L3 <> Lo + L3, temos:

[E1+OZE2+1’3:1
O0xy + 20 + 73 =2
0$1+0$2+0$3:O

De Lo, temos que: x9 = 2 — x3.

De L4, temos: 21 =1 — x3.

Assim, S = {(1 —x1;2 — x3;x3) : 3 € R}
Geometricamente, temos:

/ J

Figura 5.11: Equacao do plano que passa na origem

Portanto, associamos sistema possivel e indeterminado a vetores LD (coplanares).
Refrisando, os vetores i, ¥ e w geram como subespaco vetorial o plano by +by+bs = 0,

que passa pela origem.
e Se by + by + b3 # 0, entao o sistema serd impossivel.

Agora, suponhamos que a matriz B seja dada por:

1
B=|1
0
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Entao, vamos resolver o sistema

$1+0$2—|—ZL‘3:1
—$1+£L‘2+03§'3:1
Oxl—$2—$3:0

Utilizando a eliminacao gaussiana e fazendo Fy <> F; + Es, temos:

x1+0$2+x3:1
Oy + 2o + 13 =2
OIl—J?Q—ZL‘g:O

Agora, fazendo L3 <> Ly + L3, temos:

x, + 01‘2 +x3 = 1
0331 + X9 + a3 = 2
0x1 + 0x9 4 0z3 = 2(absurdo!)

De L3, concluimos que o sistema é impossivel. Observe agora, a representacao

geométrica dos vetores envolvidos neste sistema:

v

-
/

Figura 5.12: Equacao do plano que passa na origem
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CONSIDERACOES FINAIS

Diante do exposto, apesar da dificuldade de encontrar um elo que levasse o aluno,
que esta concluindo o ensino médio, a compreender o que ele vai estudar em algebra
linear no ensino superior, o objetivo deste trabalho aqui elaborado é apresentar de
forma pratica e detalhada essa conexao.

E claro que a construcio de material a exemplo deste é apenas o primeiro passo
para uma transformacao na forma de ensinar. E preciso que haja vontade, criati-
vidade e disposi¢ao de aprimorar a técnica de ensinar a matematica, mesmo com
todas as dificuldades que nos professores enfrentamos na nossa profissao.

E preciso sempre ter em mente, que toda mudanca exige esforco, e todo es-
forco é valido e precisa ser continuo, e sem duvida trard recompensas para todos os

envolvidos no processo.
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