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e calculadoras na educagcao matemdtica
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Professor Ubiratan D’Ambrésio



Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar, ao aluno do Ensino Médio, uma
interpretacao geométrica para o ensino dos sistemas de equacoes lineares 3X3 e discutir
a solucao desse tipo de sistema através da andlise da posicao relativa de trés planos no

espaco. Essa abordagem utiliza como base o software GeoGebra na sua versao 3D.

Palavra-chave: sistemas lineares, planos no espaco, GeoGebra 3D



Abstract

This study aims to present, the high school student, a geometric interpretation
to the teaching of linear equations 3X3 and discuss the solution of such a system by
analyzing the relative position of three planes in space. This approach uses as a basis

GeoGebra software in its 3D version.

key words:linear systems, planes in space, GeoGebra 3D
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Introducao

Esse trabalho foi motivado pela constatagao, por intermédio de uma pesquisa em
diversos livros didaticos comercializados atualmente, que a interpretacao geométrica dos
sistemas lineares 3X3 nao é abordada hoje no Ensino Médio no Brasil. Sendo dado
exclusivamente um tratamento algébrico, muitas vezes sem nenhuma contextualizacao,

para o tema.
Esse trabalho foi organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1, proponho uma reflexao sobre o papel do professor em sala de aula,
tendo em vista as profundas mudancas ocorridas na nossa sociedade nos tltimos anos.
Ainda nesse capitulo, destaco também a importancia de uma analise cuidadosa sobre o

uso da tecnologia no ambiente escolar.

No Capitulo 2, apresento de uma forma simplificada o software GeoGebra 3D,
destacando suas principais caracteristicas, ferramentas de trabalho, janelas de visualizagao

e possibilidades de construcoes geométricas.

No Capitulo 3, destaco alguns dos matematicos que contribuiram para a construcao
da teoria dos sistemas lineares. Faco esse destaque, por considerar importante que os
estudantes do Ensino Médio percebam que os assuntos estudados evoluiram ao longo do
tempo, mas também que, em geral, se originaram de problemas concretos enfrentados
pela humanidade no seu dia-a-dia. Nesse capitulo, os dados biograficos apresentados

foram extraidos de [3] e [§]

Nos Capitulo 4 e 5, defino os principais elementos tedricos utilizados no estudo
dos sistemas de equagoes lineares, bem como, os principais métodos para a resolucao
dos sistemas lineares estudados na educacgao bésica, exemplificando cada um com uma
questao contextualizada do ENEM ou de um exame vestibular do Brasil. As defini¢oes

apresentadas nesses Capitulos sao as propostas por [3] e [5]

No Capitulo 6, apresento a interpretagao geométrica para os sistemas de equagoes

lineares 2X 2, através da andlise da posicao relativa de duas retas no plano. Enquanto que



para os sistemas de equacoes lineares 3X 3, proponho a andlise da posicao relativa de trés
planos no espago. Anélise essa também proposta por [4]. E exatamente nesse ponto do
trabalho que o software GeoGebra 3D é utilizado como ferramenta para a visualizacao das

trés posicoes relativas entre duas retas e das oito posigoes relativas entre os trés planos.

Por fim, nos Capitulos 7 e 8, descrevo algumas sugestoes para criar atividades com

o GeoGebra e apresento as conclusoes finais desse trabalho.



Capitulo 1

O papel do professor e o uso da

tecnologia no ambiente escolar

Muito destaque tem sido dado as questoes que permeiam o processo de ensino-
aprendizagem, em consequéncia das constantes mudancas ocorridas na nossa sociedade.

Por isso, a escola tem passado por uma série de transformacoes.

Tendo em vista essa transformacao, a missao do professor ganha uma nova di-
mensao: possibilitar que, ao acessar informacoes, o aluno seja capaz de decodifica-las,
interpreta-las e, a partir disso, emitir um julgamento. O professor é, entao, um mediador
entre o conhecimento e o aluno, tendo como prerrogativas facilitar, incentivar e avaliar o

processo ensino-aprendizagem.

Ao assumir essa posicao, pressupoe-se que o professor passe por uma profunda
)
mudanca, principalmente em relacao a suas capacidades e procedimentos profissionais,

permitindo-lhe encarar e desenvolver o curriculo de forma reflexiva, autonoma e critica.

Na funcao de facilitador da aprendizagem, o professor nao expoe todo o conteudo
para o aluno, mas fornece informacoes que dificilmente ele teria condicoes de obter sozinho,

dando-lhes as ferramentas necessarias para a construgao de seu conhecimento.

Ja na funcao de mediador, o professor é responsavel por pautar os procedimentos
utilizados pelo aluno nos processos de resolucao, promover debates e reformulacoes, bem

como orientar e destacar as solugoes mais adequadas.

O professor na funcao de incentivador nao pode deixar de lado seu papel social
no ambiente escolar. Ele deve conhecer as condicoes socioculturais, as expectativas e
as competéncias cognitivas dos estudantes. Dessa maneira, pode selecionar situagoes

relacionadas ao cotidiano do aluno ou mesmo trabalhar determinados conteiidos em varios



contextos. Como incentivador, deve, ainda, estimular o trabalho coletivo entre os alunos,
tao importante quanto a interacao entre aluno e professor, e propiciar um ambiente de
aprendizagem em que os estudantes tenham a oportunidade de confrontar e argumentar

suas ideias.

A missao dos educadores € preparar as novas geracoes para o mundo em que terao
que viver. Isto quer dizer proporcionar-lhes o ensino necessdario para que adquiram
as destrezas e habilidades que vao necessitar para seu desempenho, com comodidade

e eficiéncia, no seio da sociedade que enfrentarao ao concluir sua escolaridade. |[...]

[9]

Ao professor de Matemadtica é necessario estar imerso no mundo cultural, social
e politico em que vivemos apresentando conhecimentos que vao além de sua disciplina,
procurando relacionar Matematica e sociedade. Ao considerar a disciplina de Matematica,

cabe ao professor:

[...] o papel de valorizar essa disciplina tornando-a prazerosa, criativa e, mais
ainda, tornando-a util, garantindo, assim, a participacao e o interesse, da parte dos
alunos, assim como da comunidade, a fim de proporcionar um aprendizado eficiente

e de qualidade. [T]

Quanto ao uso do computador, de maneira geral, pode existir uma confusao en-
tre educacao informatica e informatica na educagao. O objetivo principal da educacao
informatica é preparar o individuo para o mercado de trabalho, ensinando a ele concei-
tos computacionais, os fundamentos sobre o funcionamento do computador e também a
utilizagao de alguns softwares para trabalhos especificos. Em relacao a informética na
educacao, o computador assume outro papel: sua insercao tem participagdo no processo
de ensino-aprendizagem.Nesse caso, sua utilizacao ocorre na obtencao e na troca de in-

formacoes, no desenvolvimento de conceitos, entre outros.

[...] o trabalho com o computador provoca uma mudan¢a na dindmica da aula, a
qual exige do professor novos conhecimentos e acoes. Nao se trata de considerar que
todas as agoes do professor estardo centralizadas no computador, mas, também, nao
se trata de considerd-lo como um instrumento cujo uso serd submetido aos elementos

usualmente presentes na profissao. [0]

Em varias ocasioes, a utilizacao de alguns softwares pode propiciar a facilitacao de
praticas de dinamicas em sala de aula ou até mesmo permitir a exploracao de algo que

seria inviavel sem a presenca desses recursos.



[...] No uso de tecnologia para o aprendizado da Matemdtica, a escolha de um
programa torna-se um fator que determina a qualidade do aprendizado. E com
a utilizagao de programas que oferecem recursos para a explora¢ao de conceitos e
ideias matemdticas que estd se fazendo um interessante uso da tecnologia para o

ensino da Matemdtica. [...] [I]

Diante de um quadro de permanentes e intensas transformagoes sociais, economicas,
tecnolodgicas, politicas que temos presenciado, em um ritmo acelerado, e de todas as in-
certezas e indefini¢coes decorrentes, é fundamental que avaliemos constantemente as pos-
sibilidades e os limites do uso de tecnologias em sala de aula. Nesse sentido, destaco trés

aspectos sobre as influéncias da revolucao da informacao e o uso das novas tecnologias.

Em primeiro lugar, se por um lado, a escola nao pode negar a quantidade de
informagoes que é produzida a cada dia e fora dela, por outro um de seus grandes desafios
¢ transformar essa informagao em conhecimento. Cada vez mais os alunos chegam a escola
com um significativo capital de informacoes e preconcepgoes sobre diferentes ambitos da
realidade. No entanto, nao basta ter acesso, possuir e acumular informacoes. Elas podem
nao passar de meros ruidos se nao formos capazes de estabelecer relagoes entre elas. E
necessario selecionar as informagoes pertinentes numa determinada situagao, analisa-las,

sintetiza-las, transforma-las em conhecimento, tendo em vista a sua vinculacao e aplicacao

num contexto para além dos muros da escola.

Em segundo lugar, nao posso deixar de assinalar a inquestiondvel importancia de
um dos produtos dessa revolugao tecnoldgica na educacao, o uso da informatica. No en-
tanto, é preciso considerar que as tecnologias serao sempre insuficientes por si s6. De fato,
o uso da informatica nao s6 representa um recurso facilitador do processamento, arma-
zenamento e transmissao de informagao, bem como um recurso para o ensino e apren-
dizagem. O computador pode servir como gerenciador de simulagoes, pode possibilitar
a criagao de um ambiente de investigagao, de reflexao, de critica que estimule o prazer
pela pesquisa, pelas discussoes, pelo levantamento de hipoteses, enfim, pela aprendizagem.
Considerando a conducao de pesquisas e manejo das informagoes de forma diferenciada,
a informatica permite a criacao de uma maneira singular e pessoal de representacao e
organizacao do conhecimento. No entanto, é preciso considerar que as tecnologias serao

sempre insuficientes por si so.

E, em terceiro lugar, como consequéncia dos aspectos anteriores, é importante que
a escola coloque foco na discussao sobre as tecnologias tendo em vista as implicacoes de
seu uso em diferentes dimensoes: técnica, ideolégica, politica, ética, etc. Isso significa

que a escola deve refletir sobre suas metas considerando a vida e a atuacao do aluno num



meio em que a tecnologia esteja presente; o uso dessa tecnologia com responsabilidade e
criatividade; o favorecimento tanto do desenvolvimento pessoal do aluno, como de con-
tributos para toda a sociedade; a valorizagao e a assimilagao construtiva das inovagoes
tecnologicas; a possibilidade de maior vinculacao entre diferentes espacos de ensino e

cultura.

Por fim, os problemas e os desafios que as mudancgas tecnoldgicas apresentam
e impoem a sociedade se constituem como elementos significativos para a reorientacao
permanente de diretrizes para a escola e para o curriculo. Cabera a cada escola incorporar
estudos na area de informatica, posicionar-se quanto a necessidade de formacao de seus
professores bem como conhecer e analisar softwares educacionais. Cabera ao professor
conjugar o uso do computador com o livro didatico adotado da maneira que considerar

mais adequada.



Capitulo 2

GeoGebra

2.1 O que é o GeoGebra?

GeoGebra é um software gratuito de matematica que retine recursos de geometria,
algebra, tabelas, gréaficos, probabilidade, estatistica e calculos simbdélicos em um 1nico

ambiente.

A versao inicial do programa foi criada no final de 2001 por Markus Hohenwarter

da Universidade de Salzburg para educacao matematica nas escolas.

Por um lado, o GeoGebra é um sistema de geometria dindmica. Permite realizar
construcoes tanto com pontos, vetores, segmentos, retas, secoes conicas como com fungoes
que podem se modificar posteriormente de forma dinamica. Por outro lado, equagoes
e coordenadas podem estar interligadas diretamente através do GeoGebra. Assim, o
software tem a capacidade de trabalhar com varidveis vinculadas a nimeros, vetores e
pontos; permite achar derivadas e integrais de fungoes e oferece comandos, como raizes e

extremos.

Essas duas visoes sao caracteristicas do GeoGebra: uma expressao em &lgebra

corresponde a um objeto concreto na geometria e vice-versa.

Assim, o GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, ao mesmo tempo,
representacoes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si. Além dos aspectos
didaticos, o GeoGebra é uma excelente ferramenta para se criar ilustracoes profissionais
para serem usadas no Microsoft Word, no Open Office ou no LaTeX. Escrito em JAVA e
disponivel em portugues, o GeoGebra é multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado

em computadores com Windows, Linux ou Mac OS.

Os sites www.pucsp.br/geogebrasp/, do Instituto GeoGebra de Sao Paulo, e www.



geogebra.im-uff.mat.br/bib.html, do Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro, fornecem os
links para downloads tanto do software como dos tutoriais de uso, além de exemplos de

aplicagoes em sala de aula. Acesso em 10/11/2014.

Outros exemplos de uso podem ser encontrados em: http://pt.wikibooks.org /wiki/
Aplicagoes_do_GeoGebra_ao_ensino_de_Matematica/Atividades. Acesso em: 12/12/2014.

2.2 Visao geral do GeoGebra

O GeoGebra tem inumeras ferramentas que serao tteis na produgao de figuras
para as aulas expositivas, criacao de applet para rodar na internet, execucao de sequéncias
didaticas para conteudos de Matematica do ensino fundamental e médio. Trata-se de um
software com seis areas principais de trabalho:

a) Menu Principal;

b) Barra de Ferramentas;

c) Janela de Algebra;

d) Janela de Visualizagao;

e) Janela de Visualizagao 3D;
)

f) Campo de Entrada.
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Figura 2.1: tela do GeoGebra mostrando as areas de trabalho

Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Margo 2015)

Além da barra de tarefas do Windows (arquivo, editar, exibir, opgoes, ferramentas,
janela e ajuda) o GeoGebra tem uma barra de ferramenta com caixas indicando com icones
suas fungoes que vao desde a construgao de pontos, retas, vetores, angulos, poligonos,

circulos, arcos, mediatriz, bissetriz, inserir imagens, inserir texto e muito mais, até um



campo de entrada onde pode-se digitar comandos para inimeras construgoes inclusive
de gréficos. Em sua janela de visualizagao 3D podemos construir objetos como prismas,
piramides, cones, cilindros e esferas. Todas as fungoes icones e potencialidades do software

GeoGebra podem ser melhor visualizadas com a pratica de atividades.



Capitulo 3
Um pouco de histoéria

Em sala de aula, a utilizacao de textos sobre a historia, origem e evolucao de
alguns fatos e conceitos matematicos pode suscitar o estudo de determinados conceitos
pela Histéria da Matematica. O objetivo dessa abordagem é resgatar a historia do homem
como sujeito criador ao longo do tempo e compartilhar com os alunos o fato de que as
ideias e conceitos atualmente ensinados e aprendidos na escola sao, na realidade, frutos
da construcao do conhecimento matematico em épocas passadas e atuais. Estabelecer
relagoes por intermédio da Historia da Matematica pode representar a construcao de um

contexto para uma aprendizagem mais significativa.

Os estudos das matrizes e dos determinantes estao diretamente relacionados aos
processos de representacao, resolucao e sistematizacao dos sistemas lineares. Documentos
historicos mostram que os sistemas de equagoes lineares foram estudados no Oriente, mais
propriamente pelos chineses, por volta do ano 200 a.C. Nessa época, eles ja desenvolviam
resolugoes usando o método de eliminacao dos coeficientes dos termos desconhecidos por
meio de operacoes elementares. Esse método atualmente é conhecido como método de

eliminagao ou método de escalonamento de Gauss (ou de Gauss-Jordan).

Somente no século XV I (em 1683) é que Seki Kowa, considerado um dos maiores
matematicos japoneses, usou a ideia de determinantes na resolucao de sistemas lineares,
sistematizando, dessa maneira, um antigo procedimento chinés para resolver sistemas de
equacoes encontrado no livro Nove capitulos sobre a arte da Matematica, escrito em cerca
de 250 a.C, na China (mas apenas para o caso de duas equagoes). A primeira ideia de
determinante, presume-se, ja existia na China antiga onde os coeficientes de equacoes

lineares eram representados com varetas de bambu.

Alguns anos depois de Seki Kowa, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716 — diplo-

mata, filésofo, cientista e matematico alemao) estabeleceu condigdes de compatibilidade

10
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de um sistema de trés equagoes e duas incognitas. Nessa época Leibniz representava os

coeficientes por 1o, por exemplo, o que, atualmente, representamos por ajs.

A conhecida regra de Cramer (Gabriel Cramer, 1704 — 1752 — fildsofo e matematico
suigo), utilizada na resolucao de sistemas lineares de n equagées com n incognitas, foi,
na verdade, um método desenvolvido por Colin MacLaurin (1698 — 1746 — matemético
escocés) em 1729, mas publicado somente em 1748. Cramer foi professor de Matematica
e de Filosofia da Universidade de Genebra e membro da Academia de Berlim e da London
Royal Society, realizou seus estudos de maneira independente de MacLaurin, chegando a

regra que leva seu nome por volta de 1750, em um estudo sobre curvas planas.

Em 1764 0 matematico francés Etienne Bézout (1730 — 1783), sistematizou o pro-
cesso de estabelecimento dos sinais dos termos de um determinante. Em 1771, outro
matemético francés, Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 — 1796), empreendeu a
primeira abordagem da teoria dos determinantes independente dos estudos dos sistemas
lineares, embora também os usasse na resolucao destes sistemas. Em 1772 Pierre-Simon
Laplace (1749 — 1827) publica num artigo o teorema que permite a expansao de um

determinante através do célculo dos complementos algébricos.

Em 1812, o francés Louis Augustin Cauchy (1789 — 1857) criou o termo deter-
minante, usado atualmente, em um artigo de 84 pédginas em que retine tudo que era
conhecido sobre o assunto, propondo simplificacoes na notacao e demonstrando um im-
portante teorema de forma mais precisa que em uma demonstracao feita anteriormente
por outro francés, o matemético e professor de astronomia, Jacques Philippe Marie Binet
(1786 — 1856). A partir dai, a teoria dos determinantes tornou-se um ramo da Algebra,
passando, entao, a ser largamente utilizada. Assim como Cauchy, Carl Gustav Jacob Ja-
cobi (1804 — 1851), nascido em Potsdam, Prissia, atual Alemanha, deu grande impulso a
notagao e a aplicacao desse conceito. Jacobi morreu prematuramente de variola, quando

era um dos mais famosos matematicos da Europa.

Professor na Universidade de Francesa de Estrasburgo, durante trinta anos, o ma-
tematico francés Pierre Frederic Sarrus (1798-1861), nascido em Saint Affrique, elaborou
a regra para o calculo de determinantes de ordem 3 provavelmente no ano de 1833. Foi
premiado pela Academia Francesa de Ciéncias em 1842. Um ano antes, em 1841 Arthur
Cayley (1821-1895) utiliza pela primeira vez a notagao de determinantes com duas barras
verticais que utilizamos hoje. O conceito de matriz aparece em 1858 num trabalho de

Cayley sobre transformacoes do plano.

No século X T X, Carl Friedrich Gauss (1777—1855 — fisico, astronomo e matematico
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alemao) e Wilhelm Jordan (1842 — 1899 — geometra e gedgrafo alemao) desenvolveram o

método de eliminacao de Gauss-Jordan ou método de escalonamento de Gauss.



Capitulo 4

Sistemas de equacoes lineares

4.1 Equacoes lineares
Equacao linear é toda equacao que pode ser escrita na forma
121 + Aoxo + a3xs... + apT, = b, (4.1)

em que ry, Tg, T3, ..., T, SA0 variaveis; os numeros reais a, as, as, ..., d,, SA0 OS
coeficientes das varidveis; e o nimero real b é o termo independente. Quando o termo

independente é nulo, a equagao linear é chamada de homogénea.

4.2 Solucao de uma equacao linear

Solugao de uma equagao linear é toda n-upla de nimeros reais (A1, A2, Az, ...,
An) que torna a igualdade a;x; + asws + agws... + a,x, = b verdadeira, isto é, tal que

a1\ + as Ao + azAz + ... + a, A, = b seja verdadeira.

4.3 Sistema de equacoes lineares

Um sistema de equacoes lineares de m equagoes com n incégnitas é um conjunto

de equagoes lineares que podem ser escritas na forma:

p

a1 + 122 + a13T3 + + A1y — b1
2171+ G22Ty +  ag3r3 + + apT, = by
asz1xq + a3ox9 + a33T3 + + aspl, = bg
Am1T1 + AmaX2 + Am3T3 + ... + AmnTp = bm

13
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em que i, Ta, T3, ..., T, SA0 varidveis; os nimeros reais aii, @12, Ain, - - - ;amls - - - 5 Qmn,
sao os coeficientes das varidveis; e os nimeros reais by, by, b3, ..., b, sao os termos inde-
pendentes. Quando todos os termos independentes sao nulo, o sistema linear é chamado

de homogeéneo.

4.4 Solucao de um sistema de equacoes lineares

A n-upla de nimeros reais (A1, Ay, Az, ..., A\,) é solugao de um sistema linear de m

equacoes com n quando ¢é solugao de cada uma das equacoes do sistema.

4.5 Numero de solucoes de um sistema linear

Existem apenas trés possibilidades para um sistema linear dado: ou ele nao tem
solucao, ou ele tem uma tunica solugao, ou ele tem infinitas solucoes. A prova deste fato

esta contida no resultado seguinte.

Proposicao 4.5.1. Se um sistema linear possui duas solugoes distintas, entdo ele possui

infinitas solugaoes.

Demonstracao 4.5.1. Seja AX = B um sistema linear e suponha que X1, X5 sao duas

solucoes distintas para este sistema. Pode-se afirmar que:

Xy=(1=-XM)X;+2X;

também serd uma solugao para este sistema para qualquer valor real de .
De fato,

AX, = A[(1-)MX;+ X, (4.2)

= A[(1 - N)X{]+ ANX] (4.3)

= (1-XNAX; + 2 AX, (4.4)

= (1-N)B+ B (4.5)

= B (4.6)

4.6 Classificacao de um sistema linear

De acordo com o nimero de soluc¢oes, um sistema linear é classificado em:
. sistema possivel e determinado (SPD), quando possui uma tnica solu¢ao;
. sistema possivel e indeterminado (SPI), quando possui infinitas solugoes;

. sistema impossivel (SI), quando nao possui solugao.



Capitulo 5

Métodos para a resolucao de

sistemas lineares

No Ensino Fundamental, o estudo dos sistemas de equagoes lineares restringe-
se, basicamente, a resolucao dos problemas que podem ser modelados através de duas
equagoes e duas varidveis ( sistemas 2 x 2). Nesse nivel de ensino, a resolugao desse tipo

de sistema é feita utilizando o método da adicao, o da substituicao ou o da comparagao.

Durante o Ensino Médio, novos métodos para a resolugao dos sistemas de equacoes

lineares sao apresentados aos alunos. Sao eles: A regra de Cramer e o escalonamento.

A abordagem dos sistemas lineares na Educacao Basica é destacada nas Orientagoes

educacionais complementares aos Parametros Curriculares Nacionais.

[...] Esses dois contetidos [equagdes polinomiais e sistemas lineares| devem receber
um tratamento que enfatize sua importancia cultural, isto €, estender os conheci-
mentos que os alunos possuem sobre a resolucao de equacoes de primeiro e seqgundo
graus e sobre a resolugao de sistemas de duas incognitas para sistemas lineares 3
por 3, aplicando esse estudo a resolucao de problemas simples de outras dreas do

conhecimento. |[...] [2]

5.1 Método da Adicao

Este método consiste em realizarmos a soma dos respectivos termos de cada uma
das equacoes, a fim de obtermos uma equagao com apenas uma incognita. Quando a
simples soma nao nos permite alcancar este objetivo, recorremos ao artificio de multipli-
carmos todos os termos de uma das equacoes por um determinado valor, de tal forma que

a equacao equivalente resultante nos permita obter uma equacao com uma inica incognita.

15



16

Exemplo 5.1

(ENEM) A soma dos gastos efetuados por um municipio para erradicar as doengas X
e Y é igual a R$77.000,00. Reduzindo-se R$5.000,00 nos gastos com a erradicacao da
doenca X e mantendo-se os gastos com a erradicacao de Y, a razao entre os gastos para a
erradicagao de X e Y, nessa ordem, serd igual a 5/4. Nessas condigoes, é correto afirmar
que os gastos para erradicar a doenga X superam os gastos para erradicar a doenga Y
em:

a) 9.000

b) 11.000

¢) 12.000

d) 13.000

e) 15.000

Resolugao
Gastos para erradicar a doenca X: x

Gastos para erradicar a doenca Y: y

vy = 7000 _ [ ety = 77000 (5) [ Se+dy = 385000 (5.1)
25000 _ 5 dz — 5y = 20000 dz — 5y = 20000 (5.2)
Yy

Efetuando-se (5.1) + (5.2), tem-se que
9z = 405000 .". x = 45000 e y = 32000

Logo x — y = 13000
Resposta: d

5.2 Método da substituicao

Este método consiste em escolhermos de forma arbitraria uma das equacoes e nesta
isolarmos uma das variaveis. Feito isto, substituimos, na outra equacao, a variavel isolada
na primeira pela expressao obtida no segundo membro da equagao obtida quando isolamos

essa variavel. A equacao resultante terd apenas uma variavel.

Exemplo 5.2

(ENEM) Uma companhia de seguros levantou dados sobre os carros de determinada ci-
dade e constatou que sao roubados, em média, 150 carros por ano. O numero de carros
roubados da marca X é o dobro do nimero de carros roubados da marca Y, e as marcas

X e Y juntas respondem por cerca de 60% dos carros roubados. O ntimero esperado de
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carros roubados da marca Y é:
a) 20

Resolucao
Numeros de carros roubados da marca X: z

Numeros de carros roubados da marca Y: y

T = 2
J S 24y =90 =3y=90..y=30ex—60
rT+y = %.150
Resposta: b

5.3 Meétodo da comparacao

Esse método consiste em isolarmos a mesma varidavel nas duas equagoes, reali-
zando em seguida a comparacao entre elas. Este procedimento também resultara em uma

equacao com uma unica variavel.

Exemplo 5.3

(ENEM) O prefeito de uma cidade deseja construir uma rodovia para dar acesso a ou-
tro municipio. Para isso, foi aberta uma licitacao na qual concorreram duas empresas.
A primeira cobrou R$100.000,00 por km construido (n), acrescidos de um valor fixo de
R$350.000, 00 enquanto a segunda cobrou R$120.000,00 por km construido (n), acresci-
dos de um valor fixo de R$150.000,00. As duas empresas apresentam o mesmo padrao de
qualidade dos servigos prestados, mas apenas uma delas podera ser contratada.

Do ponto de vista economico, qual a equacao possibilitaria encontrar a extensao da rodo-
via que tornaria indiferente para a prefeitura escolher uma das propostas apresentadas?

a) 100n + 350 = 120n + 150

b) 100n + 150 = 120n + 350

¢) 100(n + 350) = 120(n + 150)

d) 100(n 4+ 350000) = 120(n + 150000)

e) 350(n + 100000) = 150(n + 120000)

Resolucao

Valores cobrados pelas empresas: y
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Quilometro construido: n

= 100000n + 350000 = 1200007 + 150000

y = 100000n -+ 350000
y = 120000n + 150000

< 100n + 350 = 120n + 150

< 20n =200 .. n =10 e y = 1350000

Resposta: a

5.4 Regra de Cramer

O estudo dos determinantes consiste em uma forma de resolver sistemas n x n com
a vantagem de permitir que os sistemas sejam analisados a partir do determinante da sua
matriz incompleta. O método de resolver sistemas a partir de determinantes é conhecido

como Regra de Cramer.

Teorema 5.4.1. Seja S um sistema linear n xn, isto €, numero de equacées igual ao
numero de variaveis, tal que:

(

a11T1 + ai2r2 + a13r3 + + anpr, = b
911 + 99T + 9373 + + Aonly, — bg
S az1ry -+ azx9 + aszrs —+ + az,x, = b3
Ap1T1 + Ap2T2 + Qp3T3 + ..+ g = bn

\

Nessas condigoes, seja D o determinante associado a matriz A formada pelos coeficientes

das equagdes do sistema (matriz incompleta).

@11 a2 @13 ... Qip
21 Q22 Q23 ... Agpn
D = asy aso ass3 asn,
Ap1 QAp2 Ap3 ... Qpp

Se D # 0, entao S serd possivel e determinado, tendo como solug¢ao tunica a n-upla
()\1, )\2, )\37 ey /\n) tal que:

AZ:F', VieN/1<i<n

em que D; é o determinante obtido da matriz A, substituindo-se a i-ésima coluna de A

pela coluna dos termos independentes das equacoes do sistema.



Demonstracao 5.4.1. Considere o sistema:

FEsse sistema pode ser escrito na forma matricial A.X = B,

ai
a1

A = asy

anl

;

\

a;lry +
a911 +
az1r; +
Ap1T1 +

a12
22

a32

An2

@13
@23

a33

(n3

Q1272

22T 2

322

An2T2

a1n
Q2n,

a3n,

ann

- nxn

+  a1373
+ @933
+  a33rs3
+  an3Ts3

_|_

+
+

_|_

Serd mostrado que tal equacao admite solugcdo unica.

1% parte: Existéncia da solucao

Por hipdtese, D # 0, logo existe a matriz inversa A~

+ o+

+

X1
X2

xs3
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A1nTy = bl
A2ndn b2
a3nTy = b3
Apndn = bn
na qual:
by
by
) B = b3
b
nx1 L " dpx1

Considere a matriz Xo = A~1.B. Vamos provar que X, € solucio da equacdo matricial

AX =B.

De fato, A.(A"Y.B) = (A.A™1).B =1.B = B, o que prova a existéncia da solugado.

2% parte: Existéncia da solugao

Para provar que Xo = A™L.B € solucdo tnica, vamos supor que A.X = B tenha outra

solucao X1, isto é, A.X; = B.

Entdo, X =1.X,= (Ail.A).Xl = Ail.(A.Xl) =A1'B= Xo.

Por outro lado, sabemos que A~! pode ser calculada pela férmula:

em que A;; é o cofator do elemento a;; da matriz A.

Logo
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Ay Ay Az An by
1 A12 A22 A32 An2 b2
Xo=A"1'B= D Az Agg Asg Aps b3
L Aln A2n ASn Ann ] | bn ]
Tendo em conta que
_ A _
A2
XO - A3 )
- An -

concluimos que \; é dado por:

1
A\ = 5.(A11'b1 + Ag.by + A31.b3 + ...+ An1~bn>
1 D
= D, o))

De forma andloga, obtemos Ay, A3, ..., Ay,.

Com base na regra de Cramer podemos classificar um sistema n x n, da seguinte ma-
neira:

1. Se D # 0, o sistema ¢é possivel e determinado.

2.5 D=0e Dy =Dy =D3=..=D, =0, o sistema é possivel e indeterminado.

3. Se D = 0 pelo menos um dos determinantes D1, Do, D3, ..., D,,, for diferente de zero, o

sistema é impossivel.

Exemplo 5.4

(UFTM) Trés pacientes usam, em conjunto, 1830 mg por més de um certo medicamento
em capsulas. O paciente A usa capsulas de 5 mg, o paciente B, de 10 mg, e o paciente
C, de 12 mg. O paciente A toma metade do nimero de capsulas de B e os trés tomam
juntos 180 capsulas por més. O paciente C' toma um nimero de capsulas por més igual a
a) 30

b) 60
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c) 75
d) 90
e) 120

Resolucao

Numero de pilulas de A: a
Ntumero de pilulas de B: b
Numero de pilulas de C: ¢

De acordo com o enunciado, montamos o seguinte sistema:

at+b+c = 180 at+b+c = 180
5a +10b 4 12¢ = 1830 <« 5a + 106+ 12¢ = 1830
2a = b 2a — b+ 0c =0

Calculando-se D, obtemos:

1 1 1
D=[5 10 12|=(0+24—-5)—(20—-124+0)=19—-8 =11
2 -1 0

Substituindo-se a coluna dos coeficientes da variavel ¢, pelos termos independentes das

equacgoes e em seguida calculando-se D, obtemos:

1 1 180
D.=|5 10 1830 | = (0+ 3660 — 900) — (3600 — 1830 + 0)
2 -1 0

D, = 2760 — 1770 = 990

Logo, temos que
90

L _De_ 990 _
===

11

Resposta: d

5.5 Escalonamento

Diz-se que um sistema de equacoes lineares estd na forma escalonada se possui as

seguintes caracteristicas:
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1. Todas as equagoes possuem as variaveis dispostas numa mesma ordem;
2. Cada equacao possui pelo menos um coeficiente nao nulo;
3. Em cada equagao, os coeficientes nulos estao dispostos a esquerda dos nao nulos;

4. O ntumero de coeficientes nulos aumenta de uma equacao para a outra.

Se um sistema escalonado apresentar niimero de equacoes igual ao niimero de variaveis,
entao ele é possivel e determinado (SPD), ou seja, ele terd uma tinica solugao. No caso do
sistema escalonado apresentar niimero de equagoes menor do que o numero de variaveis,
entao ele é possivel e indeterminado (SPI), ou seja, ele terd infinitas solugbes. Nos siste-
mas com essa caracteristica, as variaveis que nao aparecem no inicio de nenhuma equagcao
sao denominadas, por convencao, variaveis livres. O grau de liberdade ou de indeter-
minagao de um sistema linear depende exclusivamente do nimero de variaveis livres, por
exemplo, se o sistema tem grau de indeterminacao 1, entao o mesmo possui apenas uma
variavel livre. O nimero de variaveis livres de um sistema escalonado com m equacoes e

n variaveis é dado por n—m.

Exzemplo 5.5
(FGV/MODIFICADA) As livrarias A, B, C' e D de uma cidade vendem livros de Ma-
tematica de 6° ao 9° anos do Ensino Fundamental, de uma mesma colecao, com preco

comum estabelecido pela editora. Os dados de vendas didrias sao os seguintes:

Numero de livros vendidos
Livrarias Valor total recebido (RS)

6° ano | 7" ano | 8° ano | 9° ano
A 2 2 3 2 563,10
B Z 1 2 4 566,10
C 0 5 0 0 304,50
D 3 2 5 1 687,90

Nessas condigoes, determine o preco, em reais, de cada um dos livros da colecao.
Resolugao
preco de venda do livro do 6° ano: x
preco de venda do livro do 7° ano: y
preco de venda do livro do 8° ano: 2

preco de venda do livro do 9° ano: w
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De acordo com o enunciado do proplema, podemos montar o sistema:

20 + 2y + 3z + 2w = 563,10
2 + y + 2z + 4w = 566,10

Sy = 304,50
v + 2y + 5z + w = 687,90

S

Como by = 304, 50, conclui-se que y = 60, 90. Substituindo o valor de y no sistema

inicial obtém-se:

2v + 3z + 2w = 441,30
2¢ 4+ 2z 4+ 4w = 505,20
3r + 5z + w = 566,10

Dividindo-se a segunda equacao por 2 e permutando a posi¢ao da 1* com a 2?

equacao, obtém-se:

2 4+ 3z + 2w = 441,30 r + z 4+ 2w = 252,6
r 4+ z 4+ 2w = 252,60 = ¢ 2r + 3z + 2w = 441,30
3r + 52 4+ w = 566,10 3r + 5z + w = 566,10

Multiplicando-se a primeira equagao por —2 e adicionando-a a segunda, tem-se:

r + z 4+ 2w = 252,60 r + z 4+ 2w = 252,60
2 + 3z + 2w = 441,30 = z — 2w = -—63,90
3r + 5z 4+ w = 566,10 3r + 5z + w = 566,10

Multiplicando-se a primeira equacao por —3 e adicionando-a a terceira, tem-se:

r + z + 2w = 252,60 r + z + 2w = 252,60
z — 2w = —-63,90 = z — 2w = —63,90
3r + 5z 4+ w = 566,10 2z — bw = —191,70

Finalmente, multiplicando-se a segunda equagcao por —2 e adicionando-a a terceira, tem-se:

r + z + 2w = 252,60 r + z 4+ 2w = 252,60
z — 2w = —-63,90 = z — 2w = —63,90
2z — bw = —191,70 — w = —63,90

Assim, o sistema S fica escalonado.
Isto posto, é facil perceber que w = 63,90, z = 63,90 e x = y = 60,90

Resposta: Os pregos de venda dos livros sao: 6° ano e 7° anos, R$60,90 cada;
8° e 9° anos, R$63,90 cada.



Capitulo 6

Interpretacao geométrica

6.1 Sistemas lineares 2x2

Consideremos o sistemas:

{alx + by =

asx + by = ¢

de duas equagoes com duas variaveis. Geometricamente, cada uma das equacoes, nessa
ordem, define as retas r e s, respectivamente. O par ordenado (z,y) é solugdo desse
sistema quando o ponto P(z,y) pertence a interseccao r N s, ou seja, quando P estd
simultaneamente nas duas retas.

Associados a esse sistema existem duas matrizes: uma incompleta (A) e outra

completa (B).

b b
A= (aij)2><2 = ar o e B= (bij)2x3 _ a b1 ¢
@z by as by c

Os vetores linha da matriz incompleta sao v; = (a1,b1) € va = (az, b2) e os vetores linha

da matriz completa sdo v; = (a1, b1, c1) e vy = (ag, b, ¢2), todos nao nulos.

6.2 Posicoes relativas de duas retas no plano

Sejam duas retas r:ax +by+c=0 e s:dx+by+c=0
Suponha inicialmente que b # 0 e ¥/ # 0 ( r e s nao sao paralelas ao eixo y). Nao é
dificil se convencer que r e s sao paralelas se, e s se, seus coeficientes angulares forem
os mesmos. Ou seja, precisamos que & = Z—,l Mas isto é equivalente a dizer que a’ = \a
e b/ = A\b para algum A € R. Observe que se ambas forem paralelas ao eixo y, entao

b=10 =0 e amesma condigao vale.

24



Se r e s forem coincidentes entao, pela condicao dada acima, temos que:

O=dz+by+d=Nar+by)+ =XNax+by+c)— e+ ==X e+,

e portanto ¢ = Ac.
Resumindo, obtemos o seguinte resultado.

Dadas duas retas no plano descritas pelas equacoes
riar+by+c=0 ¢ s:dx+by+c=0,

entao:
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1. Se o vetor (a,b) nao é multiplo de (o, V'), ou equivalentemente os coeficientes angulares

sao distintos entao as retas sao concorrentes.

2. Se o vetor (a,b,c) é multiplo de (a’, V', ¢') as retas sao coincidentes.

3. Se o vetor (a,b) é multiplo de (@', V'), ou equivalentemente os coeficientes angulares sdo

iguais entao, as retas sao paralelas.

1% Situacao: retas concorrentes

Neste caso, o sistema é possivel e determinado (SPD). Logo, pelo exposto acima em 6.2,

o sistema tem uma tunica solucao se, e somente se, os vetores v; e vy sao linearmente

independentes, ou seja, o determinante da matriz incompleta (A) é nao nulo.

Exemplo 6.2.1

r — 3y = 4 | v = (1,-3)
3r + y = 10 ve = (3, 1)
€7 1 situagio (2x2) - figura 1.ggb = e S
Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda
A 3 ||l . . B
DB N 02
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
= Nimero %
9 3,=1
T
5 b=3 = a;=1
b,=1
@ %2 a,=3
@ €4 %
c,-10
@ & by=-3
Reta a
@ rx-3y=4
5 s3x+y=10 by=1
Vecor3D p ——
. ¢ =4
ovi=|-3| 1
——
4 1
6=10 |q
—_———
@Va=| 1]
i o
i A 2 g ] % ) T ] ] 7 [ ] LI~ T ¥~ R T
Vetor
>w= 3 '
=)
E | P
a
n
s
s
Entrada A
_— ~ 2 300
Bl 0 O s ®W/eole T

Figura 6.1: Retas concorrentes.

Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Margo 2015)
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2% Situacao: retas paralelas coincidentes
Nesta situacao, todos os pontos P(x,y) de r sao solugdes do sistema. Existem, portanto
infinitas solugoes para o sistema. Assim, o sistema é possivel e indeterminado (SPI).

Logo, pelo exposto acima em 6.2, isso ocorre quando V; e V5 sdao miltiplos um do outro.
Exemplo 6.2.2

r — 3y = 4 Vi=(1,-3,4)
logo
20 — 6y = 8 Vo = (2,—6,8)
3 2 situagio (2x2) - figura 2.ggb = )
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
DEEEEOERND=0 %
» Janela de Algebra 5 [ Janela de Visualizagio B
= Nimero 8- k=2
@ a,=1

a,=2

@

LN

o

-3
5 b,=6
@ ¢,=4

-8

-

o k=2 5 i
= Reta _—
@ nx-3y=4
@ six-3y=4
= VectoraD

1
3

- 74\;‘ 1 _._4
Entrada )
B 0 5 8 ®]e0] e g2, ]
Figura 6.2: Retas paralelas coincidentes.
Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Marco 2015)

Nesse exemplo, temos que V5, = 2V)
Da primeira equagao x — 3y = 4 obtemos y = %‘4. Assim, as solugoes do sistema sao
todos os pontos da forma (z, “33;4), em que x é um nimero real qualquer.

3% Situacao: retas paralelas distintas

Nesta situacao, o sistema é impossivel, ou seja, ndo possui solucao (SI). Logo, pelo ex-
) ) ) )

posto acima em 5.2, isso ocorre quando vy e vy sao multiplos um do outro, mas os vetores

V1 e V5 nao sao multiplos um do outro.

Ezxemplo 6.2.3
r — 3y = 4 v =(1,-3) e V1 =(1,-3,4)
logo
20 — 6y = 1 ve = (2,-6) e Vo =(2,-6,1)

Temos nesse exemplo que v, = 2v1, mas os vetores V) e V5 nao sao multiplos um do outro.

Assim, esse sistema nao tem solucao; é impossivel.
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7 3 situagdo (2x2) - figura 2.ggb = S|
Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda
Aol Tl @e
DREPREERENEEE el
» Janela de Algebra ) Janela de Visualizagio
= Nimero 8- (£ ]
@ a,-1 S
a,=2
s
3 b=3 s //,/a‘:W
5 b= /,/
@ ¢,=4 4 o
c,=1 s
6 2 b,=-3
@ k-2 . =
——
Reta
P rx-3y=4
@ s:2x-6y=1 5
VectoraD e o
/ = =
{ ay —
ovi=|-3| 2 s ——— e—
Vo4 o e=1 4
/2 2 ——
@V:=| —6 | o
\ o o 2 T e z 3 z 5 5 7 5 g R IR R P~ N "R TR
Vetor
7 B
,v;:(_%) v =20
>w=(_2) 2
'
B
-
E
Entrada: s
@y - I Q (Wil G
Ol o © 3™ %] o

Figura 6.3: : Retas paralelas distintas.
Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Margo 2015)

6.3 Sistemas lineares 3x3

Counsideremos o sistemas:

amr + by + cz = di

asx + by + 9z
asr + byy + c32

da
ds

de trés equagoes com trés varidveis. Geometricamente, cada uma das equacoes, nessa

ordem, define os planos «, 5 e 7, respectivamente. O terno ordenado (z,y, z) é solugao

desse sistema quando o ponto P(x,y, z) pertence a intersecgao aN SN+, ou seja, quando

P esta simultaneamente nos trés planos.

Associados a esse sistema existem duas matrizes: uma incompleta (A) e outra

completa (B).

a b a by o 4
A= (aij)sxs= | as by ¢ e B=(bj)sxa=| az by co dy
az by c3 az by c3 dj
Os vetores linha da matriz incompleta sdo vy = (a1,b1,¢1), vo = (ag, by, c2) € vy =

(a3, b3, c3) e os vetores linha da matriz completa sao v1 = (aq, by, ¢1,dy), vo = (a9, by, ca, ds)

e v3 = (as, b3, c3,d3), todos nao nulos.
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6.4 Posicoes relativas de trés planos no espaco

1% Situagao: trés planos coincidentes

Nesta situacao, todos os pontos P(z,y, z) de a s@o solugoes do sistema. Existem, portanto
infinitas solugoes para o sistema. Assim, o sistema é possivel e indeterminado (SPI).
Essa situacao ocorre se, e somente se, os vetores Vi, V5 e V3 sao multiplos uns dos outros.
Exemplo 6.4.1

r — y + z =1 v =(1,-1,1,1)
3z — 3y + 3z = 3 logo wy=(3,-3,3,3)
6r — 6y + 62 — 6 Vs = (6,—6,6,6)

2] L situasio (3 - 55—

|| Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

)= INTEB o
IALd>ole)<Ned=] +] s
¥ Janela de Agenra (<) | b Janela de Visualizagdo () |+ _Janela de Visualizagio 30 [
imero Al DEOrc> D~ A~ K~ O~

a=1 b=3

A
°

oo
i1

c=6

[ X2 =N X X Fd

GIE@J @ . e L @101453015 b

Figura 6.4: Trés planos coincidentes.
Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Marco 2015)

Nesse exemplo, temos que Vo, = 3V, V3 =6V e V3 = 2V5.
Da primeira equacao x —y + z = 1 obtemos z = 1 — x +y. Assim, as solugoes do sistema

sao todos os pontos da forma (z,y,1 — z + y), em que x e y sdo nimeros reais quaisquer

2% Situacao: dois planos coincidentes e o terceiro é paralelo aos dois primeiros
Nesta situagao, o sistema é impossivel, ou seja, ndo possui solucao (ST7).
Essa situagao ocorre quando: V5 é multiplo de Vi, ou seja, Vo = k1V;, o que implica que
vy = kqv1; v3 = kovq ; porém V3 nao é multiplo de V.
Exemplo 6.4.2

x — y + z =1 Vi=(1,-1,1,1) e vy =(1,—-1,1)

3r — 3y + 3z = 3 logo V,=1(3,-3,3,3) e vy =(3,-3,3)

6xr — 6y + 6z 11 V3 = (6,—6,6,11) e v3 = (6,—6,6)
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Iquo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

[ ¥ Y o [ P N 2 T =
» Janela de Algebra } Janelade 4 > Janelade 50 3D
: .Nllr:e:m + LERscy D~ (1> K~ O

Figura 6.5: Dois planos coincidentes e o terceiro paralelo a eles.

Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Marco 2015)

Nesse exemplo, temos que V, = 3Vi; v3 = 6vy; porém V3 nao é multiplo de V;.

3% Situacgao: dois planos coincidentes e o terceiro os intersecta segundo uma
retar

Nesta situagao, todos os pontos P(z,y,z) da reta r sao solugoes do sistema. Existem,
portanto infinitas soluges para o sistema. Assim, o sistema é possivel e indeterminado
(SPI).

Reconhece-se que isso ocorre quando: V5 é multiplo de Vi, ou seja, Vo = k1 Vi, o que
implica que v, = kyvy; porém vz nao é multiplo de v;.

Exemplo 6.4.3

r — y + z =1 Vi=(1,-1,1,1) e vy =(1,—-1,1)
3r — 3y + 32z = 3 logo V,=1(3,-3,3,3) e vy =(3,-3,3)
—r + y + z = 3 Vs=(-1,1,1,3) e vg=(—-1,1,1)

Nesse exemplo, temos que a = 3, porém vz = (—1,1, 1) ndo é miltiplo de v; = (1, —1,1).
Assim, a N~y = r. Essa reta é formada pelos pontos P(z,y, z), cujas coordenadas sao as

solugoes do sistema:
r - + z =1
Y —= 2z=4 = z=2
-r + y + z =3

Se z = 2, entao y = x + 1. Portanto, as solugoes do sistema sao todos os pontos da forma

(z,z + 1,2) para qualquer valor real de x.
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2] 3 situagio (3x3) - figura 7.ggb — - TV——— [ ] |
Arquive Editar Exidir Opgties Ferramentas Janela Aluda Entrar...
(2] AL Ol @l a2 = )
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» Janela de Algebra » Janela A > Janelade 50 3D
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bl dX=(2-1,2)*A(2-2,0

Entrada:|

Figura 6.6: Dois planos coincidentes e o terceiro os intersecta segundo uma reta.

Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Margo 2015)

4% Situacao: os planos sao paralelos dois a dois

Nesta situacao, o sistema é impossivel, ou seja, nao possui solugao (ST).

Essa situacao ocorre quando v1,v9 € v3 sao multiplos uns dos outros, mas os vetores V1,15
e V3 nao sao miultiplos um do outro, dois a dois.

Exemplo 6.4.4

r — y 4+ z = Vi=(1,-1,1,1) e vy = (1,—1,1)
3z — 3y + 32 = 8 logo V3=1(3,-3,3,8) ¢ v=(3-3,3)

6xr — 6y + 6z = 11 V3 =(6,—6,6,11) e v3 = (6,—6,6)
2 4 situagio (33 - igura 8ggb. ==y

® vi6x-6y+62=11

Entrada:

= "6 E| = Fale

Figura 6.7: Trés planos dois a dois paralelos.
Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Margo 2015)
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Temos nesse exemplo que v1,v9 € v3 sao multiplos um do outro, mas os vetores V;,V5 e
V3 nao sao multiplos um do outro, dois a dois. Assim, esse sistema nao tem solucao; é

impossivel.

5% Situacgao: dois planos sao paralelos e o terceiro os intersecta segundo retas
paralela r e s

Nesta situacdo, como « e 3 sao paralelos, entao tem-se que oo N 3 = (). Isso implica que
anN BNy =(. Portanto, o sistema nao possui solugao; é impossivel (ST).

Isso ocorre situagao quando vy, = kyvy, porém V5 nao é multiplo de Vi, pois « é paralelo
a (. Além disso, v3 nao é multiplo de vy, pois v nao é palarelo a a.

Exemplo 6.4.5

r — y + 2z =1 Vi=(1,-1,1,1) e vy =(1,—-1,1)

20 — 2y + 2z = 5 logo Vo=1(2,-2,2,5) e vy =(2,-2,2)

6xr — 6y + =z = 11 Vs =(6,—6,1,11) e v3 = (6,—6,1)
'@namexs»—ﬁgmg@gb ——————— P )
Gl ololalNped=] =] 4

0 3D
E— \— DL oL A Al

b=2

c=§

a
rX=(1.92 008, 1)+A{550
5:X=(1.77,0.07, 0.8) + A (10,10, 0)

o

rada:

Figura 6.8: Dois planos paralelos e o outro os intersecta segundo retas paralelas r e s.

Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Margo 2015)

Observe que vy = 2v1, porém V5 nao é multiplo de V;. Observe também que v3 nao é

multiplo de v;. Assim, o sistema é impossivel.

6% Situacao: trés planos distintos que possuem uma tnica reta r em comum
Nesta situacao, todos os pontos P(z,y,z) da reta r sdo solugdes. Existem, portanto,
infinitas solugoes.

O sistema ¢ possivel e indeterminado (SPI). Essa situacao fica caracterizada quando ne-
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nhum dos vetores v1,v5 e v3 é miiltiplo do outro e V3 pode ser escrito como combinacao
linear de Vi e Vja, isto é, V3 = k1.V] + ko V5.
Exemplo 6.4.6

r - oy + oz =1 Vi=(L-11,1) e v =(1,~1,1)
3v — y + 4z = 5 logo Vo= (3,-1,4,5) e vy =(3,—1,4)
6x — 4y + 7z = 8 Vs =(6,-4,7,8) e v3=(6,—4,7)

Observe que nenhum dos vetores vy,v, € v3 é ml’ﬂtiplo do outro. E, também, que
Vs =3Vi+ Vs
3r — 3y + 3z =
/ logo Vs =3V + Vi,
3r — y + 4z =
ou seja,
6r — 4y + Tz = 8

Logo, o sistema ¢ indeterminado.

anN BN~y =r. Esta reta é formada pelos pontos P(x,y,z), cujas coordenadas sao as
solugoes dos sistemas:

r —y + z =1 a2
v — y + 4z = 5

¥
I3

{3x—y—|—4z:5
= y=

6z — 4y + 7z = 8
Portanto, as solugoes do sistema sao todos os pontos da forma (z, %, 4_3290) para qualquer

valor real de z.

'@ 6 situacio (33} - figura 10.ggb U — —— — [E=E)
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. |
)AL lbl\J\J-l*IAH@H < x]ped] 4] 4]
Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagé ®

ume:rj []jmﬁt:vov T~ &~ v

&

yrz-1

(1.36,079,0.43) +A (3,1, 2)
(1.57,0.86,0.29)+ A(:3,-1,2)
(1.57,0.86,029) +A(-3,-1,2)

...g...n...z
sw

x
13Xy +42=5
<6x -4y +72=8
a
rX=
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£X=

Figura 6.9: Trés planos distintos com uma reta em comum.

Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Margo 2015)
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7% Situacao: trés planos distintos que se intersectam, dois a dois, segundo retas

paralelas r, s e t umas as outras

Neste caso, o sistema ¢ impossivel (SI).

Os vetores vy, vy € v3 nao sao multiplos um do outro, pois nao existe paralelismo nem

conincidéncia entre nenhum dos planos. Além disso, percebe-se que vz = ki.v1 + ko.v9 €

Vi # k1.Vi+ k2. Vs
Exemplo 6.4.7

r — y + z =1
3r — y + 4z 5  logo
6r — 4y + Tz = 11

Vi=(1,-1,1,1) e v, = (1,—1,1)
Vo=1(3,—-1,4,5) e vy =(3,—1,4)
‘/E% = (67 _47 77 11) € U3 = (67 _47 7)

Observe que nenhum dos vetores vy,v9 € v3 é miltiplo do outro. E, também, que

v3 = 3vy + vg, porém V3 £ V; 4+ V5. Portanto, esse sistema é impossivel.

1

7=5
Vi6x-4y +7z=11

ef

a
X = (1.89,1.96,1.07) + A (3, 1,2)
5:X= (171,043, -0.14) + A9, 3, 6)
£X=(1.57,086,0.29) +A(:3,-1,2)

(I X FE Y]]

|47 stuagio (3) - figura LLggb T (=] E s |
Arquivo. Editar Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda Entrar... |
B BRSO oo OB DO

b _Janela de Algebra & [~ Janela de Visualizagdo 30 =
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Figura 6.10: Trés planos se intersectam, dois a dois, segundo retas paralelas umas as outras.

Fonte: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Margo 2015)

8¢ Situacao: trés planos que possuem um tnico ponto P em comum

Neste caso, o sistema ¢ possivel e determinado (SPD)..

E possivel provar que o sistema tem uma tunica solugao se, e somente se, os vetores vy,vy

e vz sao linearmente independentes, ou seja, o determinante de A é nao nulo.



Exemplo 6.4.8

x
3z

-y + z = v = (1,-1,1)

- y + 4z = logo vy =(3,—1,4)

— 4y + 9z = = (6,—4,9)

Vg_”_i‘“vﬁﬂﬁﬂ)—ﬁgwallggh | — E=E)
2 T\. GH & Npec] 2] W] =

c
Plano

~(0.25,0.25,15)
= (0.25,0.25,1.5)
=(0.25,0.25,1.5)

mxe (1.42,1.25,0.83) +A (5,3, 2)
51X~ (1.48,0.49,0.02) +A (7, 3,6)
£X=(1.57,086,0.29) +A(-3,-1,2)

ooogooo}obo

Figura 6.11: Trés planos com um tnico ponto em comum.

Fonte:

: Software GeoGebra 5.0.74.0-3D (14 Margo 2015)

6.5 Método Pratico

34

Determinacao da posicao relativa de trés planos no espago e classificagcao

do sistema linear 3 x 3

19 -

20 -

30 -

Escreva o sistema na forma canonica:

Defina os vetores normais aos planos através das suas coordenadas:

All‘ + Bly + C’lz + D1 =0
S Agl‘ + Bgy + CQZ + D2 = 0
A3.T + B3y + 032 + D3 =0

n7r1 — (AlaBlacl) nﬂ'g —

(A27 B27 CZ) n7r3 =

(A?n B37 03)

Verifique se existem vetores colineares (dois a dois ou os trés).
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49_ Analise as seguintes possibilidades:

e Se nao houver vetores colineares

Resolve-se o sistema, existindo 3 possibilidades:

a) Sistema possivel e determinado — os trés planos intersectam-se num ponto;

b) Sistema possivel e indeterminado — os trés planos intersectam-se numa reta,
as equacoes cartesianas obtém-se resolvendo o sistema apenas com duas equacoes
quaisquer;

c) Sistema impossivel — os trés planos intersectam-se dois a dois em trés retas
paralelas; as equagoes cartesianas obtém-se resolvendo 3 sistemas com 3 pares de

duas equacgoes.

e Se houver dois vetores colineares

H4& dois casos a considerar (nao é necessario resolver o sistema):

a) Se Dy = k Dy, entao o sistema é indeterminado. Os 3 planos intersectam-se numa
reta (as 2 equagoes correspondentes sdo equivalentes), e os planos m e my sao paralelos
coincidentes e o plano w3 é concorrente aos dois;

b) Se Dy # kD1, entao o sistema é impossivel. Os 3 planos intersectam-se em duas
retas paralelas (as 2 equagoes correspondentes nao sao equivalentes), e os planos m e o

sao paralelos distintos e o plano 73 é concorrente aos dois.

e Se houver trés vetores colineares

H4 trés casos a considerar (ndo é necessario resolver o sistema):

a) Se obtivermos as 3 equagdes equivalentes entao o sistema é indeterminado. Os
3 planos sao coincidentes;

b) Se obtivermos apenas 2 equagoes equivalentes entao o sistema é impossivel. Os
2 planos sao coincidentes e o outro é estritamente paralelo aos dois;

¢) Se nao obtivermos equagbes equivalentes entao o sistema é impossivel. Os 3

planos sao estritamente paralelos entre si.

6.6 Resumo
Sistemas Lineares 3 X 3 e a posicao relativa de trés planos no espaco

Sistema Impossivel(SI)

e 3 planos estritamente paralelos;
3 vetores normais colineares;

3 equagoes nao equivalentes.



e 2 planos coincidentes estritamente paralelos a um terceiro;
2 vetores normais colineares;

2 equacgoes equivalentes.

e 2 planos estritamente paralelos e um terceiro transverso aos dois;
2 vetores normais colineares;

2 equagoes nao equivalentes.

e 3 planos transversos dois a dois, segundo retas paralelas;
3 vetores normais colineares;

3 equacoes nao equivalentes.

Sistema Possivel Indeterminado( SPI)

e 3 planos paralelos coincidentes;
3 vetores normais colineares;

3 equacgoes equivalentes.

e 3 planos transversos com uma reta em comum,;
Nao existem vetores colineares;

Nao existem equagoes equivalentes.

e 2 planos paralelos coincidentes transversos a um terceiro;
Apenas 2 vetores normais colineares;

2 equacgoes nao equivalentes.

Sistema Possivel Determinado(SPD)

e 3 planos transversos com um ponto em comum.
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Capitulo 7

Sugestoes para criar atividades com
o Geo(Gebra

Essas atividades tém como objetivo relacionar os conceitos abordados de forma
algébrica com uma visao geométrica dos sistemas lineares. Para isso, é sugerido o uso
do software GeoGebra na sua versao 5.0.74.0-3D. Visto a sua versatilidade, praticidade e
facilidade de uso.

. Sugerimos apresentar inicialmente o objetivo da aula. Logo em seguida, uma
revisao sobre equacoes lineares e sistemas de equacgoes lineares.

. Propomos em seguida a apresentacao de técnicas para a resolucao de sistemas
lineares de duas incognitas como a da substituicao ou a técnica da adigao de equacgoes e
logo apds apresentar o escalonamento do sistema

. Crie exemplos com problemas que possam ser representados algebricamente por
sistemas de equacoes lineares. Sempre que possivel, escolha aqueles que representem
algebricamente uma situacgao pratica que possam ser contextualizados com o dia a dia.

. Para os sistemas 2 x 2 use trés exemplos. Um sistema SPD, outro SPI e por fim
um SI.

. Apds a leitura e interpretacao do problema proposto, peca que os alunos equaci-
onem o problema.

. Em seguida, peca que os alunos que iniciem o GeoGebra, ensine-lhes os comandos
bésicos, mostrando-lhes as principais dreas de visualizagao e como interagir com o campo
de entrada.

. Para os sistemas 3 x 3, é¢ importante que antes da atividade seja explicado para o
aluno o que significa uma equacao linear com trés incégnitas. E necessério também usar
a janela de visualizacao 3D no software GeoGebra.

. Como existem oito situagoes para as posigoes relativas de trés planos no espaco,

crie pelo menos uma em que seja possivel verificar a existéncia de planos coincidentes,
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outra para os planos paralelos distintos e uma para planos transversos.
. Ao final pega que os alunos discutam entre eles os resultados obtidos, analisando
a parte algébrica do problema com a interpretacao geométrica fornecida pelo GeoGebra.
. Estimule seus alunos para que descubram outras ferramentas disponiveis no soft-
ware e para que criem novos problemas que possam ser discutidos pela turma e resolvidos

com o auxilio do GeoGebra.



Capitulo 8
Conclusao

O contexto histérico em que se desenvolveram as teorias e regras para a resolugao
de sistemas de equagoes e, mais propriamente, dos sistemas lineares era completamente

diferente do nosso momento atual.

E preciso entender que, no tempo em que grandes matematicos, como Seki Kowa,
Leibniz, MacLaurin, Gauss, Cramer etc., fizeram suas contribuigoes, a algebra estava efer-
vescente e exercia incrivel atracao sobre os estudiosos. Nos dias de hoje, e no nivel dos
estudos desenvolvidos até o ensino Médio, os sistemas lineares, bem como qualquer sistema
de equacoes algébricas, estao relacionados mais diretamente a problemas numéricos e de
equacionamentos ou de interseccoes entre curvas, respectivamente. Os sistemas em que
as equacoes nao sao todas lineares surgem, normalmente, quando desejamos determinar
ponto(s) de intersecgao entre curvas, como, por exemplo: a reta e pardbola, circunferéncia
e elipse. Nesses casos, utilizamos o método de substituicao, estudados no Ensino Funda-

mental, para resolvé-los.

Os problemas que envolvem os sistemas lineares, com duas ou mais equacoes,
sao, em geral, problemas numéricos de ampla aplicacao no cotidiano. No entanto, sua
resolucao ¢ sistematica e feita com a aplicacao de regras simples, sem nenhuma comple-
xidade algébrica ou tedrica. Os métodos mais modernos de resolucao de tais sistemas
(Gauss-Jordan e outros) envolvem somente a propriedade do equilibrio da igualdade que
permite a adicao, membro a membro, de igualdades. Dai por que eles sao, na verdade,

aplicacao direta do método da adicao visto no Ensino Fundamental.

Hoje em dia, os programas de computador utilizados para a resolugao de sistemas
lineares com muitas equagoes e incoégnitas ignoram completamente a regra de Cramer;

eles utilizam o método de eliminacao de Gauss-Jordan.

Nessa perspectiva é que esse trabalho propoe uma interpretacao geométrica para
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os sistemas lineares 3x3 usando como base o software GeoGebra. Uma possibilidade de
uso do software sao as aulas expositivas, mas é interessante que os estudantes usem o
Geogebra para resolver questoes em duplas ou individualmente. Ele nao serve apenas
para trabalhar com mais agilidade e buscar diversos caminhos de resolucao de problemas,
mas também para checar se o que foi feito esta correto. O erro mais comum ao propor
uma atividade para a turma, é fornecer um passo a passo de como realiza- la, listando os
botoes do software que devem ser acessados. O desejavel é apresentar a tarefa e deixar os

alunos experimentarem as opgoes do Geogebra a fim de escolher a mais apropriada.
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