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Abstract

In this work we analyse the topic of curve fitting by polynomials, in the context of the math-
ematics curriculum of the high school, as an effort to enrich the study of functions and to show
how the polynomial functions are a powerfull mathematical tool.

In the first chapter, about polynomial interpolation, we have chosen to present the Lagrange
polynomials, first discussing the linear interpolation in analogy with the computation of a straigth
line between two points, and then generalizing for higher order.

The second chapter presents the least-squares method for the particular case of polynomial
fitting. The analysis is completely done using only the concepts developed in the high school series,
mainly quadratic functions, without the usage of derivatives. We also explore the logarithmic and
exponential functions to illustrate the case of a non-polynomial fitting.

In order that the presented material can be better explored, we suggest in the last chapter a
collection of problems to be worked in the classroom.

Keywords: Curve fitting, polynomial interpolation, least squares.

Resumo

Neste trabalho analisamos o tema do ajuste de curva por polindomios, no contexto do curriculo
de matematica do ensino médio, como um esfor¢co para enriquecer o estudo das funcoes e para
mostrar como as fungoes polinomiais sao um poderosa ferramenta matematica.

No primeiro capitulo, sobre interpolagao polinomial, optou-se por apresentar os polinoémios de
Lagrange, discutindo primeiro a interpolacao linear em analogia com a equacao da reta por dois
pontos, generalizando em seguida para ordens superiores.

O segundo capitulo apresenta o método dos quadrados minimos para o caso particular de
ajuste polinomial. A anélise é feita utilizando apenas conceitos desenvolvidos nas séries do ensino
médio, principalmente a fungdo quadratica, sem o uso de derivadas. Explora-se também as fung¢oes
logaritmicas e exponenciais para ilustrar o caso de um ajuste nao polinomial.

A fim de que o trabalho aqui apresentado possa ser melhor explorado, sugerimos no ultimo
capitulo, uma colecao de problemas a serem trabalhados em sala de aula.

Palavras-chave: Ajuste de curvas, interpolagao polinomial, quadrados minimos.
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INTRODUCAO

O estudo das fungoes, de grande importancia no desenvolvimento do pensamento matematico,
¢é apresentado ao estudante nos seus varios niveis de formacao, desde o ensino fundamental nas suas
séries finais, ensino médio, em que ocupa boa parte do curriculo escolar e assim segue nos cursos
de graduagao em areas que requerem seu conhecimento. Com base nesta constatacao buscaremos,
nesta dissertagao, sugerir uma proposta de trabalho onde sao apresentadas ao aluno do ensino
basico técnicas de aproximagao de fungoes e de ajuste de curvas visando ampliar seus horizontes a
respeito do tema com aplicagoes na Matematica e ciéncias correlatas, uso de softwares e analise e
interpretacao de graficos. Sempre que possivel iremos relacionar o desenvolvimento deste trabalho
com os conteidos estudados nos ensinos fundamental e médio.

No aspecto histérico, o ajuste de curvas era dominado por importantes civilizagoes da antigui-
dade, como as trés que serdo citadas a seguir[d]. A Mesopotamia, regido compreendida pelos rios
Tigre e Eufrates, abrigou uma sociedade altamente desenvolvida no século 4 aC. Suas casas e tem-
plos eram decorados com ceramica e mosaicos artisticos em padroes geométricos. Sua agricultura,
assim como no Egito, utilizava as dreas cobertas por matéria organica durante as inundacoes dos
rios. Na matematica, tiveram grande contribuicao, pois ja a dominavam em grande nivel. Seu
sistema de numeragao era posicional, assim como o que utilizamos hoje. Escreviam em tabuas de
argila utilizando apenas o simbolo de uma cunha para representar os niimeros e representavam
o zero deixando vazia uma posicao. Utilizando estas tabuas eles eram capazes de criar tabelas
de multiplicacdo, poténcias, raizes quadradas e exponenciais. Na elaboragdo destas tabelas era
utilizada a interpolagao por partes. A civilizacao grega, reconhecida por seu desenvolvimento e
contribuicao para a geometria também se utilizava do ajuste no desenvolvimento da trigonometria.
Utilizavam o método da interpolagao para a determinagao de medidas de cordas que podem ser tra-
duzidas hoje para as razoes trigonométricas. Os hindus se utilizavam de uma abordagem intuitiva
de equagoes e aplicavam interpolacao em férmulas de recorréncia estudadas em trigonometria.

Em uma era que a matematica, assim como a humanidade, ja havia alcangado mais avancado
estagio de evolugdo, o ajuste volta a ter grande importancia. No ano de 1875, Newton fez uso
da interpolacao para criar tabelas de raizes quadradas e quartas de ntimeros entre 1 e 10.000,
calculadas com até oito casas decimais. Na Franca do periodo revolucionario do século 18, a
matematica atravessava um grande momento, povoada de nomes como Adrien Marrie Legendre,
Pierre Simon Laplace, Gaspard Monge e Joseph-Louis Lagrange, cuja obra muito contribui para
o estudo da interpolagdo. Legendre, Gauss sao nomes que também contribuiram com o ajuste de
curvas, trabalhando em um método de ajuste conhecido como Quadrados Minimos.

A computagao gréafica é exemplo para os dias atuais da utilidade que tem o referido assunto,



sendo utilizada [I] na medicina para a criagdo de modelos tridimensionais de corpos ou partes
destes, por empresas como a Boeing no desenvolvimento de projetos de aeronaves e em estidios
de TV para animagoes conforme mostra a Figura 1.

Figura 1:  Ajuste de curvas na computacao grafica.[I]

Exemplo 0.0.1. Uma situacao de interdisciplinaridade no curriculo escolar ocorre na primeira série
do ensino médio, enquanto estuda fun¢oes em Matematica, na Fisica se trabalha a cineméatica, onde
sao estudados movimentos descritos exatamente por fun¢des numa situacao onde o aluno trabalha,
ainda que timidamente, o ajuste.
No movimento retilineo uniforme (MRU) o deslocamento é proporcional ao tempo, sendo a
constante de proporcionalidade definida como a grandeza ’velocidade’
As
— =
At
Nesta expressao As = s — sy e At =t —ty, onde sg e tg representam,respectivamente, a posicao

e o instante iniciais. Assim:
As s—sg

Attt
s—sg=uv(t—1ty) <

=0V <=

s = (8o — vtg) + vt.
Se considerar igual a zero o instante inicial , isto é, ty = 0, obtem-se a expressao que fornece a
posicao s do mével em funcao do tempo t

s = 89+ vt

denominada funcao horaria da posicao no movimento uniforme.
Conhecendo a posicao do mével em dois instantes distintos podemos com estes dados ajustar a
funcao horéaria para entao realizar um estudo mais aprofundado deste movimento. Podemos, por



exemplo, estimar a posi¢ao inicial do mével, a posicdo que este ocupa em qualquer outro instante
desejado ou o instante em que este passa por uma determinada posicao.

Exemplo 0.0.2. Um objeto realiza movimento retilineo uniforme e as suas posi¢oes nos instantes
t = 1s e t = 4s sao dadas pela tabela abaixo.

1] 4
6|18

CIJN
/_\/\
S |»
S—

Substituindo as informagoes dadas na expressao s(t) = so + vt, geramos o sistema

s(1)= sop+v=6
s(4) = sp+4v=18"

cuja resolugao nos fornece sy = 2m e v = 4m/s e, assim, o polindémio de grau 1,
s(t) =244t

descreve a posicao do objeto no movimento estudado.
Supondo agora que precisamos determinar a posicao do mével no instante 10s, ou seja, em
t = 10s cabe substituir o instante dado na func¢ao e calcular o valor do polindmio para tal

$(10) = 2 4+ 4.10 = 2 + 40 = 42m.

Se o objetivo é determinar o instante em que este passa pela posicao 70m, igualamos a expressao
ao valor desejado e resolvemos a equagao

68
SO =2+4=T064=T0-26t=""et=1Ts

No exemplo anterior sabemos de antemao que a fun¢ao a ser ajustada é do tipo polinomial.
De forma geral, assumimos que uma funcao f seja conhecida para dois valores distintos de seu
dominio x( e x1 e que, para o problema estudado, é indicada uma aproximacao por um polinémio
de grau um, cuja forma geral é dada por

p(l’) = ag + a1 x,

onde, ag e a; sao chamados de coeficientes do polinémio. Simplificamos a notagao fazendo yy, =
f(xo) e y1 = f(x1) e assim temos os pontos a serem interpolados (xg, o) € (z1,y1).

Partimos da condi¢ao de que este polindomio deve coincidir com a func¢ao nos pontos conhe-
cidos e chegamos a um sistema linear que fornece os seus coeficientes que deixam perfeitamente
caracterizado o polindmio de ajuste:

)

{ ap + a1T1 = Y1

g + a1T9 = Yo
. - TaY1 — T1Y2 Y2 —
cuja solucao é aqp = ——= e a; = .
To — 1 To — X1

A seguir um exemplo de ajuste por um outro tipo de funcao.



Exemplo 0.0.3. Ao estudar uma cultura de bactérias o bidlogo percebeu que esta populacao tinha
crecimento exponencial que poderia ser descrito por uma funcao do tipo

P(t) — P02at

sendo Fy a populacao inicial, @ uma constante e a variavel temporal ¢ medida em horas.
Coletando as informagoes de que apods 4 horas de cultura a populacao era de 2000 individuos
e, de 8000 apos 8 horas, esse pesquisador ajustou o modelo chegando ao sistema

P(4) = Py2% = 2000
P(8) = Py28 = 8000. °

cuja resolucao gera a equagao exponencial

1
AP 2% = Py2B = 9%at2 — 980 —— Y 4 2 = 8 <= o = 3

Substituindo agora o valor de  em uma das equagoes do sistema determinamos a populacao inicial
Poi
Py2* = 2000 < P,2*(3) = 2000 <= P, = 500.

Chegamos assim ao modelo que ajusta o problema e contribui para o estudo desta dinamica
populacional )
P(t) = 500.22 = 500(/2)".

Na Figura 2 temos a representacao grafica da funcao interpolada.

2000

TO00

GO00 o

SO0 4

3000

POPULACAO DE BACTERIAS
2
g

2000

1000

0 4 8
TEMPO( horas)

Figura 2: Ajustando o crescimento populacional.



O objetivo deste estudo é propor alternativas ao curriculo atual de forma a aprofundar o
assunto apresentado ao aluno, mostrando técnicas de ajuste aplicadas ao estudo das fungoes.
Apresentaremos nesta dissertacao duas das mais utilizadas classes de métodos de aproximacao de
fungoes: a Interpolacao Polinomial que se aplica quando os dados sao considerados precisos
e assim a curva de ajuste deve conter os pontos correspondentes a eles, e o segundo caso, no
qual se consideram possiveis erros cometidos na obtencao destes dados, seja por imprecisao do
equipamento utilizado ou por limitagdo humana, margem de erro e indice de confianga do espaco
amostral, para o qual iremos descrever o Método dos Quadrados Minimos.



Capitulo 1
INTERPOLACAO

1.1 DEFINICAO

A Interpolacao é um método numérico que tem como finalidade a aproximagao de uma funcao
real f conhecida para um conjunto de elementos distintos de seu dominio xg, x1, s, ..., , por uma
outra funcao ¢, impondo a condicao de que esta funcao de ajuste deve coincidir com a funcgao
original para todos estes elementos, ou seja

9(zo) = f(20), 9(x1) = f(21), 9(22) = f(22)..0; 9(20) = f(20).

Geometricamente falando, o grafico da fungao g deve interceptar o de f nos pontos chamados
de Nés de Interpolacgdo, cujas coordenadas sao os elementos do conjunto

{(zo, f(20)), (1, f(21)), (22, f(22)).. (s [ (2n)) ] -

Na Figura 1.1 interpolamos uma fun¢ao conhecida em quatro pontos por um polinémio de grau
3.

(0,3) (4,3)

Figura 1.1: Interpolando a funcao conhecida em quatro pontos.



Também pode-se aplicar a interpolacao a casos onde a func¢ao é conhecida analiticamente, mas
o grau de dificuldade apresentado no seu estudo como obtencao de raizes, estudo de crescimento
e decrescimento, valores maximos e minimos, derivagao e obtencao da primitiva justifique a sua
substituicao por outra funcao mais simples de ser estudada. Neste caso devemos selecionar ele-
mentos do dominio desta funcao para os quais seja possivel determinar sua imagem e aplicar a
condicao acima descrita. Na Figura 1.2 temos um exemplo de ajuste onde um polinémio de grau
2 interpola a funcao cosseno em trés pontos:

A= (n/3,1/2), B= (m,—1) e C = (57/3,1/2).

f(x) = cosx

/ (1.05, 0.5) 23, 0.5)

05

-05 0 05 1

-05

Figura 1.2: Interpolando a fungao cosseno por um polinémio.

Fator essencial na interpolacao é uma escolha correta do tipo de funcao utilizada na aproxi-
macao e que deve levar em conta o comportamento da distribui¢do dos pontos conhecidos ou do
fenomeno estudado. Neste trabalho, o desenvolvimento sera focado na Forma de Lagrange para
a interpolacdo polinomial, isto é, o ajuste por polinomios.

Cabe justificar a escolha de polindmios, fung¢des cuja expressao contém um ntmero finito de
operagoes fundamentais (adigdo, subtragao, multiplica¢do e divisdo) além de sua praticidade para
operagoes como de derivagao ou integracao, chegando a ser descrito pelo matematico Weierstrass
[ como sendo “wma funcdo do bem”.

1.2 ESTUDO DO ERRO

Elemento de grande importancia no célculo numérico, o erro cometido na aplicacao dos modelos
matematicos e computacionais ¢ amplamente estudado. Quando ¢ possivel estabelecer ou estimar
limites para tal o trabalho ganha em qualidade. Assim sendo, uma definicdo de erro no modelo
estudado é dada da seguinte forma:

Seja f a funcao interpolada pela funcao g nos pontos de abscissas xg, x1, ..., ©,. Embora a
fungao de ajuste coincida com a fungdo dada nos nés de interpolagao, espera-se que ¢(Z) = f(T)

'Karl Wilhelm Theodor Weierstrass,(31/10/1815 ~19/02/1897) matemdtico alemdo, lecionou na Universidade
de Berlim.



quando T for diferente de x; i = 0,1,...,n, ou seja, quando se estima o vaor de f(T) através de
g(T) comete-se um erro de aproximagao dado por:

= fra) E(4)=514)-g1(4)
f
L ot4)

054 l\
15 o o5 1 ™ 2 25 3 35 | 4 ?f/ 5 55 6 65 1 T
051 /

Figura 1.3: Representacao grafica do erro de ajuste

E possivel também estabelecer um limitante para E(Z) no intervalo de ajuste [2] utilizando
um teorema matematico baseado em conceitos de calculo. Nao obstante o desconhecimento desse
conteido por alunos do ensino basico, estard demonstrada a aplicacao deste estudo do erro,
independente da demonstragao dos teoremas e do préprio dominio dos conhecimentos de céalculo.
Serao apresentados inicialmente, a definicdo de derivada e o Teorema do Valor Médio, sem
demonstragao, para, em seguida e com ajuda desse demonstrar uma forma de se limitar o erro na
interpolagao.

Definicao 1.2.1. DERIVADA DA FUNCAO EM UM PONTO

Define-se a derivada de uma funcao f em um ponto a pertencente ao dominio de f como sendo
o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa a, se esse coeficiente
existir. Esta derivada é denotada por f’(a) (1é-se f linha de z, no ponto a).

Definicio 1.2.2. DERIVADA COMO FUNCAO

A derivada de uma func¢do y = f(x) é a fungao denotada por f’(z) e que retorna, para um
dado elemento do dominio da funcao, a derivada de f naquele ponto, se esta existir.

Dizemos que uma funcgao é derivavel quando existe a derivada para todos os elementos de seu
dominio.



A funcao derivada goza de algumas propriedades, dentre as quais:

o (kf(x)) = kf'(xz)(Produto por constante);
o h(z)= f(z)+g(x) = h'(x) = f(x) 4+ ¢(x) (Derivada de uma soma)

Para as chamadas fungoes poténcia, fungoes do tipo f(z) = 2", a derivada é dada por f'(x) =
n.a" !
Aplicando as propriedades citadas e a derivada da funcao poténcia podemos descrever a deri-
vada da fungao polinomial
p(z) = ap + a1z + axx® + ... + apa”

como sendo

P (1) = a1 + 2apx + 3azz® + ... + na,a™ !,

Exemplo 1.2.3. Serao apresentados alguns exemplos de funcoes e suas derivadas:
e f@) =2 = f(2) = 52t
o f(z) =42 —-10= f'(z) = 122
o f)=2?—-8x+7= f'(z) =22—8

Definicdo 1.2.4. f((x), a derivada de ordem n, é a funcdo obtida ao se aplicar a derivacio n
vezes sucessivas sobre a func¢ao f(x).

n

Para as fungoes poténcia, f(x) = 2", a derivada primeira é dada por f'(x) = n.x""! e a derivada

segunda por f’(z) =n(n —1).2" 2 .
Exemplo 1.2.5. Seja f(z) = 22°, entao f'(x) = 10z e f"(z) = 40a3.

Teorema 1.2.6. Teorema do valor médio
Seja f uma fung¢do continua em um intervalo [a, b] e derivavel em (a,b). Existe pelo menos um

ponto ¢ em (a,b) tal que
f(b) = f(a)

b—a

f'le) =
onde f’ denota a derivada da f.

A Figura 1.4 mostra a reta que passa pelos pontos de coordenadas (a, f(a)) e (b, f(b)), cujo
Ay _ f(b) — fla)

coeficiente angular dado por m = A= b_a Pela condicao de paralelismo, este ¢ igual
x —a

ao coeficiente da reta tangente a curva no ponto (¢, f(c)), definido como a derivada da fungao f
no ponto c.

Utilizando essas defini¢cdes e teorema serd apresentada a seguir, uma definicdo para o erro de
interpolagao:



fle)
flb}

fla)

Figura 1.4: Representacao grafica do Teorema do Valor Médio

Teorema 1.2.7. Seja g a funcao que interpola a fungao f nos pontos de abscissas xg e x1, o < .
O erro da interpolagdo em um ponto T € (g, x1) é dado por

B = @~ 97) = Tz - a7 - a1,

onde zo < & < x1 e f” denota a segunda derivada de f.
Demonstracao: Considere a fungao auxiliar G(z) definida no intervalo [z, z1] por

G(z) = f(z) = 9(x) = C(z = z)(x — 21)

onde a constantte C' é tal que G(Z) = 0, ou seja

o @@

(T — $0)<T — Il).

Dada a condigao de interpolagao: g(xo) = f(xg) e g(x1) = f(x1), tem-se G(zo) = G(x1) = 0.
Desta forma, a funcdo G se anula em trés pontos g < T < x;. Aplicando o teorema do valor
médio, existem dois pontos, ¢; € (x0,T) e c2 € (T, 1), tais que G'(¢1) = G'(¢cz) = 0. O mesmo
teorema, se aplicado agora sobre estes dois pontos garante que existe £ € (c1, ¢2) [a,b] C tal que
G"(€) = 0

A derivada segunda de G

G"(z) = f"(z) — 2C

se calculada em & resulta em:

¢ = 16 ~20 =05 ¢ = TV
Como G(7) = 0, tem-se
E@) =G@)+CT—x0)(T—21) = f”2(§) (T — x0)(T — 1)

onde g < £ < 1.
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Teorema 1.2.8. Este teorema generaliza o anterior e define o erro de interpolacao da funcao f
pela fungao g em n pontos.

Sejam [a, b] um intervalo contendo os pontos zo, 1, ..., T, (z; # x;) e f uma funcdo com (n+1)
derivadas continuas em [a, b]. O erro de interpolacao da fungio f pela fun¢ao g no ponto T € [a, b]
é dado por

_fe )
(n+1)!

onde a derivada de ordem n + 1 é calculada em £ € (a,b).

(T — 20)(T — 1)...(T — ),

Observacgao 1.2.9. Embora o valor de & nao possa ser determinado, a expressao acima permite
estabelecer um limite para o erro. Sendo f(™+(z) continua em um intervalo fechado, pelo Teorema
de Weierstrass E], esta assume um valor maximo M assim como um valor minimo m. Seja k =
maz {|M]|,|m]},

k

[F Q)] <k = |f@) - 9(@)] < CES

(T —20)(T —21)...(T — )] -

1.3 INTERPOLACAO POLINOMIAL

Sendo o objetivo deste trabalho contribuir para o ensino de matematica nas séries iniciais, a
interpolagdo por polindmios é novamente destacada, pois este é estudado desde as séries finais do
ensino fundamental, onde é apresentada ao aluno a sua forma geral e as operac¢oes fundamentais
com polinémios. A forma geral de um polinémio de grau n na variavel x é

() = ag + a1 + apr® + ... + a,z”,

onde, ag, ay, ... € a, sdo os chamados coeficientes, aqui neste estudo, coeficientes reais (a; € R, i =

0,1,...,n).
Ja no ensino médio, o aluno da sequéncia ao estudo de polinémios com o estudo de seu com-
portamento, esbogo de graficos, técnicas de busca das suas n raizes ry, 79, ..., 7, € que este pode

ser escrito na chamada forma fatorada:

po(z) =a, (x—11) (x —1r9) . (T —1p),

cuja vantagem no momento de calcularmos seu valor numérico para um determinado x reside no
numero de operacoes necessarias. Enquanto na sua forma geral sdo realizadas n adigoes mais

1
1+2+...+n=n("2+>

multiplicagoes. Assim, sempre que possivel, iremos operar com o polindémio na forma fatorada.

multiplicagoes, na sua forma fatorada sdo necessarias n adigoes mais n

2 Teorema de Weierstrass: Toda funcio continua num intervalo fechado [a,b] assume um méximo e um
minimo em [a, b].
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Definicao 1.3.1. Seja f a funcdo a ser interpolada. Considere que esta é conhecida para n + 1
elementos distintos de seu dominio zg, x1, xa, ..., ,,. Denotamos y; = f(x;) para i =0,1,2,....,n e
temos assim o conjunto de coordenadas {(xo, o), (z1,y1), (2, Y2)..-(Tn, yn)} , 0s nds de interpolagao.
Iremos interpolar esta funcao por um polinémio p de grau menor do que ou igual a n impondo a
condicao de que p(x;) = f(z;) = y; para 1 =0,1,...n.

Substituindo as abscissas conhecidas no polindmio em sua forma geral chegamos a um sistema
com n + 1 equagoes cujas n + 1 variaveis sao os coeficientes do polinémio interpolador,

P(T0) = ag + a170 + g3 + ... + anZf = yo
p(‘rl) =ap+ a1x + CLQJ;% 4+ ...+ a,ng,”ll =1
p<x2) =ag+ a1rs + GQI% + ...+ anxg =Y

va(xn) =ag+ a1T, + agxi + ...+ angj;” =Y,

ou na sua forma matricial

2 n

1z x5 -+ xp ao Yo
2 n

1 o xf - of a n
2 n

1 xy x5 -+ x5 ay | = o

1 @y 22 -0 2 ap Yn

Neste sistema, a matriz dos coeficientes

1 oz a2 - ab

1z a3 - 2t
A= .

1 2y 22 -0 a®

¢ a chamada Matriz de Vandermondeﬂ [4], ou Matriz das Poténcias, isto porque os elementos
de cada linha formam uma progressao geométrica, cujo primeiro elemento é 1.

Observagao 1.3.2. O determinante de uma matriz de Vandermonde é dado por det(A) = [, ;(x;—
x;) conforme serd mostrado para as matrizes de ordem 2 e 3.

. 1 To o 1 To |
e A= - 1 2 ] = det(A) = ’ 1 2 =T — Xy
[ 1 z¢ a3 1 xy 2
e A= |1 z; 22 | =det(A)=|1 z; 22
1 oz 23 1 zo 3

3 Alexandre-Theéphile Vandermonde ( 28/02/1735 —01/01/1796) mateméatico francés. Foi, também, mtsico e
quimico, tendo trabalhado nessa area com Bézout e Lavoisier. Iniciou-se na matematica em 1770.
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Denotando por cq, ¢o e c3 as colunas desta matriz e aplicando as propriedades de determi-
nantes, co serd substutuida por (¢ — xg.c1) e ¢z substutuida por (c¢3 — x;.¢2), dessa forma

1 0 0
det(A) =11 x;—x9 x1(21 —x0) | = (T1—20)(T2—120)
1 To — X .1’2(33'2 — xo)

1371

Lot = (aa) (wa—o) (2.

A demonstracdo para uma matriz de ordem n pode ser feita por Inducdo, em um processo
analogo ao apresentado acima.

4
9
25

= det(A) == (3—2)(5—2)(5—3) =6

Tt W N

1
Exemplo 1.3.3. A= 1
1

Ocorre que, por conter elementos resultantes de poténcias que podem levar a valores elevados e
assim dificultar calculos e potencializar erros computacionais faz com que esta matriz seja classifi-
cada como mal condicionada desestimulando seu uso. O grande niimero de operacdes necessarias
para resolver esse sistema recomenda a busca por modelos alternativos de interpolacao.

Cabe aqui uma observacao: Se a interpolacao por polindmios recai em um sistema linear Az =
y, entao talvez seja possivel buscar a resolucao de sistema desta natureza aplicando os conceitos de
interpolacao. Essa alternativa fica evidente se no sitema A’'x = y, a matriz dos coeficientes for de
Vandermonde ou se puder ser fatorada no produto A’ = AB em que A é a matriz de Vandermonde
pois basta aplicar as propriedades do produto de matrizes: A'x =y < (AB)r =y < A(Bzx) =v.
Os elementos da matriz Bx sdo exatamente os coeficientes do polindomio interpolador e assim
podem ser determinados. Obtem-se os elementos da matriz z, sendo este método aplicavel quando
a resolucao do novo sistema for simples o suficiente para torna-lo vantajoso.

1.3.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DO POLINOMIO INTERPO-
LADOR

No estudo do polinémio interpolador, o aluno pode deparar-se com a seguinte pergunta: Existe
sempre um polinémio p que satisfaga as condigoes de interpolagao e, caso exista, este é inico? Na
resposta para esta pergunta deve-se utilizar o teorema:

Teorema 1.3.4. Seja f uma fungdo conhecida para n + 1 elementos distintos de seu dominio,
X0,x1, ... , Tp. Existe um tnico polindomio p de grau menor ou igual a n tal que

p<xl> = f(‘mZ)?Z = 07 17 ey T

Demonstracao:

Na matriz de Vandermonde, o determinante é dado por det(A) = [];;(z; — x;). Impondo que
os valores de x; sejam todos distintos temos que este determinante resulta de um produto de fatores
nao nulos. Nessa hipotese, o determinante é diferente de zero e, portanto o sistema é possivel e
determinado, o que garante a existéncia e unicidade do polinémio interpolador.
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1.4 FORMA DE LAGRANGE PARA O POLINOMIO IN-
TERPOLADOR

Em um sistema linear, quanto maior o nimero de equagoes e variaveis, mais trabalhosa se
torna sua resolucao. Para fazer face a crescente complexidade destas operagoes, surgem métodos
alternativos de obtencao dos coeficientes do polinémio interpolador nos quais o niimero e o grau
de dificuldade das operagoes envolvidas o tornam mais eficiente.

Um dos métodos consagrados para obtenc¢ao da fungao de ajuste é o Polinémio Interpolador
na forma de Lagrange. A vantagem na utilizacdo deste método aumenta na razao do nimero
de pontos a serem interpolados. Isso ocorre em razao do nuimero de operagoes fundamentais
envolvidas ser bem menor do que as necessarias a resolu¢ao de um sistema linear de equagoes e, no
caso da interpolacao linear, pela analogia com a equagao da reta estudada em geometria analitica.

A fim de melhor compreender as aplicagoes pedagdgicas desta metodologia, apresentaremos,
a seguir, a interpolagao linear e a quadratica, cuja aplicabilidade guarda relagao com as funcgoes
polinomiais mais estudadas no ensino médio, e, posteriormente generalizar o raciocinio para um
numero qualquer de pontos.

1.4.1 INTERPOLACAO LINEAR

A funcao polinomial de grau 1 é amplamente estudada no ensino médio, onde sao trabalhados
raizes, estudo do sinal e grafico, ocorrendo também em disciplinas correlatas como Fisica e Mate-
matica Financeira, com estudo de cinematica, conversao de grandezas com relagao linear e calculo
de juros. No estudo do ajuste de curvas, essa func¢ao ocupa uma importante posicdo. Dessa forma,
a referida funcao inicia o estudo da interpolac¢ao polinomial.

Definicao 1.4.1. Seja f uma funcao conhecida para dois elementos distintos de seu dominio
xo e x1. Definem-se inicialmente os chamados polindmios de Lagrange baseados nas abscissas
conhecidas da seguinte forma:

(x — 1) (x — )

(w0 — 1) (z1 — o)

O polinémio interpolador na forma de Lagrange é entao descrito pela expressao,

pi(r) = f(zo)Lo(x) + f(z1)L1(x) = yoLo + y1La

em que y; = f(r;), 1= 0,1,
Observe que

Lo(z) = e Li(z) =

(o —m1)
Lo(ZEQ) == (xo _ xl) = 1,
_ ()



e

Li(a) = (w1 —20) _ 1

(21— 20)

Desta forma,

pi(wo) = f(@o).1 + f(21).0 = f(z0),

pi(x1) = f(20).0+ f(x1).1 = f(21),
0 que comprova que o polinémio interpolador na forma de Lagrange coincide com a func¢do nos
pontos conhecidos, satisfazendo assim a condicao imposta a fungao de interpolacao.

Exemplo 1.4.2. Retomando o problema apresentado no exemplo 0.0.1, que sera resolvido com a

utilizagao desse método.

t(s) | 1] 4
s(m) | 6 | 18
Ao substituir os valores tabulados nas expressoes acima definidas, sao gerados os polinémios de
Lagrange:
t—4 t—4
Lo(t) = —— =
e
t—1 t—1
Ly(t) = —— =
W =1=7=73

Substituindo-os no polinémio interpolador
s(t) = s(1)Lo + s(4)L4

chega-se a
t—4 t—1
t) =6—— + 18——

que equivale a
s(t) = 4t + 2.

Observe que a funcao obtida corresponde ao resultado do exemplo 0.0.2.
Na Figura 1.5 temos a representacao dos polindémios de Lagrange L, L; e da funcdo de ajuste
s(t) , além dos pontos tabelados e dos pontos onde os polindémios de Lagrange assumem os valores

Zero e um:
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5 4 2410 2 4 ~&_8 10 12 14 16 18
0.0 @0

Figura 1.5: Representacao grafica do Método de Lagrange.

1.4.2 INTERPOLACAO LINEAR E EQUACAO DA RETA

No desenvolvimento a seguir, relacionamos o polinémio interpolador na forma de Lagrange e
as equacgoes da reta estudadas na Geometria Analitica. Nesta a equacdo geral da reta nao vertical
que passa pelos pontos Py = (xg,v0) € P = (x1,41), onde zg # x1, é dada pela expressao

ar +by+c=0,

em que a = (yo — Y1), b = (21 — x) € ¢ = (xoy1 — T1Yp). Substituindo, na equacdo da reta, os
coeficientes a, b e ¢ pelas expressoes equivalentes:

(Yo — y1)x + (21 — 20)y + (o — 21700) =0 .

y(zo — 1) = xYo — TY1 + Toy1 — T1Yo &

y(wo — x1) = yo(z — 21) + Y1 (w0 — ).
Ao dividir essa expressao por (xo—x1) chega-se ao polinoémio interpolador na forma de Lagrange
(x —xq) (x — xp)

Y=y +y )
0(1’0 — 1) 1(9171 — @p)

o que comprova que o referido método pode ser utilizado na Geometria Analitica para o estudo
das equacoes da reta.

Exemplo 1.4.3. No estudo do clima de determinada regidao, o centro de meteorologia registrou
a temperatura durante o transcorrer de um dia, com dados coletados a cada trés horas, os quais
estao apresentados na seguinte tabela:
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HORA DO DIA | TEMPERATURA (°C)
0 12
3 10
6 12
9 15
12 20
15 18
18 15
21 17

Caso o objetivo seja o de estimar a temperatura as oito horas da manha, entao pode-se aplicar
a interpolacdo aos dados mais préximos da hora indicada, que sdo os pontos (6,12) e (9, 15):
Inserindo esses dados nos polinomios de Lagrange

t—9 t-9

b =5—9==5
e

t—6 t—6

e substituindo estes polindmios na expressao que fornece o polinémio interpolador
p1(t) = p(6)Lo + p(9) L1,

chega-se a
t—9 t—6
t) =12 15
pi(t) 3 + 3

que é utilizado para calcular a temperatura desejada p;(8) = 8 + 6 = 14°C.
A Figura 1.6 apresenta os nos, a reta que interpola nos nés escolhidos e, nessa, podemos observar
que escolha de pontos distantes tende a reforgar o erro de ajuste.

(12,20)

(15,18)

{18,15)
(21,14

TEMPERATURA (2C)

[ )
HORA DO DIA

Figura 1.6: Interpolando por um polinémio de grau 1.
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1.4.3 INTERPOLACAO QUADRATICA

A funcao polinomial de grau 2 é da mesma forma importante no ensino médio e utilizada na
interpolagdo. Com base nessa constatacao a interpolagao quadratica é assim definida.

Definicao 1.4.4. Seja f uma funcao conhecida para trés elementos distintos de seu dominio x,
1 € I9.

Os polindémios de Lagrange de grau 2 sao dados pelas expressoes:

(x —z1)(x — 29)

LO(:E) = (1'0 _ .1'1)(1’0 _ 1'2)7
(z — o) (z — 32)

Lafe) = (z1 — xo) (w1 — T2)

Lo(z) = (x —zo)(x — 21)

(22 — 20) (22 — 1)

e o polindmio Interpolador de grau 2 na forma de Lagrange é definido como sendo
p2(z) = yoLo + y1L1 + y2 Lo,

onde y; = f(x;) para i =0,1,2.
Os polindémios de Lagrange de grau 2 satisfazem também a condigdo de interpolacao:

Bl = =) = 090 = G =2 =
Iae) = e e O = (e =
Do) = e ~ R~ e O
R o o B e =

Assim:
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Exemplo 1.4.5. Obter o polinémio que interpole uma funcao f conhecida nos pontos f(—3) = 4,

1) = —2 ¢ f(7) = 4

Ao substituir os dados chega-se aos polinomios de Lagrange:

B (x—=1)(x—=T7) (=) —T7)
b =S -n = w0
- ()@-7)  @+)-7)
L@ =a-Syasn = —u
) (- (=3))

que, introduzidos no polinémio interpolador geram:

pa(x) = yoLo + 1Ly + y2 Ly =
(x—1)(z—=T7)

(x+3)($—7)+4 (x4 3)(x—1)

pa(e) =4y, (=2 "% )
(=1 —=7)  (2+3)(xz—-T7)  (z+3)(r—1)
po() = 10 12 * 15
6z -1 —-7)+5x+3)(r—T7) +4(z+3)(z—1)
po() = 60 '

Na Figura 1.7 estao representados os gréaficos dos polinomios de Lagrange e Interpolador. Nessa
estao destacados os nés interpolados e também os pontos onde os polindmios de Lagrange assumem
os valores zero e um, com o objetivo de apresentar graficamente, os resultados obtidos de forma
algébrica na definicao.

Figura 1.7: Interpolagdo por um polinémio de Grau 2.
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Exemplo 1.4.6. A seguir serd demonstrada a aplicacao da interpolacdo quadratica ao problema
da determinagao das temperaturas apresentado no Exemplo 1.3.3.

Sendo o objetivo estimar a temperatura as oito horas, a interploacao se dara com os trés pontos
correspondentes aos dados mais préximos da hora desejada (6,12), (9,15) e (12, 20).
Polinémios de Lagrange:

(-9 (x—-12) (z—-9)(z—12)
Lo@) =606 -12) = 18 !

(r—=6)(x—12) (z—6)(z—12)
L@ = 9=% 012 ~ (—9)

(2 —=6)(z—9)  (r—6)(x—9)
L) = =6 m2 =0 = 18 '

Polinémio Interpolador na forma de Lagrange:

po(z) = 12Lg + 15L1 + 20Ly <

po() = 12 ((x—9)(x— 12)) 15 ((m—6)(g— 12)) a0 ((x —6)(95—9)) N

18 18

po(a) = @ (2 — 9)(x — 12) — @ (= 6)(x — 12) + (190) (= 6)(x —9).

Calculando a seguir o valor desse polindmio no instante desejado:

p(8) = (;) (8—0)(8—12) — (é’)) (8 6)(8 — 12) + (190) (8—6)(8—9).

p®) = (5) 00 - (3) @9+ () @)

Exemplo 1.4.7. Neste exemplo, a interpolacao sera utilizada para obter uma funcao polinomial
de grau 2 que aproxime a funcao raiz quadrada, uma vez que essa operacao nao ¢ algébrica. Sera
considerado a titulo de exemplo, o intervalo [1,9] e aplicado este método para obtengao da raiz
quadrada de elementos pertencentes a este intervalo. E importante que para uma boa aproximacao,

o valor dado esteja dentro do intervalo escolhido, na medida em que o erro para elementos nao
pertencentes ao intervalo tende a ser maior.

Dada a funcio f(r) = /& da qual f(1) =1 =1, f(4) = V4 =2¢e f(9) = V9 = 3. temos,
entao, o conjunto de pontos (1,1), (4,2), (9, 3).
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Assim,

(z—4)(x-9)  (z—-4)(z-9)
Lo@) = =50 =9) = 20
(z-1)(x—-9) (z—-1)(z-9)
L@ =0=a=e = =15
_(e=D@-4)  (@-1(=-4)
L) =g =Tyo=0) ~ 40

que geram o polindmio
p2(x) = f(wo)Lo + f(z1)L1 + f(22) L2 =

(z—4)(z-9) (@-1@-9) ,(@-1)(zr-4
=1 2 3 &
p(7) Y G T R 40
() = (e —4)a = 9) = (= D(x— ) + =z~ (z —4)
Pt = o\ T AR 40 '
Vamos aplicar o polindémio interpolador resultante para determinar aproximacoes da raiz qua-

drada de alguns valores do intervalo.

1. V5 =2
1 2 3
pa(5) = 575~ 4)(5—9) — (5 1)(5~9) + (5~ (5~ 4)
pa(5) = 57 (—4) — T (~16) + o(4) =~ + oo+ - =295
2. /6,25 =7

1 2
p2(6.25) = 516,25 — 4)(6,25 — 9) — 1-(6.25 — 1)(6,25 — 9) + 430(6, 25 — 1)(6,25 — 4)

24
(6,25) = ——(2,25)(—2,75) — —(5,25)(=2, 75) + (5, 25)(2, 25) —
D2\, - 24 ) 9 15 ) ) 40 9 9 -
1 2 3
——(6,1 — (14,4 —(11,8125) = 2, 55.

Tanto no caso da /5 , ndmero irracional, cujo arredondamento para duas casas decimais é
2,24, quanto no da +/6, 25, cujo valor exato é 2,5, podemos constatar que o polindémio interpolador
forneceu aproximagoes “razoaveis”. O erro ao ajustar f(T) por p,(T) , conforme definido na segao
1.2, é dado por E(z) = f(Z) — p(T), onde T é o ponto ajustado. Assim,

e(5) = £(5) — pa(5) = 2,24 — 2,25 = —0,01

¢(6,25) = f(6,25) — pa(6,25) = 2,5 — 2,55 = —0, 05.
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Na Figura 1.8 temos a representacao grafica da funcao raiz quadrada e do polinémio interpola-
dor. Note-se que, fora do intervalo de interpolacao, as fungoes f(T) e p(T)tendem a distanciar-se,
mas no interior do intervalo, o erro de ajuste permanece dentro de uma “margem aceitavel”, o qual
foi dimensionado na secao 1.2.

o

354

@, 3)

3

254

@2

Bk

Figura 1.8: Representacao Gréfica da fungao f(x) = /x e do polindémio interpolador.

1.4.4 INTERPOLACAO DE GRAU N

No limite, o aluno podera deparar-se com situagoes problemas que envolvam um maior niimero
de nos de interpolacao e devera entdao generalizar o método apresentado. A forma de Lagrange
para o polindémio interpolador de grau n é assim definida:

Definicao 1.4.8. Seja f uma funcao conhecida para n + 1 elementos distintos de seu dominio x,
x1, ... ,. Aplicando o método apresentado, podemos interpold-la por um polinémio de grau n
onde os polinémios de Lagrange de grau n sao dados por:

(x —x1)(x — z9)...(x — )

Lo(z) = (xo — 1) (10 — T2 (T0 — T)
(@ —x)(z — ). (z — 1)
B = G )T~ ) (a0 — )
L(x) = (x —xo)(x — 1) (T — 2pq)

(9 — x0) (22 — 1) ...(Tg — Tp_1)
O polinémio Interpolador na forma de Lagrange é dado pela expressao:

(@) = yoLo(z) + y1L1(z) + ... + ynLn(2),

onde y; = f(x;) parai=0,1,...,n.
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Note-se que L;(z;) =1 e L;(z;) =0, para i # j .

Exemplo 1.4.9. A fim de exemplificar as margens de erro na interpolagao por meio do método
apresentado, considere-se o seguinte problema:
Encontrar o polinémio que interpola a fun¢ao f(z) = % nos pontos rg =2, r1 =4 e r9 = 5;

o tomar T = 3 e calcular o erro de ajuste neste ponto;

o aplicar o teorema acima para delimitar o erro em T = 3 e verificar se estd de acordo com o
item anterior.

Resolucao:

2-4)(2—5 6
B (x —2)(x —b) B (x —2)(x —b)
L) =a=5a=s) =~ 2
B (r —2)(x —4) B (x —2)(x —4)
La(x) = (1,6 —0,4)(1,6 — 1,2) 3 ‘

(x —4)(x —5) (:r—2)(x—5)+(:v—2)(x—4)

p2(7) = 12 - 8 15

(B3-4)3-5 (-2)3-5 (3-2)0B-4) 7

p2(3) = 12 - 8 + 15 ~ 20

Como f(3) = 3 temos que o erro de ajuste ¢ igual a

Lo 7_ 1

E@)=f3)-r0B)=3- 5= "¢

o A derivada terceira de f é dada por f3(z) = — 5

No intervalo [2,5], | f*(z)| assume valor méximo £ em z = 2.Assim

6 1
EQ) <|—=B—-2)3—-4)(3-5)|==
BE) <|=(3-26-96-5)| =
BG)| = 1£(3) ~p3)] = 1 < ¢
N PRI 60 = 8
Verifica-se assim que o erro de ajuste em x = 3 esta contido no intervalo de limitacao.
Observagao: A func¢ao f interpolada ser previamente conhecida é requisito para que esse erro

seja delimitado.
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fix) = 1/x
16
1.4 p(3)
121 e=f(3)-p(3)
1_
[~ f(3)
8_
p(x)
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Figura 1.9: Representagao grafica do erro

1.5 INTERPOLACAO INVERSA

Em situagoes em que uma fungao é conhecida por um conjunto de pontos (xg, f(zo)) , (z1, f(21))
, (29, f(22))...(Tn, f(z,)) e deseja-se determinar o valor de xz* para o qual é dado y* = f(z*) se
recai na chamada Interpolagao inversa, segundo[3], essa pode se dar das seguintes formas:

1. Obter p(x) que interpola f para xg, 1, z3, ... € x, e determinar z* para o qual y* = p(z*)

2. Se a funcao f for invertivel no intervalo [x¢,z,] pode-se considerar x como funcao de y e
interpolar x = f~1(y).

Para que a funcio inversa f~!(y) exista e seja tinica , f(x) deve ser continua e mondtona
crescente (f(zo) < f(z1) < ... < f(x,)) ou decrescente (f(xo) > f(z1) > ... > f(x,)) no
intervalo de interpolacao.

Exemplo 1.5.1. Dada a tabela abaixo, determinar z* para o qual f(z*) =4,75:

x| f(x)
0,2 | 2,50
0.4 | 4,25
0,6 | 5,25
0,8 | 7,00
1,0 | 7,25

Aplicando a interpolagao linear sobre os pontos (0,4;4,25) e (0,6;5,25) :

r—0,6 x-0,6

. r—0,4 x-04
- 0,4—0,6  —0,2

T 0,6-04 0,2

Lg(!)ﬁ) 7L1($)
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pl(x) = f(074)L0 + f(0,6)L1 g
-0,

r—0,6 T 4
_ ’ 9
() 4,25( —O,2>+5’ 5( 0.2 ><:>
4,25 5,25
pi(z) = _O’Q(x—0,6)+ 0.2 (r—0,4) <
—4,25x 4+ 2,55+ 5,25z — 2,10
m(z) = &

0,2
p1(z) = bx + 2,25.

Como desejamos obter o valor de x para o qual a imagem ¢é igual a 4, 75:
pi(z*) =475 < bx* +2,25 =475 < bx* =25 < 2" =0,5.

A outra forma consiste em considerar que a fungao ¢ invertivel. Fazendoy = f(z) & = = f~(y)
e assim interpolamos x em funcao de y.

y—525  y—525 y—4,25  y—4,25

L) =553~ 1 MW=53 15" 1
— 5,95 — 4,95
Pl =04 () 400 () &

p1(4,75) = —0,4 (4,75 — 5,25) + 0,6 (4,75 — 4,25) = 0,2 + 0,3 = 0, 5.

Exemplo 1.5.2. Assumindo uma funcao tabelada nos seguintes pontos:

z|-1]181]5
yl|-1125

o Interpolar a fun¢ao f por um polindomio de grau 2 na forma de Lagrange.

(r —3)(x —5) (x —3)(x —5)

L) = S —gyo1=9) — 24
(@ )(r—=5) (r+1)(xz—25)
(@) = B+1))B-5) 8
¢ @t D@E-3) (+1)(x—3)
L) = 515 =3 = 2

Assim
p2(z) = f(@o)Lo + f(x1) L1 + f(72) Ly =

pa(z) = _1(x— 3;?— 5) +2(:v+ 11(8:75—5) +5(a:+ 1i;$ —3)
po(a) =~ (e = )(a —5) — 1w+ 1w~ 5) + 3w +1)(x —3).
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o Interpolar agora a funcio inversa f~!, também por um polindmio de grau 2 na mesma forma.

o W=2)y-5  (y—2)y—5)
Loy = 5i=g)cios) = 8

_ w+y—-5  (y+Ly-—5)

2+ 1))(2—-5) -9

y+ -2 _ (w+ Dy -2
5+1)(5-2) 18

Li(y)

=
Lo(y) = E .

(y—2)(y—5)+3(y+1)(y—5)+5(y+1)(y—2)@

— 1
92(Y) 18 —9 8

1

00) =~y =2 = 5) = 5+ Dy —5)+ 5y + Dy —2).

Através dos calculos de p(1) e de ¢(0)

p(1) = 52 (1= 3)(1 —5) = L+ D= 5) + (1 + (1 -58) =0

24
4(0) = —118(0 _9)(0—5) - ;(o F1)(0—5) + 158(0 +F1)(0—2) = 3

nota-se que ¢(0) nado retorna o valor da varidvel x original, o que comprova que o polinémio
interpolador da funcao inversa de f nao necessariamente é a inversa do interpolador de f. Na figura
abaixo, estao representados os dois polinémios. Cabe ressaltar que estas as fungoes coincidem nos
pontos tabelados, mas assumem valores distintos nos demais elementos de seus dominios.

.
T )
/

Figura 1.10: Gréafico dos polindmios interpoladores de f e de f~1.
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1.6 INTERPOLACAO DE CURVAS

Entre as possiveis aplicagoes do método descrito, encontra-se ainda, interpolar uma sequéncia
ordenada de pontos P; = (x;,y;) , para i = 1,2,...,n cuja distribuigdo ndo necessariamente carac-
terize o grafico de uma funcdo y; = f(x;). Pode-se, nesse caso considerar um parametro natural
t € [1,n] tal que (t,z;) e (t,y,), t = 1,2,...,n sejam duas sequéncias de pontos que possam ser
ajustadas pelos polinémios p,(t) e p,(t) para entdo gerarmos a interpolagao da curva desejada, que
¢ dada pelos pontos da forma (p,(t), p,(1)).

Exemplo 1.6.1. A fim de exemplificar a aplicacao descrita, considere o seguinte problema:
Aplicar a interpolagdo de curvas para o conjunto de pontos P, = (3,12), P, = (6,18), Py =
(12,15), P, = (9,12), P = (12, 16)e Ps = (15, 15).

e Introduzir o parametrot € X, t = 1,2, ...,6, com o objetivo de gerar as sequéncias de pontos
(t,x¢) : (1,3),(2,6),(3,12),(4,9), (5,12), (6,15) e (¢, ) : (1,12),(2,18), (3,15), (4,12), (5, 16), (6, 15);

 utilizar o parametro ¢ nos polinomios de Lagrange;

Ly(t) = (t—2)(t=3)t—4)(t—5)(t—6)  (t—2)(t—3)(t—4)(t—5)(t—6)
! (1—-2)(1—=3)(1—4)(1-5)(1—-6) (—120) ’
Loty = L= D=3 = =5)(=6) _ (=1 =3)(t 4t =5)(t ~6)
? 2-1)(2-3)2-4)(2-5)(2-6) (24) ’
Loty = L= DE=2(E=(E=5)(E—6) _ (=)= (4t =5)(t ~6)
T B-DB-2)B3-49B-503B-6) (—12) ’
L) = G DE=(=3)(t =5)(=6) _ (t=1(t=2)(t=3)(t = 5)(t = 6)
T A-DE-2)@-3)d -5 -6) (12) ’
Lo(t) = (t=D)(t=2)(t=3)(t —4)(t —6) _ (t—1)(t—2)(t —3)(t —4)(t — 6)
’ (5—1)(5—2)(5—3)(5—4)(5—6) (—24)

¢ Lo(t) = (t—1)(t—=2)(t—=3)(t—4)(t—D5H) _(t—1)(t—2)(t—3)(t—4)(t—5)
T 6-1)(6-2)(6-3)(6-4)(6—-5) (120) '

 Os polinémios p,(t) e p,(t) sdo entdo dados pelas expressoes

px(t) = [L’lLl (t) + ZEng(t> + Z)’J3L3(t> + $4L4(t) + [E5L5(t) + IL‘@LG(t)

py(t) = y1 L1 (t) + y2Lo(t) + y3La(t) + ysLa(t) + ysLs(t) + ye Le(1)

+ Plotar os pontos de coordenadas (p,(t),p,(t)), t € R para gerar a curva representada pela
Figura 1.11.
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Ps

i T T T S T R R "

Figura 1.11: Interpolacao de curvas.

Note-se que, se forem alteradas as posi¢does dos pontos na sequéncia, o tracado da curva se

altera, conforme mostrado na Figura 1.12.
P = (12,15), P, = (6,18), P3 = (3,12) , Py = (12,16), P5 = (15,15)e Ps = (9,12)

T T T T T
3 as 4 a5 ] a5 L &5 i 75 8 85 El s W WS W MS 12 W5 13 i35

Figura 1.12: Alternando a posi¢ao dos pontos

Na defini¢ao anterior, o pardmetro ¢ percorreu o conjunto dos ntimeros naturais. No entanto,
dependendo do problema modelado, pode-se optar por uma sequéncia crescente do tipo (t;), i =
1,2,3,...,n. Interpolamos entdo o conjunto de pontos (t;,x;) para gerar o polinémio p,(t) e os
pontos (t;,y;) para gerar p,(t). Podemos, até mesmo, tomar pardmetros distintos (¢;) e (I;),
i = 1,2,3,...,n de onde geramos os conjuntos de pontos da forma (¢;,z;) e (I;,y;) obtendo os
polinémios interpoladores p,(t) e py(1).
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Exemplo 1.6.2. Dados os nés P, = (3,7), P, = (5,9), P3 = (8,6), Py = (4,2), P5 = (9,7) e
Ps = (15,1), serdo geradas curvas de interpola¢ao para alguns pardmetros distintos:

Sera utilizado inicialmente o parametro t; =i , i = 1,2,3,4,5,6 para gerar os polinémios de
Lagrange de grau 5 p,(t) e p,(t), respectivamente.

Em um segundo momento os parametros t; e [; refletem as distancias entre uma coordenada e
a seguinte, assim, t; = 0et; = x;—x;1 =, 1 = 2,3,4,5,6 seréd utilizado para gerar p,(t) enquanto
Lh=0el;=y,—yi—1=,1=2,3,4,5,6 ird gerar p,(l).

A Figura 1,13 apresenta as curvas assim parametrizadas.

1U—Y
S P:
Lot g
““““““““““““““ == il e, J 2
| 1 /J" 5

Figura 1.13: Curva parametrizada 2
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Capitulo 2

METODO DOS QUADRADOS
MINIMOS

2.1 DEFINICAO

Em estudos baseados em experimentacao laboratorial ou pesquisas de campo é comum ha-
ver algum grau de imprecisao na obtencao dos dados em razao de limitacoes dos equipamentos
utilizados, da velocidade de reacao humana ou do recorte do espago amostral utilizado. Nestas
situagoes também se pode realizar a aproximacao. Para esses casos existe um método numérico
onde busca-se a funcao de ajuste sem a imposi¢ao de que esta contenha os dados tabulados, mas
sim, focando em minizar os residuos. O matematico Carl Friederich Gauss (1777-1855) utilizava
este método, conhecido como Quadrados Minimos, em 1795 em seus estudos de astronomia, e
a primeira publicagdo sobre este método foi feita em 1805 por Adrien Marie Legendre (1752-1833).

Na reproducao do referido método, uma de nossas primeiras tarefas serd a de definir o que se
considera erro ou residuo.

A partir de um conjunto de pontos (x;,y;) obtidos experimentalmente, deve-se observar o
comportamento desses, além de considerar informagoes preliminares sobre o objeto de estudo,
para entao escolher fungoes:

91(7), g2(2), g3(z), ..,

que podem ser do tipo polinomial, exponencial, logaritmica, trigonométrica ou outra conhecida,
aplicando aquela ou a combinagao daquelas que melhor descreva (m) o fenomeno estudado para
entdo determinar as constantes ag, a1, as, .... tais que a funcao de ajuste dada por

9(x) = aop + a191(x) + azga(w) + ...

seja considerada como boa aproximacao para o modelo estudado.

Ferramenta de auxilio nesta escolha, o diagrama de dispersao (Representagao dos dados como
pontos do Sistema Cartesiano), ajuda na interpretagao de seu comportamento, conforme ilustram
as figuras a seguir:
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Exemplo 2.1.1. Suponha que um experimento tenha gerado o seguinte conjunto de
relago & fungio f(2): {(2,3),(3,2), (5.3), (7,3),(9,4), (11,3), (14,4)}.

dados em

(9.4) (14.4)
L) L]
(2,3) (5. 3) (7.3)
(] * (]

(11,3)
[ ]

(3, 2)
)

Figura 2.1: Diagrama de Dispersao

O diagrama de dispersao mostra que esta fungdo possui um comportamento aparentemente
linear e assim iremos ajustar por uma funcao do tipo

onde g(z) = x.

g(r) = ap + a19: (),

(3.2)
L)

3 4 5] 5] i 8 ] 10 11 12 13 14

Figura 2.2: Reta de regressao linear
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Exemplo 2.1.2. Em novo exemplo supoe-se que a dispersao dos pontos seja a representada na
figura abaixo. Uma reta nao seria um bom ajuste neste caso, aqui seria mais indicado aproximar
por uma parabola

g9(x) = ag + a191(x) + az2g2(z),

onde g;(z) = x e go(x) = 2%

Figura 2.3: Diagrama de dispersao nao linear

Exemplo 2.1.3. Em uma situacao onde a distribuicao dos pontos indique um comportamento
exponencial o ajuste indicado pode ser por uma funcao do tipo

g(x) = ap + a19: (),

onde ¢;(x) = a*, ¢ > 0.

Figura 2.4: Diagrama de dispersao com comportamento exponencial
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Apresentamos, a seguir, exemplos de modelo de ajuste.

1. Polinomial

2 1
Y= a,x" 4+ ...+ asr” + a1 + ag,

onde os coeficientes ag, aq, . . ., a, sao elemnetos do conjunto R;

2. Exponencial

3. Exponencial Assintético

4. Hiperbdlico

5. Logistico

y = e
y=k e
1

_ k:
y ax+b+ ’
B a
y= 1 + beor”

2.2 DEFINICAO DO ERRO

Com o objetivo de minimizar o erro cometido na aproximagao, deve-se inicar com uma defini¢ao
deste residuo: Conforme definido no capitulo anterior, o erro de ajuste e no ponto (zy, yx) € igual
a diferenca entre o valor da funcao escolhida g em x; e a ordenada y,. A tabela abaixo apresenta,
nas duas primeiras colunas as coordenadas dos pontos dados, na terceira coluna os valores da

funcao de ajuste e na quarta coluna o erro

T Yy f(x) €k

T | Y1 9(901) €1 = 9($1) —
Ty | Y2 | g(w2) | ea = g(w2) — Yo
z3 | ys | glas) | es =g(z3) —ys

Na figura a seguir, temos o ajuste por uma reta com a representacao grafica dos erros de

aproximacao em cada ponto:
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[CARA]

25 (%, v,) s
2 Yo f(x)
0, v) /FI/
2 € €3
0 ¥
= e ' :

(x.y)

Figura 2.5: Diagrama da dispersao e, em cada ponto (z, yx)

Na hipotese de que o erro cometido na escolha da funcao de ajuste seja definido como sendo a
soma dos desvios em cada ponto pode-se chegar a situagoes indesejadas conforme mostra o seguinte
exemplo:

Exemplo 2.2.1. Suponha que uma fungao tabulada nos pontos (2,5) e (4,3) seja aproximada
pelo polinémio p;(x) = 2z — 2 e o erro definido como sendo e = e; + es.

Teriamos
p1(2) = 2,p:1(4) = 6,
61:P1($1)—yl =2-5=-3,
ea =pi(r2) —y2=6-3=3
e assim

6261+62:(—3)+3:0.

Na figura abaixo a representagao do polindmio de ajuste e dos segmentos orientados de medidas
ey € ey, cuja soma resulta em zero, mascarando o erro cometido na aproximacao.
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Por meio da soma direta dos segmentos orientados obtém-se resultado potencialmente incongru-
ente em razao do possivel direcinamento para a soma de termos tanto positivos quanto negativos,
de tal forma a neutralizar ou mascarar o erro cometido.

Uma solucao a se considerar para corrigir a referida falha é definir o erro cometido como sendo
a soma dos quadrados dos erros em cada ponto, de modo a operar apenas com termos positivos. O
método descrito de aproximacao de fungoes é conhecido por Método dos Quadrados Minimos,
e consiste em buscar a fungdo que minimize o erro segundo a definig¢ao:

n
— 2 2 2 2 _ 2
e=elt+ey;t+es+...+e, = E e;,
i=1

em que

Assim

2.3 AJUSTE POR POLINOMIOS

A partir do entendimento do ajuste por polindmios como elemento central nessa dissertacao,
¢ desenvolvido o raciocinio para o ajuste de curvas por uma func¢ao polinomial, isto é, considerar
que a fungao de ajuste é uma combinacao linear de funcgoes g, tais que g,(x) = z™:

_ 2 n
pn(T) = ag + a1z + agx” + ... + apz™.

Cabe, nesse sentido, determinar o valor dos coeficientes do polinémio, o que sera realizado me-
diante a aplicagdo do principio de minimizagao do erro segundo o método dos minimos quadrados.
Conforme mencionado, o erro de ajuste no ponto (x;,y;) por (z;, p(x;)) sera dado por:

e; = p(z;) — yi;

e o erro cometido, pela expressao:

2.3.1 REGRESSAO LINEAR

O ajuste de uma curva por um polinémio de grau 1, p(z) = a1x + ag, é chamado de Regressao
Linear. Nesse caso, o ajuste se d4 por uma reta.
Segundo a defini¢ao do erro:
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n

e = Z(alxi + CL()) — yi)2 <~
=1

n
e =Y (alx] + af + y7 + 2a0a17; — 24173y — 2a0y;)-
i=1
Cabe, nesse sentido, obter os coeficientes a; e ag. Nesse desenvolvimento vamos inicialmente
considerar o erro como sendo uma func¢ao na variavel a; . Por conseguinte, o coeficiente aqy sera
tratado como constante:

e(a) = Z(a%xf + ag + yf + 2apa1x; — 20175y — 2a0Y;) <

=1

e(al) = (Z ZE?) CL% + l2(2a0$1 — 21‘”%)] ay + Z(ag - 2@0:1/1‘ + y?)
i=1

i=1 i=1
Essa é uma fungao polinomial do segundo grau e(a;) = aa? + ba; + ¢ em que os coeficientes sao
dados por:

c=> (aj — 2aoy; + v7)
=

Cabe notar que o coeficiente a é uma soma de quadrados de elementos distintos e, portanto,
positivo. Desta forma, a parabola tem concavidade para cima. Sendo o vértice o ponto de menor
ordenada e que corresponde ao erro minimo desejado. Portanto a abscissa do vértice fornece o
valor de a; desejado. Durante os estudos realizados na primeira série do ensino médio, o aluno é
apresentado a expressao que fornece a referida abscissa

b
ap = —— < 2aa; +b=0.
2a
Ao substituir as expressoes correspondentes aos coeficientes a e b,

2 (Z :1:?) a + Y (2a0m; — 2zy;) =0 <
=1

=1

2 (fo) a; + 2 (ZI%> ap—2) xy; =0&

i=1 =1 =1

(Z xf) a; + (Z xz> ag = TiY;.
i=1 i=1

=1
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De modo analogo, considera-se a; constante para o estudo do erro em funcao de ag

n

e(ag) = Z(a%xf + ag + yf + 2apa1; — 20175y — 2a0Y;) <
i=1

e(CLO) = na(z) + lZ(Qalxz - Qyz ‘| ap + Z al 2a1xzyz + yz)

i=1 i=1

ou seja, e(ag) = na2 + bag + ¢ com

O minimo de e(ap) é atingido para

b
ag=——2nag+b=0%
n
2nag + [Z 2a1x; — 2y; 1 =0«
=1

2na0+2<2x1> @m—2) y=0&

=1 =1

(Z xl> a1 + nag = Zyl
i=1

i=1

Equagoes que formam um sistema linear com variaveis, a; e ag

{ (X2 ar+ (X, wi)ao = X, w3
(Zz:1 ;) ay + nag = > (i)

Escrito na forma matricial
i 1x2 2 i1 Ti ay ] _ l i (@) ]

oo om o iz1 (i)

Exemplo 2.3.1. A fim de demonstrar a aplicabilidade do método de regressao linear, sera apre-
sentado a seguir um exemplo de calculo ou projecao de consumo de agua nos centros urbanos.
Considerando que os mananciais de uma cidade possuem capacidade maxima de abastecimento de
dois mil metros ctbicos por dia e que o consumo nos ultimos anos tem crescido conforme mostra
a tabela abaixo, serd aplicado o método da regressao linear de modo a estimar, o ano em que o
ponto critico de abastecimento sera atingido.
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ANO | CONSUMO(em milhares de metros ciibicos)
2010 121
2011 1,25
2012 1,32
2013 1,40
2014 1,44

Ao ajustar para as varidaveis t = ANO — 2009 e y = CONSUMO, temos a tabela

x Y T Ty

1 1,21 1 1,21

2 1,25 4 2,50

3 1,32 9 3,96

4 1,40 16 5,60

5 1,44 25 7,20
Sz=15 |5y =6,62 | S22 =55 | Sy = 20,47

que gera o sistema

55 15 a; | [ 20,47
15 5 ap | | 6,62
{ 55a1 + 15a0 = 20,47 { 55a1 + 15a0 = 20,47
<

15a; + 5ay = 6, 62 0 —50ag = —=57,05 ~’

de onde a; = 0,06 e ag = 1, 14.
Entao o polindémio p(z) = 0,06t + 1,14 fornece a regressao linear.
Aplicada no ponto critico a regressao fornece:

p(z) =26 0,06z+1,14 =2 & 2 = 14,

Assim, segundo essa estimativa, o consumo atingira a capacidade maxima de abastecimento no
ano 2009 + 14 = 2023.

2.3.2 COORDENADAS MEDIAS

Uma caracteristica interessante da reta de regressao linear é conter o ponto cujas coordenadas
sao dadas pelas médias aritméticas das coordenadas dos dados tabulados.
Dado um conjunto de pontos:

(xla y1>7 ($27 y?)(xna yn)
As médias aritméticas das abscissas e das ordenadas

o xit Ttttz r
Tr = =
n n
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gttt o, Xy
n n

geram o ponto (Z,7).
Ao aplicar essas coordenadas na segunda equacao do sistema , obtem-se

(Z xz> a1+ nag = Yy,
=1

=1

e que dividido por n, resulta em

n n

i=1 i i=1 Yi
=l a; +ag = =1 <~

n n

zTaiy +ag =1.
Dessa forma provamos que as coordenadas médias satisfazem a equagao da reta de regressao, ou

seja, que o ponto M (T,7) pertence a referida reta.

Exemplo 2.3.2. No exemplo anterior temos n =5, > x = 15, >y = 6,62 e p(z) = 0,06z + 1, 14:

Z?:lxi_g_
n 5

"y 6,62
g Zi=bi 602 gy
n )

3

T =

O valor do polinémio para Z, dado por p(Z) = 0,06.3+ 1,14 = 1, 32, confirma que sua imagem
¢7.

Ponto médio

CONSUMO
(milhares de metros cubicos)

3
x=ANO - 2009

Figura 2.6: Regressao linear e ponto médio
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2.3.3 AJUSTE POR UMA PARABOLA

Em situagoes que sugiram uma distribuicao como na Figura 2.3 deve-se optar pelo ajuste por
um polindbmio de grau dois. Nesse caso nao ¢é possivel apresentar, apenas com o ferramental
disponivel ao aluno do ensino médio, o desenvolvimento que leva ao sistema abaixo. E possivel,
no entanto, mostrar ao aluno que essa sisteméatica segue os mesmos principios apresentados na
regressao linear. De posse dos conhecimentos para aplicagao de tal ajuste, sera possivel generalizar
para polinomios de grau n, sempre utilizando o método dos quadrados minimos.

Neste caso, o sistema linear a ser resolvido é dado por

4 2 2
2?21 -Tg Z?:1 -772 Z?:l T; a2 2?21 T Yi
Y x lr 2w a | = Doy TiYi
2?21 37? 2?21 X n ) 2?21 Y;

Exemplo 2.3.3. Como exemplo, o problema do estudo do clima de uma regiao, cujos dados sobre
a temperatura, coletados em intervalos de trés horas deve ser modelado por uma regressao linear
e também ajustado por uma parabola. Os dados estao representados na seguinte tabela

HORA DO DIA O[3 |69 1215|1821
TEMPERATURA (°C) | 12 | 10 | 12| 15|20 | 18 | 15 | 14

o Por regressao linear:

A tabela

INDICE | = | v x? Ty
1 0 | 12 0 0
2 3| 10 9 30
3 6 | 12 | 36 72
4 9 | 15 | 81 135
5 121 20 | 144 | 240
6 15| 18 | 225 | 270
7 18| 15 | 324 | 270
8 21| 14 | 441 | 294
by 84 | 116 | 1260 | 1311

gera o sistema

1260 &4 ap | 1311
84 8 ap | 116
1260a; + 84ay = 1310
84ay + 8ag = 116
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1260a; + 84ay = 1310
0 — 3024ap = —36036

Do qual a; = 0,246 e ag = 11,917

Assim o polinémio p(t) = 0,246t + 11,917 fornece a reta de regressao linear que ajusta o
problema.

Podemos aqui estimular os alunos a utilizar o excel ou software similar para o desenvolvimento
de um algoritmo que resolva o sistema, ou seja, entrando com as coordenadas dos nos este
devolva os coeficientes do polindémio. Podem ser utilizados também softwares matematicos
que ja possuem comandos para a solugao de sistemas.

j’gfg.i‘\‘-h] LEETS) © regressaa linear - Microsoft Excel =0
Inicio Inserir Layout da Pagina Férmulas Dados Revisdo Exibigio @ -° x
= i Calibri -ln ~A ] [= S Quebrar Texto Automaticamente | Geral - }g ijjd‘ ':;2‘ jI' 3 ;J ;:“::j":?: %? éa
Cnv‘ﬂf 7 IN £ s-|@-|S-A-| = iE £2|| 59 Mesclar e Centralizar - |E3 - o onn)| %8 28| c?r::\?::fv m:;'rTﬂ:;:"avEégl‘S‘sa{E lﬂffw B«vlw Fmrjmf AT E‘:ﬁt‘r’;ﬂj SL::‘Q,I:;,EV
Area de Transf.., & Fonte & Alinhamento & Numero & Estilo Células Edigao
\ 125 - £
A B G D E F G H 1 K L M N 0 P =
1
2 QUADRADOS MINIMOS - REGRESSAO LINEAR
3
4 INSIRA AQUI OS VALORES TABULADOS SITEMA
5 x y x xv [ 1260 | 88 [ 1311 |uu
6 0 12 0 0 | 8 | 8 | 116 |12
7 3 10 9 30
8 6 12 36 72 SITEMA ESCALONADO i
9 9 15 81 135 [ 1260 | 88 [ 1311 Juu
10 12 20 144 240 | o | 3024 | 36036 |(ExL1-( L2
11 15 18 225 270
12 18 15 324 270 [ a0 ] [ a ]
13 21 14 441 204 | 12,9167 | | 0,24603 |
14 0 0
15 0 0
16
17 n [ = | sy | [ o [ my | INTERCEPGAO INCLINAGAO
18 8 | 8 | 16 | | 1260 [ 1311 | 11,9167 0,24603
19
14 ¥ | Plan1 P2 “Pen3 7] [ m 0
Pronto [EEErT e

B 2/5 5=l e BIRElE] -
Figura 2.7: Criando um algoritmo no excel para a regressao linear

Por este método a temperatura as oito horas é aproximadamente p(8) = 0,246.8 + 11,917 =
13,885°C.

o O problema, ao ser ajustado por um polinémio de grau 2, segundo o método apresentado
gera a tabela a seguir,

41



INDICE | = | vy x? 3 rt Ty %y
0| 12 0 0 0 0 0
3| 10 9 27 81 30 90
6
9

12 36 216 1296 72 432

15 81 729 6561 135 | 1215
20 | 144 | 1728 | 20736 | 240 | 2880
15 | 18 | 225 | 3375 | 50625 | 270 | 4050
18 | 15 | 324 | 5832 | 104976 | 270 | 4860
21| 14 | 441 | 9261 | 194481 | 294 | 6174
84 | 116 | 1260 | 21168 | 378756 | 1311 | 19701

M| oo| ~1| | o] x| wo| po| =
—
bO

a partir da qual é obtido o sistema linear

378756 21168 1260 s 19701
21168 1260 84 a; | = 1311
1260 84 8 ao 116

cuja solucao ¢ dada por:ag = 9,5, a; = 1,052 e ay = 0,038.

qudarados minimos grau 2 - Microsoft Excel

Revisdo Exibicdo
|| | S Quebrar Texto Automati te  Geral
#=|| £ Mesclar e Centralizar ~ - v 00| %8 28
Area Alinhamento i Nimerc o
\
A B 5 D E F G H 1

1 QUADRADOS MINIMOS - POLINOMIO DE GRAU 2

2

3 | INSIRA AQUI OS VALORES TABULADOS SITEMA

4 x y © x x* xy Ky 378756 21168 1260 19701

5 0 12 0 0 0 0 0 21168 1260 84 1311

6 3 10 9 27 81 30 %0 1260 84 8 116

7 6 12 36 216 1296 72 432 ESCALONANDO

8 9 15 81 729 | 6561 135 1215 378756 | 21168 1260 19701 ¢
9 12 20 144 1728 | 20736 | 240 2880 0 | -2,9E+07 | 5143824 | 79518348

10 15 18 225 3375 | 50625 | 270 4050 0 | 5143824] 1442448 | 19112436

11 18 15 324 5832 | 104976 | 270 4860

12 21 14 441 9261 | 194481 | 294 6174 378756] 21168 1260 19701

13 0 0 0 0 0 o] -2,9E+07] 5143824 79518348

14 0 0 0 0 0 0 o[ 1,559E+13] 1,4807E+14

15

16 n ‘ X ‘ Iy | ‘ Ix? ‘ x? ‘ x* | Ixy ‘ Ixly ‘ ‘ a0 ‘ a1 ‘ a ‘ 1l
17, 8 | 8 | 116 | [ 1260 | 21168 | 378756 | 1311 | 19701 | [ 9,5 [1,051587] -0,0383|

18

19 |4
W 4> v Plan1 Plan2 “Pan3 3 [Tl I Rl
Pronto [EEErET e " ©

f

G5 (516 9= eloelEliE] i
Figura 2.8: Utilizando o excel para a obtencao dos coeficientes
Assim, o polindmio p(x) = —0,038z% + 1,052z + 9,5. ajusta por quadrados minimos o

problema.
Nesse ajuste, temos, p(8) = —0,038.82 + 1,052.8 + 9,5 = 15, 484°C.
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2.4 AJUSTE LINEAR DE MODELOS EXPONENCIAIS

Em publicagao de relevancia historica, o economista britanico Thomas Robert Malthus, pro-
fessor de histéria e economia politica do colégio da Companhia das Indias (o East India Company
College), assenta os primeiros trabalhos do que viria a ser Modelagem de Dindmicas Populacio-
nais. Ao introduzir o uso de ferramentas matematicas nas proje¢des de comportamento de uma
populacao, esses modelos tém aplicacao direta em varios campos; desde o auxilio a medicina no es-
tudo e combate de epidemias, por meio de planejamento de infra-estrutura de hospitais ou centros
de saude, até no dominio da ecologia, na mensuragao do risco a espécies ameacadas de extingao,
estudo da iteracdo entre espécies. Até mesmo a economia poderia se beneficiar destes estudos
nas areas de planejamento urbano, uso de recursos publicos, producao de alimentos, prevencao de
pragas e uso racional de recursos naturais.

Em “An essay on the Principle of Population as it affects the Future Improve-
ment of Society” (1789), Maltus, tido como pioneiro na modelagem de dindmica populacional,
considera que a taxa de crescimento seria constante e uma determinada populacao poderia ser
modelada pela expressao P(t) = be™ com b > 0 e a # 0. Malthus ficou conhecido por fazer, nesse
trabalho, uma previsao pessimista e catastréfica para a humanidade. Segundo ele, o crescimento
da populacao mundial aconteceria de forma exponencial, enquanto que a capacidade mundial de
producao de alimentos cresceria linearmente, os recursos hidricos limitados, levando a sociedade
humana a um ponto critico, a partir do qual seria inevitavel o surgimento de uma crise mundial
causada pela escasses de alimentos e dgua, provocando guerras e pandemias.

Podemos linearizar este modelo fazendo os seguintes ajustes:

y= P(t) = be™ & Iny = In(be™) &

Iny = Inb + In(e™) & z = B + at,

sendo a=ae f=Inb

Outro pioneiro a contribuir para a consolidacao da modelagem de dindmicas populacionais foi
Pierre Francois Verhulst , matematico de origem belga que em 1822 ingressou na Universidade
de Ghent e apenas trés anos apés concluiria o Doutorado em Teoria dos Numeros, com destaque
em trabalhos de varias areas. Em seu modelo de dindmica populacional, apresentado no ano de
1837, Verhulst assumiu que o crescimento fosse exponencial em seus primeiros estagios, porém ao
se aproximar de um estado chamado de capacidade suporte, causado pela limitagao de recursos
naturais, esta populacio se estabilizaria. Para tanto, a taxa de crescimento foi considerada dire-
tamente proporcional a oferta de nutrientes. Este modelo é chamado hoje de crescimento logistico
e é dado pela expressao

a

y= 1+ be—ax’

que pode também ser linearizada fazendo
y
z=In ay Sz=pr+7y
1

a
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sendo f = —a ey = —Inb

Exemplo 2.4.1. No Brasil, o censo demografico é realizado a cada dez anos e tem importancia
estratégica para elaboracao de politicas publicas e para o investimento privado. Este censo é
realizado desde 1890, com omissoes nas décadas de 1900, 1910 e 1930. Para completar as lacunas
deixadas, o IBGE fez estimativas para as datas nao investigadas e o método utilizado é o ajuste da
curva de crescimento da populagao brasileira. A seguir serao aplicados os métodos descritos para
obter estimativas que preencham as lacunas do inicio do século XX e realizar uma comparagao

com a estimativa oficial do IBGE.

ANO | POP(milhoes de hab)
1890 14
1900

1910 .
1920 31
1930 v
1940 41
1950 52
1960 70
1970 93
1980 120
1990 147
2000 171
2010 191

O problema sera trabalhado nas variaveis x = %61880 e y = pop, nas quais é gerada a tabela:

x? x? r? Y Yy %y

1 1 1 14 14 14

16 64 256 31 | 124 496

36 | 216 | 1296 | 41 | 246 1476
49 | 343 | 2401 | 52 | 364 2548
64 | 512 | 4096 | 70 | 560 4480
81 | 729 | 6561 | 93 | 837 7533
10 | 100 | 1000 | 10000 | 120 | 1200 | 12000
11 | 121 | 1331 | 14641 | 147 | 1617 | 17787
12 | 144 | 1728 | 20736 | 171 | 2052 | 24642
13 | 169 | 2197 | 28561 | 191 | 2483 | 32279
> | 81 | 781 | 8121 | 88549 | 930 | 9497 | 103237

O[O | O = —| 8

o A primeira estimativa se darad pela regressao linear, que recai no sistema:
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781 81 aq 9497

81 10 ap | 930

De onde ag = —34,37 e a; = 15,72 e py(t) = 15,72t — 34, 37.

Este polindmio devolve as respectivas populagoes para as décadas de 1900,1910 e 1930: -2,93(
evidente que nao se trata de uma estimativa aceitavel), 12,79 e 44,23 milhoes de habitantes.

e Ao ajustar por um polinémio de grau 2, tem-se o sistema:
88549 8121 781 as 103237

8121 781 81 a; | = 9497
781 81 13 ag 930

cuja solugio fornece os coeficientes do polinomio p(t) = 1,35t2 — 3, 72t + 17, 46, este, por sua
vez, fornece como estimativa para as décadas em que nao houve senso:

p(2) =1,35.2> — 3,72.2 + 17,46 = 15,42,

p(3) =1,35.32 — 3,72.3 + 17,46 = 18,45

p(5) =1,35.5% — 3,72.5 + 17,46 = 32,61.

Nos anos de 1900, 1910 e 1930 as populagoes estimadas eram respectivamente, 15,42, 18,45
e 32,61 milhoes de habitantes.

_/69 - )= udrados minimosgrss 2 populio - Microof xcel

Caibri BT SN

Ol M

N Zs-[@-[o- A (@ % o) 23

Fonte Nimero

| fe| 191
A B S D E F G H LoDk L M N

1 QUADRADOS MINIMOS - POLINOMIO DE GRAU 2

2

3 _INSIRA AQUI OS VALORES TABULADOS SITEMA

4 x v x x x xy Xy | [88549 8121 781] 103237
5 1 14 1 1 1 14 14 8121 781 81 9497
6 4 31 16 64 256 124 496 | [781 81 10 930)
7 6 a1 36 216 | 1296 | 246 | 1476 ESCALONANDO

8 7 52 49 343 | 2401 | 364 | 2548 88549 | 8121 781 103237 =
9 8 70 64 512 | 4096 | 560 | 4480 0 [-3206128| -829968 | -2562176
10 9 93 81 729 | 6561 | 837 | 7533 0 [ -829968 | -275529 | -1722473
1 10 120 100 | 1000 | 10000 | 1200 | 12000

12 11 147 121 | 1331 | 14641 | 1617 | 17787 88549] 8121 781] 103237
13 12 171 144 | 1728 | 20736 | 2052 | 24624 o[ -3206128] -829968] -2562176
14 13 191 169 | 2197 | 28561 | 2483 | 32279 0 o[ 1,945E+11] 3,3959E+12
15

16 n | = | sz | [ [ o [ o [ sy [ 2y |[ a0 [ a1 | a

17 10 | 81 | 930 | [ 781 [ 8121 | 88549 | 9497 | 103237 | [ 17,4568 | -3,71988 | 1,3530628]

18

]

%] plan1 Pl /Pan3 /%3 0t

. IEEEAEGEL 1E =)

Figura 2.9: Obtendo os coeficientes
e O modelo exponencial
y = be™,
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cuja linearizacao
z =0+ at,

onde a = a e 8 = [nb, fornece a tabela

t y 2 =Iny t? tz

1 14 2.64 1 2.64
4 31 3,43 16 13,72
6 41 3,71 36 22,26
7

8

9

52 3,95 49 27,65
70 4,25 64 34,00
93 4,53 81 40,77
10 120 4,79 100 47,90
11 147 4,99 121 54,89
12 171 5,14 144 61,68
13 191 5,25 169 68,25
St=81|Sy=0930| > 2=42,68 | > t* =781 | Stz = 373,76
Com os dados dessa tabela é formado o sistema linear

781 81 ol [ 376,76
81 10 G| | 42,68 |
f=245=b=¢" =€ =11,588,a = a = 0,22

P(T) = b.e“t = 11,588."%*

assim P(2) = 11,588.e% = 18,16, P(3) = 11,588.¢%% = 22,73 ¢ P(5) = 11,588.eM! = 35,62 que
representam as estimativas por este modelo.

do qual tem-se

ICNEEECE
(g
> Em

A B c D E F G H J K
4 INSIRA AQUI OS VALORES TABULADOS SITEMA
5 x v z=Iny xz [ 781 [ 81 3738456051 |11
6 i 14 | 2,63906) 1 2,63906 | 81 [ 10 4260081637 12 t b.e??
7 4 31 | 343399 16| 13,7350 2 | 181586
8 6 41| 3,71357 36 | 222814 SITEMA ESCALONADO 3 [22,7308
9 7 52 3,95124] 49 27,6587 [ 781 [ 81 3738456051 |11 5 35,6191
10 8 70 4,2485) 64 33,988 [0 | -1249 | -3060,02628 |(sx)L1-( 5x?)L2
1 9 %3 455326 81 | 40,7934
12 10 120 | 478749 100 | 47,8749 [ ] [ o |
13 11 147 | 499043 121 | 54,8048 [ 2,24908 | [ 0,224580324 |
14 12 171 | 514166 144 61,7
15 13 101 | 525027 169 | 68279 b=¢|® a=a
16 | 11,5881 | 0,224580324|
7 [ n [ =] [= ] [me [ oy |
18 [0 | &1 | | 42,6008 | 781 | 373,846
19
20
2
2
23
@51 plan 9

Mol

m ]
aaaaaa 33 Soma: 1053690816 |6 [0 (0|09 i U C4)

Bl D el@emIE][E[d] | Sag

Figura 2.10: Algoritmo dispersao exponencial
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Na tabela abaixo, sdo apresentadas as estimativas obtidas pelos varios modelos e também
aqueles oficialmente estimados pelo IBGE (em milhoes de habitantes):

ANO | LINEAR | PARABOLA | EXPONENCIAL | ESTIMATIVA OFICIAL IBGE
1900 -2,93 15,42 18,16 17,438
1910 12,79 18,45 22,73 24,037
1930 44,23 32,61 35,62 35,935

Ao comparar os valores fornecidos pelos modelos com a estimativa oficial, podemos prontamente
constatar que o exponencial é o que mais se aproxima, seguido do polinémio de grau 2 e regressao
linear. A figura abaixo apresenta a representacao grafica desses ajustes.

Podemos igualmente utilizar as func¢oes de ajuste obtidas para realizar estimativas de eventos

para anos posteriores ao ultimo senso realizado. Na tabela, a seguir, a estimativa para os anos de
2014, 2015 e 2020.

ANO [ LINEAR | PARABOLA | EXPONENCIAL | ESTIMATIVA OFICIAL IBGE
2014 | 176,28 210,02 220,96 203,55
2015 | 177,85 213,28 225,87 204,45
2020 | 185,71 229,98 252,14 212,08

Pode-se verificar pela tabela apresentada que o modelo linear se mostra o menos eficiente, o
ajuste por parabola foi o que mais se aproximou, e o exponencial levou a estimativas muito elevadas
pelo fato de adotar taxa de crescimento sempre crescente. O modelo assintotico de Verhulst, que
leva em consideracao a capacidade suporte, retrata de forma mais fiel a realidade. Como, no
entanto, o modelo mencionado utiliza conceito de limite em seus calculos, foi omitido do presente
estudo.

P
= Funi

g
@ e(x) = 1.1588 "2
@ pllx) = 1672 x — 37
3 p2x) = 1.35x%— 372x 41786 i
= Ponto
5 A=(1,14) @
5 B=(4,31)
5 €=(6,41)
5 D=(7,52)
5 E=(8,70)
5 F=(9,93)
5 G=(10,120)

5 H=(11,147)
5 1=(12,171)
5 J=(13,191)

POPULAGCAO B
(milh8es de havitantes)

x

" " a
_ ANO-—1880 |
= 0

Figura 2.11: Representacao grafica dos modelos
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2.5 QUADRADOS MINIMOS E FUNCAO INVERSA

No estudo das mitigagoes de erro pelo uso dos quadrados minimos, ¢ importante notar que,
dadas as fungoes g; e g9, obtidas ao aplicar-se o referido método para ajustar uma funcao f e
sua inversa f~!, respectivamente, nio necessariamente g; ! = ¢5. Ocorre que, ao ajustar a funcao
f minimiza-se a soma dos quadrados das distancias entre as ordenadas, bem como, no ajuste de
f~! é minimizada a soma dos quadrados das distancias entre as abscissas conforme as expressoes
abaixo.

e =3 (gi(e) — ),

=1

O R BN I I R O R B W
] s

Figura 2.12: Representacao do erro na regressao de f e f~!

Exemplo 2.5.1. Um experimento gerou a tabela abaixo cujos dados dever ser ajustados por
regressao linear.

x|-211[3]5
y| 81216]|-1

« Ao ajustar y = f(z) chega-se ao sistema

39@1-{—7&02 -1 o 39a1+7a0: -1
Tay + 4ag =15 0—107ay = —3592 ~’

cuja solucao é a3 = —1,019 e ag = 5, 533.
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o A regressdo linear, calculada sobre a inversa z = f~!(y) gera o sistema

1561 +4by =7 0 — 1950y = =750

cuja solucao é by = —0,559 e by = 3, 846.
Os coeficientes acima calculados fornecem as seguintes retas de regressao:

{ 10561 + 15by = —1 { 10561 + 15by = —1

gi1(x) = —1,019z + 5,533
e
92(y) = —0,559y + 3,846
Ao calcular g; ' (y) tem-se que g; ' (y) = —0,981y+5, 449. Evidentemente diferente da regressio

linear de f~1(y).
A seguir tem-se a representacao gréfica das retas de regressao linear g;(z) e g2(y).

R T T . U
(5,-1)
14 ®

Figura 2.13: Representacao grafica das retas de regressao

Observagao 2.5.2. A intersecao das retas se da no ponto cujas coordenadas sao as médias arit-
méticas das coordenadas dos dados tabulados.
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Capitulo 3

SUGESTOES DE ATIVIDADES AOS
ALUNOS

Neste capitulo apresentamos sugestoes de atividades a serem trabalhadas com os alunos com o
intuito de leva-los a interagir com os métodos numéricos descritos nesta dissertacao desejando que
este trabalho seja desenvolvido com o apoio de softwares enriquecendo assim o universo discente.
Sempre que possivel as atividades sdo apresentadas em forma de situacoes problema com o intuito
de atrair a atencao e estimular a sua resolucao. Visando facilitar sua reproducao e aplicacao, estas
atividades sdo colocadas em forma de planilhas.

Os objetivos e sugestoes de cada uma delas s@o enumerados a seguir:

1. Na atividade 1 é apresentada uma tabela com dados da velocidade de um foguete apds o
langamento e proposto que o aluno faga:

a representacao grafica destes dados(localizagao de pontos no plano cartesiano);

obter os polinomio de Lagrange de grau 1, gerar o polinomio interpolador para entao
estimar a velocidade no instante dado. Aqui é interessante o professor retomar a impor-
tancia da escolha dos nds a serem utilizados na resolugao, ou seja, tomar aqueles cujas
abscissas estejam mais préoximas do dado estabelecido;

utilizar a interpolagao inversa para determinar o instante em que a velocidade atinge o
valor dado;

interpolar por um polinémio de grau 2 e repetir a estimativa;

representar graficamente os polinémios interpoladores obtidos. Momento onde ¢é inte-
ressante estimular o aluno a fazer uma reflexao sobre o comportamento destas fungoes
em relacdo aos dados fornecidos inicialmente,

utilizar um software para a representacao grafica dos dados e das fungoes envolvidas na
atividade.

2. Na atividade 2 é apresentada uma situacgao problema contendo dados de um teste de consumo
de combustivel onde é proposto:
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a representacao grafica destes dados;

obter os polindbmio de Lagrange de grau 2, gerar o polindomio interpolador que permite
estimar a eficiencia do veiculo estudado no que se refere ao consumo de combustivel;

representar graficamente o polindémio interpolador obtido. Momento onde ¢ interessante
estimular o aluno a fazer uma reflexao sobre o comportamento desta fun¢do em relacao
aos dados fornecidos inicialmente,

utilizar um software para a representacao grafica dos dados e da fungao de ajuste.

3. Atividade 3: Aplicacao da interpolagao a lei de Hooke, uma situacdo problema onde o pro-
fessor deve explorar os conceitos fisicos e 0 modelo matematico fazendo relagao, por exemplo,
entre a constante elastica da mola e o coeficiente angular da reta obtida na representacao
grafica do ajuste:

obter os polinomio de Lagrange de grau 1, gerar o polinomio interpolador para entao
estimar o comprimento da mola. Aqui sugerimos estrategicamente dois valores interca-
lados aos nds de forma que o professor possa trabalhar diferentes aproximacoes obtidas,
conforme os nos escolhidos por cada aluno e efetuar juntamente com estes uma analise
dos resultados;

aplicar a interpolacao inversa e, assim como no item anterior, realizar analises conjuntas
dos resultados obtidos.

4. Na atividade 4 sugere-se a interpolagao por um polindémio de grau 2 da funcao exponencial
e a realizagdo de uma estimativa para o erro:

obter os polinomio de Lagrange, gerar o polinémio interpolador para entao aproximar
a funcdo no ponto dado;

efetuar a representacao grafica dos dados, do polinémio interpolador e do ponto apro-
ximado;

aplicar a definicao de erro para obter um limitante para este e fazer uma comparacao
com o erro no ponto aproximado, estimulando o aluno a refletir sobre os conceitos aqui
trabalhados;

utilizar um software para a representacao grafica dos dados e das fungoes envolvidas na
atividade.

5. Na atividade 5 é trabalhada a interpolacao de curvas. Sugerimos aqui que a atividade seja
trabalhada em grupos de alunos onde se pode alternar a posicao dos pontos, assim como os
grupos se utilizarem de parametros distintos para a producao de diferentes resultados que
devem ser discutidos em conjunto ao final da atividade:

efetuar a representagao grafica dos dados;

definir o parametro a ser utilizado, obter os polindmio de Lagrange, gerar o polinémios
interpoladores p,(t) e p,(t);
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« utilizar os polinomios obtidos para gerar um conjunto de pontos da curva, representa-os
no plano cartesiano para entao tracar a curva de ajuste;

o utilizar um software para a representacao grafica dos dados e da curva de ajuste com-
parando o resultado com a curva tragada no plano.

6. A atividade 6 apresenta um conjunto de dados e sugere que seja utilizado o método dos
quadrados minimos para a obtencdo de uma funcio de ajuste. E interessante que aqui a
atividade seja desenvolvida com o uso de uma planilha eletronica de forma a enriquecer o
trabalho desenvolvido:

e 1o item a o aluno deve efetuar a representacao grafica dos dados fornecidos;

e 0 aluno deve efetuar a regressao linear sobre os dados considerando inicialmente o peso
em funcao da altura, gerando os coeficientes do sistema linear para entao determinar os
coeficientes da reta de regressao que fornecera os resultados solicitados;

 sugerimos entdao que seja feita a regressdo sobre a funcao inversa (altura em fungao do
peso), repetindo os passos do item anterior, estime os valores pedidos;

« a atividade deve ser entao encerrada com uma analise e comparacao entre os resultados
obtidos nos dois ajustes. A representacao grafica das retas pode ser utilizada para
enriquecer esta analise.

7. Objetivando ilustrar o fato de que o ajuste pode ser dar por outras fungdes que nao po-
lindomios, como citado no ajuste exponencial, a atividade 7 sugere a aproximag¢ao por uma
hipérbole.E interessante reforcar junto ao aluno que a linearizacio da funcio de ajuste possi-
bilita a aplicagao da regressao linear e que, apos a obtencao dessa se deve retornar a fungao
escolhida para o ajuste:

e no item a o aluno deve efetuar a representagao grafica dos dados fornecidos para a
verificagdo da aplicabilidade do ajuste escolhido;

e sugerimos que seja utilizado uma planilha eletronica na linearizagao, obtencao do sis-
tema linear e determinacao dos coeficientes da reta de regressao e que os resultaods
sejam comparados com aqueles obtidos sem o auxilio da informatica;
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PROBLEMA DA VELOCIDADE DE UM FOGUETE

No lancamento de um foguete, as suas velocidades sao registradas em intervalos de 5 segundos
conforme a tabela

tempo(s) 0| 5 | 10 | 15 | 20
velocidade(m/s) | 0 | 120 | 250 | 400 | 500

a) Faga um diagrama de dispersao dos dados no sistema cartesiano abaixo;

b) ajuste por um polinémio de grau 1, usando o método de Lagrange, para estimar
a velocidade em t = 16s;
Ly = L, =

Pi(x) = Pi(16) =

¢) use o polindémio obtido no item anterior para estimar o instante em que a
velocidade era de 450m/s;

d) estime novamente a velocidade em ¢ = 16s utilizando agora Lagrange para um
polinémio de grau 2;

Ly = PQ('I) =

e) represente no plano acima os gréaficos de Py(x) e Po(x).
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PROBLEMA DO TESTE DE CONSUMO DE COMBUSTIVEL

Uma montadora, no desenvolvimento de um novo modelo de veiculo, realizou teste de consumo
de combustivel que consiste em percorrer um trajeto fixo de 120km a velocidades constantes.
Este teste foi realizado a velocidades de 40km/h, 80km/h e 100km/h em que o

consumo foi registrado na tabela dada.

VELOCIDADE(km/h) | CONSUMO(litros)
40 12
80 10
100 15
a) Plotar os pontos dados no sistema cartesiano abaixo;
b) Utilizando a interpolacao de Lagrange por um polindémio de grau 2 faga uma estimativa
para o consumo a uma velocidade constante de 50km/h.
Loy =
Ly =
Ly =
Py(x) =
Py(50) =
c) trage o grafico de Py(z) no plano abaixo.

N
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PROBLEMA DO COMPRIMENTO DE UMA MOLA

A lei de Hooke afirma que quando uma forga é aplicada a uma mola, o comprimento dessa é
uma funcao linear desta forca. A referida fungao é descrita pela expressao F(I) = k(I — FE), onde
F(I) representa a forga necessaria para esticar a mola [ unidades, E representa o comprimento da
mola sem nenhuma forca aplicada, e k é a constante da mola. Dados obtidos experimentalmente
sobre certa mola estao contidos na tabela abaixo.

)

F

—~

O | O =~

DD =N O
—

2

a) Aplique o método de Lagrange para polindémio de grau 1 para estimar
o comprimento da mola quando F(I) =3 e F(I) =4,5;
LO - Ll —

Pi(4,5) =

b) Aplique a interpolagdo inversa para determinar a forga necessaria para que
a mola assuma comprimento 8 e 10, respectivamente.

Lo = L, —

G, =

G1(8) =

G1(10) =
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PROBLEMA DA INTERPOLACAO DA EXPONENCIAL

Na tabela abaixo temos o valor da funcao exponencial y = e para alguns elementos do dominio:

r|y=-¢€"
0 1
1 2,7
2 7.4

a) Aplique o método de Lagrange para polindmio de grau 2 para estimar
o valor da funcao quando xz = 1, 5.
Lo =

L1:

Py(1,5) =

b) Use o plano abaixo para tragar o grafico de Py(x) e dos pontos tabelados
c¢) Sabendo que a derivada de qualquer ordem da fungdo exponencial é igual a
ela mesma, aplique o estudo do erro e obtenha um limitante para este no
intervalo [0, 2], comparando com o erro em = = 1,5

A

v
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PROBLEMA DA INTERPOLACAO DE CURVAS

Aplicar o método de Lagrange para ajuste de curvas para a sequéncia de pontos P, = (3,12),
Py = (12,9) e P; = (6, 3).Para tal vocé deve seguir os seguintes passos:

a) Plotar os pontos dados no sistema cartesiano abaixo;
b) utilizando um parametro ¢, construir os polinémios de Lagrange;

Li(t) =

c) gerar os polindémios p,(t) e py(t);
pa(t) =

Py (t) =

d) tragar a curva com o auxilio de um software.
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PROBLEMA DA RELACAO PESO-ALTURA
A tabela abaixo mostra as alturas e os pesos de uma amostra de 6 pessoas

Altura(m) | 1,8 | 1,7 1,6 | 1,6 | 1,7
Peso(kg) | 80 | 70 | 60 | 70 | 80

a) Faga um diagrama de dispersao dos dados e observe que parece existir uma relagao linear entre
altura e peso.

.
>

b) aplique a regressao linear para obter uma expressao que descreva o
comportamento do peso p em funcao da altura h.

>Yh= Yp= S h? = S ph =

ag = a; = p(h) =

c) estime o peso de uma pessoa com 175 cm de altura e estime a altura
de uma pessoa com 80 kg.

d) ajuste agora uma reta que descreve o comportamento da altura em funcao
do peso e revolva o item (c¢) com esta nova fungdo comparando os resultados.

Yp= S h= S pt= S hp =

ap = a; = h(p) =
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PROBLEMA DE APROXIMACAO POR HIPERBOLE

As fungoes do tipo g(z) = @ —i—lalx possuem a caracteristica de que as curvas geradas por seus

graficos sao hipéboles. Estas fung¢oes também sao utilizadas em aproximacgao através da seguinte

linearizacdo.Se g(z) = —-— aproxima a funcdo f(x) entdo a funcdo = ag + a1z aproxima

ap+aix
_1

o) Assim, dada a tabela

1
g(x)

T 1 ) I3 Tn

flx) | fla) | flwa) | flxs) | o | flwa) T

construimos a tabela dos pontos (z,y) = (z, ﬁ), aplicamos sobre esta a regressao linear obtendo
a fungao p(z) = ﬁ e finalmente a funcdo de ajuste que é dada por g(z) = le)'
Considere funcao f(x) conhecida nos pontos:

z 104 1 3
f(@) [52]051 0,12

a) Faca um diagrama de dispersdao dos dados no sistema cartesiano abaixo e verifique que o
ajuste hiperbélico é indicado para esta fungao;

3

v

b) aplique este método para obter uma funcao de ajuste para f(z);

o= Yy= Y= Yy =

ap = a; = p(x) = 9(z) = o5 =

c¢) obtenha uma aproximacao para f(1,5).

d) represente no plano acima o grafico de g(x).
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Capitulo 4

CONCLUSOES

Tendo como referéncia um dos principais objetivos do programa de Mestrado PROFMAT,
proporcionar aos professores uma possibilidade de aperfeicoamento, o foco deste trabalho foi apre-
sentar uma proposta de enriquecimento do curriculo de matematica do ensino médio, onde o tema
Ajuste de Curvas é desenvolvido de forma a colocar o aluno em contato com o conceito de
aproximacao de fungoes, iniciando pelo aspecto histérico, passando pelas aplicagoes atuais, para
em seguida realizar um desenvolvimento dos conceitos de forma relacionada com os contetidos até
entdo estudados. O tema é abordado de forma a ser aplicado na formacao de professores, em
escolas técnicas profissionalizantes assim como em turmas de ensino regular.

No Capitulo 1 sobre interpolacao, buscamos relacionar assuntos pertinentes ao curriculo do
ensino médio com as formas de interpolar, com o objetivo de reforcar a utilidade desses conceitos.
Na primeira série do ensino médio, sao estudados problemas de determinacao da expressao que
define uma funcao dado um conjunto de pontos, ou seja, trabalha-se a interpolacao ainda que sem
descrevé-la. Neste momento, o contato com novas formas de ajuste é uma oportunidade de cres-
cimento ao apresentar técnicas que proporcionam uma ampliacgdo do conhecimento. O polindémio
interpolador na forma de Lagrange, que possibilita interpolar um maior niimero de pontos sem a
necessidade de resolu¢ao de um sistema linear e com um menor ntimero de operagoes, reforca a
abordagem desses conceitos. A possibilidade de resolucao de sistemas utilizando interpolacao é
também apresentada a relacao entre interpolacao linear e equacao da reta ilustra a possibilidade
de aplicacao em geometria analitica. Além disso, a discussao sobre a interpolacao inversa serve
para reforgar o estudo de fungdes. Duas abordagens que merecem destaque nesse capitulo sao o
conceito de erro, e a interpolagao de curvas. O primeiro pelo fato de nao estar presente no ensino
médio, pois se utiliza de conceitos de céalculo, mas que, mesmo trabalhado de forma superficial,
proporciona o enriquecimento do universo matematico; o segundo por ampliar as possibilidades de
aproximagcao de curvas que nao necessariamente representem o grafico de uma funcao.

No Capitulo 2 sobre o ajuste de curvas, analisamos o Método dos Quadrados Minimos, onde
destacamos a escolha da funcao de ajuste de acordo com a distribuicao dos pontos, levando o
estudante a analise e interpretacdo de dados. No caso do ajuste por um polinémio de grau 1
(regressao linear) apresentamos o método dos quadrados minimos evitando o célculo de derivadas
parciais, fazendo uso apenas do conceito de vértice de uma parabola (ponto de minimo ou maximo).
Apresentamos ainda a adaptagao do uso de regressao linear em modelos exponenciais, trabalhando
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o conceito de logaritmo.

O uso de planilhas eletronicas na resolugao dos problemas ¢é sugerido como forma de enriqueci-
mento do trabalho, proporcionando o contato com a informéatica de forma saudavel. Os softwares
utilizados sao gratuitos, facilitando sua obtencao e aplicacao. As atividades propostas no Capitulo
3 podem ser aplicadas em aulas, olimpiadas ou minicursos, de forma individual ou em grupo. E
importante analisar e discutir os resultados obtidos através de discussoes com os alunos, de ma-
neira a incentivar uma postura mais critica em relacao aos conceitos estudados, como uma forma
de preparagao para a formagao superior e/ou atividade profissional.
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Apéndice A
SOFTWARES MATEMATICOS

Serao aqui apresentados, os softwares utilizados, algumas de suas ferramentas e seus respetivos
sites oficiais.

1. Geogebra foi o software mais utilizado na confeccao de graficos, uma vantagem é que o
Geogebra pode ser trabalhado com estudantes desde as séries iniciais, devido a interface de
facil entendimento , possuindo uma barra de ferramentas com icones que geram diretamente
os entes geométricos mais usados. Possui também uma janela de entrada para a inclusao de
pontos através de suas coordenadas e de fungoes e seus graficos. Na Figura 5.1 este software
foi utilizado para gerar as curvas de ajuste dos modelos que aproximam a popugao brasileira
e na figura 5.2 ilustrando a facilidade de geracao de entes geométricos esta destacada a reta
de regressao linear. O site oficial para dowload é www.geogebra.org

roblema da populagio.ggh o o ) e S
P! populago.ggf

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

=
[
N
=
)
L]
=
.- )

~ Janela de Algebra |~ Janela de Visualizagao
150 =~ L&
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» P1(X) = 1.5672 X — 34.37

5> P2(X) = 0.014 X? — 0.372 X +17.46
> p(x) = 11.588 "0

= Ponto

5 A=(10,14)

B =(40, 31)

C =(60, 41)

D =(70,52)

E =(80, 70)

F =(90, 93)

G = (100, 120)

H = (110, 147)

1=(120, 171)

J = (130, 191)

©

© 000 e e e e

-120 -100 -80 -60 -40 -20 0 /ﬁ 40 60 80 100 120 140 1860 180 200 220 240 260

Entrada: 1]

Figura A.1: Geogebra na confeccao de graficos.
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GeoGebra (2)

1) S|

Jarquivo Ecitar Exibir |

» Janela de Algebra

Entrada

]~

.
L

pgies Ferramentas Janela Aluda
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Reta de Regress&o Linear

Lugar Geométrico

oF

L

B B 23 = o 1 2 3 1 5 8 7 8 9 10 n

Figura A.2: Barra de ferramentas no Geogebra.

2. O Scilab (www.scilab.org/), que foi usado na geracao das curvas, se encaixa em um hal de
softwares matematicos mais elaborados que o geogebra, com uma gama maior de recursos,
porém exige um maior conhecimento para ser manuseado. Uma ferramenta de ajuda deste é
apresentada na figura 5.4. Similar a esse software é o Freemat (Figura5.5), também livre e
cujo site oficial ¢ www.freemat.sourceforge.net/

CHab 550 Console

=T

Arquive Editar Controle

ZEIXE0|%

[Execucdo de inicia
carregands o amp

[F->x=(3/-120) * (£"5
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& xcos

22 x

Nome
Tradutor de Matlab para Scilab

& Gerenciador de méduos - ATOMS
FE=720) +(6/24) * (L~5-19%C 44137#L"3-461% L 24702 %C~360) + (12/-12) * (t|
Navegador de variaveis

Historico de comandos

Navegador de arquivos

value

Visbildade

Figura A.3: software Scilab.
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Figura A.4: Ajuda do Scilab.
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Documentagio “3
FAQ

<
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i | Cet FreeMat Now!

e e 0 1 B

Figura A.5: software Freemat.

3. Para a criagdo dos procedimentos de obtencao dos coeficientes foi utilizado o Excel mas
existem alternativas de uso livre como o Openoffice que possuo desde editor de texto,
apresentacao de slides a planilha eletronica e cuso comandos sao similares. Este pode ser
obtido no site www.openoffice.org/pt-br/.
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regressao linear problema - Microsoft Excel
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Figura A.8: O programa possui fun¢des que retornam os coeficientes na regressao.
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