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Resumo

Problemas de otimizacao procuram maximizar ou minimizar uma determinada
funcao, eles desempenham um papel importante no mundo real. Muitas aplicacoes
praticas de ciéncias como engenharia e economia, podem ser formuladas através de
problemas de otimizacao, como, por exemplo, a minimizac¢ao da quantidade de ener-
gia usada em uma fabrica ou a maximizacao dos investimentos de uma pessoa. Nesse
trabalho trataremos com questoes de fungoes de uma, duas ou trés variaveis na busca
pelo ponto cujo o valor ¢ maximo ou minimo, seré tratado conteidos que podem ser
trabalhados no ensino médio, como a Desigualdade das Médias, Funcao Quadratica e
também, temas que podem ser explorados em cursos de graduagoes, no caso das Deri-
vadas e o Método de Lagrange, todos os topicos possuem exemplos interessantes sobre

aplicacoes dos conceitos estudados.

Palavras-chave
Otimizacao, Fungoes de uma, duas ou trés varidveis, Maximos e Minimos, Método

de Lagrange
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Abstract

Optimization problems seek to maximize or minimize a certain function, they play
an important role in the real world. Many practical applications of sciences like engi-
neering and economics can be formulated through optimization problems, for example,
minimizing the amount of energy used in a factory or maximizing the investment of a
person. In this work we will deal with issues of functions of one, two or three varia-
bles in the search for the point whose value is maximum or minimum, will be treated
contents that can be worked in high school, as the Inequality of Means, Quadratic
Function and also themes that can be explored in graduate course, in the case of Deri-
vative and Method of Lagrange, all threads have interesting examples of applications

of the concepts studied.

Keywords
Optimization, Functions of one, two or three variables, Maximum and Minimum,

Method of Lagrange
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1 Introducao

O desenvolvimento das sociedades como o conhecemos foi fruto de uma intensa
busca da melhora dos mecanismos que regem a vida das pessoas. Desde os primoérdios
o homem pensa em maneiras de criar, modificar ou substituir uma tecnologia em outra
para aumentar sua capacidade, velocidade de produgao e lucro ou diminuir o tempo de
criacao de um objeto e reduzir os seus custos.

Na era da globalizacao essa procura por inovacao é uma constante na vida das
pessoas e empresas. Todos os dias sao langados novos produtos que desempenham uma
funcao melhor ou agregam caracteristicas a mais que o seu antecessor. A matematica
tem um papel preponderante nessa evolucao. E ela a responsavel pela compreensao
dos conhecimentos necessarios para os saltos tecnolégicos das sociedades modernas.

E através da busca em responder um problema real que os avancos ocorrem, a
fracao, por exemplo, é resultado da necessidade em resolver problemas do dia a dia.
Por certo tempo, o homem viu a necessidade apenas em utilizar os nimeros naturais,
para ele isso era mais que suficiente, mas a medida que valores menores seriam mais
eficazes, fez-se necessario o desenvolvimento de uma forma de representacao das partes
de um numero natural, assim as fracoes vieram para resolver essa questao, como diz
Boyer [2],

”Os homens da Idade da Pedra nao usavam fragoes mas com o advento de
culturas mais avancadas durante a Idade do Bronze parece ter surgido a

necessidade do conceito de fracao e de notacao para fragoes.”

Nesse trabalho, sera abordado temas envolvendo otimizacao de uma fung¢ao, mas o
que significa otimizar, segundo o dicionario Houaiss [8], tem-se o seguinte significado

para esse termo,

”Tirar o melhor rendimento de (algo), criando as condigoes mais favoraveis

possiveis.”

Nesse contexto, em matematica, o termo esta ligado a calcular o ponto ”6timo” de
uma funcao, isto é, o valor que maximiza ou minimiza determinada funcao. Proble-
mas que envolvem otimizagao possuem uma vasta area de aplicagao, como engenharia,
biologia, quimica, informatica etc.

Assim, é fundamental para o processo de otimizagao matematica, primeiramente

criar o modelo matematico a ser trabalhado. A modelagem matematica, tao estudada

13



atualmente, serve de base para a montagem e entendimento do problema proposto,

segundo Burak [16], tem-se a seguinte definigdo para Modelagem Matemadtica,

"Modelagem Matematica constitui-se em um conjunto de procedimentos
cujo objetivo é estabelecer um paralelo para tentar explicar, matematica-
mente, os fendomenos presentes no cotidiano do ser humano, ajudando-o a

fazer predicoes e a tomar decisoes.”

De maneira geral, tem-se que a Modelagem Matematica visa tentar moldar uma
situacao através de estruturas intrisecas ao sistema a ser analisado. Esse trabalho
estard limitado ao uso de situacoes onde o modelo matemaético serd representado por
equagoes explicitas no enunciado das questoes ou o problema trard implicitamente
equacoes facilmente reconhecidadas.

De posse do modelo matematico com suas equagoes, defini-se quais sao os objetivos
a serem alcancados. A resolucao de um problema modelado estd em encontrar as
solugoes para o conjunto de equacgoes propostas e em alguns casos, que é o foco desse
trabalho, encontrar as solugoes otimizadas, isto ¢, aquelas solugoes que maximizam ou
minimizam uma situacao e ao mesmo tempo respeitam todas as condigoes impostas
pelo problema em analise.

Serd demonstrado nesse trabalho métodos de célculo dos extremos (maximos e
minimos) de uma fungdo, utilizando inicialmente procedimentos conhecidos como a
Desigualdades das Médias e a Funcao Quadratica para funcoes de uma variavel. Ja
para funcoes de duas e trés variaveis, se usara um conhecimento mais apurado para o
encontro de pontos de maximo e minimo, como é o caso das Derivadas e o Método de

Lagrange para uma fungao com uma restricao.

14



2 Maximos e Minimos de uma Funcao

2.1 Meédias e Desigualdade das Médias

As Desigualdades das Médias é uma interessante abordagem para o calculo de
maximos e minimos, sua idéia é simples e muito facil de ser aplicada, mas infelizmente,
¢ muito pouco utilizada pelos professores do Ensino Médio, que apenas usam o conceito

de média aritmética para resolver alguns exercicios quando se faz necessario.

Definicao 2.1.1 Dados n nimeros reais positivos, ai, as,..., a, , define-se
L. ) L. . a, + ag + ... + ay,
e A média aritmética de ay, as,..., a, como o nuimero A = .
n
o A média geométrica de ay, as,..., a, como o nuimero G = Yay.as...a,.

Teorema 2.1.1 (Desigualdade entre as Médias) Sejam aq, as, ..., a,, nimeros re-
ais positivos. A média aritmética(A) € sempre maior ou igual que a média geométrica(G ),

ocorrendo a igualdade se, e somente se, os numeros forem todos iguais, isto €,

a1+a2+...—i—an
n

A= >G=Va.as..a, ¢ A=G & a;=ay---=aq,.

Uma demonstracao elegante para esse teorema pode ser vista no Apéndice A.1.

Exemplo 2.1.1 Para x > 0, encontrar o valor minimo para az™ + —, com a, b e n
x

POsItiv0Ss.

Solucao

b
Sejam a; = ax™ e as = —. Pelo Teorema 2.1.1, tem-se,

xn
A > G
ar™ + — b
L > ar” - — = Vab
2 "
ar" + — > 2-vVab.
:ETL

15



b an /b
Assim, o valor minimo de az™ 4+ — serd igual 2v/ab, que ocorre em x = /-
x a

Uma aplicagao do caso descrito no exemplo anterior pode ser trabalhada na seguinte

questao.

Aplicacao 2.1.1 Um caminhdo faz uma viagem em uma estrada reqular de 400 km a

x
uma velocidade quase constante. O caminhao gasta combustivel a uma taza de 1+ 0 +
2

x

—i-% litros por hora, a uma velocidade de x km por hora. Se o custo do combustivel
¢ de k reais por litro, e o saldrio do motorista é 8k por hora, a que velocidade o
caminhao deve ser conduzido para minimizar o custo total da viagem, incluindo os

custos de combustivel e saldrio do motorista?

Solucao

400
A uma velocidade de x km por hora, a viagem gastarda — horas.
x

400 3200k
O salario do motorista sera 8k - — = reais.
T
x z?
O custo de combustivel é de k- (1 + 10 + ﬁ) reais por hora. Logo, o custo

400 ) ,
total de combustivel serd dado pelo produto desta equagao por —, cujo resultado é
x

400 4x
k-(— +10+ —).
( o Tt )
3200k 400 4
Agora, somando e k-(—+10+ Ex), temos que o custo total da viagem é
x x
3600 4 3600 4
k(5 104+ —) = 10k+k [ = + — ).
x 3 T 3
3600 4
Como 10k e k sao constantes, basta encontrar o minimo para ?x
3600 4
Assim, pelo Exemplo 2.1.1, tem-se que o minimo de + ; ocorrera em r =
x
3600
17— = 51,96 km por hora.
3

. ., .. a
Exemplo 2.1.2 Se a € uma constante positiva, encontrar o valor minimo de 2+ =
T

para todo x > 0.

16



Solugao

2 a ~ 3 ~ .
Como o produto de z* por — nao é uma constante, nao pode-se aplicar o mesmo
x
método do Exemplo 2.1.1.

Para contornar essa dificuldade, basta reescrever a soma da seguinte forma,

. a a
Agora, seja a; = 2%, as = — e asz = —, logo pelo Teorema 2.1.1, tem-se;

2x 2
A > G
w Z 5a1.a2 as
3
x2+i =
2x 2x>3w2ﬁ_i:<g>§
3 - 2¢ 2z 2
2
9 a a\ 3
Sek e
oyt = 0\

2

a a
Portanto, o valor minimo de z* + — serd dado por 3 (§> 3, que ocorre quando
x

9 a . , s/a
= —,1sto e, se x = ¢/ —.
2x

2

O exemplo anterior serve para resolver a seguinte questao.

Aplicagao 2.1.2 Uma caiza, sem tampa, deve ser construida com a forma de um
paralelepipedo de base quadrada. O volume da caiza serd de 4 m®. Encontre a drea

minima para construcao dessa caixa.

Solugao

Sejam z e y a medida da base e a altura da caixa, respectivamente, como descreve
a Figura 1.
Tem-se que a area total A da caixa é dada pela soma da area da base mais a area
lateral, ou seja,
A = 22 + 4dxy.

4

Como o volume é dado por 2%y = 4, vem que y = —-
x

17



Figura 1: Esboco da caixa sem tampa

4
Agora, substituindo y = — em A = 2% + 4xy, vem que,
x

16

4
A=2>+4r - — = A=2>+—.
T

12

2
16\3
Pelo Exemplo 2.1.2, tem-se que o valor minimo para construcao da caixa ¢ 3 (;) =

12 m?.

2.2 Funcgoes de Grau 2

Até o Ensino Médio os problemas de otimizacao matematica estao contidos no as-
sunto sobre funcoes quadraticas, onde deve-se encontrar uma funcao para modelar a
questao envolvida e em seguida, encontrar as coordenadas dos vértices do gréafico e ana-
lisar se é ponto de maximo ou de minimo da fun¢ao. Novamente muitos equivocos acon-
tecem no ensino desse tépico, a grande maioria dos livros apenas trazem as férmulas
sem nenhuma demonstracao ou justificativa, assim os alunos decoram o que deve ser

feito e aplicam nas questoes de maneira totalmente mecanica.

Definicao 2.2.1 Uma funcdao f : R — R é chamada de quadrdtica quando existem a,
beceR ea0, tais que f(x) = ax® + bx + ¢ para todo x € R .

E de fato conhecido que o grafico de uma funcao quadratica é uma parabola e que
se a > 0, entao a parabola tem a concavidade para cima, e para baixo se a < 0. Para
mais detalhes veja [3].

Assim, dada uma funcio quadrética f(z) = az®+ bz + ¢ com a, b e ¢ nlimeros reais

e a nao nulo, tem-se,

18



a
b\? b’
flz) = a x+%) + (C—E)
b\’ dac — b?
r) = alr+—| +
/(@) 2a) < 4a )
2
Logo para x = —55 © termo a (:v + 2—) é zero. Portanto, indiferente do valor de
a a
4ac — b*
—, temos que
4a
. . b
e para a < 0, o maior valor de f(z) ocorrerd em x = ~5g
a
) b
e para a > 0, o menor valor de f(z) ocorrerd em z = ~5g
a
.
.
|
|
|
|
|
|
i X
-b/2a
-b/2a )
, X
(a) Gréfico para a <0 (b) Grafico para a > 0

A seguir, serao analisados dois exemplos .
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Exemplo 2.2.1 Um vendedor compra calcas diretamente da fabrica ao preco de R$
720,00 a caiza com 12 calgas. O valor de revenda sugerido pela fabrica é de R$ 160,00
a calca. A esse preco o vendedor costuma vender 30 caizas por més. No entanto, a
experiéncia do vendedor mostra que para cada R$ 5,00 que oferece de desconto no preco
sugerido da fdbrica, ele conseque vender 3 caixas a mais. Por quanto deve vender cada

calca para que seu lucro mensal seja o madximo possivel?

Solugao

Seja x o valor que cada calca devera ser vendida no meés.

Uma caixa com 12 calcas custa R$ 720,00, logo o preco de custo de cada calca é de
R$ 60,00.

O lucro de cada calca sera de  — 60.

O valor x é multiplo de 5, pois o vendedor d4 desconto de R$ 5,00 em R$ 5,00, logo
160 —x 630 — 3w

) 5

o total de caixas vendidas no meés serda dado por 30 + 3 -
Portanto, a funcao lucro mensal L é,

L(x) = (z — 60) - (@) 12 = L) = _35—6952 + 19442 — 90720,

b
Como a < 0, tem-se que o maximo de L ocorrerd em x = ~55

a
Segue que,

b 1944
PSS BT

2
Y
5
Logo, o valor de venda de cada calca para se ter lucro maximo dever ser de R$

135,00.

Exemplo 2.2.2 Nas férias quando ocorre um aumento no consumo de refrigerantes,
um grupo de catadores decidiu coletar latas de aluminio para reciclar, consequindo
recolher 300 latas por dia. A indistria de reciclagem pagava R$ 0,10 por lata, mas,
a esse preco as latas estavam ficando acumuladas nos galpoes, mais rapidamente do
que poderiam ser recicladas. Assim, no dia em que os catadores iniciaram a coleta, a
industria mudou sua estratégia de compra e passou a pagar um valor menor por lata:

houve uma reducao fixa e didria correspondente a 1,25% do preco inicial de R$ 0,10.
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Todas as latas coletadas pelos catadores devem ser entreques de uma unica vez, por
causa dos custos de transporte. Assim, os catadores ficaram em um dilema: de inicio,
o preco era melhor, mas eles tinham poucas latas; por outro lado, se esperassem muito,
o preco ficaria cada vez menor. Determinar o numero de dias em que os catadores
devem terminar a coleta e vender as latas, de modo que o grupo receba a quantia

mdzima possivel.
Solugao

Seja d o numero de dias da coleta, assim, o nimero de latas recolhidas n sera dado
por:
n(d) =300 -d.
O valor de cada lata que inicialmente era vendida por R$ 0,10 sofrerd uma reducao

fixa e diaria de 1,25%, logo o preco p de uma lata sera:

1,25 1 d
d)=0,10- 22 .4 d)=— — —.

O valor v arrecadado pelos catadores em d dias de coleta é dado por v(d) = n(d) -

p(d), ou seja,

v(d) = n(d)-p(d)

1 d
d) = d- ===
v(d) 300 <10 80)
3
v(d) = —gd2+30d.
Assim, v é uma funcdo quadrética com a < 0, logo o valor maximo ocorre em
b
r=—-——.
2a
b
Segue que, r = —— = 3 = 40.
2a < 3)
2.2
8

Portanto, os catadores devem concluir a coleta e vender as latas em 40 dias.

Vale lembrar, que os catadores tem até o 79° dia para entregar as latas para terem
algum lucro, pois a partir do 80° dia as latas nao terao valor para vender a industria,
devido a v(80) = 0.
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2.3 Funcoes de Grau maior que 2

Para fungoes de grau igual ou superior a 2 pode-se utilizar os conhecimentos desen-
volvidos no Calculo Diferencial para encontrar as solugoes otimizadas dos problemas,

ou seja, os pontos de maximos ou minimos das fungoes.

Definigao 2.3.1 Dada uma funcio f : D C R — R, ela terd mdximo absoluto em
ce D, se f(x) < f(c) para todo x no dominio D de f. Assim, o valor de f(c) € o

valor mazximo de f em D.

Definicao 2.3.2 Dada uma funcao f : D C R — R, ela terd minimo absoluto em
ce€ D, se f(x) > f(c) para todo x no dominio D de f. Assim, o valor de f(c) € o

valor minimo de f em D.

Obs.: Dependendo do dominio escolhido uma fung¢ao pode nao ter nem maximo e
nem minimo absoluto. Como 0 e 1 nao pertencem ao intervalo (0, 1), a fun¢ao abaixo

nao possui maximo e nem minimo absoluto.

f:(0,1) — R

IIHLLQ.

Ja para a funcao,

f:00,1] — R

Ilfl—>{lf2

como f é uma funcao crescente, tem-se que o maximo absoluto para ela ocorre em

z =1 e o minimo absoluto em z = 0.

Defini¢ao 2.3.3 Diz-se que f(c) € o valor mdzimo local de uma fun¢io f : R — R,
se existe um intervalo aberto I contido em R, tal que ¢ € I e f(z) < f(c) para todo
rel.

Defini¢ao 2.3.4 Diz-se que f(c) € o valor minimo local de uma funcio f : R — R,
se existe um intervalo aberto I contido em R, tal que ¢ € I e f(z) > f(c) para todo
xel.

Definigao 2.3.5 Um ponto A € dito de fronteira de um conjunto D C R" se toda bola
aberta com centro em A contém pontos que estao no conjunto D e, também, pontos que

nao estao em D.
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Defini¢ao 2.3.6 Um conjunto D C R"™ € limitado se existe uma bola fechada B,(0)
de centro em 0 = (0,0,---,0) e raio r tal que D C B,(0).

Definicao 2.3.7 Um conjunto D C R"™ € fechado em R™ se todos os pontos de fronteira
de D pertencem a D.

Teorema 2.3.1 Seja f: D C R — R uma func¢ao continua definida em um intervalo

aberto D. Se f tem mdximo ou minimo local em x = ¢, ¢ € D e f € derivdvel em c,
entao f'(c) = 0.

Demonstragao

Supondo que f tem um méaximo local em z = ¢. Como f é derivavel em ¢, tem-se
L@ SO @)= ) f) = f)
Ty r—cC z—ct r—C T—c r—cC

Como f(c) é maximo local, existe um intervalo (a,b) € D tal que ¢ € (a,b) e
f(z) < f(c). Logo f(z) — f(c) <0, para todo = € (a,b).

Para = < ¢, tem-se x — ¢ < 0 e, portanto M > 0 para z € (a,b), logo
r—c
lim f(@) = fle) > 0. (1)
T—C Tr —C
Agora, se x > ¢, entdao x — ¢ > 0 e portanto, M < 0 para z € (a,b), logo
x—c
lim f(z) — f(e) <0. (2)

x—ct r—cC
Como (1) e (2) representam o mesmo numero, tem-se por essas desigualdades que

i 1@ = 1)

T—C Tr — C

= f'(¢) = 0.

De modo analogo, prova-se o caso quando f tem minimo local.

No teorema anterior, foi definido que o dominio é um conjunto aberto D = (a,b).
Caso seja um conjunto fechado [a, b], bastaria encontrar primeiro os pontos criticos em
(a,b), calcular os valores de f(a) e f(b) e em seguida comparar os valores nos pontos
criticos com f(a) e f(b), o que tiver maior valor serd o maximo absoluto e o menor

serd o minimo absoluto. Isto é baseado no Teorema de Weierstrass, descrito abaixo.
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Teorema 2.3.2 Seja K um conjunto fechado e limitado de R™ e f : K — R uma

funcao continua, entdo f assume mdxrimo e minimo absoluto em K.

A demontracao desse teorema pode ser encontrada em Elon [4], Cap-1, p-19.
Definigao 2.3.8 Seja um ponto ¢ do dominio de uma fun¢ao f. FEsse ponto serd
chamado de ponto critico se ocorrer um dos casos abairo:

(i) f nao € derivivel em x = c,

(i1) [ € derivdavel em x = c e f'(c) = 0.

Proposicao 2.3.1 Seja f uma fun¢do continua no intervalo [a,b] e derivdavel no in-

tervalo (a,b).
(1) Se f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f € crescente em [a, b],
(11) Se f'(x) < 0 para todo x € (a,b), entao f € decrescente em [a, b].

Demonstracao A prova dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [5], [12] ou [14].

Teorema 2.3.3 (Teste da Derivada Primeira) Seja uma fungio f : [a,b] — R

continua e derivdvel em (a,b) e ¢ um ponto critico de f, com ¢ € (a,b).
(1) Se f’ passa de positiva para negativa em c, entdo f tem mdximo local em c.

(ii) Se f" passa de negativa para positiva em c, entdao f tem minimo local em c.

Demonstragao

() Pela Preposigao 2.3.1, pode-se concluir que f é crescente em [a, ¢] e decrescente em
[c,b]. Logo, f(z) < f(c) para todo = # ¢ em (a,b). Portanto, f tem um maximo

local em c.

(77) Pela Preposigao 2.3.1, pode-se concluir que f é decrescente em [a, ¢] e crescente
em [c,b]. Logo, f(z) > f(c) para todo = # ¢ em (a,b). Seque que f tem um

minimo local em ec.
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Teorema 2.3.4 (Teste da Derivada Segunda) Seja f uma fungao com derivada
f'(x) continua em um intervalo aberto D e ¢ € D tal que f'(c) = 0. Se f"(c) exitir,

entao
(i) para f"(c) <0, f possui um mdzimo local em c,
(i1) para f"(c) > 0, f possui um minimo local em c,
(111) para f"(c) = 0, nada pode se afirmar.

Demonstracgao

Para o caso (7). Supondo f'(c¢) =0e f"(c) <0, entao

P AL R G B )

Tr—cC Tr — C r—cl — C

< 0.

fix)

Portanto, existe um intervalo (a,b) contendo ¢ tal que

(a,b).

< 0 para todo x €

/
Logo,a<z<c¢ = z—c<0 e f(x)<0 = f'(z)>0.
r—c
(x) :
E,ce<z<b = z—-¢c>0 e —2<0 = fl(z)<0.
T—c

Assim f passa de crescente para decrescente em ¢, e pelo Teorema 2.3.3, logo f tem
maximo local em =z = c.

O caso (it) possui demonstracao analoga.

Duas aplicagoes do uso das derivadas para encontrar a solugao otimizada sao mos-

tradas a seguir.

Aplicagao 2.3.1 (Lei de Refracao de Snell) Um raio de luz propaga-se de uma
fonte A no ar até um ponto B na dgua, considere os angulos de incidéncia e refracdao
0., e 6y, conforme Figura 2. Supondo que no ar a luz tenha uma velocidade v, e vy na

agua, mostre que o tempo minimo desse Percurso ocorrerd se

sen(ba) _ va

sen(fy) vy
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AGLA
o,

Figura 2: Trajetéria do raio de luz
Solugao

De acordo com a Figura 3, e sabendo que o tempo é igual a distancia dividida pela

velocidade, temos que o tempo total ¢ do raio de luz no percurso AB ¢é dado por:

AP PB
t=" .
Vg (%
A
|
I
I
a | #, 6, |
B
\
[ X |
L b th
|
| C-x =]
I

Figura 3: Esboco do problema de Snell

Logo,
va?+a? b2+ (c — x)?
t(z) = + .
Va Up
Deriva-se t, portanto,
Viz) = x B r—c
vV a2 + 122 vy /0% + (¢ — x)?
Assim,
P(x) = sen(fa)  sen(6h)

(% (%)
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Agora, faz-se t'(z) = 0. Segue que,
sen(ba)  sen(bh)

Vg (%)

N sen(0,)  sen(0)

=0 =

Vg Uy

sen(fa)  va

sen(f, vy
Para mostrar que a resposta nos fornece o minimo de ¢, basta verificar que a derivada

segunda de t é positiva. De fato, temos,

a’ a?

t” ) = -
@ va(a? + 2?%)2 ! vp [0 + (¢ — 2)?]

(NI

Como todos os termos sao positivos, logo t”(x) > 0.

Aplicacao 2.3.2 Um muro tem 2 metros de altura, € paralelo a parede de um edificio,
e estd a 1 metro desta. Determine o comprimento da menor escada que vd do chao a

parede do edificio, tocando o muro na sua extremidade, como na figura abaizo.

2m

Figura 4: Problema da Escada Minima

Solucao

Com o auxilio da Figura 5, tem-se,

L = a+b
L = Vo2+4d++/1+9y2 ondexr>0ey>0.
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Figura 5: Esboco do problema da escada

2
Por semelhanca de triangulos em I e II, vem que — = % = y=—.
x
Logo,
4
L(z) = Va?2+4+ ”1+ﬁ
Va2 +4
L(z) = Va?+44+ ———
@) Va2
Va? 44
L(z) = 1/$2+4+x—+
x
1
L(z) = (z+1) -Va?+4, para x > 0.
x
/ x® —4 3
Agora, L'(x) = = 0 tem-se que r = V/4.

x? -\t 44
Portanto, o tinico ponto critico é z = /4.

4(x® + 3% +8)

Como, L"(z) = -
x3(4 4 x2)2

> 0, para todo = > 0, em = = /4 temos um ponto

de minimo local.
Ja que 11111 L(x) = +00 e lim L(z) = 400, tem-se que z = /4 é um minimo
z—+00 z—0

absoluto de L.

Portanto, o comprimento minimo da escada serd dado por L(v/4), isto é,

L(V4) = (*/ZTZ” ()2 4 4.

Cuja aproximacao é 4, 16 metros.
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2.4 Extremos de uma funcao de duas e trés variaveis

A grande maioria das questoes nos livros ja definem em seu enunciado se é para
calcular o maximo ou o minimo para determinado problema, nesse tipo de resolucao o
aluno parte da premissa de existir a solu¢gao, mas quando a questao nada afirma sobre
0 que encontrar, tem-se que analisar os pontos criticos encontrados para definir se é
maximo ou minimo, ou mesmo nenhum dos dois.

Para encontrar os maximos e os minimos de uma funcao diferenciavel f numa regiao
aberta D, o primeiro passo é descobrir os pontos P nos quais as derivadas parciais se
anulem. Nesse trabalho f,, e kaxj representarao as derivadas parciais.

A seguir, serao enunciados dois teoremas que caracterizam os pontos criticos de
uma funcao de duas e trés variaveis. As suas demonstragoes podem ser encontradas
em [13] ou [15].

Teorema 2.4.1 Supondo que f tenha todas as derivadas parciais até sequnda ordem

continuas em uma vizinhanga de um ponto critico (xg,yo). Seja

A(xg, o) = det Je o) fzy(mo’yO) = fax (0, Y0) - fyy(xo,yo) - (fzy(1307y0))2

fxy(x07y0) fyy(1707y0>
(i) Se A(xg,y0) < 0, entdo o ponto (xg,yo) € um ponto de sela' de f,

(i1) Se A(xo,y0) > 0, entao f(xo,yo) serd um mdzximo local de [ se fr(xo,y0) <0 e

um minimo local se fr.(xo,y0) > 0,

(111) Se A(xg,yo) = 0, nada pode se afirmar.

Teorema 2.4.2 Supondo que f tenha todas as derivadas parciais até sequnda ordem

continuas em uma vizinhan¢a de um ponto critico P = (xq, yo, 20). Sejam

xxP xyP
H(P) = f(p). HP)— feal P) fay(P) )

foy(P) fyy(P)

'Em qualquer vizinhanga de (¢, yo) existem pontos (z,y) em que a fungao assume valores maiores

e menores que f(zg, Yo).
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Hy(P) = | f,u(P) [y (P) [y(P)
fea(P)  [oy(P) fee(P)

Entao,
(i) Se detH,(P) > 0, detHy(P) > 0 e detH3(P) > 0, existe um minimo local em P,

(11) Se detH,(P) < 0, detHy(P) > 0 e detH3(P) < 0, existe um mdzximo local em P.

Exemplo 2.4.1 Deseja-se construir uma calha com uma folha de metal de a cm de
largura, dobrando-se os lados da folha para cima e formando duas abas de mesmo
tamanho, de modo que estas abas fagcam o mesmo angulo com a horizontal. Qual

a largura das abas e que angulo elas devem fazer com a horizontal, a fim de que a

capacidade da calha seja maxima?

Solugao

II

a— 2x

Figura 6: Esboco da Calha

De acordo com a Figura 6, a area A de uma secao transversal da calha é dada pela

area do retangulo II mais a area dos triangulos I, logo:
1
A(z,0) = zsen(f) - (a —2x)+2- 3 xcos(0) - xsen(0)
= axsen(f) — 2x*sen(0) + x*sen(0) - cos(0).

O dominio dessa funcao é dado por [O, %} x [0, 7], logo pelo Teorema 2.3.2, possui

maximo e minimo.
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Agora,
Ay (z,0) = asen(0) — dxsen(8) + 2zsen(f) - cos() =0 =

= sen(f)[a — 4z + 2zcos(0)] = 0.

Para sen(f) = 0 temos que § = 0 ou § = 7, mas esses valores nao satisfazem ja que
implica que a area seria nula.
Logo,

a—4x +2xcos(f) =0 = cos(0) =2 — 21.
x

Usando a identidade sen(20) = 2sen(0) - cos(f), vem que,

A(z,0) = awsen(f) — 22%sen() + x*sen(0) - cos(H)
1
= azsen(0) — 2x*sen(f) + 3 z?sen(20).

Assim,
Ag(z,0) = axcos(h) — 2x%cos(0) + x%cos(26).
Como, cos(20) = 2cos*(6) — 1, logo,

Ap(x,0) = axcos() — 22%cos(0) + 2*[2c0s*(0) — 1] = 0.

a
Substituindo cos(d) = 2 — % nessa ultima equacao, tem-se,

T
a a a2
2——)—22<2——> 22(2——) 1| =
ax( 2x v 2z T 2x 0 =
a? a?
= 3ax—3—4:c2+7x2—4ax+520 =

=32 —ar=0 = 20Br—a)=0 =

a
= =0 ou x:§.

Para = = 0, implica que a area é igual a zero, logo nao satisfaz o problema.

a
E, para x = 3 temos,

= 0= g, para 6 € [0, 7.

31



T
Portanto, o tinico ponto critico é dado em (§’ §>

Agora,
Ayp(z,0) = —4sen(8) + 2sen(0) - cos(0)
Ago(,0) = —axsen(0) + 227 sen(f) — 2x2sen(26)
Azo(z,0) = acos(0) — 4xcos(0) + 2xcos(20)
Logo,
(

Assim,
a T V3 a’ a\? _ a’
A(LT) - (_¥> | <_T3) ey -2

a a 7 a T
A (-, —> A, (—, —) 1 lo T 2.4.1, tem- (-, —)
Como 33 >0e 33 < 0, logo pelo Teorema tem-se em 33

um ponto de maximo local.

T
Para mostrar que em ( > ocorre um maximo absoluto, falta analisar na fronteira

do dominio sobre as retas x =0, x = 5 0 =0 e =meem suas intersegoes.

Temos:

e parar=0,0=0e0=m vem que

A(0,0) = A(z,0) = A(z,7) = 0 < “1\2/5 — A (%g) .

2 2
e para T = g, vem que A (g,@) = %sen(@) -cos(0) = %sen(Q@), logo,

a CL2 T v
Ag<§,9>zzcos(29):0 = W=7 = 6=

2 2
2° 4 8 3°3
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a a
Nas intersecoes das retas, temos os seguintes pontos (0,0), (0, 7), (5, O) e <§, 7T>.

a2y/3 :A(a 7r>.

Entdo, A(0,0) = A(0,7) = A (£,0) :A(%,ﬂ —0< %3 52

2 Y
Portanto, em (g, %), ocorre um maximo absoluto.

Exemplo 2.4.2 A unica indistria em uma comunidade rural vende duas marcas de
suco de laranja: wma marca local, que é obtida a um custo de 30 centavos por litro,
e uma marca nacional que € obtida a um custo de 40 centavos por litro, nenhum dos
sucos pode ser vendido abaizo do preco de custo para nao gerar prejuizo a industria.
O dono da industria estimou que se a marca local € vendida a x centavos por litro e
a marca nactonal a y centavos por litro, entao, todos os dias serao vendidos cerca de
70 — 5x + 4y litros da marca local e 80 + 6x — Ty litros da marca nacional. Ele também
sabe que o preco de venda nao pode ser superior a 65 centavos para nenhuma das duas
marcas, pois as pessoas da comunidade nao comprariam. Qual o preco que deve ser

aplicado a cada marca para maximizar o lucro com a venda de suco?

Solugao

Tem-se que o lucro total é igual ao lucro da venda da marca local somado com o
lucro da venda da marca nacional, logo se deduz que o lucro didrio da venda do suco

¢ dado pela seguinte funcao,

flz,y) = (70 —=5x+44y) - (x —30)+ (80 + 62 — Ty) - (y — 40)
= —52% 4+ 102y — 202 — 7Ty* + 240y — 5300.

Logo, tem-se que f : [30,65] x [40,65] — R é uma funcdo continua para todo o seu
dominio e como seu dominio é fechado e limitado, pelo Teorema 2.3.2, possui méaximo
e minimo.

E facil verificar que o minimo nesse intervalo ocorre no ponto (30,40), ja que
£(30,40) = 0.

A funcao f é de duas variaveis, logo aplica-se o Teorema 2.4.1.

Como f ¢ diferenciavel em todo os seus pontos, logo os seus pontos criticos sao
os pontos (z,y), nos quais f, = 0 e f, = 0. Como f, = —10x + 10y — 20 e f, =
10z — 14y + 240, vem
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10z + 10y — 20 = 0
10z — 14y + 240 = 0
Logo o unico ponto critico é P = (53, 55).
Agora, tem-se f,,(P) = —10, f,,(P) =10e f,,(P) = —14, logo
A(z,y) = (—10)(—14) — 10* = 40.
Assim,
A(53,55) =40 >0 e f,.(53,55) = —10 < 0.

E, tem-se um ponto de maximo local em (53, 55).
Para mostrar que nesse ponto ocorre um méaximo absoluto, resta verificar os valores

da fung¢ao na fronteira do dominio.

65F-----

40} -----

3IO 65

Figura 7: Dominio de f(x,y)

Ou seja, na fronteira do dominio que esta sobre as retas x = 30, z = 65, y = 40 e

y = 65 e nas suas intersegoes. Segue que,

e para z = 30, vem que f(30,y) = —7y* + 540y — 10400, logo

270
fy(30,y) = —14y +540 =0 = y="—

e para x = 65, vem que f(65,y) = —7y? + 890y — 27725, logo

445
fy(65,y) = 14y +890=0 = y=—
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e para y = 40, vem que f(z,40) = —5x2 + 380z — 6900, logo

fu(x,40) = =102 +380 =0 = x =38

e para y = 65, vem que f(z,65) = —5x? + 630z — 19275, logo
fo(,65) = —102 + 630 =0 = =063

270 445
Assim, obtem-se os pontos (30, 7), (65, 7), (38,40) e (63,65).

Os pontos das intersegoes dessas retas sao (30,40), (30,65), (65,40) e (65,65).

Como,
270 100
44
o (65, 75) - 39% < 770 = f(53,55)

o £(38,40) = 320 < 770 = f(53,55)

e f(63,65) = 570 < 770 = f(53,55)

e £(30,40) = 0 < 770 = f(53,55)

o f(30,65) = —4875 < 770 = f(53,55)
o £(65,40) = —3325 < 770 = f(53,55)

e f(65,65) =550 < 770 = f(53,55)

Portanto, tem-se um ponto de méximo absoluto em (53, 55), isto é, a marca local

deve ser vendida a 53 centavos por litro e a marca nacional a 55 centavos por litro.

35



3 Método do Multiplicador de Lagrange

3.1 Maximos e Minimos com uma Restricao

Em muitos problemas tem-se de encontrar o maximo ou minimo de uma fungao
f : D — R sujeita a uma equagao (restri¢ao ou vinculo) dada por {P € D | g(P) =
k}. Restrigoes ou vinculos sdo equagoes do problema que condicionam uma ou mais
variaveis em uma dada decisao a ser observada na resolucao do problema. Por exemplo,
encontrar o ponto mais elevado sobre uma conica sujeito a restricao de que o ponto

esteja sobre um plano que a secciona. A Figura 8 mostra geometricamente esse caso.
maximo sem restricdo

z ./

maximo com restrigio

Figura 8: Maximo com e sem restrigao

Para essas questoes pode-se tentar resolvé-las por alguma das formas ja trabalhadas,
como resolver a equacao de restricao para alguma de suas varidveis em termos das
outras e, em seguida, substituir na equagao f. Assim, por exemplo, bastaria utilizar
o método tradicional de encontrar os pontos criticos da funcao e aplicar o Teste da
Segunda Derivada, se f possuir duas variaveis, para se chegar a solucao do problema.

O inconveniente desse método encontra-se na dificuldade, muitas vezes, de resolver
a equacao de restricao para alguma de suas variaveis, e em certos casos até mesmo
impossivel isolar essa varidavel. Também, existe o fato que dependendo dos tipos de
equacoes envolvidas no sistema, a simples ideia de substituir uma equagao em outra
gera uma nova equacao mais complicada para resolver, o que tornara os célculos mais

trabalhosos e o tempo de resolucao mais longo. Trataremos a seguir de um método para
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contornar esses problemas e encontrar os maximos e minimos sujeitos a uma restricao,

esse método é chamado de Método do Multiplicador de Lagrange?.

3.2 Definicoes sobre o Método dos Multiplicadores de La-

grange

Antes da exposicao do Método dos Multiplicadores de Lagrange, far-se-a necessario
algumas definigoes e teoremas que ajudarao no entendimento da demonstracao. Tratam-
se de assuntos bem conhecidos nos livros de Célculo(Veja [6], [10], [11], [13], [14] e [15]).

Definigao 3.2.1 (Curva de Nivel) Seja f : D C R*> — R uma fungio de duas

variaveis. Dado um niumero real k, define-se a curva de nivel k como o conjunto

Definigao 3.2.2 (Superficie de Nivel) Seja f : D C R®> — R uma fungdo de trés
variaveis. Dado um niumero real k, define-se a superficie de nivel k como o conjunto

Ck: {(ZE,y,Z) €D | f(l’,y,Z) :k}

Defini¢ao 3.2.3 (Classe de uma fungao) Diz-se que uma func¢dio f : D C R - R
¢ de classe C* no ponto A € D se as suas derivadas parciais em A existem e sao

continuas em seu dominio.

Definigao 3.2.4 (Vetor Gradiente) Seja f : D C R? — R uma fungdio de classe
C! e A um ponto no interior de D, entdo o vetor gradiente de f no ponto A é definido

por

As defini¢coes acima se estendem facilmente para funcoes definidas em D C R™.

Como exemplo o vetor gradiente de f(x,y,2) em um ponto (zg, Yo, 20) sera

vf(£07y07 ZO) = (fﬂc(x(]?yO?ZO)? fy<x07y0720)7 f2<x07y0720)) .

2Joseph Louis Lagrange - Nascido em 25 de janeiro de 1736, em Turim, faleceu em 10 de abril
de 1813, em Paris. Professor da Escola de Artilharia da cidade de Turim e académico em Berlim,

Alemanbha.
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Teorema 3.2.1 (Gradiente ortogonal a curva de nivel) Seja g : R?> — R uma
fungao de classe C* e C), uma curva de nivel k para g, entio o Vg é ortogonal a C,

em todo ponto.

Demonstragao

Seja r(t) = (x(t), y(t)) uma parametrizagao da curva Cy, logo g(z(t), y(t)) = k.
Deriva-se com relagao a t os dois membros da equagao, utilizando a Regra da Cadeia,
Ass: dg do _dg dy dk dg dr dg dy
de dt dy dt dt de dt dy dt
Tem-se que dois vetores no plano @ = (a,b) e ¥ = (x,y) serdo ortogonais se, e

somente se ax + by = 0.

dg d
Logo o Vy(r(t)) = (ﬁ, é) é ortogonal a 7'(t) = (

vetor tangente a Cy em 7(t).

dr dy

e %>, visto que r'(t) é o

Teorema 3.2.2 Supondo que f : R> — R seja uma funcdo de classe C de alguma

regiao onde o interior contenha uma curva diferencidvel
C:r(t)=(x(t), yt)) et € (a,b).

Se Py = r(tg) € um ponto em C onde a funcgdo f tem seu mdzimo(minimo) local, entao
Vf(Py) € ortogonal a C'" em Fy.

Demonstragao

Os valores da funcao f restrito a C' sao dados pela composta w(t) = f(z(t), y(t)).
Seja Py = r(tg) = (x(to), y(ty)) com ty € (a,b), um ponto de méximo ou minimo
da fungao f sobre C, entdo a func¢do w : (a,b) — R definida por w(t) = f(x(t), y(t)),

L. d'LU(to)
tem ponto critico em fy, portanto, T 0.
d af d af d
Pela Regra da Cadeia, d—I; = % . d—f + d_]gj . d_z’ tem-se em ¢,

=0.

dw(to) _ df(Fo) dx(to) n df (Fo)  dy(to)
dt do dt dy dt

Tem-se que dois vetores no plano @ = (a,b) e ¥ = (x,y) serdo ortogonais se, e

somente se ax + by = 0.
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df (Bo)  df (Fy)
dr ~  dy

Logo o Vf(Fy) = ( i

) é ortogonal a ' (t) = (dx(to) dy(to)).

Os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 podem ser estendidos para funcoes de trés variaveis.

Teorema 3.2.3 (Gradiente ortogonal a superficie de nivel) Seja g : R® — R
uma fungao diferencidvel e S = {(z,y,z) € R | g(x,y, z) = k} uma superficie de nivel
e P €S, entao Vg(P) é ortogonal a S em P.

Demonstragao Veja por exemplo [7], Cap-8, p-291.

Teorema 3.2.4 Supondo que w = f(x,y, z) seja uma funcao diferencidvel no interior
de uma regiao que contenha a superficie diferencidvel S.
Se Py é um ponto onde f atinge o mdzimo (minimo) local restrito a S, entiao V f(Fp)

¢ ortogonal a S.

Demonstragao Veja por exemplo [7], Cap-8, p-291.

3.3 Meétodo de Lagrange para duas e trés variaveis

Neste capitulo serd demonstrado o Método de Lagrange para ser usado no encontro
dos extremos de uma funcao de duas ou trés varidveis sujeitas a uma restricao. Desde

que se saiba da existéncia dos extremos.

Teorema 3.3.1 (Método para duas varidveis) Sejam f,g: R? — R duas funcoes
de classe C* numa regiao do plano, onde Vg(x,y) # 0.

Se f possui um extremo local em (xo,yo), interior ao dominio, sujeito a uma res-
tricao g(x,y) = k, entdo existe um nimero real \, tal que V f(xo,y0) = AVg(zo, yo),

onde A recebe o nome de multiplicador de lagrange.

Demonstragao

Tem-se por hip6tese que f(x,y) e g(z,y) sao diferencidveis e que Py seja um ponto
na curva de C' = {(z,y) € R? | g(x,y) = k}, tal que f possui um valor de méaximo ou
minimo.

Pelo Teorema 3.2.2, tem-se que V f(P,) é ortogonal a curva C'. Agora, pelo Teorema

3.2.1, 0 Vg(Py) é, também, ortogonal a curva C.
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Portanto, os vetores V f(Fy) e Vg(P,) sao paralelos.

Tem-se que dois vetores no plano i e ¥ sao paralelos se, e somente se, um é multiplo
do outro, ou seja, existe um escalar k, tal que 4 = k.

Logo existe um escalar A € R, tal que V f(Py) = AVg(F).

Teorema 3.3.2 (Método para trés varidveis) Sejam f,g : R® — R duas fungoes
de classe C* e continuas numa regiao do espago, onde Vg(z,y, z) # 0.

Se f possui um extremo local (o, Yo, 20), interior ao dominio, sujeito a uma res-
tricao g(z,y,z) = k, entdo existe um nimero real X\, tal que V f(xo, Yo, 20) = AVg(zo,

Yo, 20), onde A recebe o nome de multiplicador de lagrange.

Demonstracgao

Tem-se que f e g sao diferencidveis em R? e que P, seja um ponto na superficie
de C = {(z,y,2) € R® | g(z,y, z) = k}, tal que f tenha um valor maximo ou minimo
restrito a um ponto da curva C'.

Pelo Teorema 3.2.4, tem-se que V f(F,) é ortogonal a superficie C. Agora, pelo
Teorema 3.2.3, 0 Vg(P) é, também, ortogonal a superficie C.

Portanto, os vetores V f(Fy) e Vg(Fy) sao paralelos.

Tem-se que dois vetores no espaco u e v sao paralelos se, e somente se, um é multiplo
do outro, ou seja, existe um escalar k, tal que 4 = k.

Logo existe um escalar A € R, tal que Vf(Py) = AVg(F).

Assim, os pontos candidatos a extremos de f restritos a C' sao aqueles que satisfazem

Vg # 0 e o sistema:
Vf=AVyg
g==k

Note que é importante que Vg # 0. No entanto pode ocorrer que A = 0, nestes

casos o extremo P é candidato a extremo do problema sem o vinculo g = k.

3.4 Aplicacoes

Este capitulo traz aplicagoes diversas e interessantes sobre o uso do Método dos

Multiplicadores de Lagrange. O método por si s nao é capaz de resolver as questoes,
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em varias solucoes serao necessarios usar os conhecimentos vistos nos capitulos anteri-

ores para obter os resultados procurados.
Aplicagao 3.4.1 Demonstre que a distancia do ponto (xq, Yo, z0) ao plano de equagao
ar + by + cz+d =0 € dada por

lazo + byo + czo + d|

Va2 + b2+ 2

Solucao

O problema consiste em minimizar a distancia D? = f(z,y,2) = (z — 20)*> + (y —
Y0)? + (2 — 20)? sujeita & restrigao dada pelo conjunto S = {(z,y,2) € R® | g(z,y,2) =
ax + by + cz+d = 0}. Como S nao é um conjunto limitado, ndo existe uma distancia
maxima a ser encontrada.

Tem-se, Vg(x,y,2) = (a,b,c) # (0,0,0).

Para Vf = AVg e g(x,y, z) = 0, monta-se o sistema,

Vf=AVyg N (2($ — ), 2(y - yO)v 2('2 - ZO)) = )‘<a? b, C)

=
g(x,y,z) =0 ar +by+cz+d=0
( A
(1):5:7@4—:]60
Ab
(2)y=?+y0
=
(3)z:>\—c+z
5 0
\ (4) ax +by+cz+d=0

Substituindo (1), (2) e (3) em (4), vem que,

Aa Ab Ac
a 74‘1’0 +b ?—i‘yo +c 74‘20 +d=0 =

A
= E(a2+b2—|—02)+a:p0—|—by0+czo+d:0 =

N A axg+byo+cz+d
2 a?+ b+

Assim, o sistema ficara,

41



(1).1'—1'0:)%

(2)y—y0:)\7

(3)2—2’0:76

(4)é__al‘0+by0+620+d
\ 2 a? + b2 + ¢2

Agora, substitui-se (1), (2) e (3) em D? = (z — x0)* + (y — yo)* + (2 — 20)?, logo;

a2 b\ 2 A\ N2
2= () () (5) e

A’ A
D = Z(a2+b2+02) = 7\/a2+b2—l—cz.

Segue que,

A
Substituindo (4) em D = % a? + b? + 2, temos que,

D= ‘axo—i‘byo—i‘CZo—i‘d‘ /—a2—|—b2—|—02.

a? + b2 + 2

Logo,
B |ax0 + byo + C2o + dl

D
Va2 + b2+ 2

Seja (x,y,z) o ponto do plano ax + by + cz + d = 0 cuja distancia a (o, Yo, 20)
4D — laxg + byo + czo + d|

va?+ b2+ 2

basta verificar que o segmento de reta que passa pelos pontos (z,y, z) e (2o, Yo, 20) ¢

Para mostrar que D ¢é realmente a distancia minima,

perpendicular ao plano.

De fato, seja ¥ o vetor relativo aos pontos (x,y,2) e (o, Y0, 20), logo:

T =

z,Yy, Z) - (Q?o, Yo, ZO)

(
(r — 20,y — Yo, 2 — 20)
[ Aa A Ae
- \27272
A
= —(a,b,c).
2 (a7 Y C)
O vetor U = (a, b, c) é perpendicular ao plano ax + by + cz + d = 0. Portanto, o
e U sao multiplos, logo, 6 paralelo a 7, e assim U é perpendicular ao plano.
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Aplicagao 3.4.2 Uma caiza serd construida com vdrios materiais. O material a ser
usado na frente e atrds custa R$ 1,00 por metro quadrado. O material para ser utilizado
do lado direito e esquerdo custa R$ 2,00 por metro quadrado. E por fim, o material na
parte superior e inferior custa R$ 4,00 por metro quadrado. Qual o volume mdzimo

dessa caiza para um custo total de R$ 192,00 na sua construcao?

Solucao

Sejam C', L, A e V, respectivamente, o comprimento, a largura, a altura e o volume

<>

da caixa.

A

N

Figura 9: Comprimento, Largura e Altura do Paralelepipedo

A equacao de restricao requerida no Método de Lagrange é o conjunto,
S={(C,L,A) e R* | g(C,L,A) =2CA +4LA +8CL = 192}.
E a fungao a ser otimizada é o volume, dado por
V = CLA.

Obviamente, o volume minimo é zero, mas neste caso nao interessa, pois nao exis-

tiria a caixa.
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Primeiro verifica-se a condigao Vg(C, L, A) # 0 é satisfeita.
Como Vg(C, L, A) = (2A+8L, 4A+8C, 2C' +4L), segue que Vg(C, L, A) =0 se e

somente se (C, L, A) = (0,0,0), mas (0,0, 0) ndo pertence a S e portanto Vg(C, L, A) #
0, em S.

Agora seja o sistema,

VV = \Vy (LA,CA,CL) = M(2A + 8L, 4A +8C, 2C +4L)
= =

g(C, L, A) =192 2CA+4LA + 8CL = 192

1) LA = A(2A + 8L)

[ (1)
(2) CA = A(4A + 80)
(3) CL = A(2C + 4L)
(4)

4) 2CA+4LA+8CL =192

\

Isola-se A na primeira equacao e C' na terceira, logo:
SAL 4\L

L —2)\ L -2\
Portanto, A = 2C, agora substitui esse valor na segunda equagao, assim
CA=\4A+80) = 20°=)XB8C+8C) = 2C*=16)\C.
C

De onde vem, A = —.

8

C
Substitui A =2C"e \ = 3 na primeira equacao, tem-se

2LC = %(4C+8L) = L= %

C
Por fim, substitui A =2C e L = 5 ba ultima equagao, vem

AC? +4C* +4C* =192 = 021/11#’22:4.

EassimC =4, L=2e A=28.
Portanto, o volume no ponto (4,2, 8) ¢é igual a 64 m3.

Para mostrar que nesse ponto ocorre um maximo global, responderemos a seguinte

pergunta:
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”Qual o minimo da funcao F(C,L,A) = 2CA + 4LA 4+ 8CL, dado que

V=CLA?Y
Vv .
Tem-se que A = o e sda M =2CA+4LA+ 8CL, logo
V % 2V 4V
M=20—+4L— L M=—+— L.
CC’L+ C'L+8C = L+C+8C
. 2V 4V
Agora, seja a; = T =g € G = 8C'L.
Pelo Teorema 2.1.1, vem
—a1+22+a3 > yai-a-as
2V 4V
— + — +8CL
L C > 3 & . g . L =4 2
5 > 7 8C Vs
2V 4V 2
—_ 4+ — L > 12Vs,
7 + c +8CL > Vs

Isto é, M > 12V5.
Logo, se V' > 64, entao M > 192, ou seja, 2CA + 4LA + 8C'L > 192.
Portanto, em (4, 2,8) ocorre um maximo absoluto.

E o volume procurado é V = 64 m?3.

Aplicagao 3.4.3 Encontrar e classificar os pontos criticos da fungio f(x,y) = x3y°

sujeita a restricao x +y = 8.
Solucao

A propria descrigao do problema fornece todos os requisitos necessarios para iniciar
a solugao, tem-se f(r,y) = 2%y e a equagao de restrigao serd o conjunto R = {(x,y) €

R? | g(z,y) =2 +y =8}
A reta x + y = 8 passa pelos 1°, 2° e 4° quadrantes do plano xy, logo,

(1) se o ponto (x,y) pertence ao primeiro quadrante, logo o valor de f é positivo ou

zero, para todo z € [0,8] e y € [0, §],

(2) se o ponto (z,y) pertence ao segundo quadrante, logo o valor de f é negativo,

para todo x <0 ey > 8,
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(3) se o ponto (z,y) pertence ao quarto quadrante, logo o valor de f é negativo, para

todoxr >8ey < 0.

Portanto, a questao nao possui um minimo absoluto, pois f — —oo nos 2° e 4°
quadrantes.

Pelo Teorema 2.3.2 no intervalo [0,8] x [0,8] a fungao assume valor méximo e
minimo absoluto, como o minimo nao interessa, basta procurar o maximo da funcao
nesse intervalo.

Primeiro verifica-se a condigao Vg(z,y) # 0 é satisfeita.

Como Vyg(z,y) = (1,1), logo Vg(x,y) #0

Assim, os pontos que maximizam a funcao tem que satisfazer as equacoes Vf = AVyg

e g(z,y) = 8. Isto 6,

(1) 3z%y° =\
Vf=Vyg (32%y°, 52°y") = A(1, 1)
= =5 (2) byt =\
g(z,y) =8 r+y=38
(3) z+y=28
Se A = 0, temos pela primeira equacao que ou z = 0 ou y = 0. O ponto (0,0) esta
descartado devido a terceira equacao. Entao, se x = 0, pela terceira equacao temos
que y =8 e se y =0, vem que x = 8. Assim, f(8,0) = f(0,8) =0.

Agora, para A # 0, temos pela primeira e segunda equacao a seguinte igualdade,

32%y® = brdyt
3r%y® — 5yt = 0
2*y*(3y — 5r) = 0.

Como A # 0, entao x # 0 ey # 0. Logo pela tltima equagao tem-se que 3y—5z = 0,

x
de onde vem y = 3 Substitui esse valor em x + y = 8 e obtém-se

15%4 8
— =8 = — =8 = = 3.
x—l—g 3 X

E, portanto, y = 5.
Devido, f(3,5) = 84375 > 0 = f(8,0) = f(0,8), tem-se que (3,5) é um ponto de

maximo absoluto da fungao.
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Aplicacao 3.4.4 FEncontrar as dimensoes do paralelepipedo retangular de volume mdzimo,
sabendo que 3 faces dele estdo nos planos coordenados do 1° octante e um vértice per-

x z
tence ao plano dado por — + % +—=1, coma,b,c > 0. Calcule o volume mdximo.
a c

Solucao

T z
Note que para todo ponto (z, y, z) do 1° octante que esta abaixo do plano ——i—g—i-— =
a

Ltemseque 0 <z <a, 0<y<be 0<z<c ¢
Logo o problema consiste em maximizar o volume V(x,y, 2) = zyz sujeito a res-

trigao S = {(z,y,2) € R? | g(x,y,z)zg—i—%%—%:l}, com0<z<a 0<y<be

0 < z < ¢, e como o dominio é um conjunto fechado e limitado pelo Teorema 2.3.2 a

funcao V' possui maximo e minimo.

O volume minimo é dado quando x = 0, y = 0, ou z = 0, mas nesse caso nao
interessa, ja que o paralelepipedo nao existe.

Agora, primeiro verifica-se a condi¢ao Vg(x,y, z) # 0 é satisfeita.

111
Como Vy(z,y,2) = (— - —) e a,b,c>0,logo Vyg(z,y,z) # 0.

a'b c
Logo,
)
(1) ayz = A
111
_ - r Yy =z - _
9(z,y,2) =1 S+ 4+S=1 (3) cxy = A
a b c vy 2
P AN A
( 4) a+b+c
b
Como z,y,z # 0, temos que A # 0 e fazendo (1) igual a (2) tem—sey:—x,ede
a
(1) = (3) vem 2 = —.
a
Substitui esses valores em (4),
br cx
Troaepae g o I42,8 1 5 p=2
a b c a a a 3
a b c
L —_ - = - = —.
0g0, T =g, y=gez=g
, ., abc
E o volume maximo é ETR
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Aplicagao 3.4.5 Determine os pontos da superficie S = {(x,y,2) € R3 | zyz = 1},

mais proximo e mais afastado da origem.

Solugao

A distancia de um ponto P € S a origem é dado por d(P) = /2% + y? + 22, logo a
funcao que se quer maximizar e minimizar é f(z,y, z) = x? +y* + 22 sujeita i restricao
S.

Seja a curva,

x =t?
1 , 11
alt) = = N a(t):(t,—,g),teR\{O}.
Ty

Note que a curva a(t) estd no conjunto S.

1 1
_ 44
)—t+t—2+t—2.

S

1
LOgO, f(t27 Ea

) — oo, portanto f nao possui valor

~ | =

Assim, quando ¢ — oo, tem-se que f (2, %,
maximo.

Pelo Método de Lagrange, tem que verificar primeiro se a condigdo Vg(z,y,2) # 0
é satisfeita.

Como Vyg(z,y,z) = (yz,xz,xy), segue que Vg(z,y,z) = 0 se, e somente se, © =
y=2z=0, como (z,y,z) = (0,0,0) nao pertence a S, logo Vg(x,y, z) # 0.

Os pontos que minimizam a funcao tem que satisfazer as equagoes Vf = AVg e

g(m,y,Z) = 17 ou Sejav

(1) 2z = \yz
Vf=AVyg (2x,2y,2z) = A (yz, xz, xy) (2) 2y = \az
= =
9(z,y,2) =1 ryz =1 (3) 22 = Axy
| (4) zyz =

Como, x,y e z sao diferentes de zero, pois implicaria xyz = 0, tem-se que A # 0,

assim de (1) e (3) e de (2) e (3), vem que,

r oz Y
—_ = — e —_ =
T z

"
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Logo, 2% = y? = 22, o que implica que zyz = £a° = 1.
Disso, tem que x = y = z = £1, como zyz = 1, logo os pontos criticos que a

satisfazem sdo:

(1,—1,-1),(=1,-1,1),(=1,1,=1) e (1,1, 1).

Note que todos estes pontos distam /3 até a origem, mas nao pode-se afirmar que
a distancia minima é v/3. No entanto, escrevendo S = S N [—4,4] x [—4,4] x [—4, 4],
tem-se que S é limitado e fechado, logo com certeza o minimo sera atingido.

Uma maneira de verificar que a distancia minima é /3 e sers atingida, baseia-se
na Desigualdade das Médias, Teorema 2.1.1.

1
Dados, t =a ey = b, com a,b # 0, temquez:—b.
a

1 1
Assim, a distancia do ponto (a, b, —) a origem é d? = a? + b* + ——

ab a2b?’
A : 2 _bQ _ 1
gora, sejam a; = a°, ay = e az = pETER
Logo,
A > G
m Z 3a1.a2.a3
3
CL2+bQ+L 1
a?b? 3/ o 12
> bt — =1
3 - 4 a?b?
1
2 2
a“+b +ﬁ > 3.

Portanto, d? > 3, isto é, a menor distancia de um ponto a origem é v/3.
Como as distancias de cada um dos pontos (1,—1,—1),(—1,—1,1),(=1,1,—1) e
(1,1,1) & origem é v/3, logo sdo pontos de minimo absoluto.
Aplicagao 3.4.6 A temperatura sobre uma placa de metal M é dada por
T(x,y) = 2> +y* — 2z — 2y + 3.

Se M € a regido fechada e limitada pela elipse M = {(z,y) € R? | 42% + y* — 8x —

2y + 1 < 0}, encontre os pontos de maior e menor temperatura na placa M.
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Solugao

Primeiro, escreve-se T' da seguinte forma,
T(x,y) = 2> +y* —20—2y+3 = (z— 1)  +(y—1)?+1

Ou seja, o problema consiste em encontrar os maximos e minimos do paraboldide
T (z,y) sobre a elipse M. Como a elipse M é um conjunto fechado e limitado do plano
xy, é claro que a funcao 7' possui maximo e minimo em M (Teorema 2.3.2).

Primeiro, determina-se os pontos criticos no interior de M. Assim,

To(z,y) =20 —-2=0

Ty(z,y) =2y —2=0

Como o ponto (1, 1) pertence a M, logo o tinico ponto critico no interior de M é
(1,1).

Para a fronteira de M utiliza-se o Método de Lagrange, portanto, procura-se os
pontos criticos de T'(x,y) sujeita a restricio S = {(z,y) € R? | g(z,y) = 42® + ¢y* —
—8r —2y+1=0}

Verificar se a condicao Vg(x,y) # 0 é satisfeita.

Como Vg(z,y) = (8 — 8,2y — 2), vem que Vg(z,y) =0 se (z,y) = (1,1), e como
o ponto (1, 1) ndo pertence a S, logo Vg(z,y) # 0.

Agora, os pontos extremos tem que satisfazer VI' = A\Vg e ¢g(z,y) = 0, ou seja,

)z —1=4\z—1)
(2 — 2,2y —2) = A\ (8x — 8,2y — 2)
=y Qy-1=Ay—-1)
4 +y* -8 —2y+1=0
(3)4x? +¢y* —8x —2y+1=0

Para x —1 # 0 em (1), vem que A = —. Substitui esse valor em (2) e encontra-se

< =

y = 1. Agora, substitui y = 1 em (3) e vem que z = 0 e z = 2. Assim, obtém os
pontos (0,1) e (2,1).

Se z — 1 =0, logo z = 1. Substitui esse valor em (3) e tem que y =3 ey = —1,
logo os pontos sao (1,3) e (1, —1).

Portanto, tem-se os seguintes pontos (1, 1), (0,1), (2,1), (1,3) e (1,—1) para ana-

lisar.
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Figura 10: Intersecao das superficies do Paraboloide e o Cilindro Eliptico

Calcula-se os valores em T para os pontos encontrados. Assim,

T(1,1) = 1
T(0,1) = T(2,1)=2
T(1,3) = T(1,-1)=3.

Logo, o valor minimo local é dado em (1,1) e os médximos locais ocorrem em (1, 3)
e (1,-1).

Aplicagao 3.4.7 Determine os pontos da superficie S = {(z,y,z) € R3 | a®+35+28 =

1}, mais prozimo e mais afastado da origem.

Solucao

Dado um ponto P de S, tem-se que a distandia d do ponto P & origem é d(P) =

Portanto, a fungao que se quer maximizar e minimizar é f(z,y,z) = ® + y* + 2*
sujeita a restrigao g(z,y,2) = 2% + 3% + 2% = 1.

Pela equagao 2% +y® + 28 = 1, é ficil ver que x,y e z devem satisfazer, z,y, z < |1,
portanto o dominio de f é limitado e fechado, logo pelo Teorema 2.3.2 possui maximo
e minimo absoluto.

Primeiro verificar se a condigao Vg(z,y, z) # 0 é satisfeita.

Tem que Vg(z,y,2) = (827,8y7,827), logo Vg(x,vy, 2) = 0se, e somente se (r,y, 2) =
(0,0,0), como (0,0,0) nao pertence a S, logo Vg(zx,y, z) # 0.
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Assim, os pontos criticos da funcao tem que satisfazer as equagoes Vf = AVg e

g(x,y, z) = 1. Portanto,

(1) z(1 — M%) =0
Vf=AVyg N (2z,2y,2z) = X (82", 8y",82") N (2) y(1 —My%) =0
g(z,y,2) =1 Byt +28=1 (3) 2(1 —Mz%) =0
(4) 2® +y* + 25 =1

0,9,2) e (z,y, 2).
Assim,

e sex =y =0, vem de (4) que z = +1,
e sex =2z =0, vem de (4) que y = £1,
o se y =2z =0, vem de (4) que x = £1.

Logo, tem-se os pontos criticos (1,0,0), (—=1,0,0), (0,1,0), (0,—1,0), (0,0,1) e
(0,0,—1).

Para z=0 e xz,y # 0, o sistema fica:

(1) 1— Ma® =0

Tem-se que A # 0, sendo implicaria em (1) que 1 = 0, absurdo.
De (2) — (1), vem que A\(z® —4%) =0, logo x = +y.
Agora de (3), vem que

P2t =1 = 28=1 = x:j:2’%.

Portanto, z =y = +2-5. Assim os pontos criticos sao: (2_%, 275, 0), (2_5, —2_%, 0),
(=275,275,0) e (=275, —275,0).

Usa-se o mesmo raciocinio para x = 0 e y, z # 0. Logo os pontos encontrados sao:
(0,278,275), (0,278, —275), (0,—27%,278) ¢ (0,278, —278).
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E, para y = 0 e x,z # 0, tem-se os seguintes pontos: (275,0,278), (275,0, —278),
(—=275,0,27%) e (=27%,0,—27%).

Agora, se x,y, z # 0, o sistema ficara:

Tem-se que A # 0, senao implicaria em (1) que 1 = 0, absurdo.
De (2) — (1), vem que A(z® — 4°%) = 0, logo = = +y.

De (3) — (2), vem que A\(y® — 2%) =0, logo y = +=.

Portanto, £ = +y = £z, de (3), tem que,

DB+t =1 = 38=1 = x:ii’)_%.

Segue que, r =y =z = 435,

Assim os pontos criticos sdo: (3’% 3’5,3%), (3’%,3’%, —3’§), (3’§ —3’%,3’%),
1 1 1
5 5.37s

(375,—37%,—37%), (—37%,37%,37%), (=375, —37% —378), (—37%,-37§,37%) e
(—37%,375, —375).
Logo,
(x,y,2) f(x,y,z) | Ponto de
(1,0,0) 1 minimo
(—1,0,0) 1 minimo
(0,1,0) 1 minimo
(0,—-1,0) 1 minimo
(0,0,1) 1 minimo
(0,0,—1) 1 minimo
(275,278,0) 21 —
(275, -275,0) 21 -
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4 Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como foco principal a procura pelos maximos e minimos
de determinadas funcoes, encontrar tais pontos tem sido temas de varios trabalhos nas
mais variadas areas do conhecimento humano. A otimizacao matematica tem desem-
penhado um papel preponderante em questoes de melhoramento tecnolégico dentro da
sociedade.

Procurou-se tratar dos topicos mais interessantes sobre problemas de maximos e
minimos de diversas fungoes. Primeiramente foi abordado as médias aritméticas e
geométricas, passando pelas fungoes quadraticas e em seguida pelos temas sobre as
derivadas para funcoes com uma variavel e viu-se uma variedades de questoes que
despertam a curiosidade sobre a sua resolucao.

No final, trabalhou-se as fun¢oes de duas ou trés variaveis e deu-se énfase no Método
de Lagrange para encontro de maximos e minimos condicionados a uma restricao.
Infelizmente nos cursos superiores, raramente os alunos chegam a estudar o Método do
Multiplicador de Lagrange e quando o veem ¢é de forma muito superficial, sem explorar
toda sua potencialidade.

Foi instigante estudar os problemas de maximiza¢ao/minimizagao sobre vérias 6ticas
e perceber a importancia que cada um apresenta dentro de suas caracteristicas, como
¢ caso das Desigualdades das Médias, um conceito facil de ser compreendido pelos
alunos, mas que é, praticamente, retirado dos livros do Ensino Médio e muito pouco
abordado pelos cursos de graduacao em licenciatura matematica no pais.

O aluno do Ensino Médio estuda maximos e minimos de fungoes, isso quando o Pro-
fessor aborda, somente em questoes que envolvem fungoes quadraticas e na maioria dos
casos sao exemplos que exploram o seu uso puramente algébrico, sem contextualizacoes
que possam criar um vinculo com a realidade.

Problemas que envolvem maximos e minimos devem ser levados para sala de aula,
pois possibilitam a discussao interdisciplinar entre os diversos contetidos da vida escolar
do aluno, como Fisica, Economia, Sustentabilidade, entre outros.

Ao Professor cabe saber propiciar a seus alunos situacoes matematicas que visem
estimular o estudo de determinado componente curricular, elas permitem ao discente
exercitar o lado do raciocinio logico sobre diferentes aspectos. Saber trabalhar com
questoes onde envolvam contextos diversos sao de grande importancia no mundo atual

e devem ser aplicadas dentro da escola.
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Espera-se que esse trabalho seja capaz de fomentar a procura por mais conhecimento
e que desperte em seus leitores o interesse na busca de material para futuras pesquisas
ou mesmo que sirva como base para professores construirem seus planos de aulas para
usarem junto aos seus alunos para o desenvolvimento de uma abordagem diferenciada

sobre maximizagao e minimizagao de fungoes.
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A Apéndice

Al
Demonstragao da Desigualdade entre a média Aritmética e Geométrica
Essa demonstracao foi deduzida por George Polya [17].

Demonstragao

Seja f: R — R uma fungao tal que f(z) = e ! — .

Como f'(x) = e 1 —1, vem que ¢! —1 =0, logo x = 1 ¢ o tinico ponto critico

de f.

Tem-se f”(z) = ¢*~! > 0 para todo z real. Assim, f(1) = 0 ¢ o minimo absoluto
de f.

Portanto, f(x) >0 = x <e® ! para todo elemento do dominio.

. ai ag Qn . /1 cp sy
Agora, seja r, = Z’xQ = —, .., T, = R onde A é a média aritmética de aq,
as, -+ ,a,, com a; > 0, para todo i = {1,2,--- ,n}.

Aplicar a esses valores a desigualdade z < e*~!, logo:

a; Qa9 Ap a1 _q a2 _q an _q A4 % . 4an_ g
..... — < eA e A ... A —eA A A
A A A~
Mas,
a; Qo . nA
_+__|_...+—— :——n:O
A A A A
Logo,
i G2 On <1
A A A
Portanto,

al—l—ag—l—...—i—an
n

> Yay.as...a,

Obs: Para uma demonstracao elementar, sem o uso de derivadas, veja [9].
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