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Resumo

Neste trabalho descrevemos toda a Estatistica Descritiva e boa parte da Estatitica
Inferencial. Apos este referencial teérico, procuramos fazer um paralelo entre o que é
estudado desde o ensino fundamental e o que é feito nas graduacoes. Concluimos
com algumas descri¢oes de aulas praticas que trabalharam alguns conceitos bésicos da

Inferéncia Estatistica.

Palavras-chave
Estatistica Descritiva, Probabilidade, Inferéncia Estatistica, Populacao, Amostra,

Educacao Basica.



Abstract

In this paper we describe all the descriptive statistics and much of Statistical In-
ference. After this theoretical framework, we try to draw a parallel between what
is studied since elementary school, and what is done graduations. We conclude with
some descriptions of practical lessons that worked some basic concepts of statistical

inference.

Keywords
Descriptive Statistics, Probability, Statistical Inference, Population, Sample, Basic

Education.
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1 Introducao

Partindo do pressuposto de que a Estatistica deve ser apresentada como uma
ferramenta de anélise de dados imprescindivel aos profissionais das mais diversas areas,
foi norte para este trabalho, a andlise do que é estudado desde o ensino fundamental
até parte das graduacoes acerca desta ciéncia.

Neste trabalho, procura-se primeiramente, realizar um estudo amplo de toda a
parte de estatistica descritiva e inferencial. Feito este estudo, como base teorica, é
tracado um paralelo do que é feito no ensino basico em relacao as ideias bésicas da
estatistica e o que é feito depois somente nas graduacoes.

E indiscutivel a importancia da estatistica nos mais diversos campos do conhe-
cimento, e a prova disso, é a existéncia desta matéria nos mais diversos cursos de
graduacgao, como por exemplo: administracao, ciéncias contébeis, pedagogia, econo-
mia, engenharias, psicologia, biologia, medicina, agronomia, zootecnia, publicidade,
direito, entre outras.

Considerando a importancia da estatisitica nos mais diversos campos, surge uma
davida em relacao a falta de importancia dada a esta ciéncia no ensino basico.

Percebe-se, no ensino basico, um distanciamento consideravel no que diz res-
peito as ideias de analise combinatoéria, probabilidade, e no¢oes bésicas de estatistica,
tratadas nesta fase da educacao como tratamento da informacao.

Acredita-se que se pode dar muito mais significado a estes temas, ainda no ensino
fundamental. Trabalhando com ideias e experimentos mais concretos, foi experimen-
tado e verificado até em turmas mais jovens, a capacidade de entender mais sobre
aleatoriedade, populacao e amostras, analise de amostras e a representatividade das
conclusoes tiradas em amostras sobre determinadas populagoes.

Encerra-se este trabalho, com descricoes das aulas dadas e resultados obtidos
em cada experimento, com o objetivo de motivacionar outros profissionais da educacao

bésica a trabalhar de forma mais significativa a Estatistica deste o Ensino Fundamental.

2 Um Breve Histo6rico

Primeiramente, vamos localizar a Estatistica na linha do tempo. Embora a
palavra Estatistica ainda nao existisse, ha indicios de que antes da Era Crista, ja eram

realizados censos na Babilonia, China e Egito.
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Segundo Costa [5], a propria Biblia nos traz referéncia a Estatistica, no quarto
livro de Numeros, quarto livro do antigo testamento, onde no primeiro versiculo, é
dada a Moisés a instrucao de que fosse feito o recenseamento de toda a comunidade de
Israel, buscando homens que pudessem servir o exército.

O Tmperador César Augusto (Que nasceu Caio Julio César Otaviano Augusto em
23 de setembro de 63 a.C.) foi o primeiro imperador romano, e solicitou em seu governo,
que se fizesse o censo de todo Império Romano. A palavra "CENSO" é derivada da
palavra "CENSERE", que em Latim significa "TAXAR".

Ainda, segundo Costa [5], em meados de 1085, apds conquistar a Inglaterra,
Guilherme I solicitou um levantamento de todas as propriedades e seus respectivos
proprietarios, com a intencao de estabelecer uma taxacao. Todo este registro foi feito
em um livro intitulado "Domesday Book".

Mas, mesmo que a pratica de coletar dados sobre populacoes, propriedades, ani-
mais, producao e impostos fosse conhecida pelos egipcios e mesopotamicos bem antes
de Cristo, somente no século XVII a Estatistica passou a ser considerada disciplina
autonoma, tendo como objetivo bésico a descricao dos Bens do Estado.

A palavra Estatistica foi cunhada pelo historiador e jurista alemao Gottfried
Achenwall (1719-1772), mas com significados e objetivos diferentes daqueles que funda-
mentam a Estatistica Moderna. Na Enciclopédia Britanica, o verbete "STATISTICS"
apareceu em 1797.

Na Inglaterra do século XVII, surgiram os aritméticos politicos, dentre os quais
destacaram-se John Graunt (1620-1674) e William Petty (1623-1687). Graunt nasceu
em 24 de Abril de 1620 em Londres, Inglaterra. Filho de um comerciante, ocupou di-
versos cargos civis. Embora nao tenha estudado em nenhuma universidade, viveu um
periodo de grande atividade intelectual. Em 1662, Graunt publicou o famoso Natural
and Political Observations on the London Bills of Mortality (Observagoes Naturais e
Politicas da taxa de mortalidade londrina). Este foi o seu primeiro tratamento es-
tatistico de dados demograficos. Estudou a mortalidade da cidade de Londres e as
incidéncias das causas naturais, sociais e politicas nesse fené6meno. Através das Ta-
buas de Mortalidade realizadas na altura da peste na cidade de Londres, Graunt fez
uma analise exaustiva do nimero de pessoas que morriam de varias doencas e estimou
o nimero de nascimentos de homens e mulheres. Foi o primeiro estatistico a fazer
observacoes entre sexos e mostrou que nasciam mais homens que mulheres. Com o
seu amigo William Petty (1623-1687) fundou a escola dos "Aritméticos Politicos" que

se preocupava com o estudo numérico dos fendmenos sociais e politicos, na busca de
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leis quantitativas que pudessem explica-los. Dessa forma, a escola dos "Aritméticos
Politicos"pode ser considerada o berco da Demografia.

Na dltima metade do século XIX, os alemaes Helmert (1843-1917) e Wilhelm
Lexis (1837-1914), o dinamarqués Thorvald Nicolai Thiele (1838-1910) e o inglés Francis
Ysidro Edgeworth (1845-1926), obtiveram resultados extremamente valiosos para o
desenvolvimento da Inferéncia Estatistica, muitos dos quais s6 foram completamente
compreendidos mais tarde. Contudo, o impulso decisivo deve-se a Karl Pearson (1857-
1936), William S. Gosset (1876-1937) e, em especial, a Ronald A. Fisher (1890-1962).

Karl Pearson (1857-1936) formou-se em 1879 pela Cambridge University e inici-
almente dedicou-se ao estudo da evolucao de Darwin, aplicando os métodos estatisticos
aos problemas bioldgicos relacionados com a evolugao e hereditariedade. Em 1896, Pe-
arson foi eleito membro da Royal Society of London. Entre 1893 e 1912 escreveu um
conjunto de 18 artigos denominado Mathematical Contribution to the Theory Evolu-
tion, com contribui¢oes extremamente importantes para o desenvolvimento da teoria
da Analise de Regressao e do Coeficiente de Correlagao, bem como do teste de hipo-
teses de qui-quadrado. Em sua maioria, seus trabalhos foram publicados na revista
Biometrika, que fundou em parceria com Walter Frank Raphael Weldon (1860-1906)
e Francis Galton (1822-1911). Além da valiosa contribuigdo que deu para a teoria
da regressao e da correlagao, foi um grande contribuidor para o desenvolvimento da
estatistica como uma disciplina cientifica séria e independente. Foi o fundador do De-
partamento de Estatistica Aplicada na University College London em 1911 que foi o
primeiro departamento universitario dedicado a estatistica em todo o mundo.

William Sealey Gosset (1876-1937) estudou Quimica e Matematica na New Col-
lege Oxford. Em 1899 foi contratado como Quimico da Cervejaria Guiness em Dublin,
desenvolvendo um trabalho extremamente importante na area de Estatistica. Devido
a necessidade de manipular dados provenientes de pequenas amostras, extraidas para
melhorar a qualidade da cerveja, Gosset derivou o teste t de Student baseado na dis-
tribuicao de probabilidades. Esses resultados foram publicados em 1908 na revista
Biometrika, sob o pseudénimo de Student, dando origem a uma nova e importante
fase dos estudos estatisticos. Gosset usava o pseudonimo de Student, pois a Cerveja-
ria Guiness nao desejava revelar aos concorrentes os métodos estatisticos que estava
empregando no controle de qualidade da cerveja.

A contribui¢ao de Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) para a Estatistica Moderna
é, sem duavidas, a mais importante e decisiva de todas. Formado em astronomia pela

Universidade de Cambridge em 1912, foi o fundador do célebre Statistical Laboratory
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da prestigiosa Estacao Agronomica de Rothamsted, contribuindo enormemente tanto
para o desenvolvimento da Estatistica quanto da Genética. Ele apresentou os prin-
cipios de planejamento de experimentos, introduzindo os conceitos de aleatorizagao e
da Andlise da Variancia, procedimentos muito usados atualmente. No principio dos
anos 20, estabeleceu o que a maioria aceita como a estrutura da moderna Estatistica
Analitica, através do conceito da verossimilhanca.

Outra area de investigagao extremamente importante para o desenvolvimento da
Estatistica é a Teoria das Probabilidades. Usualmente, costuma-se atribuir a origem
do Célculo de Probabilidades as questoes relacionadas aos jogos de azar que o célebre
cavaleiro Méré (1607-1684) encaminhou a Blaise Pascal (1623-1662).

No entanto, outros autores sustentam que o Célculo de Probabilidades teve a
sua origem na Itéalia, com especial referéncia para Luca Pacioli (1445-1517), Girolamo
Cardano (1501-1576), Nicolo Fontana Tartaglia (1500-1557) e Galileo Galilei (1564-
1642). Trés anos depois de Pascal ter previsto que a "alianga do rigor geométrico" com
a "incerteza do azar" daria lugar a uma nova ciéncia, Christiaan Huygens (1629-1695)
publicou o trabalho denominado "De Raciociciis in Ludo Aleae", que é considerado
o primeiro livro sobre o Calculo de Probabilidades. Além disso, ainda teve a notével
particularidade de introduzir o conceito de esperanca matematica.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) também dedicou-se ao estudo do Cél-
culo de Probabilidades, publicando um trabalho sobre a "arte combinatéria" e outro
sobre aplicacoes as questoes financeiras. Leibniz também estimulou Jacques Bernoulli
(1654-1705) ao estudo do Calculo de Probabilidades, cuja grande obra, denominada
"Ars Conjectandi", foi publicada oito anos apds a sua morte. Em Ars Conjectandi
de Jacques Bernoulli, foi publicada e rigorosamente provada a Lei dos Grandes Niime-
ros de Bernoulli, considerada o primeiro teorema limite. Pode-se dizer que gragas as
contribui¢oes de Bernoulli o Calculo de Probabilidades adquiriu o status de ciéncia.
Além da obra poéstuma de Bernoulli, o inicio do século XVII foi marcado pelos estudos
de Pierre Rémond de Montmort (1678-1719),e de Abraham De Moivre (1667-1754),
intitulado The Doctrine of Chances.

E extremamente importante falar, também, do reverendo Thomas Bayes (1702-
1761) a quem se deve o conceito de probabilidade inversa, relacionado com situagoes
em que se caminha do particular para o geral. Bayes formula através do teorema que
leva seu nome e do postulado que tantas vezes se lhe associa: a primeira tentativa de
matematizagao da inferéncia Estatistica.

Os estudos dos astronomos Pierre-Simon Laplace (1749-1827), Johann Carl Frie-
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drich Gauss (1777-1855) e Lambert Adolphe Jacques Quetelet (1796-1874) foram fun-
damentais para o desenvolvimento do Célculo de Probabilidades. Devido aos novos
métodos e idéias, o trabalho de Laplace de 1812, intitulado "Théorie Analytique des
Probabilités", até o presente é considerado um dos mais importantes trabalhos sobre
a matéria.

Johann Carl Friedrich Gauss, professor de astronomia e diretor do Observatorio
de Gottingen, em 1809 apresentou o estudo intitulado "Theoria combinationis Ob-
servatorium Erroribus Minimis Obnoxia", explanando uma teoria sobre a andlise de
observagoes aplicavel a qualquer ramo da ciéncia, alargando o campo de aplicacao do
Calculo de Probabilidades.

Antoine Augustin Cournot (1801-1877) percebeu a importancia da Teoria das
probabilidades na anélise estatistica, tendo sido o pioneiro no tratamento matematico
dos fendmenos economicos. Suas ideias foram publicadas em "Exposition de la théorie
des chances et des probabilités".

Na segunda metade do século XIX a Teoria das Probabilidades atingiu um
dos pontos mais altos com os trabalhos da escola russa fundada por Pafnuty Lvo-
vich Chebyshev (1821-1894), que contou com representantes como Andrei Andreyevich
Markov (1856-1922) e Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918). Contudo, o seu
maior expoente foi Andrey Nikolayevich Kolmogorov (1903-1987), a quem se deve um
estudo indispensavel sobre os fundamentos da Teoria das Probabilidades, denominado
"Grundbegrife der Warscheinlichkeitrechnung", publicado em 1933. Em 1950 foi tra-
duzido para o Inglés sob o titulo "Foundations of Probability".

Segundo Pardal [16], no Brasil, em 1863, foi criada na Escola Central, sucessora
da Escola Militar, a cadeira de Economia Politica, Estatistica e Principios de Direito
Administrativo. O primeiro a ocupar esta cadeira foi José da Silva Paranhos, que in-
clusive, realizou o primeiro censo geral do império. Apenas em 1925, ainda segundo
Pardal [16], o estudo da estatistica tedrica, foi introduzida na Escola Politécnica, na
cadeira assumida por Jorge Kafuri, chamada "Estatistica, Economia Politica e Finan-
cas". Em 1974, tem-se o primeiro vestibular para o curso de bacharel em Estatistica,
na Universidade Estadual do Rio de Janeiro.

Este interesse em discutir um pouco acerca da historia da Estatistica, é nos
posicionar e compreender melhor o conteiido que é ensinado hoje nas escolas, tendo
em vista que apenas no final do século passado, a Estatistica passou a ocupar lugar
de destaque no mundo académico. Cabe aqui expor a intencao de buscar uma ponte

mais concreta entre o que é proposto no ensino médio e o que é de fato aplicavel na
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graduacao, seja qual for o campo do conhecimento.

3 Sobre Inferéncia

Um questionamento frequente dos leigos em relacao a estatistica, é como os
pesquisadores podem afirmar com conviccao aquilo que podera acontecer num momento
futuro, como por exemplo o resultado de uma eleicao envolvendo milhoes de eleitores,
se eles consultam apenas algumas centenas ou poucos milhares de eleitores? Ou como
pode uma radio local, ter definida a sua audiéncia, se apenas alguns ouvintes foram
pesquisados?

O que para muitos parece magica, para os mais estudiosos, é uma ciéncia, ou
mais precisamente, um ramo da matematica, chamado Estatistica.

Cabe aqui, esclarecer que a palavra estatistica tem dois significados. No sentido
mais amplo, estatistica significa um conjunto de dados numéricos, como por exem-
plo, o desempenho de um time de futebol, o nimero de nascimentos e 6bitos em um
pais, o PIB de um pais, e assim por diante. A palavra estatistica, como ja foi citado
anteriormente, também designa um ramo da matematica que analisa dados estatisticos.

A principio, se estuda a estatistica descritiva, que é o processo de aquisicao de
informacoes a partir de conjuntos de niimeros, em geral demasiadamente grandes para
serem trabalhados diretamente, como por exemplo, toda a populacao de um pais. Em
seguida, se estuda a inferéncia estatistica, que consiste em estimar propriedades de uma

grande populacao a partir de observagoes feitas em uma amostra desta.

" uso de informagoes de uma amostra para concluir sobre o todo faz parte
da atividade didria da maioria das pessoas. Basta observar como uma cozi-
nheira verifica se o prato que ela esta preparando tem ou nao a quantidade
adequada de sal. Ou, ainda, quando um comprador, apos experimentar um
pedaco de laranja numa banca de feira, decide se vai comprar ou nao as la-

ranjas. Essas sdo decis(o)es baseadas em procedimentos amostrais".(Bussab
e Morettin, 2012, p.261)[3|

Inferir significa de forma concisa, deduzir uma coisa de outra. A inferéncia pode
ser dedutiva, quando se parte de premissas para se chegar a conclusoes, ou indutiva,

quando se vai do especifico para o geral.
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Costa |7], apresenta varios tipos de inferéncia: indugao simples, analogia, infe-
réncia estatistica e método hipotético-dedutivo e inferéncia probabilistica.

A inducao simples se resume no fato de que se, dada uma amostra de uma
populacao A, observar que todos os elementos de A também sao de B, e se desconhece
qualquer elemento de B que nao seja de A, entao toda a populacao de A compoe-se de
B.

Na analogia, supoe-se que se elementos de uma amostra: xq, xo, 3, ...T,, possuem
certas propriedades P e Q, se z,,1 possuir a propriedade P, x,,;também vai possuir a
propriedade Q.

A inferéncia estatistica, se refere a estimacao parametros, o teste de hipoteses e
a teoria da decisao. A forma elementar de inferéncia estatistica, é o chamado silogismo
estatistico: se y% da populacao com propriedade A tem a propriedade B, se x,, tem A,
logo z, tem B.

O método hipotético-dedutivo, proposto pelo filésofo austriaco Karl Popper, su-
gere uma abordagem que busca a eliminagao dos erros de uma hipotese. Faz isso a partir
da ideia de testar a falsidade de uma proposicao, ou seja, a partir de uma hipotese,
estabelece-se que situacao ou resultado experimental nega essa hipdtese e tenta-se re-
alizar experimentos para nega-la. Assim, a abordagem do método hipotético-dedutivo
¢ a de buscar a verdade eliminando tudo o que é falso.

A inferéncia probabilistica estabelece uma relacao entre as premissas e a conclusao
baseada em probabilidades. Se as premissas forem verdadeiras, existe uma determinada
probabilidade da conclusao também ser verdadeira.

Assim, a inferéncia estatistica consiste de procedimentos para fazer generalizacoes

sobre as caracteristicas de uma populacao a partir da informacao contida na amostra.

4 Referencial Teoérico

4.1 Estatistica Descritiva

Para que possamos entender e nos aprofundar na inferéncia estatistica, precisamos
entender varios conceitos e notacoes, inclusive da estatistica descritiva.
Como ja foi citado, a estatistica descritiva estuda diversas relacoes estatisticas

que descrevem um conjunto de dados representado por uma amostra.
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Definigao 4.1.1. (Dados Brutos) O conjunto de dados numéricos obtidos apds a critica

dos valores coletados em uma pesquisa, € o conjunto dos dados brutos.

Exemplo 4.1.1. As estaturas de um grupo de crianc¢as de uma escola:

Tabela 1: Estaturas dos Alunos (cm)

41 | 35|41 | 30 | 91 | 48 | 45 | 65 | 66 | 77

93 180 |51 |69 |52 64|81 |54]|55]66

62 35|65|42 |94 | 78|68 |60 |89 |77

71139 |73 74|55 |88 47|37 |59 ]60

97 | 85|84 | 73| 65|74 |76 | 85 | 66 | 67

Fonte: Dados Hipotéticos

Definigao 4.1.2. (Rol) Rol é o arranjo dos dados brutos em ordem crescente ou de-

crescente.

Exemplo 4.1.2. Para os dados do Exemplo 4.1.1, temos:

Tabela 2: Estaturas dos Alunos

30135135 |39 |41 |41 |42 |45 |47 | 48

51 |52 |53 |54 | 55 | 55 | 57| 39 | 60 | 60

6264 |65]65|65|66|66| 66| 67|68

69 | 71| 73| 73|74 |74 |76 | 7T | 77|78

80 | 81|84 |8 |8 [ 8 [ 89|91 |94 |97

Fonte: Dados Hipotéticos
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Definicao 4.1.3. (Estatistica de Ordem) Sejam x1;xo;. .. ;x, valores de um conjunto
de dados. Denotamos por x(;) o i-ésimo valor apresentado pelo rol destes dados quando

este apresenta os dados em ordem crescente. Assim:

T STER) S - S Tpo1) S T

Exemplo 4.1.3. Para os dados do Exemplo 4.1.2, temos: w1y = 30; x(2) = 35, e assim

por diante.

Definigao 4.1.4. (Amplitute Total) Amplitute total ou Range, (R), € a diferen¢a entre

o maior valor (@) e menor valor (x(y) observado, ou seja:
R=2m — 2w

Exemplo 4.1.4. No Ezemplo 4.1.2, R =97 — 30 = 67.

Definicao 4.1.5. (Distribuicao de frequéncias) Distribuicdao de frequéncias € o arranjo

em uma tabela, dos valores e suas respectivas frequéncias.

Ao estudar conjuntos de dados, é conveniente resumi-los em uma tabela, com suas
respectivas frequéncias. Denominamos frequéncia o nimero que fica relacionado a um
determinado valor da variavel. Quando os dados sao discretos, com ou sem valores
repetidos, a simples identificacao dos mesmos com as respectivas frequéncias, pode ser
um procedimento adequado ao que damos o nome de distribuicao de frequénciaas sem

intervalos de classe.

Exemplo 4.1.5. Considere as idades de 10 alunos de uma turma de graduacao:

Tabela 3: Idades dos Alunos (anos)

19 |19 | 20 | 22 | 22

22 1252632 33

Fonte: Dados Hipotéticos

Temos a seguinte distribuicao de frequéncias:
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Tabela 4: Idades dos alunos (anos)

B
19| 2
20| 1
221 3
25| 1
26 | 1
321
33| 1

Fonte: Dados Hipotéticos

Quando o conjunto de dados é muito grande, ou os dados sao continuos, iniciamos o
processo de distribuicao de frequéncias com intervalos de classes. Classes de frequéncia,

ou simplesmente classes, sao intervalos de variacao da variavel.

Exemplo 4.1.6. Seja ;) a estatura da i-ésima crianga no grupo de 50 criangas.

Temos:

Tabela 5: Estaturas dos Alunos (cm)

30 | 35|35 | 39 |41 |41 | 42| 45 | 47 | 48

o1 |52 |53 |54 |55 |55 | 57|39 | 60 | 60

62 64| 65| 65|65 |66 |66 66| 67|68

69 | 71| 73| 73|74 |74 |76 | 7T | 77|78

80 | 81 |84 |8 |8 [ 8 |89 |91 |94 |97

Fonte: Dados Hipotéticos
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Tabela 6: Idades

Classes | F;
3040 | 4
4050 | 6
5060 | 8
6070 |13
7080 | 9
80F90 | 7
90 100 | 3

Fonte: Dados Hipotéticos

Definicao 4.1.6. (Numero de Classes - k) Para se determinar o nimero de classes,

nao hda uma formula exata.

"Em geral, uma distribuicao de frequéncias deve ter pelo menos 5 classes,
mas nao mais do que 15 classes, uma vez que o fato de ter uma quantidade
demasiadamente pequena ou demasiadamente grande de classes proporci-
ona poucas informagoes novas" (Levine, Stephan, Krehbiel e Berenson, 2012,
p.26)[13]

Ainda, segundo Bussab e Morettin [3]:

A escolha dos intervalos é arbitraria e a familiaridade do perquisador com
os dados é que lhe indicard quantas e quais classes (intervalos) devem ser
usadas. Entretanto, deve-se observar que, com um pequeno ntimero de clas-
ses, perde-se a informacgao, e com um nimero grande de classes, o objetivo
de resumir os dados fica prejudicado(...). Normalmente, sugere-se o uso de

5 a 15 classes com a mesma amplitude.(Bussab e Morettin, 2012, p.13)|3|

Certo de que o numero de intervalos deve ser um valor entre 5 e 15, existem duas

formulas sugeridas para o calculo do nimero de classes, segundo Crespo [6]:
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N Vno osen > 25;

5 se xr < 25.

onde n é o nimero de dados da amostra, ou ainda, a formula de Sturges:

k=1+3,22-log(n).
Exemplo 4.1.7. Seja n = 50, teremos:

k=50~ T,

ou ainda:
k=143,22-1log(50) ~ 7.

Defini¢do 4.1.7. (Amplitude das classes - h) E a diferenca entre o limite superior e
o limite inferior de cada classe. E obtida através da razio entre a amplitude total e o

numero de classes, aprorimando para o maior inteiro.

Exemplo 4.1.8. Sequindo o Exemplo 4.1.7, onde n = 50 e k = 7, teremos:

R 50
h~—=—=~T.
h 7

Os limites das classes podem ser expressos de trés diferentes maneiras, onde os

limites superiores e inferiores podem ou nao pertencerem ao intervalo.
Exemplo 4.1.9. 30 F 40 : valores de 30 a 40, excluindo o /0.
Exemplo 4.1.10. 30 440 : walores de 30 a 40, excluindo o 30.

Exemplo 4.1.11. 30 =40 : walores de 30 a 40.

Definigao 4.1.8. (Pontos médios das classes) O ponto médio da i-ésima classe, com

1=1,2,...,k, € dado por:

lr + s
m; = 5 , onde :

ly € o limite inferior da classe

lg € o limite superior da classe
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Exemplo 4.1.12. Para o intervalo 30 F 40, teremos:

30440 70
= ===

Definigao 4.1.9. (Frequéncia Absoluta) Denotada por F;, é o nimero de vezes que o

35.

m;

elemento aparece na amostra, ou o numero de elementos da i-ésima classe.

Exemplo 4.1.13. Para o Exemplo 4.1.6, temos F7 = 3.

Definigdo 4.1.10. (Frequéncia Absoluta acumulada - F,.) E o total das frequéncias

de todos os valores inferiores ou iguais ao valor dado.

Exemplo 4.1.14. Para distribuicao de frequéncias sem intervalos de classes, temos

como exemplo a tabela abaizo:

Tabela 7: Idades dos alunos (anos)

zi | Fi | Fae
19 | 2 2
20 | 1 3
221 3] 6
25| 1 7
26 | 1 8
321 9
331 1] 10

Fonte: Dados Hipotéticos

Esta frequéncia permite expressar, de maneira mais rapida, e sem precisar calcu-
lar, a frequéncia acima ou abaixo de um limite. Na Tabela 7, por exemplo, percebe-se
que sao 7 alunos com idade inferior a 26 anos, sem precisar efetuar a soma, ja que esta

ja estd feita.
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Exemplo 4.1.15. Para distribuicao de frequéncias com intervalos de classes, temos

como exemplo a tabela abaizo:

Tabela 8: Estaturas (cm)

Classes | F; | F,.

3040 | 4 | 4
4050 | 6 | 10
5060 | 8 | 18
6070 | 13| 31
7080 | 9 | 40
8090 | 7 | 47

90 =100 | 3 | 50

Total 50 | -

Fonte: Dados Hipotéticos

Definicdo 4.1.11. (Frequéncia Relativa - f;) E a razdo entre a frequéncia simples e a

frequéncia total, da i-ésima classe com i = 1,2,..., k. E dada por:
)
fi= "
n

A importancia das frequéncias relativas é o de permitir a andalise ou facilitar as

comparacoes entre os valores.

Exemplo 4.1.16. Vejamos a tabela a sequir:
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Tabela 9: Estaturas (cm)

Classes | F; | f;

3040 | 4 | 0,08
4050 | 6 |0,12
5060 | 8 | 0,16
6070 | 13| 0,26
7080 | 9 | 0,18
8090 | 7 | 0,14

90 - 100 | 3 | 0,06

Total 50 1

Fonte: Dados Hipotéticos

Note que > f; = 1.

Definicdo 4.1.12. (Frequéncia Relativa Acumulada - f,.) E a razio entre a frequéncia

acumulada da da i-ésima classe com 1 = 1,2,...,k e a frequéncia total da distribuicao.
E dada por:

F.
faci - +
Zi:1 fz

Exemplo 4.1.17. Vejamos a tabela a sequir:
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Tabela 10: Estaturas (cm)

Classes | F; | fi | Foe | fac

3040 | 4 | 0,08 4 |0,08
4050 | 6 | 0,12 | 10 | 0,20
5060 | 8 | 0,16 | 18 | 0,36
60+ 70 |13 10,26 | 31 | 0,62
7080 | 9 | 0,18 | 40 | 0,80
8090 | 7 10,14 | 47 | 0,94

90 =100 | 3 | 0,06 | 50 1

Total 50 1 - -

Fonte: Dados Hipotéticos

Definigdo 4.1.13. (Frequéncia Relativa Percentual - 100f;) E a razio entre a frequén-

cia simples e a frequéncia total em porcentagem.

Definicdo 4.1.14. (Frequéncia Relativa Acumulada Percentual - 100f,.) E a razio
entre a frequéncia acumulada da classe e a frequéncia total da distribuicao em porcen-

tagem.

Conhecer os tipos de frequéncia, ajuda a responder varias questoes com relativa

facilidade, como por exemplo:

e Quatro alunos tem entre 30 cm, inclusive, e 40 cm, segundo a frequéncia acu-

mulada.

e 62% dos alunos tém estaturas inferiores a 70 ¢cm, segundo a frequéncia relativa

porcentual.

e QQuarenta alunos tem estatura abaixo de 80 cm, segundo a frequéncia relativa

acumulada porcentual.

28



Tabela 11: Estaturas (cm)

Classes | F; | f; | 100f; | Fae | fae | 100f,.

3040 | 4 10,08 8% 4 10,08| 8%
4050 | 6 | 0,12 | 12% | 10 | 0,20 | 20%
5060 | 8 | 0,16 | 16% | 18 | 0,36 | 36%
60F70 | 13]0,26 | 26% | 31 | 0,62 | 62%
7080 | 9 | 0,18 | 18% | 40 | 0,80 | 80%
80F90 | 7 | 0,14 | 14% | 47 | 0,94 | 94%

90F 100 | 3 | 0,06 | 6% | 50 1 100%

Total 50 1 - - - -

Fonte: Dados Hipotéticos

Outra maneira de apresentar uma distribuicao de frequéncia, é por meio de graficos.

Definigio 4.1.15. (Histograma) E um grdfico formado por retingulos justapostos,
tendo como base o intervalo de classe, sendo a drea de cada retangulo proporcional a
frequéncia da classe correspondente. Sequndo Levine at al [15], este grifico foi ideali-

zado pelo geneticista e estatistico Karl Pearson.

Ainda, segundo Bussab e Morettin [3]:

O histograma é um grafico de barras contiguas, com bases proporcionais aos
intervalos de classes e a area de cada retangulo proporcional & respectiva
frequéncia. Pode-se usar tanto a frequéncia absoluta F; como a relativa f;.
Indiquemos a amplitude do i-ésimo intervalo por A;. Para que a area do
retangulo respectivo seja proporcional a frequéncia, a sua altura deve ser
proporcional a f;/A; (ou F;/A;), que é chamada densidade de frequéncia
da i-ésima classe. Com essa conveng¢ao, a area total do histograma sera
igual a 1. (Bussab e Morettin, 2012, p.18)
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Exemplo 4.1.18. A distribuicao das notas de trinta alunos de FEstatistica de uma

escola estd representado abaizo:

Tabela 12: Notas de Estatistica

Classe 71
02 | 4
24 | 5
46 |12
68 | 8
8§F10 | 1
Total | 30

Fonte: Dados Hipotéticos

Representando as classes de distribicao no eixo das abcissas e as frequéncias no

eixo das ordenadas, temos o seguinte Histograma:

Histograma

Nimeros de Alunos

55 65 75
Notas dos Alunos

Dalos Hipotéticos

Figura 1: Histograma

E importante salientar a facilidade de leitura que o histograma traz em relagao
as frequéncias. E facil notar o valor de maior frequéncia, ou o de menor frequéncia,

sem precisar comparar todos os dados.
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Definicao 4.1.16. (Poligono de frequéncias) Ao ligar os pontos médios da parte supe-
rior de cada retangulo do histograma, obtemos um poligono denominado Poligono de

Frequéncia.

Exemplo 4.1.19. Retomando o histograma da Figura 1, temos:

Poligono de Frequéncia

Nimerc de Alunos

S 65 75
_Notas dos Alunos

Figura 2: Poligono de Frequéncia

Defini¢ao 4.1.17. (Ogiva) E um poligono de frequéncia acumulada, tragado marcando-
se as frequéncias acumuladas sobre perpendiculares ao eixo horizontal, levantadas nos

pontos correspondentes aos limites superiores dos intervalos de classe.

Exemplo 4.1.20. Sejam os sequintes dados:

Tabela 13: Estaturas dos Alunos (cm)

30135135 (39 |41 |41 |42 |45 | 47 | 48

51 |52 |53 |54 | 55 | 55 | 87 | 39 | 60 | 60

62|64 | 65| 65| 65|66 |66 | 66| 67|68

69 | 71| 73| 73|74 |74 |76 | 7T | 77|78

80 | 81 | 84 | 85 |8 | 88 |89 |91 |94 |97

Fonte: Dados Hipotéticos
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Ogiva (Poligono de Frequéncia Acumulada)

100 -
..
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g
30. _ _
1] 10 20 30 40 50

Estaturas das Criangas

Figura 3: Ogiva

Definigao 4.1.18. (Ramos e Folhas) Uma disposicao Ramo e Folha organiza dados
em grupos, denominados Ramos, de tal modo que os valores (Folhas)em cada grupo
(Ramo), se ramifiquem para a direita em cada wma das linhas. Esta disposi¢ao permite
verificar como o0s dados estao distribuidos e onde hd maior concentracao de dados.
Uma das vantagens, sequndo Bussab e Morettin, € que nao se perde, ou se perde pouca

informacao sobre os dados:

"Um procedimento alternativo para resumir um conjunto de valores, com
0 objetivo de se obter uma ideia da forma de sua distribuicao, é o ramo
e folhas. Uma vantagem deste diagrama sobre o histograma é que nao
perdemos (ou perdemos pouca) informacao sobre os dados em si"(Bussab
e Morettin, 2012, p.20)

Exemplo 4.1.21. Sejam os dados abaizo, os gastos de 15 estudantes em uma lancho-

nete:
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Tabela 14: Gastos em R$

5,40 | 4,30 | 4,80 | 5,50 | 7,30

8,50 | 6,10 | 4,80 | 4,90 | 4,90

9,50 | 3,50 | 5,90 | 6,30 | 6,60

Fonte: Levine at al., p. 40 [13|

Para construir a disposicao ramos e folhas para este exemplo, utilizamos as unidades

como ramos e 0s decimais para folhas, obtendo a sequinte distribuicao:

Tabela 15: Gastos em R$ - Ramo e Folhas

3195
4138899
o1 4559
61136
713

819

Fonte: Dados Hipotéticos

Da disposicao ramo e folha acima, podemos retirar algumas conclusoes, como:
e O menor gasto foi de R$3,50.
e O maior gasto foi de R$ 8,50.
e A maioria dos alunos gastaram em torno de R$4,00 e R$5,00.

Um resumo de dados, como ja foi visto, pode ser representado por uma tabela
de frequéncias ou por meio de graficos, que mesmo de forma resumida, nao deixa

de fornecer informacoes sobre o comportamento de uma variavel em questao. Embora
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tabelas e graficos resumam a quantidade de dados, frequentemente, precisamos resumir
ainda mais estes dados, apresentando um ou mais valores que representem todos os
dados. Usualmente emprega-se as seguintes medidas, conhecidas como Medidas de
Posicao Central: Média, Moda e Mediana.

Segundo Ara et al [1], medidas de posi¢ao sao valores que procuram indicar o cen-
tro da distribuicao de frequéncias (média e mediana) e a regiao de maior concentracao

de frequéncias (moda).

Definigao 4.1.19. (Média aritmética para variaveis discretas) A média aritmética, é
a soma das observacgoes dividida pelo nimero delas, ou seja, se xi,To,...,x, S4G0 0S N
valores (distintos ou nao) da varidvel X, a média aritmética, ou simplesmente média,

de X pode ser escrita:

_ X+ o+ ... + 2, 1 -
Tr = = — Z;.

Agora, se tivermos n observacgoes da varidvel X, das quais ny $40 iguais a xi, Na

840 1GUais a To,..., Ny S0 iguais a Ty, entao a média pode ser escrita:

n
_ N1y + N3To + ... + NpTy 1
n

i=1

n

Exemplo 4.1.22. Sabendo que a producao leiteira didria de uma vaca A, durante
uma semana, foi de 10, 14, 13, 15, 16, 18 e 12 litros, temos, para producao média da
semana:

_— 10+144+134+15+16+ 18+ 12

7 Y
_ 98
T=—=

77
T = 14.
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Exemplo 4.1.23. Consideremos a distribuicao relativa a 34 familias de quatro filhos,

tomando como varidvel o nimero de filhos do sexo masculino:

Tabela 16: Numero de filhos do sexo masculino

0 2 0
1 6 6
2 10 20
3 12 36
4 4 16

Fonte: Dados Hipotéticos

Neste caso, temos:

0.2+ 1.6+2.10+3.12+4.16 78

T = —~9
v 34 31 23
f_78
34
T =2 filhos .

Para a média aritmética de dados distribuidos em intervalos de classes, como em
variaveis continuas, por exemplo, convencionamos que todos os valores incluidos em um
determinado intervalo de classe coincidem com seu ponto médio. Assim, determinamos

a média aritmética ponderada por meio da féormula:

2E

T =

onde m; é o ponto médio da classe.
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Exemplo 4.1.24. Seja a tabela utilizada no Exemplo 4.1.20:

Tabela 17: Notas de Estatistica

Classe | x; | F; x;. I
02 | 1| 4 4

24 1 3|5 15

46 | 5 | 12 60

68 | 7|8 56
8109 | 1 9

Total | - | 30 | > z;.F; =144

Fonte: Dados Hipotéticos

144
— =4,8.
30 ’

Portanto, A nota média dos alunos de Estatistica € 4, 8.

T =

Defini¢do 4.1.20. (Média Geométrica) E a n-ésima raiz do produto de n valores.

1

Ty=(T1 X Ta X ... X Ty)T,

ou ainda, se a cada varidvel xy, estiver associado uma frequéncia Fy, teremos:

- _n F1 FQ Fk
:Ug—\/xl X Tp? X .. X TR,
onde Fy + Fy + ...+ F, =n.

Exemplo 4.1.25. A média geométrica entre os valores 4, 45 e 150, serd:

T, = /4 x 45 x 150 = v/27000 = 30.
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Definicao 4.1.21. (Média Harmonica) A média harmonica dos n nimeros positivos
T1,To,...,T, € definida por:

_ n

Th =711 1
— =
I T Tn

Exemplo 4.1.26. A média harménica entre os valores 5, 10 e 20, serd:

a 3 360
x“ﬂ+1+1:7:7NM‘
510 20 20

Definicao 4.1.22 (Moda). A moda, denotada por M,, é definida como a realiza¢do

mais frequente do conjunto de valores observados.

Para encontrarmos a moda, de acordo com a definicao, basta identificar o valor
que mais se repete. Entretanto, podemos encontrar séries de valores nas quais nao
exista valor modal, ou seja, nas quais nenhum valor apareca mais vezes que os outros
(amodal). Em outros casos, pode haver dois ou mais valores de concentragao. Dizemos
entdo, que a série tem dois ou mais valores modais (bimodal ou plurimodal).

Para dados agrupados sem intervalos de classe, determina-se imediatamente a

moda: basta fixar o valor da variavel de maior frequéncia.

Exemplo 4.1.27. Na Tabela 16, temos que a moda serd 3, pois € o numero de filhos

do sexo masculino com maior frequéncia, ou seja, M, = 3.

Para dados agrupados com intervalos de classes, determinamos primeiro a classe
modal, que é a classe que apresenta a maior frequéncia. A moda neste caso, é o valor
que mais aparece entre os limites da classe modal. Um método mais simples, é calcular
o ponto médio da classe modal, que denominamos de moda bruta.

M, = +T, onde:

[; & o limite inferior da classe modal

L; é o limite superior da classe modal

Exemplo 4.1.28. Sequindo os valores da Tabela 11, teremos que a classe modal € a 4°
classe (60 - 70), pois hd 13 alunos com estaturas entre 60 e 70 ¢m. A moda, sequndo
o rol dos dados na Tabela 5 € 65 e 66, ou seja, € uma série bimodal. A moda bruta é

o ponto médio da classe modal, ou seja, M, = 65.
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Definicao 4.1.23. (Mediana) A mediana € a realiza¢ao que ocupa a posicao central da
série de observacoes, quando estao ordenadas em ordem crescente. Quando o niumero

de observacoes for par, usa-se como mediana a média aritmética das duas observacoes

centrais.

Como foi visto na Definicao 4.1.3 , as observagoes assim ordenadas, sem intervalos
de classes, sao chamadas estatisticas de ordem. Com esta notacao , a mediana da
variavel X pode ser definida como:

T(ng1y S€ N é impar,
2
md(z) =
T(p) T 25+

2

Para distribui¢oes com intervalos de classes, seguiremos os seguintes passos:

, se n é par.

1°. Determinamos as frequéncias acumuladas;

> F

2°. Calculamos 5 ;

3°. Pela frequéncia absoluta acumulada identificamos a classe que contém a mediana,

ou seja, a classe mediana;

4°. Aplicamos a férmula:

4]

onde:
)
Fmd

My = lyq +

l;na € o limite inferior da classe mediana;
> fant € a frequéncia acumulada da classe anterior a classe mediana;
F,.q é a frequéncia simples da classe mediana;

h é a amplitude do intervalo da classe mediana.

Exemplo 4.1.29. Sejam as notas de 30 estudantes de uma turma da Tabela 4.1.18:
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Tabela 18: Notas de Estatistica

i | Classe | F; | F,.

11 0F2 | 4| 4
2124 5| 9
3146 |12 21
41 68 | 8 | 29

5|8F10| 1 | 30

- | Total | 30 | -

Fonte: Dados Hipotéticos

Como g = 15, entao a classe mediana € a de ordem 3. Entao, temos:
Ima = 4,
Z fcmt - 9;
Fmd =12e¢
h = 2.

Substituindo estes valores na formula, temos:

[15—9]><2:

M, =4
a=a 12

441=05.

No caso de existir uma frequéncia acumulada exatamente igual a g, a mediana
serd o limite superior da classe correspondente.

Percebemos aqui que a mediana caracteriza uma série de dados devido a sua
posicao central. Mas também, apresenta uma segunda caracteristica: ela separa a série
em dois grupos com o mesmo numero de valores. Assim, como as medianas, existem
outras medidas, que nao sao medidas de tendéncia central, mas também separam uma
série em partes iguais, se basenado em suas respectivas posicoes. Estas medidas sao as

separatrizes, que sao além das medianas, sao os quartis, os percentis e os decis.

Definigao 4.1.24. (quartis) Denominamos quartis, os valores de uma série que a

dividem em quatro partes iguais. Hd portanto trés quartis:
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e O primeiro quartil (QQ1) - valor situado de tal modo que 25% dos dados é menor

que ele e os T5% restantes sao maiores.

e O sequndo quartil (Q2) - valor situado de tal modo que 50% dos dados é menor

que ele e 0s 50% restantes sao maiores, ou seja, € a mediana (My).

e O terceiro quartil (Q3) - valor situado de tal modo que 75% dos dados é menor
que ele e 0s 25% restantes sao maiores.
Quando os dados sao agrupados, para determinar os quartis usamos a mesma

n n

técnica do calculo da mediana, bastanto substituir na formula da mediana, 5 por 1

.. . an . ) )
para o primeiro quartil e porZ para o terceiro quartil. Ou seja:

[% - Zfant] X h
Foq ’

Ql - lmd +

|:%Tn _Zfant:| x h
Fmd ‘

Q3 = lina +

Definigao 4.1.25. (percentis) Denominamos percentis os noventa e nove valores que
separam uma série em 100 partes iguais. Indicamos por Py, P, ..., Py. Nota-se que
Pos = Q1,Ps0 = My e Prs = Q3.

O cdlculo do percentil, seque a mesma técnica do cdlculo da mediana, porém a

n k.n
formula — serd substituida por — sendo k a ordem do percentil.

100

Defini¢ao 4.1.26. (decis) Denominamos decis os nove valores que separam uma sé-
rie em 10 partes iguais. Indicamos por Dy, Ds, ..., Dy. Nota-se que D5 = M,;. O

. ’ . ’ N z z n
cdlculo do decil, seque a mesma técnica do cdlculo da mediana, porém a formula 5

k.
serd substituida por 1—(? sendo k a ordem do decil.

E importante saber, que a representacdo de um conjunto de dados por uma
unica medida de posicao central, pode esconder informacoes sobre a variabilidade do
conjunto de observagoes. Considerando por exemplo, dois grupos de estudantes que se

submeteram a um teste:
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Sejam as notas tiradas em um teste por alunos de dois grupos:
Grupo 1 (variavel X): 3,4, 5,6, 7
Grupo 2 (variavel Y): 1, 3,5, 7, 9.

Calculando a média dos dois grupos, temos T = 5 e § = 5 também. Ou seja, a
identificacao das duas séries por sua média, nada informa sobre suas diferentes varia-
bilidades.

Temos entao a necessidade de medidas que determinem a variabilidade de um
conjunto de observacoes, e que nos permita comparar conjuntos de valores como nos
exemplos acima, sob algum critério. A essas medidas damos o nome de Medidas de

Dispersao ou Variabilidade

Definigao 4.1.27. (Amplitude Total) E a diferenca entre o maior e o menor valor da

série de dados.

Exemplo 4.1.30. Sejam os valores do Grupo 1: 3, 4, 5, 6, 7:
R=7-3=4.

A amplitude tem utilizagao limitada como medida de dispersao, pois seu valor s
depende dos extremos, fazendo com que a variabilidade dos outros valores nao afete

seu resultado.

Definicdo 4.1.28. (Desvio)E a diferenca entre o valor do dado e a média do conjunto

(x; —T). Mede a dispersio de cada dado em torno da média.

Exemplo 4.1.31. No Grupo 1 acima, temos que os desvios (x; —T) sao -2, -1, 0, 1 e
2, e no Grupo 2 temos -4, -2, 0, 2 e 4.

E facil perceber que o somatorio destes desvios é sempre igual a zero, ou seja,
n

E (x; — ) ndo é uma boa medida de dispersdo para os conjuntos dados.
i=1
Uma primeira opgao para este problema, ¢ considerar o Desvio Médio:

Definicdo 4.1.29. (Desvio Médio - dm(X)) E a média dos médulos dos desvios.

k
D lwi =
_ =1

dm(X) = "
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Se o0s valores da varidvel ocorrem com certas frequéncias Fy, Fs, ..., F}, entao:

k

dm(X) = =—

Exemplo 4.1.32. Para o Grupo 1 teriamos

5
D lzi— ]
_ =1

2 o 1 2]

dm(X) = 1,2,
5 5
e para o Grupo 2,
5
NI T
dm(X) = =1 = =2,4.

) ) '

Os dois valores, 1,2 e 2,4, nos mostram o quanto a média para cada um dos grupos
é mais ou menos representativa. Quanto mais proximo de zero, menor a dispersiao (ou
variabilidade) dos valores da amostra em relagao a média.

A segunda opcao é considerar a variancia:

Definicio 4.1.30. (Variancia) E a média dos quadrados dos desvios.

, O 44+1404+1+4
0, = - :27
5 5
e para o Grupo 2,
5
> o7
2 _ =1 16+4+0+4+16
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Como a variancia é uma medida com dimensao igual ao quadrado da dimensao
dos dados, esta pode ocasionar problemas na interpretacao. Assim, costuma-se utilizar

a terceira medida de dispersao dentre as citadas anteriormente, que é o desvio padrao.

Definicdo 4.1.31. (Desvio Padrdo) E a raiz quadrada da varidncia:

dp(X) = /2.

T

Para o Grupo 1 teremos dp(X) = /2 ~ 1,4 e para o Grupo 2, dp(Y) = /8 ~ 2,8.
As medidas de dispersao indicam em média qual serd o erro cometido ao tentar
substitutir cada observagao pela medida resumo do conjunto de dados, no exemplo, a

média.

4.2 Probabilidade

Os principios da probabilidade sao importantes por fazerem uma ponte entre a es-
tatistica descritiva e a inferéncia estatistica, que é aplicada as mais variadas areas do
conhecimento, e em todas as situagoes em que se deseja tirar conclusoes sobre dados

numeéricos.

Definicao 4.2.1. (Experimentos Aleatorios) Um ezperimento aleatorio é aquele cujo

resultado nao pode ser previsto.

Exemplo 4.2.1. Sao fenomenos aleatorios:
e O resultado no langamento de uma moeda;
e (O resultado no langamento de um dado;

e O numero de pecas defeituosas em um lote de 100 pecas produzidas diariamente

por uma industria;

e O tempo de duracao de uma lampada elétrica.

Definigao 4.2.2. (Espago Amostral - ) Espago amostral de um evento aleatdrio é o
conjunto de todos os reultados possiveis desse experimento, representado por . Cada
elemento desse conjunto é chamado de ponto amostral ou evento elementar ou evento

simples.
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Exemplo 4.2.2. Os espac¢os amostrais associados aos experimentos aleatorios citados

no exemplo 4.1.33 sao:

Q= {c;k}, onde ¢ = cara e k = coroa;

2=1{1,2,3,4,5,6};

Q=1{1,2,3,4,...,100};

Q={reR|z>0}.

Definigao 4.2.3. (Evento) Seja Q2 o espago amostral de um evento aleatdrio. Evento

€ qualquer subconjunto de ).

Dois casos relevantes de eventos sao o proprio espaco amostral €2, chamado de
evento certo, e o conjunto vazio () , chamado evento impossivel. Eventos que contém um
tinico ponto amostral sao chamados eventos simples e eventos que possuem pelo menos
dois pontos amostrais sao chamados eventos compostos ou combinados. Dizemos que

um evento ocorre se acontecer pelo menos um de seus pontos amostrais.

Definicao 4.2.4. (Evento Aleatorio) Evento ao qual atribui-se uma probabilidade.

Exemplo 4.2.3. Uma indistria de pecas automotivas produz um determinado produto
que pode ser classificado como bom (B) ou defeituoso(D). Da linha de produ¢io sao

retirados trés pecas. O espaco amostral deste experimento é:
Q2={BBB,BBD,BDB,DBB,DDB,DBD,BDD,DDD}
Se A € o evento que consiste em obter duas pecas defeituosas, entao:

A={DDB,DBD,BDD}

Definicao 4.2.5. (Classe de eventos aleatorios) Um evento ao qual atribui-se uma
probabilidade, € chamado de evento aleatorio. Define-se a classe de eventos aleatorios
para um experimento com espaco amostral ). Representa-se essa classe por F. Erxige-

se dessa classe as sequintes propriedades:

i) Qe F,

ii) Se A€ F, entao A° € F,
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iii) Se Ay, Ay, ... € F, entao U A; € F.

No caso discreto, podemos tomar F = P({2).

Seja 2 um espago amostral finito. Se 2| = n, entdo |F| = 2™,
Exemplo 4.2.4. No caso do langamento de um dado onde Q = {1,2,3,4,5,6}, temos:
F=P(Q) ={0,{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1;2},...,}
| F| = 2° = 64.

Como eventos sao conjuntos, podemos aplicar aos mesmos as operacoes usuais
de conjuntos, ou seja:

e O evento AU B ocorre se pelo menos um dos eventos A ou B ocorrer:

AUB={r€Qlxz € Aoux € B}

e O evento AN B ocorre se ambos os eventos A e B ocorrerem:

ANB={reQ|zec Aexec B}
e O evento A® ocorre se A nio ocorrer:
A ={zcQ|x¢ A}
e O evento A — B ocorre se A ocorrer e B nao ocorrer:
A-B={xeQlzecAex ¢ B}

Podemos generalizar a uniao e a intersc¢ao para n eventos:

n

e Oevento AJUAU...UA, = U A; ocorre se pelo menos um dos A;s ocorrerem.
i=1
n

e Oevento A;NAN...NA, = ﬂ A; ocorre se todos os A;s ocorrerem.

i=1
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Exemplo 4.2.5. Seja o experimento langcamento de um dado, com Q = {1,2,3,4,5,6}
e os eventos A que consiste em observar face impar e evento B que consiste em observar
face maior que 2, ou seja, A ={1,3,5} e B=1{3,4,5,6}. Temos:

AUB ={1,3,4,5,6}

ANB=1{3,5}
AY ={2,4,6}
BY ={1,2}
A—B={1}
AUAY =Q
ANA° =9

Definicao 4.2.6. (Eventos Mutuamente Exclusivos) Dois eventos A e B sao mutua-

mente exclusivos se AN B = ()

Exemplo 4.2.6. Seja o experimento lan¢amento de um dado, com Q ={1,2,3,4,5,6}
e 0s eventos A que consiste em observar face par e evento B que consiste em observar
face impar, ou seja, A ={2,4,6} e B={1,3,5}. Teremos:

ANB=10

Definigao 4.2.7. (Particao de um Espago Amostral) Se tivermos n eventos Ay, Ay, ..., A,
mutuamente exclusivos, isto €, se A;NA; =0, para todo i # j e se A{JUASU. . .UA,, = Q,

temos que esses eventos formam uma particao de ).

Exemplo 4.2.7. Seja o experimento lan¢amento de um dado, com Q ={1,2,3,4,5,6}
e 0s eventos A que consiste em observar face par e evento B que consiste em observar
face impar, ou seja, A ={2,4,6} e B=1{1,3,5}. Teremos: ANB=0e¢ AUB =,

ou seja, A e B formam uma particao de €)

Segundo Meyer [17], para os eventos sao validas ainda as seguintes propriedades:
Propriedade 4.2.1. AUB=BUA
Propriedade 4.2.2. AU(BUC)=(AUuB)UC

Propriedade 4.2.3. ANB=BNA
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Propriedade 4.2.4. AN(BNC)=(AnB)NC
Propriedade 4.2.5. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Propriedade 4.2.6. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
Propriedade 4.2.7. A— B = AN B¢

Propriedade 4.2.8. AU)=A

Propriedade 4.2.9. AUQ =)

Propriedade 4.2.10. (AU B)® = A° N B¢
Propriedade 4.2.11. (AN B)¢ = A° U B¢

Para experimentos aleatorios, existe sempre uma incerteza sobre a ocorréncia ou
nao de um determinado evento. Para medir esta chance ou probabilidade com a qual
se pode esperar que um evento ocorra, € conveniente atribuir um ntimero entre 0 e 1
(0% e 100%). Quando existe uma certeza de que o evento acontecera, é dado que a
probabilidade é 1 (100%). Quando existe uma certeza de que o evento nao acontecera,
é dado que a probabilidade ¢ 0 (0%)

Segundo Spiegel et al [18] existem dois procedimentos importantes por meio dos
quais podemos estimar a probabilidade de um evento: a abordagem classica e a abor-

dagem frequencista.

e Abordagem Cléssica: Se um evento pode ocorrer de h maneiras diferentes em

um numero total de n maneiras possiveis, todas elas igualmente provéveis, entao

h
a probabilidade do evento é —
n

e Abordagem Frequencista: Se apos n repeticoes de um experimento, onde n é
um nimero muito grande, é observado que um evento ocorre em n destas repe-
ticoes, entao a probabilidade do evento é proxima a E (Probabilidade Empirica
do Evento) "

As duas abordagens tém algumas restricoes. A primeira porque o termo "igual-
mente provavel" é vago, ou seja, qual a garantia, por exemplo, que no lancamento de
uma moeda, esta nao seja viciada? A segunda, porque o "ntmero grande" também
é vago. Quantas vezes, por exemplo, eu teria que jogar uma moeda para verificar a
probabilidade de 50% para cara? Devido a essas dificuldades, os matematicos tém se

voltado para uma abordagem axiomética de probabilidade:
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Definigao 4.2.8. (Defini¢do Classica de Probabilidade) Dado um experimento aleatd-
rio, sendo €} o seu espaco amostral, vamos admitir que todos os elementos de €2 tenham
a mesma chance de acontecer, ou seja, que €1 € um conjunto eqiiprovdvel. Definimos

probabilidade de um evento A C §) ao nimero real P(A), tal que:

_ A

P(A) = g

Exemplo 4.2.8. No lancamento de um dado, seja A o evento "ocorrer face par”.

Tem-se:

Q=1{1,2,3,4,5,6}

0] =6
A=1{24,6}
Al =3

Al 3 1
PA) =212 2
W=1a "6 2

Definigao 4.2.9. (Defini¢ao Axiomatica de Probabilidade (Kolmogorov) ) Uma pro-
babilidade é uma fung¢ao P : F — [0;1] que satisfaz:

A1) 0K P(A) < 1LY A€ F;

A2) P(Q) =1,
A3) Aditividade enumerdvel: para qualquer sequéncia Ay, As, ... € F de eventos dois
o0 o0
a dois mutuamente exclusivos,isto é, A;NA; =0 sei # j, P (U) = Z P(4;).
n=1 i=1

Definigao 4.2.10 (Probabilidade Condicional). Sejam A e B dois eventos tais que
P(A) > 0. Denota-se por P(B|A) a probabilidade de B dado que ocorreu A. Como
€ conhecido que A ocorreu, este se torna um novo espaco amostral, substituindo o

original espaco . Dai :
P(ANB)

ou

P(AN B) = P(A) - P(B|A)
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Exemplo 4.2.9. No langamento de um dado, seja A o evento "sair face par” e B o

evento "sair face 6". Tem-se:
0=1{1,2,3,4,5,6}
A={2,4,6}
B = {6}

A probabilidade de B ocorrer tendo ocorrido A, isto €, a probabilidade de ter saido face

6 no lancamento do dado, sabendo-se que saiu um numero par, é dada por:

P(B|A) = %

Ou seja, obtém-se o resultedo pelo quociente entre o niimero de elementos da intersccao

de A e B, e o numero de elementos de A, ou aplicando a definicao:

1
P(B|A)_%:%_%.
6

Teorema 4.2.1. Para quaisquer trés eventos Aq, Ay, Az, tem-se:
P(Al ﬂ AQ ﬂ Ag) — P(Al) . P(AQ’A1> N P(A3|A1 ﬂ AQ)

O resultado é facilmente generalizado para n eventos:

P (ﬂ AZ-) = P(A;) - P(A3|Ay) - P(A3]A; N Ay) - ...- P(A A1 N AN .. NA,y)
=1

\V/Al,A27...,AnEF,TL:1,2,3,...

Exemplo 4.2.10. Uma urna contém 10 bolas idénticas, sendo 5 verdes, 3 brancas e 2
vermelhas. Fxtraindo-se 8 bolas, ao acaso e sem reposicao, qual a probabilidade de que
a primeira bola selecionada seja verde, a sequnda branca e a terceira vermelha?
Sejam:

Ay ¢ a primeira bola selecionada é verde;

Ao a sequnda bola selecionada é branca;

As : a terceira bola selecionada é vermelha;

tem-se:

5 3 2 1
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Definigao 4.2.11. (Eventos Independentes) Se P(B|A) = P(B), isto €, aprobabilidade
de B ocorrer nao € afetada pela ocorréncia ou nao de A, entao diz-se que A e B sao

eventos independentes. Isto é:
P(ANB)= P(A).P(B).

De forma reciproca, se P(AN B) = P(A).P(B) vale, entao A e B sao independentes.
Dizemos que trés eventos Ay, As, A3 sao independentes se eles sao independentes aos
pares, ou seja: P(A; N Ay) = P(A;).P(A;j) j#k ,comj, k=1,23 e:

P(A, N Ay N A3) = P(A,) - P(Ay) - P(As).

O teorema a seguir é bastante ttil em situagoes em que o experimento pode ser

repartido em etapas:

Teorema 4.2.2. (Teorema da Probabilidade Total) Sejam Ay, Ao, ..., A, uma parti¢ao
de Q, com P(A;) > 0, para todo i, isto é, Ay, Ay, ..., A, € uma familia de eventos
mutuamente exclusivos, cuja reuniao completa todo o espago amostral e dos quais, em
cada experiéncia, u e somente um deles ocorre. FEntao, para cada evento B de (),

tem-se:

P(B) = 2": P(B|A;) - P(A;).
Demonstracdo. B
P(B)=P(BNA)+PBNAy)+...+ P(BNA,)
P(B) = P(B|A,) - P(A,) + P(B|As) - P(A3) + ...+ P(B|Ay,) - P(A,)

P(B) =) P(B|4:) - P(4))
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Figura 4: Particao de €2

Em alguns casos, a probabilidade procurada nao é a posteriori, ou seja, o que
interessa nao ¢ P(B|A), mas sim a probabilidade a priori P(A|B). Sendo P(B) > 0,

podemos inverter a probabilidade condicional, na seguinte forma:

P(A; N B) P(B|A;) - P(A;) .
P(Ai|B) = P(B) S P(BIA) _P(Ai),z =1,2,3,...,n.

Desda forma, enuncia-se o Teorema de Bayes:

Teorema 4.2.3. (Teorema de Bayes): Sendo Aj, As,..., A, particoes de , com
P(A;) > 0 para todo i, e B um evento de 2 com P(B) > 0, entao:

P(B|A;) - P(A;) )
P(A|B) = = i =1,2,3,...,n.
>im1 P(BlA;) - P(Ay)
Exemplo 4.2.11. Uma indistria produz determinado tipo de peca em trés mdquinas
My, My e Ms. A mdquina My produz 40% das pegas, enquanto Mo e Mz produz 30%

cada uma. As porcentagens de pecas defeituosas produzidas por essas mdquinas sao

respectivamente iguais a 1%, 4% e 3%. Se uma peca é selecionada aleatoriamente da
producao total, a probabilidade dessa peca ser defeituosa serd 0,025. De fato, sendo D
o evento "peca defeituosa”, tem-se:
P(M;) = 0,40 P(D|M;) = 0,01
P(M;) =0,30 P(D|Ms) = 0,04
P(M3) =0,30 P(D|M3) = 0,03

Aplicando o Teorema 4.2.2, tem-se:
P(D) = P(D|M,) - P(My) + P(D|Mz) - P(Mz) + P(D|Ms) - P(Ms),
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P(D)=0,01-0,40+0,04-0,30+ 0,03 -0,30),
P(D) =0,025.
Agora, se uma peca escolhida ao acaso da producgao total é defeituosa, a proba-

bilidade dessa peca ter sido produzida pela mdquina My € 0,16. Aplicando o Teorema
4.2.3, tem-se:

P(D|M,) - P(M)

P(M{|D) =
MDY = B0y - POL) + P(DIM) - P(Ma) + P(DM,) - P(M)
0.01-0.,40
P(M:I1D)= —2—"""—-0.1
(ML]D) 0,025 0,16

4.3 Analise Combinatoéria

Em muitos experimentos, o nimero de eventos do espaco amostral em questao
nao ¢ muito grande, o que permite a contagem direta dos pontos necessirios para o
calculo de probabilidades, porém, em certos experimentos, a contagem direta se torna
impraticavel. Nestes casos, aprende-se desde o ensino fundamental, algumas nogoes
de Anélise Combinatoria, também chamado de Método Sofisticado de Contagem, por

alguns autores como Spiegel [17].

Definigao 4.3.1. (Principio Fundamental da Contagem(PFC) ou Principio Multipli-

cativo: Suponha uma sequéncia formada por i elementos (ai;as;as;...;a;), em que:
e ay pode ser escolhido de ny maneiras distintas ;
® ay pode ser escolhido de ny maneiras distintas;

e a3 pode ser escolhido de ng maneiras distintas;

e a; pode ser escolhido de n; maneiras distintas;

e ¢ que o niumero de escolhas numa etapa nao pode ser influenciada por escolhas

anteriores.

Entao, o nimero de possibilidades para construir a sequéncia (ay;ag;ag;...;a;) é:
Ny -Ng-Ng - ... N;.
Segundo Iezzi et al [10], este resultado serve de base para vdrios problemas de con-

tagem.
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Exemplo 4.3.1. Cinco estradas ligam as cidades X e Y e trés estradas ligam as cidades

Y e Z. Existem quinze maneiras diferentes de ir da cidade X a cidade 7, passando pela
cidade Y, pois pelo PFC, 5 -3 = 15.

Na resolugao de problemas de contagem utilizando o PFC, frequentemente aparecem
multiplicagoes envolvendo niimeros naturais consecutivos, como por exemplo, 5-4-3-2-1.
Nestes casos é possivel representar estas multiplicagoes de uma forma mais resumida

,através do Fatorial de um ntimero natural, definicao apresentada a seguir:

Definicao 4.3.2. (Fatorial) Dado um nimero natural n, define-se o fatorial de n,
denotando-se por n!, a relaggon! =n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1 para n > 2. Caso

n=1, tem-se 1! =1 e sen =0, tem-se 0! = 1.
Exemplo 4.3.2. O fatorial do nimero natural 6 serd 6! =6-5-4-3-2-1 = T720.

Em alguns casos, ainda segundo Iezzi et al [10], n sendo muito grande, o calculo
de n! se torna muito cansativo. Torna-se necessario entao, algumas simplificacdes a

partir da relagio nl =n-(n—1)ineNen > 2.

! .8.7.6-5. 4
Exemplo 4.3.3. %—9 s 74‘6 > =9-8-7-6-5=15120.

Proposicao 4.3.1. (Principio Aditivo das Partes Disjuntas) Se Aj, Ao, ..., A; sdo

conjuntos 2 a 2 disjuntos, entao:

Jal =>4l
i=1 i=1

Exemplo 4.3.4. Em uma classe existem 28 rapazes e 12 mocas. Podemos selecionar

1 estudante de 40 modos diferentes.

O principio fundamental da contagem (PFC) é a técnica mais utilizada nos pro-
blemas de contagem, porém, em alguns casos, este, sozinho, nao se torna suficiente.
No ensino médio, estuda-se trés diferentes maneiras de agrupamentos simples, ou seja,
agrupamentos de k elementos distintos escolhidos em conjuntos de n elementos: per-

mutacoes, arranjos e combinacoes.

Proposicao 4.3.2. (Permutacgao) Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-
se permutagao desses n elementos todo agrupamento ordenado (sequéncia) formado por

n elementos. Denota-se por P,, que calcula-se através da formula P, = n!.
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Demonstracao. Sejam n elementos distintos e P, o niimero de permutacoes possiveis
desses n elementos. Para encontrar o nimero de sequéncias formadas por esses n

elementos, procede-se da seguinte forma:

e Escolhe o primeiro termo da sequéncia dentre os n elementos, ou seja, tem-se n

possibilidades de escolha para o primeiro termo da sequéncia.

e Escolhe o segundo termo da sequéncia dentre os n—1 elementos que sobraram, ou
seja, tem-se n — 1 possibilidades de escolha para o segundo termo da sequéncia,

ja que nao se pode escolher o primeiro novamente.

e Definidos os dois primeiros termos da sequéncia, escolhe o terceiro termo da
sequéncia dentre os n — 2 elementos que sobraram, ou seja, tem-se ny possibili-
dades de escolha para o segundo termo da sequéncia, ja que nao se pode escolher

o primeiro e o segundo novamente.

e Definidos os n — 1 primeiros termos da sequéncia, o termo que ocupa a tultima
posicao da sequéncia, s6 pode ser o tnico que sobrou, ou seja, fica determinado

de maneira tinica, assim, uma possibilidade de escolha.
Assim, pelo PFC, tem-se: P, =n-(n—1)-(n—2)-...-2-1=nl! O

Exemplo 4.3.5. Podemos escrever 2/ niumeros com 4 algarismos distintos escolhendo

0s algarismos dentre 3, 5, 7 e 9, pois Py = 4! = 24.

Proposicao 4.3.3. (Arranjo) Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-
se arranjo desses n elementos, tomados k a k (com k < n) qualquer agrupamento

ordenado de k elementos distintos escolhidos entre os n existentes. Denota-se por
n!

(n—k)!"~

Demonstra¢ao. Sejam n elementos distintos e A, o niimero de arranjos desses ele-

Ak, € calcula-se através da formula A, =

mentos tomados k a k. Usando novamente o PFC, tem-se:

e Escolhe o primeiro termo da sequéncia dentre os n elementos, ou seja, tem-se n

possibilidades de escolha para o primeiro termo da sequéncia.

o4



e Escolhe o segundo termo da sequéncia dentre os n—1 elementos que sobraram, ou
seja, tem-se n — 1 possibilidades de escolha para o segundo termo da sequéncia,

ja que nao se pode escolher o primeiro novamente.

e Definidos os dois primeiros termos da sequéncia, escolhe o terceiro termo da
sequéncia dentre os n — 2 elementos que sobraram, ou seja, tem-se ny possibili-
dades de escolha para o segundo termo da sequéncia, ja que nao se pode escolher

o primeiro e o segundo novamente.

e Para escolher o K-ésimo termo, a partir das k£ — 1 escolhas anteriores, tem-se que

sobraram n — (k — 1) elementos, ou seja, n — k + 1 elementos.
Assim, pelo P.F.C., tem-se:
Apg=n-(n—=1)-(n—=2)-...(n—k+1) (1)

Mas, multiplicando (1) por (n — k)l =(n—Fk)-(n—k+1)-...-2-1 tem-se:

n-n—1)-n—=2)-...(n—k+1)-(n—k)-n—k+1)-...-2-1
An’k -
’ (n—k)-(n—k+1)-...-2-1
(2)
O]
Problemas que envolvem contagem de arranjos podem ser resolvidos pela formula

(2).
Exemplo 4.3.6. Podemos escrever 72 nimeros de dois algarismos distintos escolhidos
dentre 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9, pois:

9! 9! 9.8-7l
Ags =

2 _ == =9.8="72.
2T 9—2)1 T 7l

Proposigao 4.3.4. (Combinacao) Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-
se combinagao dos n elementos, tomados k a k (com k < n) qualquer subconjunto de

k elementos distintos escolhidos entre os n existentes. Denota-se por Ch. ou (Z), €
n!

(n—Fk)!- k"

calcula-se através da formula Cyp =
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Demonstragao. Sejam n elementos distintos de um conjunto e C,,; o ntimero de com-

binagoes possiveis desses n elementos.

e Com o PFC, conta-se o nimero de arranjos formados por k elementos distintos,

escolhidos dentre os n elementos:
n-m—1)-n—=2)-...-[n—(k—1)] = Apx.

e Com o PFC, conta-se o niimero de sequéncias distintas que podem ser formadas

com os k elementos escolhidos:
k-(k—1)-(k—=2)-...-2-1= P, = k!

e Como toda e qualquer permutacao dos elementos de uma sequéncia, da origem a

uma tnica combinagao, o numero de combinacoes dos n elementos tomados k a
k é:
C An;k An;k
;k p— pu—
" Py k!

Aplicando a féormula para arranjo, tem-se:

n!
(n—=k) n!
Cuie = = (n—k)!- k!

]

Exemplo 4.3.7. O nimero de maneiras nas quais 4 cartas podem ser escolhidas de

um total de 10 cartas diferentes é:

100 100 10-9-8-7
(10 —4)4! — 6!-4 4!

Chou = = 210.

Muito 1til para simplificar os calculos vale resaltar a importancia da seguinte pro-

priedade:

Propriedade 4.3.1. (Igualdade de combinagoes Complementares) C,; = Cyp.

Demonstracao.
c n!
TR (n— k)
n!
Chk =
T = k) K



n!

Cop =
P =k [n— (n—k)]
Cn;k - Cn;n—k
O
Exemplo 4.3.8.
C16;4 - C(6;2
6! 6!
4.2 2141
15 = 15.

Segundo Dante [8|, existem também, alguns agrupamentos que nao sao simples, ou

seja, agrupamentos formados por elementos repetidos.

Proposicao 4.3.5. (Permutagoes com Repeticao) Dado um conjunto com n elementos
dos quais x1 sao de um tipo, xo de outro, xs de outro, e assim por diante até xy, de outro
tipo com x1+xo+x3+. .. +xK = n, chama-se permutacao com repeticao desses n elemen-

tos todo agrupamento ordenado (sequéncia), formado por estes n elementos. Denota-se
n!

L1;L2;...T) 5 £ L1;L25..sT
por P , que calcula-se através da formula P; = ' T
AR DL SR

Justificativa: Se temos x; elementos iguais, as permutacoes entre estes nao pro-
duzem um novo anagrama. Se temos x5 elementos iguais, as permutacoes entre estes
também nao produzem um novo anagrama, e assim por diante até xj; elementos iguais.
Por isso divide-se n! por z1! - x5! - ... - 2!

Exemplo 4.3.9. Sabe-se que anagramas sao diferentes disposicoes das letras de uma
. , . 6!
palavra. A quantidade de anagramas da palavra BATATA € 60, pois Pg”Q =3
Justificativa: As permutacoes entre os trés "As""nao produzem um novo anagrama,
assim como as dos dois "Ts"também nao produzem. Se fossem todas as seis letras
diferentes, terfamos 6! permutacoes, mas devido aos elementos iguais, dividimos 6! por

3l e 2L

Proposigao 4.3.6. (Permutacoes circulares) O nimero de maneiras de colocar n ele-
mentos em circulo, de maneira que disposi¢oes adquiridas por rotacoes sejam conside-

radas iguais sao permutacoes circulares. Sequndo Lima et al [14], denota-se por (PC),,
n!

que calcula-se através da formula (PC), = — = (n — 1)\,
n

Exemplo 4.3.10. Seis criancas podem formar uma roda de ciranda de 120 maneiras

6!
diferentes, pois (PC)g = i 5! = 120.
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4.4 Distribuicoes de Probabilidades

O conceito de variavel aleatoria, que sera definido a seguir, permitirdA uma as-
sociacao dos resultados de experimentos aleatorios a nimeros reais, para que assim,
utilizando o conceito de funcao, poder com mais praticidade calcular probabilidades
dos varios eventos correspondentes a um experimento ou fendmeno aleatorio. Segundo
Lebenstayn e Coletti [12]:

Definigao 4.4.1. (Variavel Aleatoria) Uma fung¢io X : Q@ — R € varidvel aleatoria
se {w € Q, X(w) <z} € F,V z real.

Ou seja, variavel aleatoria é uma variavel cujo valor depende do resultado de um
experimento aleatorio, ou seja, uma funcao definida em (2, que assume valores reais.
As varidveis aleatorias sao representadas por letras maiusculas para se evitar confusao

com simbolos usuais da algebra.

Exemplo 4.4.1. Seja o experimento "lancamento simultineo de duas moedas”. Con-
siderando ¢ para cara e k para coroa, tem-se Q@ = {(c,c); (¢, k), (k,c), (k,k)}, e como
varidvel aleatoria, por exemplo, X representando o "nimero de caras". Dai, a cada

ponto amostral, associamos um niumero real de acordo com a tabela a sequir:

Tabela 19: X: Numero de caras

Ponto Amostral | X

¢, ¢

o~

(

(c,
(k,
(k, k

o

)
)
) 1
)
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Uma variavel aleatoria é definida como uma variavel que produz respostas numé-
ricas, tais como o niimero de pontos em um jogo, ou a estatura de uma pessoa. Variaveis
numeéricas sao classificadas como discretas ou continuas. Variaveis continuas produzem
resultados produzidos em medicoes, como por exemplo as estaturas, enquanto as va-
riaveis discretas produzem resultados de processos de contagem, como o exemplo dos

pontos feitos em um jogo.

Definigao 4.4.2. (Variavel Aleatoria Discreta - Distribuicao de Probabilidades) Uma
distribuicao de probabilidades para uwma varidvel aleatoria discreta € uma lista mu-
tuamente excludente de todos os resultados numéricos possiveis, juntamente com a

probabilidade de ocorréncia de cada um dos resultados.

Indicando as probabilidades de ocorréncia de cada um dos valores da variavel

aleatoria X por p(z;) = P(X = x;), devem ser feitas as seguintes condigoes:

° Zp(xz) = 1.

i

Exemplo 4.4.2. Voltando ao exemplo 4.4.1 das moedas, teremos:

Tabela 20: X (Namero de caras)

Nimero de Caras(X) | P(X = ;)
0 P(X =0)=1/4
1 P(X =1)=2/4
2 P(X =2)=1/4
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Considerando-se por exemplo, um experimento que consiste em selecionar, ao
acaso, uma peca de uma linha de producao, e determinar o valor do comprimento da
peca em milimetros. Nesse caso, dentro de um determinado grau de precisao decorrente
da limitacao do instrumento de medicao, a variavel X : "comprimento da peca" pode
assumir qualquer valor dentro de um intervalo em R, sendo portanto, uma variavel

continua.

Definigao 4.4.3. (Variavel Aleatoria Continua - Fun¢ao Densidade de Probabilidade)
Como uma varidvel aleatoria continua pode assumir uma infinidade de valores em um
intervalo real, a cada um dos infinitos valores da reta real € atribuida probabilidade
nula, podendo-se apenas calcular probabilidades para valores em intervalos da reta real.
Assim, as probabilidades de ocorréncias de cada um dos possiveis resultados do experi-
mento aleatorio sao determinados por uma fun¢ao continua f(x), denominada fungao

densidade de probabilidade, e que satisfaz as sequintes propriedades:

i) f(x) = 0;Vx € R,
i) Pla< X <b) = / F@)d(z),

iii) / OOOO F@)d(z) = 1.

N
flx) P(a<X<b)

A\ 4

Figura 5: Funcao Densidade de Probabilidade
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Exemplo 4.4.3. Uma varidvel aleatoria continua X € dada pela fungao densidade de

1
probabilidade f(x) =3x2,0 <z < 1. A probabilidade P(0 < X <1/2) = 3

Demonstracao.
1 1 1

2 2 4.2 512 1

PO< X <1/2)= f(x)d(z) = 3r7d(x) = 27| =<

0 0 0 8

L]
Grafico de disperséo de f(x) versus x
30
25
20
.,3 15 |
1,0
05-
00
0,0 02 04 06 038 1.0

Figura 6: Fun¢ao Densidade de Probabilidade (II)

Segundo Downing e Clark [9], intuitivamente as variaveis aleatorioas discretas sao
mais faceis de entender. Todavia, matematicamente, as variaveis continuas sao de mais
facil manejo. Se uma distribuicao discreta tem muitos valores possiveis muito proximos

uns dos outros, pode em geral, ser aproximada por uma distribuicao continua.

Definigao 4.4.4 (Esperanca ou Média ou Valor esperado de uma variavel aleatoria - ).
A média aritmética u de uma distribuicao de probabilidades € o valor esperado de sua
respectiva varidvel aleatéria. E o principal par@metro de posicao e fornece informacao

sobre o centro de sua distribuicao de probabilidades.
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Para calcular o valor esperado, multiplica-se cada um dos resultados possiveis x;

pela sua probabilidade correspondente p(z;), e depois adicionam-se esses produtos.

p=EX)= Zw (i),

onde:

X,; = i-ésimo resultado para a variavel aleatoria discreta X,
P(X;) = probabilidade de ocorréncia do i-ésimo resultado de X.
Para uma variavel aleatoria continua, calculamos:

p=EX) = [ fa)-dw)

o0

Exemplo 4.4.4. Um jogo consiste em retirar, ao acaso, uma bola de uma caiza con-
tendo & bolas verdes, 3 bolas brancas e 2 bolas vermelhas. Se a bola selecionada for
branca ganham-se R$ 10,00 e se for preta ou vermelha perdem-se, respectivamente, R$
5,00 e R$ 15,00. O lucro médio do jogo serd de R$0,50.

Demonstragao. Sendo X a variavel aleatoria lucro, temos a seguinte distribuicao de

probabilidades:

Tabela 21: X (Distribui¢ao de Probabilidade de X)

Resultado Probabilidade p(x;) | Valor x;
Bola verde 1/2 10
Bola branca 3/10 -5
Bola vermelha 1/5 —15
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Entao:

+(=5) - = 4 (~15) -

10 =0, 5.

(S

p=EX)= Zazl -p(z;) =10 -

Logo, o lucro médio sera de R$ 0,50. O

Definicao 4.4.5. (Variancia de uma variavel aleatoria) A varidncia de uma varidvel
aleatoria € o principal parametro de dispersao e mede a variabilidade dos valores em re-
lagao a sua média. A varidncia de uma varidvel aleatdria, indicada por o* ou Var(X),

€ definida por:
0? =Var(X) = E(X — p)?, onde: p = E(X), que é a média de X.

Proposigao 4.4.1. Var(X) = E(X?) — [E(X)?],

No caso de varidvel discreta, € dada por:
Var(X) = fo -P(X =) — 12,
e no caso da varidvel continua, por:
Var(X) = /OO 2 f(x) - d(x) — .

[e.9]

Exemplo 4.4.5. Um jogo consiste em lan¢ar uma moeda. Se sair cara ganham-se
R$10,00 e se sair coroa perdem-se R$5,00. O lucro médio do jogo serd de R$2,50 e a
sua variancia de 56, 25.

Sendo X a varidavel lucro, temos:

Tabela 22: Distribuicao de Probabilidade de X

Resultado | Probabilidade p(x;) | Valor z; | z?

Cara 1/2 10 100

Coroa 1/2 -5 25
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Demonstracao. A média é calculada por:
1
p=EX)=) i plr) =105 +(-5)-
Logo, o ganho médio do jogo é de R$2,50. A variancia é calculada por:

1 1
Var(X) =l plag) —p* =100 5 +25- 5 — (2,5 = 62,5~ 6,25 = 56,25.

]

Como a variancia é um nimero em unidade quadrada em relagao a variavel em
questao, o que sob o ponto de vista pratico, € um inconveniente, definimos o desvio
padrao, indicado por o ou DP(X), como sendo a raiz quadrada da variancia. O desvio
padrao tem a vantagem de ser expresso na mesma unidade da variavel.

No Exemplo 4.4.5, o desvio padrao é dado por:

o= DP(X)=/Var(X) = /56,25 =17,5.

Logo, no jogo das moedas, o desvio padrao do lucro ¢ R$7,50.

Supondo um experimento como lancar um dado, temos que cada lancamento é
chamado um ensaio. Em cada ensaio, haverd uma probabilidade associada a um evento
particular, como por exemplo, 3 no caso do dado. Em alguns casos, esta probabilidade
nao muda de um ensaio para o proximo. Tais ensaios sao considerados independentes, e
definidos como ensaios de Bernoulli, apos Jacques Bernoulli te-16s estudados no século

XVII.

Definigao 4.4.6. (Ensaio de Bernoulli) Ensaio de Bernoulli é um experimento cujo
resultado apresenta ou nao determinada caracteristica. Ao apresentar tal caracteristica,
usa-se o termo sucesso, cuja probabilidade € p, e ao nao apresentar tal carcteristica,

usa-se o termo fracasso, cuja probabilidade ¢ ¢ =1 — p.

Exemplo 4.4.6. Um dado ¢ langado. Deseja-se tirar face 3. Sair face 6 € sucesso e

nao sair face 3 € fracasso. Neste caso, temos p= — e q= —.

6 6
Definigao 4.4.7. (Variavel Aleatoria de Bernoulli) A varidvel aleatdria X que assume
apenas 0s valores 0 ou 1, com fun¢ao de probabilidade p(0) = P(X = 0) = p ou
p(1) = P(X = 1) = ¢ = 1—p é chamada varidvel aleatoria de Bernoulli com parametro

p. A notacao é X ~ Bernoulli (p).
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Exemplo 4.4.7. Em um lancamento de um dado, vamos considerar a varidvel X como
o numero de face 3 que pode sair. Temos duas possibilidades, que sao X =0 ou X = 1.

Temos:

Definigao 4.4.8. (Distribuigao Binomial) Seja p a probabilidade de um evento acon-
tecer em um ensaio de Bernoulli qualquer (chamada probabilidade de sucesso). Entao
q=1—p é a probabilidade do evento nao acontecer em um ensaio qualquer (chamada
probabilidade de fracasso). A probabilidade do evento vir a acontecer k vezes em n

repeticoes do ensaio, isto €, ocorrer k sucessos e n — k fracassos € dada pela funcao de

probabilidade:
n
P(X =k) = PP —=p)"
k
onde a varidvel X denota o nimero de sucessos em n ensaios ¢ k = 0,1,...,n. A

notagao é X ~ Binomial (n,p).

Exemplo 4.4.8. Dois times de futebol, G e V, jogam entre si 6 vezes, e a chance de

1
. A probabilidade do time G ganhar 4 jogos serd:

um time ganhar uma vez é 3

6 N\ /2)\? 1 4 20
P(X =4) = (=) (2 15— — =" ~823
( ) A () () 81 9 243 7 7,

onde:
n==6 € o numero de jogos,
k=4 ¢ o numero de vitorias,
p= % € a probabilidade de sucesso, ou seja, a probabilidade de ganhar entre ganhar,
empatar ou perder 0s jogos,
p = 3 € a probabilidade de fracasso, ou seja, a probabilidade de empatar ou perder

entre ganhar, empatar ou perder 0s jogos.

Definigao 4.4.9. (Distribui¢ao de Poisson) X € varidvel aleatdria Poisson com pard-

metro A se sua funcao probabilidade é dada por:

e N \F
p(k) =P(X =k) = o k=0,1,2,...
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A distribuicao de Poisson é um caso especial, por nao dizer, um caso limite de
distribuicao binomial, quando n — oo, p — 0 e u = np permanece constante, e
se aplica no caso em que, ao invés de observar o niimero de sucessos em n realizacoes
independentes de um experimento de Bernoulli, observa-se o niimero de sucessos em
um intervalo continuo de observagao t. A notagao é X ~ Poisson (A). Esse intervalo
continuo de observacoes pode ser um intervalo qualquer em que se vai observar a
ocorréncia de sucessos, como, por exemplo, um intervalo de tempo, de comprimento,
de area ou de volume.

Sao exemplos de fenomenos que segue um distribuicao de Poisson:

e Niumero de veiculos que chegam a um posto de combustivel em determinado

periodo de um dia;

e numero de chamadas telefonicas que chegam a uma central de call center em um

determinado intervalo de tempo;

e nimero de defeitos encontrados em uma chapa de metal vendida em uma meta-

largica;
e numero de impurezas encontradas em um determinado volume de uma substancia.

Para que uma variavel aleatoria X tenha uma distribuicao de Poisson, ela deve

seguir os seguintes requisitos:

i) Para intervalos At muito pequenos, a probabilidade de ocorréncia de mais de um

sucesso é desprezivel;

ii) Para intervalos At muito pequenos, a probabilidade de ocorréncia de um sucesso
é proporcional ao tamanho do intervalo e igual a AAt¢, onde A > 0 é a taxa de

sucessos por unidade de observacao;

iii) as ocorréncias de sucessos em intervalos disjuntos (ndo sobrepostos) sdo indepen-

dentes.

Entao, se uma variavel aleatoria X; igual ao niimero de sucessos em um intervalo t de
observacao tem distribuicao de Poisson, pode-se demonstrar que sua distribuicao de
probabilidades é dada por:

6—)\15 . ()\t)k

P(Xi=k) = —— = k=012 ..
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Sendo = A -t o nimero de ocorréncias no intervalo t, a expressao acima pode ser
escrita da forma:

—H k
P(Xt:k):%,kzul,z...

Exemplo 4.4.9. Sabe-se que um determinado telefone recebe em média 0,75 chamada
por hora. Supondo que a distribuicao de Poisson é adequada, a probabilidade de que

este telefone receba em 4 horas exatamente duas chamadas, € aproximadamente 0,22/.

Demonstragao. Sendo X a variavel aleatoria igual ao nimero de chamadas recebidas
em um intervalo de 4 horas, teremos: A = 0,75 chamadas por hora e t = 4 horas. Dai
segue que:

p=A-t=0,75-(4) =3,

—3 (92
P(X =2) = # ~ 0,224,

]

Nas hipoéteses do exemplo anterior, a probabilidade de que este telefone receba

no maximo uma chamada é aproximadamente 0,199.

Demonstracao.

E a probabilidade de que este mesmo telefone receba no minimo trés chamadas

é aproximadamente 0,057.

Demonstracao.
P(X>23)=1-P(X<3) =

1 [P(X =0)+ P(X = 1)+ P(X = 2)] =
e3.(3)0 e 3.(3)F  e3.(3)?
=1-1 0<!)+ 1!>+ QE)N
~ 0,0576.

O

Os casos de distribuicao até agora descritos, sao casos de distribuicao de probabi-
lidades para variaveis discretas. Apresenta-se agora, um caso de distribui¢ao continua
de probabilidades, a distribuicao normal, também conhecida como curva de Gauss, que

é a mais importante das distribui¢oes continuas de probabilidade.
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Definigao 4.4.10. (Distribuicdo Normal) Uma varidvel aleatoria X continua tem dis-

2

tribuicao normal com pardametros p e o se sua fungao densidade de probabilidade for

dada por:

1 [fxz—p
_ 12 o —
flz) = e , —00 <& <00
2mo

onde e € a base dos logaritmos neperianos, cujo valor aproximado € 2,718 281 828. A

notagao é X ~ Normal (u,c?).

Demonstra-se que os parametros u e o> sao respectivamente a média e a variancia
da distribuigao normal, isto é, E(X) = u e Var(X) =02 O grafico da distribuicao
normal tem a forma de um sino, é simétrico em relagdo a p e tem como pontos de
inflexdo (u—o) e (p+0). Além disso, f(x) — 0, quando x — Fo00. Para se calcular
as probabilidades da varidavel X assumir valores em certos intervalos, probabilidades
essas dadas pelas areas sob a curva da distribuicao normal nesses intervalos, utiliza-se
uma distribuicio normal particular de média p = 0 e variancia 02 = 1, denominada
distribuicao normal padronizada. As areas sob essas curvas estao tabeladas e fornecem
diretamente essas probabilidades.

Utilizando-se as propriedades da média, da variancia e da distribuicao normal,
pode-se demonstrar que, se uma variavel aleatéria X tem distribuicao normal com
média p e variancia o2, entdo a varidvel aleatoria
_X—n
o

Z

tem distribuicao normal padronizada, com média 0 e variancia 1. Existem varias tabelas
de distribuicao normal padronizada, porém a utilizada no presente trabalho sera a que
fornece as areas centrais entre 0 e Z.

Vale ressaltar que as probabilidades normais nao podem ser calculadas analitica-

mente.
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AREA SUBTENDIDA PELA CURVA NORMAL REDUZIDA DE 0 A Z

0 z

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 00000 000400 0000 00120 00160] 00199 00239 00279 00319 00359
0,1 00398 00438 0o47d] 00517] 00557 00596 00636 00679 00714 00753
02 00703 00832 00371 _00010] 00048] 00987 0102601064 01103 0.1141
03 01179 041217] 04258 041298 01331] 01368 01406 01443 01480 01517
04 01554 01501 01628 0,1668] 0.1700] 0,1738 0,772 0,808 0,1844] 01879
05 01915 01950) 01985 02019) 02054) 02088 02123 021571 02190 02224
06 02257 02291 02324 02357] 02339 0242 02454 02488 02517] 02549
07 02580 02611 02643 02673 02704] 02734 02764] 02794 02823 02852
08 02831 02910 02939 02067] 02905 03023 03051 07207 03108 03133
09 03159  03186] 032121 03238 03264] 03289 03315 03340 03365 03389

1 03413 03438 0361 03485 03508] 03531 03554 03577 03598 03621
11 03643 03665 03686 03708] 03729] 03749 03770 03790 03810] 0383
12 03849 023869) 0388 023907 03926 03344 03962 03%0 03%7 04015
13 04032 04049] 04066 04082 04009 04115 04131 04147] 04162 04177
14 041920  04207] 0422| 0423 04251] 04265 04279 04292] 04306 04319
15 0432 0435 043571 04370] 0432 04294 04408 04418 04429 04441
16 044520  04463] 04474 04484 04495 04505 04515 04528 04535 04545
17 04554 04564] 04573 04582 04591 04509 04608 04616 04625 04633
18 04641 04649) 04656 04664] 04671 04678 04686 04693 0469 0,470_6]
19 04713 04719] 04726] 04732] 04728 04744 047500 04756 04761 04767

2 047720 04778) 04783 04788 04793) 04798 04803 04808 04812 04817
21 04821 04826] 04830 04834 04338 04842 04846 04850 04851 04857
22 04861 04864) 04868 04871 04875 04878 04881 04884 04887 04890
23 04893 04896 04808 04901 04904] 04008 04908 04911 04913 04916
24 04978 0490 0492 0495 0497 0459 04931 04932 0498 0497
25 04938  04940) 04941 04943] 04945| 04946 04948 04%9 04951 04952
26 04953 04955 04956 04957 04959 04960 04961 04962 049%3] 04964
27 04965 04966] 04967 0498 049650 04970 04971 0497 04973 04974
28 04974 04975 0497¢] 04977] 04977] 04978 04979 04979 04980 04981
29 04981 04962 04982 04983 04984] 04984 04985 04965 04988 04984

3 04997|  04987| 04987] 04988) 04938) 0499 04989 0499 0490| 04990
31 04990 04991 04991 0491 04992 04992 04992 04992 04903 04993
32 04993  04993] 04994 04994 04994 04994 04994] 04995 04995 0499
33 04905 04995] 04995 04996 04996 04996 04996 04996 04996 04997
34 04997]  04997] 04997 04997 04997 04997 04997 04%7] 0497 04998
35 04998  04908) 04996 04908 04908] 04908 04998 04908 04908 0499
36 04998  04998] 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999
37 04999 0499 04999 0499 04998 04999 04999 04909 04009 04999
38 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 0499
39 050000 050000 050000 050000 050000 050000 050000 05000 ©0,5000] 05000

Figura 7: Tabela Z
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Exemplo 4.4.10. A duracao de um certo componente eletronico tem média de 850
dias e varidncia de 1600 dias. Definindo X como a dura¢ao do componente em horas,
e sabendo que a duracao é normalmente distribuida, a probabilidade desse componente
durar mais de 800 dias serd 0,8944.

Demonstracao.

X—pn - 800 — 850
o v/ 1600
=P(-1,25<Z<0)+P(Z>0)=P0<Z<1,25)+P(Z>0)=

P(X > 800) = P ( ) = P(Z > —1,25)

que seguindo a tabela Z em anexo, tem-se: 0,3944 + 0,5 = 0, 8944.

]

Os casos de distribuicoes descritos até agora, foram todos casos unidimensionais,
ou seja, o resultado do experimento era registrado como um tnico nimero x qualquer.
No entanto, existem casos, e que se interessa observar duas ou mais caracteristicas
simultaneamente, como por exemplo a estatura (X) e o peso (Y) de um adulto. Dai

an ecessidade das seguintes defini¢oes:

Definigao 4.4.11. (Variavel Aleatoria Bidimensional) Sejam A um experimento e
um espag¢o amostral associado a A. Sejam X = X(w) e Y = Y (w) duas varidveis
aleatorias, cada uma associando um nimero real o cada resultado w € 2. Denomina-

se (X;Y) uma varidvel aleatdria bidimensional, ou vetor aleatdrio.

Definigao 4.4.12. (Variavel Aleatoria n-dimensional) Sejam A um experimento e €
um espago amostral associado a A. Sejam Xy = X;(w), Xo = Xa(w), ..., X, = X, (w),
n varidveis aleatdrias, cada uma associando um nimero real a cada resultado w € ().
Denomina-se (X1, Xo, ..., X,) uma varidqvel aleatdria n-dimensional, ou vetor aleatdrio

n-dimensional.

Assim como nos casos de variaveis aleatorias unidimensionais, distingue-se também
dois tipos principais de varidveis aleatorias bidimensionais: variaveis aleatorias discretas

e continuas.
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Definigao 4.4.13. (Variavel Aleatoria Discreta Bidimensional) (X;Y") é uma varidvel
aleatoria discreta bidimensional se os possiveis valores de (X;Y) forem finitos, ou
infinitos enumerdveis, isto €, os possiveis valores (X;Y) podem ser representados por

(Ti5y), i=1,2,...n,...;5=1,2,....m,...

Definigao 4.4.14. (Variavel Aleatoria Continua Bidimensional) (X;Y') é uma varidvel

aleatoria continua bidimensional se hd uma fungao f(x,y) tal que :
e flz,y) =0,

+oo p+oo
o [0 /L flay)dedy =1,
ou seja, se (X;Y) puder assumir todos os valores em algum conjunto nao numerdvel

do plano euclidiano.

Assim como se define independéncia entre dois eventos de um espago amostral,

é importante definir a independéncia entre variaveis aleatoérias:

Definicao 4.4.15. (Densidades Condicionais) As funcées fxy(z|y) = foY((:E’)y)
y\Y
fy|x(y|$) - —f)}y(f,)y) sao chamadas de densidade marginal de X dado Y e de de
xX\T

densidade marginal de 'Y dado X.

Definicao 4.4.16. (Probabilidades Condicionais) As probabilidades condicionais de
X dado Y e deY dado X sao respectivamente P(X € A|lY =y) = / Ixpyy (@, y)d e
A

P(Y € AX =) = / Frix (y, 2)dy.

Definigao 4.4.17. (Independéncia de Variaveis Aleatorias) As varidveis aleatorias Xy, X,
..., X, sao independentes se para quaisquer conjuntos A; C R(Borelianos), i = 1,2,...,n,

temos:

P(X) € A, Xy € Ay, X, € Ay) = [ P(Xi € Ay).

i=1
Proposicao 4.4.2. (a) Seja (X;Y) uma varidvel aleatoria discreta bidimensional. X
e Y sao varidveis aleatorias independentes se, e somente se, P(X = z;Y = y;) =
P(X = x;)P(Y = y;) para quaisquer i e j. (b) Seja (X;Y) uma varidvel aleatoria
continua bidimensional X eY sao varidveis aleatdrias independentes se, e somente se,
flx;y) = fx(z)fy(y) para todo (z;y) , onde f € a fungao de probabilidade conjunta, e

fx e fy sao as fungoes de probabilidade marginais de X e Y , respectivamente.
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Outra maneira de tratar a independéncia entre duas variaveis aleatorias, é através

do seguinte teorema:

Teorema 4.4.1. (a) Seja (X;Y) uma varidvel aleatdria discreta bidimensional. X eY
sao varidveis aleatorias independentes se, e somente se, P(X = z;|Y =y;) = P(X =
x;) para todo i e j [Ou, o que € equivalente se, e somente se, P(Y = y;|x;) = P(Y = y;)
para todo i e jl. (b) Seja (X;Y) uma varidvel aleatoria continua bidimensional. X
e Y sao varidveis aleatorias independentes se, e somente se, fxyy(zly) = fx(x), ou

equivalente, se e somente se, fy|x(y|z) = fy(y).

Propriedade 4.4.1. Sejam X1, X,, ..., X,, varidveis aleatdrias com funcao de distri-
buicao conjunta F(xy, 2o, ..., x,) e funcoes de distribuicao marginais Fx,, Fx,,. .., Fx,

respectivamente. Entao, as varidveis aleatorias Xq, Xo, ..., X, sao independentes se,

e somente se F(x1,29,...,2,) = Fx,(x1)Fx,(x2) ... Fx, (z,).

Segundo Spiegel [18], um teorema de grande importancia para o estudo da pro-
babilidade e da estatistica, que fornece uma propriedade geral de varidveis aleatorias

discretas ou continuas tendo média e variancia finitas, é conhecido como desigualdade
de Chebyshev.

Teorema 4.4.2. (Desigualdade de Chebyshev) Suponha que X seja uma varidvel ale-

2

atdria (discreta ou continua) tendo média p e varidncia o, as quais finitas. Entao se

€ for um numero positivo qualquer,

02

PUX —p 2 < T

O sequinte teorema, € consequéncia importante da Desigualdade de Chebycheuv:

Teorema 4.4.3. (Lei Fraca dos Grandes Numeros) Sejam Xy, Xo, ..., X, wvaridveis
aleatdrias mutualmente independentes (discretas ou continuas), cada uma tendo média

[ e varidncia o? finitas. Entdao, se S, = X1 +Xo+ ...+ X, comn=1,2,3,...,

S,
lim P<—n—u 26) =0.
n—+o0o n
Como S, /n é a média aritmética de Xy, Xs, ..., X, este teorema estabelece que

a probabilidade da diferenca da média S,,/n e seu valor esperado p ser mais do que e,
se aproxima de zero quando n — 4o00. Um resultado mais forte, que poderiamos supor

como verdadeiro, é que lim, , . S,/n = p, mas isto é falso. Entretanto, podemos
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provar que lim, . S,/n = pu com probabilidade 1, resultado conhecido como a Lei
forte dos grandes ntimeros, e por isto, o teorema 4.3.3 é chamado de Lei fraca dos

grandes nimeros.

Teorema 4.4.4. (Teorema Central do Limite) Sejam (X1, Xs, ..., X,,), varidveis ale-
atdrias independentes e identicamente distribuidas (isto €, todas tém a mesma fun¢ao
de probabilidade no caso discreto ou fun¢ao densidade no caso continuo) com média

e varidncia o finitas. Entao se S, = X1 + Xo+ ...+ X,,, com n € N,

Sp—n-p 1 b
lim Pla< 2~ P <p)=——— —w2g
nroc (a— o /i —) m/ae -

isto €, a varidvel (S,—n-p)/o\/n, que é a varidvel aleatdria padronizada correspondente

a S,, € assintoticamente normal.

Ou seja, se (X1, Xo,...,X,), € uma amostra aleatoria simples retirada de uma
populacido com médias p e variancias o? finitas, a distribuicdo amostral da média X

aproxima-se, para n grande, de uma distribuicio normal, com média yu e variancia o2

Corolario 4.4.1. (Aproximagdo Normal & Binomial) Seja X uma varidvel aleatoria
compardmetros n e p. Se n € grande e nem p nem q =1 — p estao muito prorimos de
zero, a distribuicao binomial pode ser aproximada por uma distribuicao normal através

da varidvel aleatoria padronizada dada por:

X—n-p

Vp-q

onde X é a varidvel aleatdria dando o numero de sucessos em n ensaios de Bernoulli

7 =

e p € a probabilidade de sucesso. A aprorimacao se torna melhor com n crescendo e é

exata no caso limite.

Este fato pode ser descrito como:

. X—n-p 1 /b_z
lim Pla < ——=<b| =— e”/Qdu,
n—s+oo ( - J/n-p-q - ) 2T Ja

que é uma aplicacao direta do Teorema Central do Limite.

5 Inferéncia Estatistica

Tendo ja estudado na secao 4.1 os procedimentos necessarios para resumir descri-

tivamente as variaveis associadas a pelo menos um conjunto de dados, e nas secoes 4.2
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e 4.3 os modelos probabilisticos capazes de representar o comportamento de algumas
variaveis, tem-se nesta se¢ao a intencao de aprofundar-se nos argumentos necessarios
para que se possa afirmar caracteristicas sobre uma populacao a partir das observacoes
amostrais, ou seja, inferir estatisticamente.

Como discutiu-se no capitulo 3, o uso de informacoes de uma amostra para concluir
sobre o todo, faz parte do cotidiano das pessoas, mesmo que informalmente e de maneira
intuitiva. O objetivo nesta secao, norteia-se em conceituar formalmente os principios
utilizados no dia a dia, para que possam ser utilizados de forma cientifica, em aplicagoes
nas mais diversas areas do conhecimento.

Como ja foi dito, tem-se conhecimento de modelos probabilisticos que medem, ou
pelo menos, tendem a medir a variabilidade de fenomenos de acordo com suas ocorrén-
cias, que sao as distribuicoes de probabilidades. Mas na préatica, os estudiosos podem
até ter ideia de qual forma de distribuicao, mas nao dos valores dos parametros que a
especifica.

Pode-se pensar que a distribuicao das alturas dos alunos de uma escola pode ser
representada por um modelo normal, mas dai a conhecer os parametros (média e va-
riancia) ja é outro contexto que na maioria das vezes nao é acessivel. Mesmo porque,
para se conhecer os parametros, seria necessario medir todos os alunos da escola, o que

além de dispendioso trabalho, descarta a utilidade da inferéncia.

"Raramente se consegue obter a distribuicao exata de alguma variavel, ou
porque isso é muito dispendioso, ou muito demorado ou as vezes porque
consiste num processo destrutivo. Por exemplo, se estivéssemos observando
a durabilidade de lampadas e testiassemos todas até queimarem, nao res-
taria nenhuma para ser vendida. Assim, a solugao é selecionar parte dos
elementos (amostra), analisa-la e inferir propriedades para o todo (popula-
¢a0)."(Bussab e Morettin, 2012, p.261)[3]

Alguns conceitos basicos:

Definigao 5.0.18. (Populagao) Conjunto de todos os elementos ou resultados sob in-

vestigacao.

Definigao 5.0.19. (Amostra) Qualquer subconjunto da populagao.

Exemplo 5.0.11. Seja uma pesquisa para estudar as estaturas de 500 alunos de uma

escola. Seleciona-se uma amostra de 50 alunos, e anota-se suas estaturas. A varidvel
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a ser observada € "estatura”. A populacao € o conjunto formado pelas 500 estaturas
correspondentes aos 500 alunos, e a amostra é o conjunto das 50 estaturas dos alunos
selecionados. Ao estudar a distribuicao das alturas da amostra, espera-se que esta

reflita a distribuicao das alturas de todos 0s alunos.

Reiterando, o objetivo da Inferéncia estatistica, é produzir afirmacoes sobre
uma dada caracteristica da populacao, a partir de informacoes colhidas de uma parte
dessa populacao, sendo essa caracteristica, representada por uma variavel aleatoria.
Se houvesse conhecimento completo sobre a funcao de probabilidade no caso discreto,
ou sobre a funcao densidade de probabilidade no caso continuo, nao seria necessario a
escolha de uma amostra, mas isso raramente, como ja foi dito, acontesse ou é possivel.
Em todo caso, o uso de uma amostra ajuda a formar uma opiniao acerca da populacao.

Mesmo sendo de grande importancia a identificacao e a descricao de uma po-
pulacao no processo de inferéncia, ¢ comum aos estudiosos dedicarem especial atengao
ao selecionar uma amostra. O modo de se obter uma amostra é tao importante, que
existem varios modos de fazé-lo, a ponto desses procedimentos serem uma especialidade
dentro da estatistica. porém, neste estudo, serd trabalhado apenas a Amostragem
Aleatéria Simples (AAS), que é a maneira mais facil de se obter uma amostra
probabilistica de uma populagao.

Podemos obter uma amostra nessas condicoes, escrevendo cada elemento da po-
pulacao em um cartao, misturando e sorteando a quantidade escolhida para a amostra.
Obviamente, este procedimento é inviavel para o caso de populacoes muito grandes.
Como processo alternativo, os elementos podem ser numerados e sorteados por meio de
uma tabela de nimeros aleatorios ou por meio de programas computacionais que geram
nimeros aleatoérios. Utilizando-se um procedimento aleatorio, sorteia-se um elemento
da populacao, sabendo que todos os elementos sao equiprovaveis. Repete-se até que
sejam sorteadas n unidades para a amostra. Pode-se ter uma AAS com reposicao ou
sem reposicao. Considerando a quantidade de informacoes contidas em uma amostra,
amostrar sem reposicao é mais vantajoso, porém, com reposicao, o tratamento tedrico

serd mais simples, devido a independéncia entre as unidades selecionadas.

Definicao 5.0.20. (Amostra Aleatéria da Variavel X) Seja X wuma varidvel aleatd-

ria com uma distribuicao de probabilidade especificada. Sejam n wvaridveis aleatorias

X1; Xo; ... X, independentes e tendo cada uma delas a mesma distribuicao que X.
Nesse caso, denomina-se (X1; Xo;...; X,,) uma amostra aleatdria da varidvel aleatoria
X.
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Ou seja, a amostra serd a n-upla ordenada (ou vetor aleatorio) (Xp; Xo;...; X,),
onde X; indica a observacao do i-ésimo elemento sorteado.

Obtida uma amostra, deseja-se comumente, utilizd-la para produzir alguma
caracteristica especifica, como por exemplo, a média da amostra (Xi; Xs;...;X,) que

serd dada por:

— 1

Observa-se que X também é uma variavel aleatoria, mas existe o interesse em
qualquer outra carcteristica da amostra, que serd sempre uma funcao do vetor aleatorio
(X715 Xo; .o Xn).

Definigao 5.0.21. (Estatistica) Uma estatistica é uma caracteristica da amostra, ou

seja, uma estatistica T é uma funcao de (Xq; Xo;...; X,).
As estatisticas mais comuns sao:
1 n
X=- g X; :média da amostra,
n

i=1

n

1 _
2 -
= E X; — X)) :variancia da amostra
n — 1 — ( K3 ) )
X7 = min(Xq; Xo;...; X,,) : menor valor da amostra,
X, = maz(Xy; Xo;...; X,) : maior valor da amostra,

W = X, — X; amplitude da amostra.

Para facilitar a linguagem utilizada em Inferéncia estatistica, diferencia-se as

caracteristicas da amostra e da populacao.

Definigao 5.0.22. (Parametro) Um pardametro é uma medida para descrever uma ca-

racteristica da populacao.

Os simbolos mais comuns sao dados na tabela a seguir:
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Tabela 23: Simbolos mais comuns para amostras e populacoes

Denominacao Populacao Amostra
Média = E(X) X=>X;/n
Mediana Md = Qs md = qa
Variancia o?=Var(X) | S?=>(X; — X)*/(n—1)
Numero de elementos N n
Proporcao P p
Quantil Q(p) q(p)
Quartis Q1, 02, Q3 q15 92,93
Intervalo inter-quartil | dg = Q3 — Q1 dy=aq3— @
Fungao densidade f(x) Histograma
Funcao de distribuicao F(z) F.(x)

Fonte: Bussab e Morettin, 2012, p. 272 3|

Definigao 5.0.23. (Distribuicdo Amostral) Uma estatistica amostral calculada de X;
Xo; ..., X, € uma funcao destas varidveis aleatorias, e € portanto, ela mesma, uma
varidvel aleatoria. A distribuicao de probabilidade desta estatistica amostral é chamada

Distribuicao Amostral.

Definicao 5.0.24. (Distribuigao Amostral da Média) Seja F(z) a fungao de distribui-
cao de probabilidade de alguma populacao da qual extraimos uma amostra de tamanho
n. A distribuicao de probabilidade da estatistica amostral X é chamada Distribuicao

Amostral da Média Amostral ou Distribuicao Amostral das Médias.

Exemplo 5.0.12. Seja a populacao 1;3;5;5;7 e todas as amostras de tamanho 2 co-

letadas com reposicao. Temos na Tabela 24:
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Tabela 24: Distribuicao amostral da Estatistica X

T 1 2 3 4 5 6 7 | Total
— 1 2 5 6 6 4 1
PX=2)|—=|=|=|=|=|=|= 1
25 125 125 125 | 25 | 25 | 25

Fonte: Bussab e Morettin, 2012, p. 274 3|

Calculando a partir da populacao, tem-se média p = 4,2 e variancia o2 = 4, 16.

Da distribuicao amostral, tem-se:

_ | 9 5 6 6 4 1
EX)=1.-—19.213.2 4.5 5% 4. 2,7 1 _ 49
(X) 95 T s T g T s O gy T g T g =S

Var(X) = 2,08.
Este exemplo ilustra o teorema a seguir:

2

Teorema 5.0.5. Seja X uma varidvel aleatoria com média i e varidncia o°, e seja

2
X1, Xo, ..., X,, uma amostra aleatoria simples de X. Entao, E(X) = peVar(X) = 7z
n

Teorema 5.0.6. (TLC)Para amostras aleatorias simples (X, Xo, ..., X,,), retiradas
de uma populacao com média |1 < oo e varidncia 0 < 02 < 400, a distribuicdo amostral
da média X aprozima-se, para n grande, de uma distribuicio normal, com média
e varidncia o®/n, isto é, se (X1, Xs,...,X,) for uma amostra aleatdria simples da
populacio X, com média i e variancia o finita, e X = (X1 +Xo+...+X,)/n, entdo:

X —p
~a/yn’

tem distribuicao aprorimadamente normal padrao para n grande.

Zn

Definicao 5.0.25. (Erro Amostral da Média) Denotado por e, € a varidvel aleatoria

que mede a diferenca entre a estatistica X e o pardmetro W, 1sto é: X — b

Corolario 5.0.2. A distribuicao de e se aproxima de uma distribuicao normal com
média 0 e varidncia p e varidncia o /n, isto é:

/i

ne N(0,1), para n grande.
o
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Considerando agora, uma populagao em que a propor¢ao dos elementos portadores
de uma certa caracteristica é p, pode-se definir uma varidvel aleatoria X da seguinte

maneira;:

1, se o elemento for portador da caracteristica,

?

0, se o elemento nao for portador da caracteristica.

Assim:

p=EX)=p
o? =Var(X) =p(1 —p).

Retirando uma amostra aleatoria simples dessa populagao, e indicando por Y,

o total de individuos portadores da cacteristica na amostra, teremos que:

Y,, ~ Binomial(n, p).
Definicao 5.0.26. (Distribui¢ao Amostral da Propor¢ao) Denotando por p, definimos

a propor¢ao de individuos portadores da carcteristica na amostra, isto é:

.Y,
p=—
n

entao:

P(Y,=k)=P(Y,/n=k/n)=P{p=Fk/n).
ou seja, a distribuicao amostral de p € obtida da distribuicao de Y,.

Foi citado na Secao 4.3, que a distribuicao binomial pode ser aproximada pela

distribuicao normal, justificado pelo Teorema do Limite Central. Observa-se que:

Yn:X1+X2++Xn,

3

onde cada X;, tem distribui¢ao de Bernoulli, com média p = p e variancia o = p(1—p)

e sao duas a duas independentes, podendo escrever:

Y, =n-X.
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Mas, pelo Teorema do limite Central, X tera distribuicio aproximadamente normal,

p(1—p)

com média p e variancia , OU seja:

— 1—
X ~N <p, u) , para n grande.
n

Assim, a transformacdo Y, = n - X tera distribuicio:

Y,, ~ N(np,np(1 — p)), para n grande.

Mas como X é a propria variavel p, entao podemos considerar a distribuicao de p

como aproximadamente normal:

p(1 —p)

p~N <p, - ) , para n grande.

5.1 Estimacao

Ja vimos que a Inferéncia Estatistica tem como objetivo realizar afirmagoes acerca
de uma populacao, a partir dos dados de uma amostra. Dois processos béasicos da

Inferéncia Estatistica sao:
e Estimacao de Parametros,
e Teste de Hipoteses.

Lembrando que parametros sao funcoes de valores populacionais e estatis-
ticas sao funcoes de valores amostrais.

Neste trabalho, iremos discutir apenas os problemas envolvendo estimacoes,
devido ao fato de que o objetivo principal deste é aferir o que se pode da inferéncia,
ser estudado, mesmo que de forma intuitiva, no ensino basico.

Com o intuito de ilustrar as ideias basicas de estimacao, segue um exemplo

pratico:

Exemplo 5.1.1. Uma amostra de n = 200 pessoas de uma cidade € escolhida, e a
cada pessoa € feita uma perqunta a respeito da construcao de um viaduto na entrada
da cidade. A resposta a pergunta poderd ser SIM (favordvel a construgao) ou NAO
(contrdria a construcao). Deseja-se estimar a propor¢ao de pessoas na cidade favordveis
a constru¢ao do viaduto. Se 120 cidadaos respondem SIM a pergunta, entao uma

estimativa natural para esta propor¢ao seria 120/200 ou 60%.
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Esta resposta é baseada supondo que a amostra representa realmente a popula-
cao, da mesma forma que outra amostra poderia nos levar a outra estimativa. Um dos
propositos da Inferéncia Estatistica é conhecer as propriedades desses estimadores.

No caso particular acima, podemos definir as variaveis aleatorias Xy, Xo, ..., X,
tais que:

1, se ai-ésima pessoa da amostra responder SIM,

X; =
0, se a i-ésima pessoa da amostra responder NAQO.

e fazer p = P (sucesso), onde aqui sucesso significa responder SIM & pergunta.

n
Assim, se Y, = E X;, temos que Y,, tem distribuicao binomial com parametros
i=1
n e p, e o problema serd estimar p. Logicamente, Y,, representa o nimero de cidadaos

que sao favoraveis a construcao do viaduto, ou seja, que responderam SIM & pergunta,

portanto, um possivel estimador de P é:

>
i=1 o

p=—= = — — :
n n numero de individuos

numero de SIM

-

k
Entao, se Y,, = k, isto é, observamos o valor k£ da variavel Y,,, teremos p = —

como uma estimativa de p. Considere que p é uma variavel aleatoria, e que k/n é ur?l
niimero, ou seja, um valor da variavel aleatéria. No exemplo acima, uma estimativa é
60%. Na secao 5 foi visto que o estimador p tem distribui¢ao aproximadamente normal
com parametros E(p) = p e Var(p) = p(1 — p)/n o que indica que o estimador p em
média acerta p, ou seja, p é um estimador nao-viesado ou nao-viciado de p. Este
fato nos indica também, que para grandes amostras, a diferenca entre p e p tende a
ser pequena, pois se n — oo, Var(p) — 0. Neste caso, diz-se que p é um estimador

consistente de p.

Definigao 5.1.1. (Estimador) Um estimador T do parémetro 0 é qualquer fungao das

observagoes da amostra, ou seja T = g(X1, Xo, ..., X,).

Definigao 5.1.2. (Estimador Nao Viesado) O estimador T é nao viesado para 0, se
E(T) =6, para todo 0.
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Definicao 5.1.3. (Estimativa) Estimativa € o valor assumido pelo estimador em uma

particular amostra.

Exemplo 5.1.2. No Ezemplo 5.1.1, p é um estimador de p, enquanto 60% ¢é uma

estimativa de p.

Definigao 5.1.4. (n-ésimo momento de X) Seja X uma varidvel aleatdria. Para cada

inteiro positivo n, o n-ésimo momento de X, denotado por p,, € dado por:

Hn = E(Xn)’

desde que E(X™) exista.
Além disso, definimos o n-ésimo momento central como sendo E[(X—E(X))"],

caso exista.
Em particular, se X € uma varidvel aleatoria discreta com func¢ao de probabi-

lidade p(x), temos que:
Hn = Z mnp(x)>

e se X € uma varidvel aleatdria continua com func¢ao de probabilidade f(x), temos que:

= [ apla)dta).

—00

Proposigao 5.1.1. Seja X uma varidvel aleatéria com média p e varidncia o*. Neste

caso, as sequintes relacoes sao vdlidas para os dois primeiros momentos populacionais:
E(X) =,
E(X?) =o*+ p*.
A primeira igualdade € imediata e a sequnda, seque do fato de que:
Var(X) = E(2?) — BE(X)? <= E(2*) = Var(X) + BE(X)* = 0® + pi*.

Definigao 5.1.5. (n-ésimo momento amostral) Considere uma amostra de tamanho n

da populagao (X1, Xo,...,X,). Define-se o n-ésimo momento amostral por:

1 n
my = — g X', comn=12,...
n
i=1
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5.2 Estimadores de Momentos

~

.., 0, sao estima-

Definigdo 5.2.1. (Estimadores de Momentos) Dizemos que 0y, 0,
dores obtidos pelo método dos momentos se eles forem solugoes das equagoes:

My = U, N =12,...,1.
Exemplo 5.2.1. Seja (X7, Xo,

, X)) uma amostra aleatdria simples de uma distri-
buicao binomial de parametros n e p, ou seja:

P(X = k|n,p) = (1 —p)nh
k

onde a varidvel X denota o numero de sucessos em n ensaios e k=0,1,...,n

Assumindo que os pardametros n e p sejam desconhecidos, vamos encontrar
estimadores para ambos 0s pardmetros a partir do método dos momentos:

A partir do Exemplo 5.2.1 e usando o fato de que X; tem média np e varidncia

np(1 — p), temos que os dois primeiros momentos populacionais sao dados, respectiva-
mente, por:

= E(X) =np e py = BE(X*) =np(1 - p) + n’p”.

Igualando os dois primeiros momentos amostrais mq e ms a0s dois primeiros momentos
populacionais, temos o sequinte sistema de equacoes:

> X7 =np(1 —p)+n7p”

Resolvendo em n e p, obtemos os sequintes estimadores pelo método dos momentos:

<

n =

X = (m) X, (X = X)2

1=

| >

p=—.

n
Este é um tipico exemplo em que os estimadores nao sao os melhores para os para-
metros populacionais de interesse. Na verdade, utilizando estes estimadores, podemos

ter estimativas negativas para n e p, o que nao pode acontecer, ja que estes devem ser
nimeros positivos.

83



5.3 Estimadores de Minimos Quadrados

Definicao 5.3.1. (Estimadores de Minimos Quadrados) O método de estimagao por
minimos quadrados consiste em minimizar o quadrado das diferencas entre os valores

observados de uma amostra e seus respectivos valores esperados.

Exemplo 5.3.1. Considera-se o sequinte procedimento em que se interessa no estudo
da resisténcia Y de uma cabo de aco em funcao de seu didmetro X. A partir de uma
amostra coletada, percebe-se que as varidveis sao, aproximadamente, proporcionais, isto
€, Y =~ 0X em que 0 ¢ o coeficiente de proporcionalidade. O objetivo € estimar o pard-
metro 0, baseado nas medidas disponiveis em uma amostra de 10 unidades mostradas

na tabela a sequir:

Tabela 25: Estudo da resisténcia Y em funcao do diametro X

0,50 | 0,60 | 0,75 | 0,80 | 0,90 | 1,05 | 1,20 | 1,30 | 1,50 | 1,65

Y 12,07]224]328]3,35|381]|4,14 | 4,64 | 5,13 | 6,05 | 6,57

Fonte: Dados Hipotéticos

A partir dessas informacoes, pode-se concluir que, aparentemente, 6 = 4 parece
ser uma estimativa razodvel para o parametro 6. Como pode-se verificar a qualidade
desta estimativa? Uma forma de fazer isso € wverificar as diferencas entre os valores
observados Y e os valores esperados utilizando a estimativa, ou seja, 4X. Na tabela

a sequir, tem-se os valores da amostra, os valores esperados, a diferenca Y — 4X e as
diferencas ao quadrado (Y — 4X)2:

84



Tabela 26: Estudo da resisténcia Y em funcao do diametro X

X Y 4X | Y —4X | (Y —4X)?

0,50 | 2,07 | 2,00 0.07 0.0049

0,60 | 2,24 | 2,40 | -0,16 0,0256

0,75 | 3,28 | 3,00 0,28 0.0784
0.80 | 3,35 | 3,20 0,15 0,0225
0,90 | 3,81 | 3,60 0.21 0,0441

1,05 | 4,14 | 4,20 | -0,06 0,0036

1,20 | 4,64 | 480 | -0,16 0,0256

1,30 | 5,13 | 520 | -0,07 0,0049

1,50 | 6,05 | 6,00 | 0,05 0,0025

1,65 | 6,57 | 6,60 | -0,03 0,0009

Total 0,28 0,213

Fonte: Dados Hipotéticos

A ideia principal do método baseia-se em minimizar o erro quadratico total da
amostra. Para a estimativa 6 = 4, este erro é dado por 0,213, porém, pode ser que
exista alguma outra estimativa com erro quadratico total menor do que 0,213. Desta

forma, o objetivo ¢ minimizar a funcao:

10

S(0) =) _(¥i—6X)".
i=1
O minimo da func¢ao é obtido derivando a fun¢ao em relagao a 6 e igualando o

resultado a zero, ou seja, encontrar € para o qual:

dS(0) 5 B
0 Z(Yi — (0)X;)(=2X;) = 0.

i=1

Resolvendo essa equacao, obtemos o estimador:
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> (Xi - Vi)
ZlO X2 :

Utilizando os dados de X e Y , encontramos éMQ = 4,011625, ou seja, a

QMQ =

estimativa que minimiza o erro quadratico total da amostra é dada por 6 = 4,011625.
De fato, utilizando este valor, temos que o erro quadratico total é 0,2114015.

Deste modo, se assume que, para um dado valor da variavel X, os valores da
variavel Y seguem uma distribui¢ao de probabilidade fy(y) centrada em 60X, o que é
equivalente a dizer que, para cada X, o desvio ¢ = Y — 6.X segue uma distribuicao

centrada em zero e, desta forma, é comum escrever:

Y =0z +e,

com ¢ seguindo a distribuicao f. com média zero. Desta forma, é razoavel escolher 6

que minimiza a soma dos quadrados dos erros:

Se=>n
=1 i=1

Se observa que o modelo pode ser generalizado. Isto é, pode-se considerar

fungoes mais gerais dos parametros 6, ou seja,

Y =g(X,0) + e,
e, da mesma forma do exposto acima, deve-se encontrar o valor de 6 que minimize a
funcao:
n n
€2 9(Xi,0))%,
i=1 i=1
para uma amostra (X1,Y7), ..., (X,;Y,) das variaveis X e Y. A solucao éMQ é chamada

de estimador de minimos quadrados (EMQ) de 6.

5.4 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Definigao 5.4.1. (Estimadores de Maxima Verossimilhanga) Consideremos uma popu-
lacao e uma varidvel aleatoria X, relacionada a essa populacao, com funcao de proba-

bilidade (se X € uma varidvel aleatoria discreta) ou fungao densidade de probabilidade
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(se X € uma varidvel aleatoria continua) f(x,0), sendo 0 o parametro desconhecido.

Retiremos uma amostra aleatoria simples de X, de tamanho n, X4,...,X,, e sejam
x1,...,T, 08 valores efetivamente observados. A func¢ao de verossimilhanca L € defi-
nida por:

n

L(O;xq,...,2,) = f(21;0) X ... X f(zp;0) = Hf(a:z,ﬁ)

i=1
Se X ¢ uma varidvel aleatoria discreta com funcao de distribuicao p(x,0), a

funcao de verossimilhanc¢a € dada por:

L(O;xy,...,2,) = p(x1;0) X ... X p(x,;0) = Hp(xi;e).
i=1

que deve ser interpretada como uma funcao de 0. O estimador de mdzrima verossimi-

lhanga de 6 é o valor que mazimiza L(0;xq, ..., x,).

O principio de maxima verossimilhanca é um dos procedimentos usados para se ob-
ter estimadores. O estimador de maxima verossimilhan¢a (EMV) pode ser encontrado

seguindo os passos abaixo:

Encontrar a funcao de verossimilhanca,

Aplicar a funcao In,

Derivar em relacao ao parametro 6,

Igualar o resultado a zero,

Verificar que este estimador é ponto de maximo.

Exemplo 5.4.1. Seja X uma varidvel aleatoria com distribui¢ao Bernoulli(p). Tome-

mos uma amostra aleatoria X, ..., X, de X. O estimador de mdzima verossimilhanca

1
para p ép=—-X.
n

Demonstracao. Como X ~ Bernoulli (p), a fungao de probabilidade de X é:

px(x) =p"(1—p)' "2 =01
Dessa forma, a fungao de verossimilhanga ¢ dada por:

n

L(O;x,. .., 2,) = Hp‘”(l —p)tT¥ = plim (] — p)Zin(-w)

=1
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Para encontrar o estimador de maxima verossimilhanca para

contrar o valor de p para o qual a fun¢ao de verossimilhanca L(p;zq, ...,

Aplicando a fungao logaritmo natural (In) na fungao de verossimilhanca L(p;x1, . ..

temos que:

n

L(p;1,...,2,) = Z:Uiln(p) + Z(l —x;)In(1 — p),

i=1

e, derivando em relacao a p, segue que:

(1_19)2%—1)2(1_%)

dinL(p; 1, ..., 2T,)
dp p(1 —p)

Igualando o resultado a zero, obtemos que:

(1—]5>§ xi—ﬁE (1—%) 1
i=1 i=1 _ -
(1 —p) - iﬁziﬁ”“”‘

1
Utilizando o teste da segunda derivada, verifica-se que p = —
n

um estimador de maxima verossimilhanca para p.

5.5 Intervalos de Confiancga

p, devemos en-

T,) € maxima.

- X é realmente

]

Definigao 5.5.1. (Intervalos de Confianca) Um intervalo de confian¢a (IC) € um in-

tervalo estimado de um parametro de interesse de uma populacao. Em vez de estimar o

pardametro por um unico valor, é dado um intervalo de estimativas provdveis. O quanto

estas estimativas sao provdveis serd determinado pelo coeficiente de confian¢a (1 — «),

para o € (0,1).

Intervalos de confianca sao usados para indicar a confiabilidade de uma estima-

tiva. Por exemplo, um intervalo de confianca pode ser usado para descrever o quanto

os resultados de uma pesquisa sao confiaveis. Sendo todas as estimativas iguais, uma

pesquisa que resulte num intervalo de confianca pequeno é mais confiavel do que uma

que resulte num intervalo de confianca maior.
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Se G e H sao estatisticas (isto é, func¢oes da amostra) cuja distribuigao de

probabilidade dependa do parametro 6, e
P(G<O<Hf)=1-«

entdo o intervalo aleatorio (G; H) é um intervalo de confian¢a com nivel 100(1 — «)%
para 6. Portanto, pode-se interpretar o intervalo de confianca como um intervalo que
contém os valores "plausiveis"que o parametro 6 pode assumir. Assim, a amplitude do
intervalo estd associada a incerteza que se tem a respeito do parametro.

Considere X1, Xs,...,X,, uma amostra aleatoria retirada de uma populacao
com distribuicao fy que depende do parametro 6. Por exemplo, toma-se X1, Xo,..., X,
uma amostra aleatéria com distribui¢ao normal com média p desconhecida e desvio
padrao conhecido ¢ = 1. Para se propor um intervalo de confianca para o parametro

6, é necessario introduzir o conceito de quantidade pivotal:

Definigao 5.5.2. (Quantidade pivotal) Uma fungao Q@ da amostra (Xq, X, ..., X,)
e do parametro 0 cuja distribuicao de probabilidade nao depende do pardimetro 6 é

denominada quantidade pivotal.

Desta forma, dado o nivel de confianca 1 — «, toma-se:

l—a=Plgp <Q(X1,Xs,..., X 0) < qo)

Se a quantidade pivotal @) for inversivel, pode-se resolver a inequacao acima

em relacao a 6 e obter um intervalo de confianca.

Exemplo 5.5.1. Suponha que se queira estimar a média p de uma populagcao com

2 conhecida. O estimador de mdzrima verossimi-

distribuicao normal com variincia o
lhang¢a para a média populacional v € dado pela média amostral X de uma amostra de

tamanho n. Assim, tem-se a sequinte quantidade pivotal e = (X — p) ~ N(0;0%/n).

P(le] <1,96-0%/n) =0,95
P(|X —p| <1,96-0%/n) = 0,95

P(X —1,96-v/02/n < < X +1,96 - \/02/n) = 0,95

Para interpretar o intervalo de confianca da média, se assume que 0s valores
foram amostrados de forma independente e aleatoria de um populag¢ao com distribuicao

normal com média p e varidncia o®. Dado que estas suposicoes sao vdlidas, tem-se 95%
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de confianca do intervalo conter o verdadeiro valor da média populacional. Em outras
palavras, se forem produzidos diversos intervalos de confianga provenientes de diferentes
amostras independentes de mesmo tamanho, pode-se esperar que aproximadamente 95%

destes intervalos devem conter o verdadeiro valor da média populacional.

6 Estocastica no Ensino Fundamental e Médio

A Estatistica é cada vez mais presente no dia a dia das pessoas, principalmente
pelo excesso crescente de quantidade de informacoes a que sao expostas.

Sendo assim, é necessario que conceitos basicos da Estatistica como amostra,
populacao, parametro, estimativa, censo, margem de erro, nivel de confianca, entre
outros, sejam entendidos pela sociedade. Dai um importante motivo pelo qual a Esta-
tistica deva ser trabalhada desde as séries iniciais até o ensino médio, mesmo porque,
dado continuidade aos estudos, sera raro alguma &area de atuacao que nao utilize a
Estatistica como ferramenta béasica.

Analisando os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), verifica-se que o ensino
da Estatistica esta inserido no Bloco "Tratamento da Informacao".

Para o primeiro ciclo do ensino fundamental 1, tem-se como contetidos conceituais
e procedimentais, a leitura e interpretagao de informagoes contidas em imagens, a coleta
e organizagao de informacoes, a criacao de registros pessoais para comunicacao das
informacoes coletadas, a exploracao da funcao do nimero como c6digo na organizagao
de informagées (linhas de onibus, telefones, placas de carros, registros de identidade,
bibliotecas, roupas, calgados), a interpretacao e elaboragao de listas, tabelas simples,
de dupla entrada e graficos de barra para comunicar a informacao obtida e a producao
de textos escritos a partir da interpretacao de graficos e tabelas.

Para o segundo ciclo do ensino fundamental 1, tem-se como contetidos conceituais
e procedimentais, a coleta, organizagao e descricao de dados, a leitura e interpretagao
de dados apresentados de maneira organizada (por meio de listas, tabelas, diagramas e
graficos) e construgao dessas representagoes, a interpretacao de dados apresentados por
meio de tabelas e graficos, para identificacao de caracteristicas previsiveis ou aleatorias
de acontecimentos, a producao de textos escritos, a partir da interpretacao de graficos e
tabelas, a construcao de graficos e tabelas com base em informacoes contidas em textos
jornalisticos, cientificos ou outros, a obtencao e interpretacao de média aritmética,

a exploracao da ideia de probabilidade em situacoes-problema simples, identificando
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sucessos possiveis, sucessos seguros e as situagoes de "sorte", a utilizagao de informagoes
dadas para avaliar probabilidades e a identificacao das possiveis maneiras de combinar
elementos de uma colecao e de contabiliza-las usando estratégias pessoais.

Para o terceiro ciclo, tem-se como contetidos conceituais e procedimentais, a co-
leta, organizacao de dados e utilizagdo de recursos visuais adequados (fluxogramas,
tabelas e graficos) para sintetizé-los, comunicé-los e permitir a elabora¢ao de conclu-
soes, a leitura e interpretacao de dados expressos em tabelas e graficos, a compreensao
do significado da média aritmética como um indicador da tendéncia de uma pesquisa,
a representacao e contagem dos casos possiveis em situagoes combinatorias e a cons-
trucao do espaco amostral e indicacao da possibilidade de sucesso de um evento pelo
uso de uma razao.

Findando o ensino fundamental 1, tem-se para o quarto ciclo, como contetidos
conceituais e procedimentais, leitura e interpretacao de dados expressos em graficos
de colunas, de setores, histogramas e poligonos de freqiiéncia, organizacao de dados e
construgao de recursos visuais adequados, como graficos (de colunas, de setores, his-
togramas e poligonos de freqiiéncia) para apresentar globalmente os dados, destacar
aspectos relevantes, sintetizar informacoes e permitir a elaboragao de inferéncias, com-
preensao de termos como freqiiéncia, freqiiéncia relativa, amostra de uma populacao
para interpretar informacoes de uma pesquisa, a distribuicao das freqiiéncias de uma
variavel de uma pesquisa em classes de modo que resuma os dados com um grau de pre-
cisao razoavel, a obtencao das medidas de tendéncia central de uma pesquisa (média,
moda e mediana), compreendendo seus significados para fazer inferéncias, a construcao
do espago amostral, utilizando o principio multiplicativo e a indicacao da probabilidade
de um evento por meio de uma razao, a elaboracao de experimentos e simulagoes para
estimar probabilidades e verificar probabilidades previstas.

Observa-se que somente no final do quarto ciclo, ou seja, no 90 ano, é que se
propoe dar significado, mesmo que de forma intuitiva, a inferéncia estatistica.

Como os contetdos do bloco Anélise de dados e probabilidade tém sido recomen-
dados para todos os niveis da educacao béasica, assim como é apresentado no funda-
mental, este também é, em especial retomado no ensino médio.

Um dos motivos estd na importancia das ideias de incerteza e de probabilidade,
associadas aos chamados fenomenos aleatorios, presentes de forma essencial tanto no
cotidiano como no meio cientifico. A retomada deste contetido possibilita aos alunos
ampliarem e formalizarem seus conhecimentos sobre o raciocinio combinatorio, proba-

bilistico e estatistico. Para que os alunos tenham uma visao concreta da importancia
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dos modelos probabilisticos, é importante que estes tenham oportunidade de ver esses
modelos em acao. Por exemplo, é possivel simular o que ocorre em certa pesquisa de
opiniao estimando, com base em uma amostra, a fracao de balas de determinada cor em
uma caixa, procedimento feito na pratica em uma das propostas de aula apresentadas
neste trabalho.

O estudo da estatistica foca também a aprendizagem da formulacao de pergun-
tas que podem ser respondidas com uma coleta de dados, organizacao e representacao
destes, conhecimentos ja adquiridos no fundamental, e retomados no ensino médio.
Nesta etapa, reitera-se, os alunos devem aprimorar as habilidades adquiridas no ensino
fundamental no que se refere a coleta, a organizacao e a representacao de dados. Moti-
vacional, sugere-se um trabalho com énfase na construcao e na representacao de tabelas
e graficos mais elaborados, analisando sua conveniéncia e utilizando tecnologias, como
o computador. Problemas reais de estatistica realisticos sempre comecam com uma
pergunta, e resultam em uma apresentacao de resultados que se apdéiam em inferéncias
tomadas de uma amostra para uma populacao.

Ainda nesta etapa, seguindo os PCNs, os alunos precisam entender sobre o obje-
tivo e a logica das investigacoes estatisticas, bem como sobre o processo de investigacao.
Deve-se permitir aos alunos o entendimento intuitivo e depois, formal, das principais
ideias matematicas das representacoes estatisticas.

Um exemplo, é propiciar, através de exemplos praticos (onde a propria turma é
um grande laboratorio) que os estudantes sejam capazes de visualizar como o ponto
meédio é influenciado por valores das extremidades de um intervalo de dados, e o que
acontece com o ponto médio e a mediana em relacao a esses extremos.

E importante ressaltar a necessidade de se intensificar a compreensao sobre as
medidas de posigao (média, moda e mediana) e as medidas de dispersao (desvio médio,
variancia e desvio padrio), abordadas de forma mais intuitiva no ensino fundamental,
e sendo possivel, formalizadas no ensino médio.

Os estudantes devem desenvolver o senso critico na discussao de resultados de
pesquisas estatisticas e na avaliagao de argumentos probabilisticos que se dizem ba-
seados em alguma informacao. A construcao de argumentos racionais baseados em
informacgoes e observacoes, veiculando resultados convincentes, exige o apropriado uso
de terminologia estatistica e probabilistica. E com este conhecimento, que os jovens se
tornam capazes de questionarem a validade de interpretacoes de dados, as generaliza-
coes feitas com base em um estudo de uma amostra.

O estudo da combinatéria e da probabilidade é essencial nesse bloco de contetdo,
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pois os alunos precisam adquirir conhecimentos sobre o levantamento de possibilidades
e a medida da chance de cada uma delas. A combinatéria nao tem apenas a fun-
cao de auxiliar o célculo das probabilidades, mas tem inter-relacao estreita entre as
idéias de experimento composto a partir de um espaco amostral discreto e as operacoes
combinatorias.

A utilizacao do diagrama de arvores é importante para clarear a conexao entre
0s experimentos compostos e a combinatoria. Ao estudar probabilidade e chance,
os alunos precisam entender conceitos e palavras relacionadas & chance, incerteza e
probabilidade, que aparecem no cotidiano.

Outras ideias importantes incluem a compreensao de que a probabilidade é uma
medida de incerteza, que os modelos sao tteis para simular eventos, para estimar pro-
babilidades, e que algumas vezes nossas intui¢coes sao incorretas e podem nos levar a
uma conclusao equivocada no que se refere a probabilidade e & chance. Nos experimen-
tos aleatorios, os alunos precisam aprender a descrevé-los em termos de eventualidades,
associa-los a um conjunto de eventos elementares e representa-los de forma esquemé-
tica. Os alunos necessitam também dominar a linguagem de eventos, levantar hipoteses
de eqiiiprobabilidade, associar a estatistica dos resultados observados e as freqiiéncias
dos eventos correspondentes, e utilizar a estatistica de tais freqiiéncias para estimar a
probabilidade de um evento dado. Percebe-se nas descri¢oes acima que os contetidos de
Estatistica estao bem distribuidos durante todo o ensino bésico, com apenas a ressalva,
de que a intuicao de inferéncia estatistica, nao permeia em nenhum momento, ou em
poucos momentos, o que é estudado do fundamental e médio.

Segundo as Orientagoes Curriculares Para o Ensino Médio 2|, é sugerido a possi-
bilidade de organizar atividades em que os alunos tém a oportunidade de lidar com as
diversas etapas do trabalho de andlise de dados reais: tabular, manipular, classificar,
obter medidas como média e desvio padrao e obter representacoes graficas variadas.
Em nenhum momento é sugerido a estimacao de estatisticas a partir de parametros.

Ainda, segundo estas orientagoes [2]:

"Os contetidos do bloco Anélise de dados e probabilidade tém sido recomen-
dados para todos os niveis da educacao bésica, em especial para o ensino
médio. Uma das razoes desse ponto de vista reside na importancia das
idéias de incerteza e de probabilidade, associadas aos chamados fendmenos
aleatorios, presentes de forma essencial nos mundos natural e social. O

estudo desse bloco de contetido possibilita aos alunos ampliarem e formali-
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zarem seus conhecimentos sobre o raciocinio combinatorio, probabilistico e

estatistico" (Orientac¢oes Curriculares para o Ensino Médio, 2006, p.78)[2]

Analisando alguns livros adotados em escolas publicas e particulares, nota-se a falta
deste elo entre a estatistica descritiva e a probabilidade, que culmina na inferéncia
estatistica, mas através da leitura de alguns artigos e dissertacoes na area, percebe-se
que o ensino da Estatistica e da Probabilidade apresentavam-se sempre interligados nos
curriculos internacionais, tratados por um termo europeu especifico, que é Estocastica.
Segundo Lopes, [14], Estocéstica é o termo utilizado para tratar a probabilidade como
inseparavel da estatistica. Acredita-se que algumas propostas de atividades concretas,
a seguir apresentadas, podem ajudar o aluno a abstrair conceitos indispensaveis ao
completo entendimento da inferéncia estatistica, que é o objetivo final de todo o estudo
da estatistica descritiva e das probabilidades construidos desde o ensino fundamental.
Segundo Imenes e Lellis [11], a nogao de "possibilidade" e "chance" surgem na vida de
maneira natural, forma que é imprecisa e leva a enganos, e s6 é ttil quando quantificada.
Desta maneira, os autores propoem em sua colecao, acoes praticas que levam os alunos
a aprofundadrem a ideia de maneira lidica e concreta. Algumas destas propostas

colocamos em pratica nas aulas propostas a seguir.

7 Propostas de Aula para o Ensino Béasico

As propostas a seguir foram aplicadas em turmas das seguintes instituicoes de
Goiania: Colégio Santo Agostinho, Colégio Estadual Damiana da Cunha, Instituto

Presbiteriano de Educacao e Faculdades Alfa.

7.1 Pense em um pais e um animal!

Objetivo:
Levar o aluno a entender a diferenca entre o que é deterministico e o que é
aleatorio.
Descricao da Atividade:
Primeiramente, é escolhido um aluno, que perante a turma, executa alguns
comandos dados pelo professor, que neste momento tem seus olhos vendados. Os

comandos sao os seguintes:
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1°) Pense em um ntimero natural de 1 a 10;

2°) Multiplique este numero por 9;

3°) Adicione os algarismos formadores do resultado (produto) anterior;
4°) Subtraia 5 do resultado (soma) anterior;

5°) Associe o tltimo resultado a uma letra do alfabeto seguindo o padrao: 1 —
A2 — B;3—C;...;10 — J;...

6°) Apods a associacao do numero a letra, é pedido ao aluno que escreva no quadro o

nome de um pais da Europa que comece com a determinada letra;

7°) Apos a escrita do nome do pais é pedido ao aluno que escreva no quadro o nome

de um animal com a quinta letra do nome do pais;

8°) Para finalizar, o professor que esteve com os olhos vendados durante todo o
processo, pergunta ao aluno se na Dinamarca existe muito Macaco, onde a pro-
babilidade de acerto é muito alta para o nome do animal e certo para o nome do

pais.

E importante salientar o aspecto lidico do processo, que desperta a curiosidade,
servindo assim como importante fator motivacional para o despertar do interesse da
turma perante o assunto. Neste jogo, a probabilidade de acerto por parte do professor é
alta, mas deve ficar claro aos alunos que o professor pode errar. Na pior das hipoteses,
considerando que o aluno executou todos os comandos corretamente, o professor acerta
pelo menos o pais, o que por si ja desperta a curiosidade do aluno.

A logica do jogo é o fato de que até o momento da 5a letra do nome do
pais, temos um experimento deterministico, e isso é explicado aos alunos da seguinte

maneira:

1°) Qualquer nimero escolhido de 1 a 10, quando multiplicado por 9 resulta em um

produto cuja soma de seus algarismos é sempre 9. Isto é um evento certo.

2°) Ao subtrair 5 de 9, é certo que a diferenca sera 4, e isto também é certo, assim

como a letra associada ao 4 é sempre a letra D, o que também é certo.

3°) S6 existe um pais da Europa com a letra D, que é a Dinamarca, cuja 5* le-
tra é sempre M! Até neste momento, mostramos ao aluno que o experimento é

deterministico, pois nao haveria outro resultado.
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4°) Para terminar, perguntamos a turma qual animal cada um pensou, e percebemos
que a maioria pensa em macaco, embora alguns alunos sugerem outros animais.
Neste momento é que se explica que nesta parte do jogo, o experimento ¢ aleatoério,
pois existem outras respostas. Neste momento introduzimos de forma intuitiva o
conceito de probabilidade, através de perguntas relacionadas a escolha do macaco

pela maioria.

Resultados da Aula:

Nas oito turmas aplicadas, o acerto por parte do professor foi de 87,5%, conside-
rando que na tnica turma onde nao houve acerto, durante a devolutiva, a maior parte
dos alunos assumiram ter pensado em macaco. Outro fator importante, foi o fato de
varios alunos terem comentado a tentativa de repetirem a experiéncia em casa com 0s

pais, o que comprovou a fun¢ao motivacional norteadora do jogo.

Turmas participantes da experiéncia:
e 8°A e 8°C do Colégio Santo Agostinho;
e 7°A, 7°B, 8°A e 8°B do Colégio Estadual Damianna da Cunha;

e 9°A e 9°C' do Instituto Presbiteriano de Educacao.

7.2 Jogo com Dado I - Jogo da Soma

Objetivo:

Introduzir o conceito de probabilidade.

Descricao da Atividade:

Na turma, forme 11 times, cada um com um numero natural correspondente,
de 2 a 12. O professor, ou os proprios alunos de forma alternada, lancam dois dados
simultaneamente. Se a soma dos pontos obtidos for 4, ponto para o time 4, se a soma
for 9, ponto para o time 9, e assim por diante.

E importante que antes do jogo comecar, seja instigado aos alunos quem vai
ganhar, e o professor aqui, pode arriscar a "adivinhar"quem vai ganhar, agucando a
curiosidades dos alunos caso acerte, ou pelo menos se aproxime do resultado.

No quadro, é anotado o nimero de pontos de cada time. Apos 50 lancamentos,

acaba o jogo e ganha o time com maior niimero de pontos.
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Neste momento, discute-se com os alunos a questao da sorte de quem venceu,

com algumas perguintas como:

1°) Antes de iniciar o jogo, alguém percebeu que alguns times tinham mais chances

que outros?
2°) A vitoria s6 pode ser associada a sorte?

3°) Qual é a probabilidade de cada soma?

Resultados da Aula:

Na turma aplicada e registrada, o time vencedor foi o time 6, seguido pelo time
7, o qual o professor havia sugerido. Foram realizados 109 lancamentos, onde o time
6 fez 20 pontos e o time 7 fez 19. O time 2, como poderia prever, nao fez pontos.
Comparando os resultados, o time 7 fez 17,43%, muito proximo dos 16,67% previstos
pela probabilidade. Como era de se esperar, a curiosidade dos alunos foi despertada
em relacao ao "acerto"do professor, que neste momento definiu o que é probabilidade,
de forma adequada a faixa etaria trabalhada.

Turmas participantes da experiéncia:

e 8°A do Colégio Santo Agostinho;

7.3 Jogo com Dado II - Jogo do Par ou Impar

Objetivo:

Introduzir o conceito de probabilidade.

Descricao da Atividade:

Separe a turma em dois times. Um time sera PAR e o outro time serda IMPAR.

Lancam-se trés dados e multiplicam-se os pontos de cada dado. Se o produto
for par, ponto para o time PAR; Se for impar, ponto para o time IMPAR.

Anotam-se os resultados da partida (a totalidade dos pontos dos times PAR e
IMPAR)

Apos 90 lancamentos, realiza-se algumas discussoes com os alunos acerca da
probabilidade de ganhar ou perder, seguindo as seguinte pergunta: "O time vencedor

teve sorte, ou ja era possivel prever o resultado?"
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Figura 8: Jogo com dados 1

Para comecar, se faz com que os alunos percebam que, dos 6 resultados possi-
veis, 3 sao pares e 3 sao impares, de modo que, em um dado honesto, a probabilidade
de sortear um numero par é igual a chance de sortear um ntmero impar. O passo
seguinte é fazer com que os alunos percebam que quando é lancado trés dados, e multi-
plicados seus pontos, a probabilidade de resultado par nao ¢ mais igual a probabilidade
de resultado fmpar.

Os estudantes devem visualizar que o produto de trés ntimeros pares é par, o

produto de dois pares e um impar é par e o produto de um par e dois impares também

é par. Somente o produto de trés impares é impar.
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Figura 9: Jogo com dados 2

Neste momento pode-se ensinar ou retomar, o processo da arvore de possibili-
dades:

Do total de 8 possibilidades, 7 sao produtos pares. Assim, nesse jogo, a chance
de o produto ser par é g, e consequentemente, a chance de ser impar é de 3 E impor-

tante salientar a turma que o impar pode ganhar algumas vezes.
Resultados da Aula:

Este jogo foi aplicado na mesma turma que foi aplicado o jogo da soma. Neste
jogo, o time vencedor, como era de se esperar, foi o time PAR, com 82,22% de acertos
apos 90 jogadas. Comparando os resultados com a probabilidade calculada a priori,
tendo em vista que os alunos ja haviam aprendido sobre probabilidade, o resultado foi
bem proximo dos 87,50% previstos pelo calculo da probabilidade.

Algo que era de se esperar e nao aconteceu no tempo pensado, era que parte
da turma percebesse, através do que ja haviamos estudado, a tendéncia do time par
ganhar, o que nao aconteceu antes do término do jogo e da explicacao sobre a paridade

dos produtos.

Turmas participantes da experiéncia:
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Par — Par
Par
I'mpar — Par
Par ¢
Par — Par
Impar
\ I'mpar — Par
.
' i
Par — Par
Par .
I'mpar — Par
.
Impar 4
Par — Par
Impar
| I'mpar — I'mpar

Figura 10: Arvore de possibilidades

e 8°A do Colégio Santo Agostinho;

7.4 Conclusoes a partir de uma amostra

Objetivo:

Introduzir o conceito de Inferéncia.

Descricao da Atividade:
Peca que a turma forme grupos de trés alunos, e qua cada grupo prepare 300 pedacos
pequenos de papel, dividindo, por exemplo, uma folha de chamex em colunas e linhas

de 3 ¢cm. Desta maneira, com apenas uma folha, ja obtem-se aproximadamente 50
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pedacos de papel.
Em 200 dos papéis, o grupo escreve A, e nos restantes, o grupo escreve B.
Misture bem, e coloque dentro de um saco. Peca que o grupo sorteie 30 papéis, contem

a quantidade de A e de B, anotando os resultados e respondendo as seguintes questoes:

1°) Nesta simulagao, a populagao é formada pelos 300 papéis. Como se distribui essa

populacao em relacao a A e a B?

2°) A amostra sorteada, reflete, com alguma aproximagao, o que acontece na popu-

lacao?

3°) Ha alguma chance de se sortear uma amostra com 30 papéis A e nenhum B? Em

sua opiniao esta chance é grande ou pequena?

Depois de cada grupo elaborar suas respostas, compila-se os resultados de todos
os grupos. Isso equivale, até um certo ponto, a considerar uma populagao bem maior,
com uma amostra também maior. Se considerar 10 grupos, por exemplo, tem-se uma
populacao de 3000 elementos com uma amostra de 300. Como cada grupo calculou a
porcentagem de papéis marcados com A, calcula-se a média desses resultados.

Comparando os resultados, verifica-se que na amostra maior, existe um pro-
pabilidade alta desta refletir o que ocorre na populagao (= 66,7% de A) com maior

precisao do que reflete a amostra menor.
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Figura 11: Conclusoes a partir de uma amostra

Resultados da Aula:

Na primeira turma, foram formados 11 grupos, nos quais a menor propor¢ao
de A foi de 50% e a maior proporcao foi de aproximadamente 83,33%. Apds com-
pilarmos todos os resultados, ou seja, 330 papéis de 3300, chegamos a proporc¢ao de
aproximadamente 64%.

Na segunda turma, foram formados 7 grupos, nos quais a menor proporc¢ao
de A foi de aproximadamente 53,33% e a maior proporcao foi de aproximadamente
86,67%. Apos compilarmos todos os resultados, ou seja, 330 papéis de 3300, chegamos
a propor¢ao de aproximadamente 64%.

Na terceira turma, foram formados 9 grupos, nos quais a menor propor¢ao
de A foi de aproximadamente 46,67% e a maior proporcao foi de aproximadamente
76,67%. Apos compilarmos todos os resultados, ou seja, 270 papéis de 2700, chegamos

a propor¢ao de aproximadamente 61, 1%.
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Nas trés turmas, os alunos perceberam que aumentando a amostra, mesmo que
isto signifique o aumento proporcional da populacao, a chance de aproximacao foi bem

maior.

Turmas participantes da experiéncia:

e Turmas 1301 e 3301 do 2° periodo de administracao das Faculdades Alfa. Sao
alunos que ja estudaram Estatistica Descritiva, e vao comecar a estudar a parte

de inferéncia. Esta aula foi introdutéria.

e 8°A do Colégio Santo Agostinho;
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7.5 Quantos peixes tem uma lagoa?

Objetivo:
Introduzir os conceitos de Amostra, Populagao e Estimacgao de Parametros Po-

pulacionais.

Descricao da Atividade:

A atividade proposta esta baseada numa oficina idealizada por Cordani (2006)|4].

Esta se baseia na estimacao do total de uma populacao, no caso estimacao de
peixes em uma lagoa com o objetivo de trazer algo mais concreto e lidico para sala de
aula.

A oficina aplica o método de captura e recaptura, comum na area das ciéncias
biologicas, para estimacao da populacdo. A partir deste experimento espera-se des-
pertar os alunos para os conceitos de amostra, populacao e estimacao de parametros
populacionais.

A proposta de aprendizagem apresentada nessa pesquisa é de estimacao de
uma populacao utilizando o método de captura-recaptura. Esse método é bastante
utilizado nas areas de Ecologia e Epidemiologia. O método de captura-recaptura foi
desenvolvido e utilizado por Laplace para estimar a populacao da Franca. A maior
parte das aplicacoes do método de captura-recaptura diz respeito a inferéncia sobre o
tamanho de populagoes animais, embora este passou a ser utilizado em outros estudos.

Os alunos envolvidos correspondem a uma turma de oitavo ano do ensino fun-
damental, do Colégio Santo Agostinho de Goiania.

Nesta atividade, foram utilizados palitos de picolé representando os "peixes",
que foram marcados com caneta hidrogrifica apos a "captura". No dia da aplica-
cao estavam presentes 34 alunos. Foi mostrado aos alunos os palitos em uma sacola
transparente e pedido que os mesmos sugerissem a quantidade de "peixes", ou seja, de
palitos na sacola. Algumas respostas foram anotadas como mais extremas, cem palitos
e 2000 palitos. Apenas o professor sabia a quantidade, que era de 400 palitos.

Apos colocar todos os palitos em uma sacola escura (nao transparente), foi
pedido que cada aluno retirasse um palito do saco, e marcasse o "peixe" com canetinha
preta, e depois de todos os 34 peixes serem marcados, os mesmos foram devolvidos a
sacola preta. Este primeiro processo ficou definido como a "captura".

Depois desta fase, cada aluno retirou novamente um "peixe", de modo que

foram anotados quantos marcados foram recapturados dentre os 34, que nesta primeira
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recaptura, foram 3, na segunda 2, na terceira 3, na quarta 2 e na quinta 3 novamente.

Todos os dados foram marcados e através do principio fundamental da propor-

¢ao, estimamos quantos "peixes"haviam na "lagoa":

34 3
r 34
3xr = 1156

r =~ 385 para a 1* recaptura.

O processo de recaptura foi repetido algumas vezes, dando as seguintes esti-

mativas:
34 B 2
r 34
2z = 1156

r ~ 78 para a 2% recaptura.

34 3
r 34
3xr = 1156

r =~ 385 para a 3* recaptura.

34 2
r 34
2x = 1156

r =~ 578 para a 4* recaptura.

84 _ 3
x 34
3x = 1156

r ~ 385 para a 5* recaptura.

Apos as cinco recapturas, calculamos a média desses resultados:

_ 385+ 578+ 385+ 578+ 385
T = 3 ~ 462

que é uma boa estimativa do total de "peixes'na lagoa.
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Resultados da Aula:

Os alunos perceberam a aproximacao do valor, apds ser pedido que alguns alu-
nos contassem juntos o total de palitos. Houve também a discussao sobre a quantidade
de recapturas, explicando aos alunos que quanto maior a quantidade de recapturas,
mais aproximariamos do total de peixes.

Turma participante da experiéncia:

e 8°A do Colégio Santo Agostinho;

Figura 12: Quantos peixes tem na lagoa?

Figura 13: Quantos peixes tem na lagoa? (II)
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8 Consideracoes finais

O que verificamos neste estudo, foi o quanto a Estatistica ¢ um campo da mate-
matica muito mais amplo do que é apresentado no ensino basico.

Observamos, que tendo como referéncia a grandiosidade desta ciéncia, muito
pouco é trabalhado no ensino basico, e dada a importancia desta nos mais diversos
campos do conhecimento técnico e cientifico, torna-se necessario a ampliacao do que é
estudado nas séries que antecedem as graduacoes.

No presente, os alunos estao saindo do Ensino Médio com uma quantidade imensa
de contetuidos, deixando de lado, conceitos, mesmo que intuitivos, muito mais necessa-
rios e significativos do que outros, sem menosprezar a importancia de cada um.

Em certa aula ministrada no IMPA, o professor Morgado, comentou sobre o
absurdo que acontece no Brasil, onde um aluno depois de 11 anos de escola, entra na
faculdade tendo aprendido sobre nimeros complexos, mas nao sabe com seguranca,
escolher entre uma compra a prazo, ou um desconto a vista. Certo de que o professor
tratava da importancia da matematica financeira, acrescenta-se aqui a Estatistica. Os
alunos chegam na Universidade sem nogoes basicas e importantes da Estatistica, muitas
vezes até mais importantes que outros assuntos menos relevantes.

Concluimos neste estudo, que muito mais pode ser trabalhado no ensino bésico,
inclusive pontos da inferéncia estatistica quase nunca trabalhados nesta fase do ensino,

e 0 mais importante, de maneira lidica, motivacional e significativa para o aluno.
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